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Prefacio da Segunda Edicao

A preparacao desta segunda edi¢ao deu-nos a oportunidade de corrigir
alguns pequenos erros e de acrescentar algum material as aulas 8 e 9, sobre
a técnica de integracao por fragoes parciais.

Além disso, pudemos refletir um pouco mais sobre a experiéncia de
escrever mais um texto sobre esses contetidos. A nossa principal motivagao é
o desafio de apresentar esse contetido classico usando uma linguagem que o
aproxime do leitor. Tentamos estabelecer com vocé uma certa cumplicidade,
ou melhor ainda, uma certa camaradagem. A tarefa nao é facil, mas tem

sido cumprida com entusiasmo e, principalmente, muito prazer.

Para ter sucesso nessa atividade, um dos segredos é ser breve, ma non
tanto! A escolha dos exemplos também é muito importante e, acreditem,

limitada.

Fazendo um paralelo com a muisica, essa é a nossa encenacao da épera
“Calculo”. E verdade que algumas paginas, especialmente as demonstracoes

mais longas e técnicas, correspondem a arias barrocas.

Melhor ainda, estas notas sao como uma suite de dancas. Sua “audigao”
nao impede que os leitores sigam em busca de outras grandes sinfonias. Mais
ainda, esperamos que isso os encoraje a tanto. Por grandes sinfonias, quere-

mos dizer os textos classicos...

Finalmente, esse é o momento oportuno de fazer alguns agradecimentos.
O convivio com os colegas professores de Calculo nas universidades onde
atuamos deve ser mencionado. De alguma forma, nossa pratica do ensino de

calculo foi moldada com a ajuda desse convivio.

Em particular, gostariamos de agradecer a professora Maria Lucia Me-
nezes, pelas sugestoes que foram incorporadas nesta nova edigao, e ao pro-
fessor Pierre Petin, pela sua leitura critica do texto e, principalmente, pelo

seu encorajamento. Valeu, Lucinha! Merci, Pierre!

Nao poderiamos deixar de agradecer as observagoes perspicazes que nos

foram enviadas pela tutora coordenadora de Paracambi, Aline Caetano da

Silva. Obrigado, Aline!

Agradecemos, também, a equipe de revisores do CEDERJ, em especial

a Ana Tereza e ao Alexandre.
Mario Olivero e Nancy Cardim

Piratininga, maio de 2004

CEDERJ
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MODULO 2 - AULA 16

Aula 16 — Apresentacao da Disciplina Calculo
IT

Enquanto a Algebra e a Geometria estiveram separadas,

seus progressos foram lentos e suas aplicagoes limitadas;

mas quando estas duas ciéncias se uniram,

elas deram uma a outra poder e forga

e caminharam juntas em direcao a perfeicao.

Lagrange

Objetivos

Nesta aula vocé conhecera um pouco da Historia do surgimento do

Calculo;

Vera também uma descricao das principais idéias matematicas que vocé

aprendera ao longo desta disciplina.

Newton e Leibniz — dois génios e uma idéia!

Anni mirabiles

Os anos de 1666 e 1667 foram particularmente dificeis para os ingleses.
Uma terrivel peste, a peste bubonica, abateu-se sobre a Inglaterra, forcando,

inclusive, o fechamento temporario das universidades de Oxford e Cambridge.

Esse periodo de recolhimento foi, no entanto, propicio para as ciéncias.

Um estudante de Cambridge retornou para a casa de seus avods, que ficava

na zona rural de Woolsthorpe, Licolnshire. Esse jovem de 24 anos pro-

duziu entao uma série de resultados cientificos que mudariam, de maneira Isaac Newton (1642 - 1727).

Outras descobertas feitas

dramatica e definitiva, o panorama das ciéncias. .
por Newton neste periodo,

O nome desse jovem era Isaac Newton e entre suas descobertas estava que ficou conhecido como

anni mirabiles, foram uma

o que nés chamamos de Calculo. Esta é a ferramenta que vocé aprendeu a generalizagio do Teorema
Binomial, a Teoria da

manipular durante seu estudo de Célculo I e que estendera e aprofundara ao
Gravitagdo e a andlise da

IOIlgO do CélCUlO II. natureza da luz.

n CEDERJ




CALCULO II

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 - 1716) nasceu em
Leipzig, Alemanha. Além do

Célculo, Leibniz deu grandes
contribuigoes no campo da
légica.

Para saber mais sobre este
tema, vocé pode ler o
capitulo “Newton e Leibniz
— Um Choque de Titas”, do
livro Grandes Debates da
Ciéncia, de Hal Hellman,
Editora Unesp, 1998.

CEDERJ
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Voce deve saber que a descoberta de Newton ocorreu num contexto
cientifico favoravel. Geragoes e geracoes de matematicos haviam preparado
o terreno e a comunidade cientifica estava madura o suficiente para acolher

o surgimento da teoria.

Matematicos de uma geragao anterior a de Newton, como Blaise Pascal
(1623-1662) — aquele, do Triangulo de Pascal — Pierre de Fermat (1601-
1665) — que todos conhecem pelo seu Teorema de Fermat —, e René Descartes
(1596-1650) — que nos legou a Geometria Analitica, bem como a frase “Penso,
logo existo!” — chegaram muito proximos da descoberta. O Célculo estava,
por assim dizer, no ar! Isto ndo diminui em nada o mérito de Newton,
decididamente um dos maiores génios da humanidade. Newton chamou sua

teoria de Método das Fluxoes.

Leibniz entra em cena

Alguns anos depois, entre 1673 e 1676, um outro génio produziu a
sua versao do Célculo. Este foi Gottfried Wilhelm Leibniz, que comecara
sua carreira como diplomata. Ele fora atraido para a Matematica gracas a
influéncia de Cristian Huyggens, a quem conhecera em Paris enquanto estava

em uma de suas missoes diplomaticas.

Newton e Leibniz, bem como os seus seguidores, se envolveram em uma
polémica sobre a originalidade da descoberta do Calculo. Isto causou grande
desgaste pessoal a cada um deles. A verdade é que as suas abordagens foram
diferentes, levados por motivacoes outras. Newton apresenta o seu Método
das Fluxoes como uma ferramenta que lhe permite aprofundar seus conhe-
cimentos dos fenomenos fisicos. Isto é, uma visao cinematica do Calculo: a
derivada vista como uma taxa de variacao. Ele considerava x e y variando,
fluindo, em funcao do tempo. Leibniz, por sua vez, considerava x e y vari-
ando sobre uma seqiiéncia de valores infinitamente proximos. Ele introduziu

dx e dy como sendo as diferencas entre os valores nesta seqiiéncia.

O calculo diferencial e integral

Newton via a integracao como um problema de encontrar os x e y de
uma determinada fluxao. Isto é, encontrar o deslocamento de uma dada velo-
cidade. Portanto, para ele, a integracao era, naturalmente, o processo reverso
da diferenciacao. Leibniz via a integracao como uma soma, no estilo que fi-

zeram, antes dele, Arquimedes, Cavalieri e Roberval. Leibniz foi feliz em
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| MODULO 2 - AULA 16

utilizar os ‘infinitésimos’ dx e dy onde Newton usou z’ e 3/, ou seja, velocida-
des. Leibniz usava a palavra ‘monada’ para indicar algo tao simples que nao
tem partes. Nenhum deles considerava o que nés chamamos de funcoes, pois
este conceito sé foi introduzido muitos séculos depois. No entanto, ambos,
definitivamente, pensavam em termos de graficos. De qualquer forma, eles

estavam travando uma luta com o infinito, no caso, o infinitamente pequeno.

Apesar de Newton ter desenvolvido sua teoria primeiro, coube a Leib-
niz o mérito de ter publicado a sua versao, em 1684, introduzindo o termo
calculus summatorius, e divulgando assim suas idéias. Leibniz dava muita

importancia a notagao, no que estava absolutamente certo.

Leibniz foi quem introduziu os simbolos mateméticos d e [, estabele-

cendo, por volta de 1675, a notagao

2
/xdx: a:_’
2

exatamente como nés o fazemos até hoje.

E entao o Calculo ganhou o mundo...

A comunidade matemaética do continente europeu acatou e aprofundou
rapidamente suas descobertas. Os irmaos Jacob e Johann Bernoulli, membros
de uma grande familia de matematicos, passaram a dar as suas proprias
contribuicoes a partir de 1687. O termo calculo integral foi introduzido por

sugestao de Jacob Bernoulli, em 1690.

O primeiro livro de Calculo surgiu em 1696, chamado Analyse des infi-
niment petit pour ['inteligence des lignes courbes e foi escrito por Guillaume
Frangois Antoine Marquis de ’'Hopital (1661 - 1704), sob influéncia de Johann

Bernoulli, que era seu professor.

O advento do Calculo muniu os matematicos de uma ferramenta pode-
rosa e versatil. O seu completo desenvolvimento envolveu diversas geragoes
de matematicos. O Calculo resolve com relativa facilidade problemas ina-
cessiveis para quem o desconhece. Basta pensar nos varios problemas de
otimizacao, que vocé agora sabe resolver, usando basicamente o principio

geral de ‘derivar e igualar a zero’.

CEDERJ
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O Calculo II, quais serao as novidades?

A disciplina que vocé comega a cursar agora, o Calculo II, dard conti-

nuidade a essa maravilhosa jornada de descobertas iniciada no Célculo 1.

Vocé agora ja sabe derivar fungoes de uma variavel real, usando a ‘Re-
gra da Cadeia’, sabe usar estes conhecimentos para interpretar se uma dada
funcao é crescente sobre um certo intervalo, se tem uma determinada conca-

vidade em outro. Vocé também aprendeu o significado do simbolo

[

que pode ser interpretado como uma ‘area’.

A teoria de integracao que vocé aprendeu culminou em um teorema
muito importante. Essa importancia estd estampada em seu préprio nome:

o Teorema Fundamental do Célculo.

O programa de nossa disciplina comega neste ponto, introduzindo as
técnicas de integracao. Vocé aprenderd a calcular as primitivas de véarios
tipos de fungoes. Este contetudo é cldssico e de carater bem aplicado. Ele
lhe permitira resolver varios problemas interessantes, aumentando assim seu

poder computacional.

Por exemplo, vocé podera calcular o volume de varios sélidos de re-
volugao, bem como a area das superficies que os recobre. A esfera e o toro

sao exemplos de objetos desse tipo.

|
E/,// &/J

Depois voce aprenderd a teoria das fungoes de duas ou mais variaveis.
Isto é, voceé vera conceitos como limites, continuidade e diferenciabilidade,
que vocé ja conhece para as funcoes de uma varidvel, aplicados a estas

fungoes, de mais do que uma variavel.

O que voceé ja sabe lhe ajudard a fazer rapidos progressos. No en-

tanto, vera que a nova situagao nos reserva algumas surpresas. Por exemplo,
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enquanto o grafico de uma fungao de uma varidvel é uma curva no plano,
o grafico de uma funcao de duas varidveis é uma superficie no espago tri-
dimensional. Em particular, as curvas de nivel desta superficie lhe darao
boas informacoes sobre a funcao. Veja neste exemplo como isto parece uma

paisagem familiar:

P
=

Essa parte do conteudo da mnossa disciplina tem um forte apelo geo-
métrico. Sera um bom momento para vocé aprofundar seus conhecimentos

de geometria espacial e apreciar a beleza e a importancia destes conceitos.

Vocé aprendera a calcular o gradiente de fungoes de varias variaveis e
descobrira a sua relagao com a derivada direcional. Sim, agora vocé tem mais
do que duas diregoes. Estas ferramentas matematicas sao muito interessan-
tes. Por exemplo, suponha que voceé esteja sobre uma chapa metélica e num
ponto onde a temperatura esteja muito alta. Voce quer sair dali e dirigir-se
para um ponto onde a temperatura esteja mais amena. Vocé saca de seu
‘calculador de derivadas direcionais’ e o aplica a funcao temperatura. Ele lhe
indicara a taxa de variacao da temperatura em cada direcao para que voceé
o apontar. Dai é s escolher aquela direcao onde esta taxa é a menor. Caso
voce esteja realmente com pressa, basta seguir a direcao oposta do gradiente,

pois este aponta para a dire¢ao de crescimento maximo da fungao.

A 1ltima etapa de nossa jornada serda o estudo de uma teoria muito
bonita, chamada Multiplicadores de Lagrange. Considere a seguinte situagao:
voce saiu de sua nave espacial para testar sua nova roupa de astronauta e
percebeu que esta gravitando dentro da érbita eliptica de um planeta muito
aprazivel. Como vocé ja estd no espaco faz muitos meses, a idéia de um
mergulho numa praia daquele planetinha azul é simplesmente irresistivel.
Vocé, que agora esta cheio de pressa, quer descobrir qual é o ponto da érbita

do planeta que esta mais proximo de onde voce esta. Num piscar de olhos

MODULO 2 -

AULA 16

Joseph-Louis Lagrange (1736
- 1813), matemadtico nascido
em Turim, passou parte de
sua vida em Berlim, na
Academia de Ciéncias desta
cidade. Lagrange dedicou-se
& Astronomia, & mecéanica, &
dinamica, & mecanica dos
fluidos, & probabilidade e aos
fundamentos do Célculo. Ele
dedicou-se também a Teoria
de Numeros e foi quem
mostrou o seguinte e
belissimo teorema: Todo
numero inteiro positivo € a
soma de quatro quadrados.
Por exemplo,
7=4+4+1+1+1. Em 1787,
ele mudou-se para Paris,
onde passou o resto de sua
vida, sempre se dedicando a
pesquisa cientifica.

CEDERJ
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voce emite ondas de luz circulares usando seu canhao de laser e prepara-
se para a observacao. E claro que o ponto da drbita que for iluminado
primeiro serd o ponto mais préximo. Caso dois pontos sejam iluminados

simultaneamente, em que tipo de ponto vocé estaria?

O

Bem, como vocé pode ver, hd muito o que descobrir e aprender. Com
dedicacao e paciéncia vocé aumentara seus conhecimentos e ampliard seus

horizontes.

Boa jornadal

Exercicios

Faca uma revisao da teoria de integragao que voceé aprendeu no Célculo
I. Reveja especialmente o Teorema Fundamental do Calculo. Este teorema
deve sua importancia a duas coisas: ao mesmo tempo que desempenha um

papel crucial na teoria das funcoes, ele se da a muitas aplicacoes.

A vertente tedrica do Teorema Fundamental do Calculo é a seguinte: ele
indica condigoes suficientes para que uma dada fungao seja a funcao derivada
de uma outra. Isto é, ele diz que toda funcao continua f, definida em um
intervalo I, admite uma primitiva. Ou seja, se f : I C R — R € uma funcao

continua, entao existe uma funcao diferencidavel F: I C R — R tal que
F'(z) = f(z),Vx € 1.

Sob este ponto de vista, ele é um teorema existencial. Garante a

existéncia de alguma coisa.

Mas, na verdade, podemos dizer mais. Podemos dizer que se f e F sao

tais como o teorema afirma, e o intervalo [a,b] C I, entao

/ f@)de = F(b) - Fla).
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Esta serd a nossa grande motivacao para a primeira etapa de nossa
disciplina. Encontrar F' permite calcular, com facilidade, a integral definida.

Mas, voltaremos a falar neste tema na proxima aula.

1. Use o Teorema Fundamental do Calculo para mostrar que a funcao
f(z) = €™ * admite uma primitiva, digamos F(z), tal que F(0) = 0.
Por que podemos afirmar que a fungao F(z) é crescente em todo seu

dominio?

2. Use o Teorema Fundamental do Calculo para calcular as seguintes in-

tegrais definidas:

1 s s

a) / (z* — 3) dx. b) / cosx dx. c) / sen z dz.
-2 0 -7
2

Vi L <1
d)/ —dz. e)/ e’ d. f)/ —dx.
0 1+z 0 T T

3. Use o Teorema Fundamental do Célculo para garantir a existéncia de
uma funcao f : (0,+00) — R tal que f(1) =0 e Vz € (0, +00)

1

Note que neste caso nao podemos usar a férmula

xn—&-l
"dr = .
/x =y T C

Voceé reconhece esta fungao?

4. Calcule a derivada das seguintes fungoes:

MODULO 2 -

AULA 16
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Técnicas de Integracdo — Substituicdo Simples.

Aula 17 — Técnicas de Integracao —

Substituicao Simples.

Objetivo
Mostrar como usar a técnica de integracao chamada ‘substituicao sim-

ples’.

Motivacao - O Teorema Fundamental, mais uma vez...

Vamos comecgar com uma pergunta que pode parecer uma simples ‘pe-
gadinha’.

Qual é a diferenca entre estes dois objetos matematicos:

5
/Senxdx e / sen xdx 7
0

Uma resposta simples e direta seria: a diferenca estd nos limites de
integragao, 0 e /2.

Muito bem, mas podemos dizer mais. O simbolo da esquerda representa
uma familia de fungoes, enquanto o simbolo da direita representa um niimero.

Mais precisamente,
us
3
sen xdxr = —cos z + C e sen xdxr = 1.
0

Para cada C' € R, a fungao definida por F(x) = —cos z + C' é uma
primitiva de f(z) = sen z. Realmente, % (z) = (—cos z + C)' = sen z =

f(z), Vx € R.

O nimero sen x dxr = 1 pode ser interpretado como a area da regiao

0
limitada pelo grafico da fungao f(x) = sen x, pelo eixo Oz e sobre o intervalo

[0, 3]
2 Y 4

Yy = senx

Figura 17.1

MODULO 2 - AULA 17

Pré-requisitos:

e Vocé usarad a ‘Regra
da Cadeia’, que serve
para derivar fungoes

compostas.

e Integrais de fungoes
simples.

e Propriedades basicas
das integrais.

e Diferencial de uma
funcao.

O termo ‘antiderivada’
também é usado como

sinénimo de primitiva.

CEDERJ
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Arquimedes obteve esse
resultado ha
aproximadamente 2200 anos
usando uma abordagem um
pouco diferente.

CEDERJ

Técnicas de Integracdo — Substituicdo Simples.

Compreender estas duas diferentes abordagens da integral consiste em
ter uma visao geral da teoria de integracao. O Teorema Fundamental do
Calculo é a ponte que faz a conexao entre estas duas perspectivas, e nisso

consiste, em grande parte, a sua importancia.
Como ja observamos, no fim da aula anterior, o Teorema Fundamental

nos permite usar a integral indefinida, / f(z)dz, para calcular a integral

b
definida, / f(x)dx. Isto é, se soubermos que F'(x) é uma primitiva de f(x),

entao temos
b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

No exemplo que estamos usando,

/072‘ sen x dx = — cos (g) - (—cos(O)) = 1.

Eis aqui mais um exemplo:

Exemplo 17.1

3 1 1
Sabemos que / 22 dr = % + C. Portanto, / 22 dr = 3 Isso significa que
0

2 inscrito no quadrado de vértices (0,0), (0,1),

(1,1) e (1,0), divide-o em duas partes. A parte de baixo tem area % e a outra

3
2
3

o trecho da pardbola y = x

parte tem area

Figura 17.2

Agora que voce estd motivado para conhecer as técnicas de integracao,

vamos conhecer a primeira delas: a substituicao simples.




Técnicas de Integracdo — Substituicdo Simples.

Onde comecamos?

Dominar as técnicas de integracao demanda atencao e muita pratica.
Além disso, certos ‘principios gerais’ certamente ajudam. O da aula de hoje

é:

Integrar, no sentido de encontrar a familia de primitivas de uma fungao, é

o processo inverso da derivagao.

A Regra da Cadeia e a Antiderivagao

Exemplo 17.2

Vamos comegar com a pergunta: / sen 3z dx? Isto é, quais sao as fungoes
F(z) tais que F'(z) = sen3z?

Que tal olharmos antes para o seguinte exemplo:

/senxd:t = —cosz + C.

Com esse exemplo mais simples em mente, vamos experimentar o in-

grediente G(x) = — cos 3z para obter uma primitiva de f(x) = sen 3.

Estamos préximos da resposta, mas ainda falta alguma coisa. Observe

que, quando derivamos a fun¢ao G(z), usamos a Regra da Cadeia e obtemos
G'(x) = 3sen 3.

Isto nao é a esperada f(z) = sen3z. A diferenca, no entanto, é apenas
o produto por uma constante, o nimero 3. Nossa resposta necessita de um

pequeno ajuste que pode ser feito devido a seguinte propriedade das integrais:

VA ER, /)\f(:v)dx:/\/f(x)dx.

Otimo! Vamos usar F () = @ e temos, entao, nossa resposta:
cos 3x
/sen?):pdx =3 +C.

Vamos fazer o ‘teste da derivada’:
Se F(x) = —<5% 4 ¢ entdo F'(z) = —5 - (—sen3z) - 3 = sen 3.

Excelente!

MODULO 2 - AULA 17

A Regra da Cadeia nos diz
como derivar uma fungao
composta por outras duas

fungoes:

(f o 9)' () = f'(9(x))g ().
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Nesse exemplo estd a idéia basica da técnica de substituicao simples.
Usamos a propriedade de integrais para reescrever o integrando de maneira
adequada a fim de podermos integrar. Usamos o fato de que a integral

indefinida é o processo inverso da derivacao e usamos a Regra da Cadeia.

~3/sen 3xdr =
/3-sen 3z dr =

Resumido, o nosso exemplo fica:

/sen 3xdr =

sen 3x3dx =

W= Wl Wl

W| =

= ——cos 3z + C.

Para ter certeza de que vocé entendeu este exemplo, pegue lapis e papel

e tente repetir o que fizemos na seguinte situacao.

Exercicio 1.
Usando / e“du = e"+C, calcule / e°® dx. A resposta vocé encontrard

no fim da aula.

Vamos considerar um novo exemplo:

Exemplo 17.3

JT
Calcularemos / x cos z? dz. Primeiro calculamos a integral indefinida e,
0

depois, usaremos uma das primitivas para calcular a integral definida, apli-

cando o Teorema Fundamental.

Muito bem, comecamos com a pergunta basica: “Qual é a integral mais

simples que se ‘parece’ com aquela que eu quero integrar?”
Bem, a mais simples é: /cosudu =senu + C.

Precisamos levar em conta a Regra da Cadeia. Note que se fizermos
u(z) = a7,

temos u/(z) = 2. Prosseguindo assim, fazemos G(z) = sen (u(z)) = sen z?.

Agora,

G'(x) = (COS (u(x))) (W' (2)) = (cos 2?)(2z) = 2z cos z°.
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Novamente fazemos o ajuste da constante:

1
/xcosa:de = 5/2xcosx2dm

1
= §/COS 2% 2xdx

1
= isenx2+C.

Vamos comprovar a resposta:

1 1
Se F(z) = 3 senx® + O, entdao F'(z) = 3 cosz? - 2 = cos x°.
Otimo!

Podemos, agora, calcular a integral definida:

v 1 N
/ x cos z2dr = §sen x>
0

, =gsen (m) —sen (0) = 0.

. , , 1. ~ . A diferencial da funcao
Uma outra maneira de abordar este cédlculo é utilizar a nocao de dife- . B 1 neae
diferencidvel y = f(x) é

rencial. A diferencial de u = 22 é du = 2z dx. Assim, temos: dy = f'(z) dz.

1
/xcos 22dr = §/COS 2% 2x dx
1
= — d
2/cosu U

1
= isenu+C

1
= §Senx2+C’.

Usando a nocao de diferencial, podemos entender o nome que foi dado
a essa técnica de integracao: substituimos 22 por u, levando em conta a dife-
rencial du. Para isso, fazemos os ajustes necesséarios nas constantes, usando

a propriedade das integrais.

Vamos a mais um exemplo:

Exemplo 17.4
Calcule a integral indefinida / 3Vt +1 du.

2 .
Para isso, vocé deve lembrar que /\/ﬂdu = /u% du = gu% + C.

Vamos observar o nosso integrando:

2Vt + 1.
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Se fizermos u = z* + 1, a diferencial serd du = 42 dx. Portanto, para fazer

a substituicao falta apenas o ajuste da constante no integrando. Aqui esta:
/x3\/x4+1d:p = -4-/\/:p4+1:133dx
/(:zc4 + 1)% 42° dx

1 1 2
/u?du = Zgu

(z' +1)2 + C.

Nlw

+C

[ N S e I S S S

Antes de prosseguirmos, que tal vocé experimentar um exemplo? Aqui

esta.

Exercicio 2.
Calcule /(a:3 + 1)* 2% dx. Tente fazer u = 2° + 1. Lembre-se: calcule a

diferencial du, faga o ajuste da constante no integrando e boa sorte!

A Férmula da Substituicao Simples

Podemos resumir a nossa técnica no seguinte teorema.

Teorema 17.1
Se u = g(z) é uma fungao diferencidvel, f é uma funcao continua e Im(g) C
Dom(f), entao

/ F(9(2)) ¢ () d = / f(u)du = F(u) + C = F(g(z)) + C,

onde F' é uma primitiva de f.

Demonstracdo: A prova deste teorema é simples. Vamos usar o Teorema

Fundamental do Calculo e a Regra da Cadeia:

O célculo

d

T (Flg(@)) = F'(g()) g'() = f(9(x)) ¢'(x)

mostra que F'(g(z)) é uma primitiva da funcao f(g(x)) ¢'(x).

Vamos agora a uma série de exercicios para vocé praticar.
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Exercicios

Primeiro, vamos a resolucao dos dois exercicios sugeridos ao longo da
aula.

Exercicio 1.

Para calcular / €™ dx, fazemos u = 5x. Entdo, du = 5dz e a nossa

1
/e‘rwda: = —/e5x5dx
5
1
= —/G“du
5

1
= ge“JrC

integral fica:

I
e 4+ C.
56 +

Exercicio 2.
No caso de /(x3 +1)*2* dx, fazemos u = 23 + 1, donde temos du =

322 dx. Assim,

/($3+1)4x2dx = %/(x3+1)43:v2dx

1
= —/u4du
3

5
— . I+ C
3 5% T

1
= 1—5<$3+1)5+C

Agora é sua vez.

3. Calcule as seguintes integrais:

1
a) /cos S dx. b) /:v2 sen 2 dx. c)/ ze® da.

-1

i
d) /(1+sen r)?cos xdr. e) /mQ(l—m3)5dx. f)/ tv'1+ 3t dt.

0

Aqui estao alguns exercicios sobre o Teorema Fundamental do Célculo.
Caso voce tenha dificuldades em resolvé-los, nao se preocupe. Isso nao atra-
palhara seu desempenho no conteido que estda sendo apresentado agora.
Além disso, nds voltaremos a este tema. Até o fim deste semestre vocé

sabera resolver cada um deles.

MODULO 2 -

AULA 17
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4. Aparentemente, se usarmos o Teorema Fundamental do Calculo, obte-

remos a seguinte igualdade:

1 1
/ d_“::[_l} _ 9
_133'2 rd-1
1

Como a fungao f(z) = -z ¢ sempre positiva, isto ¢ uma contradigao.

Vocé saberia dizer o que esta errado?

2

5. Mostre que as fungoes f(x) = sen? z e g(x) = — cos?

T sao primitivas

de uma mesma funcao. Como isto é possivel?

6. Seja f(t) = |t| e F(z) = f(t)dt. Calcule F(0), F(1) e F(-2).
—1
Mostre que F' é uma funcao estritamente crescente. F' é inversivel?

Sobre qual dominio?

Comentarios Finais

Nesta aula, vocé aprendeu os rudimentos da técnica de integracao cha-
mada ‘substituicao simples’. Deve ter notado como o que ja aprendeu no
seu primeiro curso de cédlculo é importante, especialmente a ‘Regra da Ca-
deia’. Caso tenha compreendido tudo, 6timo. Mas, nao desanime se voceé
sentiu um pouco de dificuldade, afinal de contas, integrar é um pouco mais
‘dificultoso’ do que derivar. Com um pouco mais de tempo e pratica vocé
vai dominar, também, este conteido. De qualquer forma, insista e releia os
exemplos. Para terminar, aqui estd uma série de lembretes para fazer bom

uso da substituicao:

e encontre uma integral ‘simples’ que fara o papel de / f(u) du;

e faga os eventuais ajustes das constantes para substituir ¢'(z) dz por du;

e apoés integrar, nao esqueca de desfazer a substituicao, dando a resposta

em termos da varidvel original.

Na préxima aula voltaremos a este tema.

CEDERJ
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Aula 18 — Técnicas de Integracao —

Substituicao Simples - Continuacao

Objetivos
Nesta aula vocé aprendera a usar a substituicao simples em alguns casos
especiais;

Aprendera a fazer mudanca de variaveis em integrais definidas.

Na aula anterior, vocé aprendeu a usar a substituicao simples para
encontrar primitivas de certas fungoes. A idéia era substituir uma parte
do integrando por uma ‘nova variavel’, geralmente denotada por u, trans-

formando a integral dada em uma integral conhecida. Aqui estd mais um

exemplo.
Exemplo 18.1
2 = 1 2
Para integrar / * dx fazemos “ e
1+ 22 du = 2xdu.

Esta substituicao nos leva a integral simples

1
/—du = Infu| + C.
u

Note que, como Vz € R,

Completando o exemplo, devemos escrever a resposta em termos da 1422 >0, podemos

varidvel original: escrever In(1 + 22) no lugar

2 ) de In |1+ z2|.
/1+$2 de =In(1+2%) + C.

No entanto, em certas situagoes, é preciso um pouco de esfor¢o para
descobrir qual parte do integrando devemos escolher para substituir. Nem
sempre a substituicao estara tao evidente. Nestas ocasioes vocé precisara
experimentar e contar com uma bagagem de exemplos. Precisard lembrar-se
das derivadas e das integrais das principais fungoes. Quanto maior for seu
‘repertorio’ de integrais simples, maior sera sua facilidade em lidar com as
substituicoes. Para que vocé perceba melhor o que isso quer dizer, vamos ao

préximo exemplo.

CEDERJ
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Exemplo 18.2
Calcule /4 tg x dx.
0

Vamos calcular uma primitiva da funcao tg = e, depois, calcular a in-

tegral definida.

Num primeiro exame, nao sabemos o que substituir. O integrando
¢ formado por um unico pedaco: tg z. Nada de desistir! A definicao da
tangente pode ajudar. Lembre-se,

sen T

tgx = .
cos T

Nosso problema transformou-se. Isto é,
sen
/ tg xdxr = / dx.
cos T

Agora estamos em condicoes de fazer a substituicao

COS T
du = —sen xdz.
, Otimo! Aqui vamos nés:
Aqui estamos usando a
seguinte propriedade da

funcao logaritmo: sen T
—lnz=Inzl=Inleo tgxdx = dr =
“1 Cos T

cos =’
—Sen T
COS T

du

u

fato de que sec z =

= —Ilnfju+C =
= —lIn|cos z|+C = In|sec z|+ C.
Aqui vale a pena fazer o ‘teste da derivada’:

1
- (sec )" =
sec T sec T

(In|sec z|)" = - (sec x - tg x) = tg .
Isso mostra que encontramos a resposta correta.

Muito bem! Podemos, agora, calcular a derivada definida:

/4tg:pdx = 1n|secx|Z = In |sec(m/4)| —1In |sec(0)] =
0 0

= Inv2 — Inl1=1nv2.

Estd na hora de vocé experimentar. Aqui estd uma boa oportunidade:

CEDERJ
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Exemplo 18.3

Inv/3 x
Calcule / 5o dz. Vocé ja sabe, a solucao estara disponivel no fim
0 e

da aula, mas vocé vai tentar, nao vai? Aqui estd uma dica. Faca u = e”*.

Substituicao e as Integrais Definidas

No exemplo 18.2, queriamos calcular uma integral definida. Primeiro
calculamos a integral indefinida, usando a substituicao adequada, e, depois,
usamos uma das primitivas para, com o Teorema Fundamental do Calculo,
calcular a integral definida. H4 uma outra maneira, mais direta, de efetuar
este cdlculo. A idéia é a seguinte: ao fazermos a substituicao, estamos fazendo
uma mudanca de variavel. Basta fazer o correspondente ajuste nos limites

de integragao. O préximo teorema indica como isso deve ser feito.

Teorema 18.1
Seja ¢ uma funcao de classe C! e f uma funcao continua. Suponhamos que
la,b] € Dom(g) e g([a,b]) C Dom(f). Entao temos

b g(b)
/ 9(@)) ¢/ (2) do = /() F(u) du.

A prova deste teorema nao é dificil. Antes de apresentda-la, vamos ver

como usar o teorema, aplicando-o num exemplo especifico.

Exemplo 18.4

(Revisitado) Queremos calcular a integral definida

i i —senx
/ tg xdr = —/ —dx.
0 o COSXT

= COS T

ce o~ (] . .
Vamos fazer a substituicao . Precisamos considerar

du = —sen xzdx

os limites de integragao. Se u = cos x, enquanto x varia de 0 até 7, u varia

de 1 até g Veja no gréfico a seguir.
y

U = Ccosx

ok

INE
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Lembre-se de que uma
funcao g é de classe C1
quando é diferencidvel e,
além disso, a sua funcédo
derivada ¢’ é uma fungao
continua.
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Para usar a férmula dada pelo teorema, fazemos

cos(0) =1 e Ccos <E> = @

e temos

s V2
2

1 —senx
—/ rdr = —/
0 CcCoST 1

= Inv2.

Voceé vera como a demonstracao do teorema 18.1 ¢é facil.

Demonstracdo: Como a fungao f é continua, o Teorema Fundamental do
Calculo nos diz que ela admite uma primitiva. Seja F' esta primitiva. Isto é,
Vo € Dom(f), F'(z) = f(x).

O Teorema Fundamental nos diz ainda que

g(b)
S = Fg0) - o). (181.)

g(a

Por outro lado, a Regra da Cadeia nos da
(F(g(2))" = F'(g(x))-¢'(x) = flg(x))-g'(x).

Observe que a funcao g é de classe C1. Isto quer dizer que a funcao ¢’
é uma funcao continua. Assim, a funcao y(x) = f(g(x)) - ¢’(x) é uma funcao
continua e, portanto, satisfaz a hipétese do Teorema Fundamental. Temos

assim a seguinte igualdade:
[ Ho@)g@ s = Flg®) - Flo(@). (1812
Segue de (18.1.1) e (18.1.2) que
b 9(b)
2)) ¢ (x)dr = u) du.
| foteng@ar = [ s

Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 18.5

“Inz
Calcule / —— dzx. Esta integral parece dificil, mas nao é. Pelo menos, nao
;o

muito. Vejamos. O primeiro passo é descobrir qual substituicao podemos
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fazer. Bom, nosso integrando é composto, digamos assim, de dois pedacos:

Inz e % Ora, como a derivada do primeiro pedaco é o segundo, ja temos

Inz u
uma escolha . ) u = In(z)
du = - dz X
Consideremos agora a mudanca de limites de integracao: Enquanto x e
varia de 1 até e, u varia de In1 =0 até Ine = 1. o] /1 e

a =1 = gla) = Inl = 0
b = e = g¢gb) = lne =1

Assim, podemos efetuar nosso calculo:
| 1 2 1
/ﬂdaﬁ:/udu:u— = —.
Tz 0 2 2

Um caso especial ...

E, para terminarmos com esta técnica, veremos um caso especial.

Exemplo 18.6
Calcule /t V14 tdt.

Se seguirmos o padrao do exemplo 17.4, com radical, colocaremos

u = 1+t. Neste caso, du = dt. Assim, temos:

N[=

:u% e dt = du.

VIti=(1+1)

Observamos que ha um ‘pedacgo’ do integrando sobrando: ¢. Nao po-

/zfué du,

pois, ou escrevemos todo o integrando com a variavel ¢, ou escrevemos todo o

demos escrever

integrando com a variavel u. Para escrevermos o integrando todo em termos

da variavel u, observamos que, se u = 1+ t, entao t = u — 1.

CEDERJ




Técnicas de Integracdo — Substituicdo Simples - Continuacio

CALculonn |

Assim, esta substituicao nos da:

/tmdt = /t(1+t)%dt =

Fazendo o ‘teste da derivada’, temos:

d /2

LGa+ni-Za4nt) = a+nit-a4nit =
= (1+1)2 —(1+1)2 =
= (Q+)A+8)2—(1+8)7 =
[

1+t—1](1+8)2 =

= tvV1+t.

Isso comprova que F(t) = 2(1 + t)s — 21+ £)2 é uma primitiva da

fungao f(t) = tv/1+t.

Assim, terminamos a aula, sugerindo que vocé pratique bastante para
assimilar bem essa técnica. A préoxima aula sera dedicada a uma outra técnica

de integracao, chamada ‘integracao por partes’. Até 14!

Exercicios
In+/3 ev
1. Calcule / ——dux.
0 1+ e2®
Solugao: Aqui vocé deve lembrar-se de que e** = (e%)? e que a

dy _ 1
de = 1+4xz2°

derivada da funcao y = arctg x é

CEDERJ
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Com isso em vista, vocé pode fazer { e obter
u = e'dr.
e’ 1
dr = du.
/1—!—62‘7” * /1—|—u2 “
Além disso, temos a seguinte mudanca de limites de integragao:
a = 0 = g(a) = ¢! 1
b nv3 = g(b) = en V3 V3.
Assim,
V3
V3o Vi T T T
dr = du=arctg u| =—-—— = —
0 1+ e 1 14w ) 3 4 12
2. Calcule as seguintes integrais indefinidas:
) / cos X ) / x+1 p
a ¢ x
1—|—sen:c \/_ (22 + 2z + 2)?
(Inw)? 5 2
d) dx. e) [ sen’ xcos xdr. f) [ z°vV2+ xdu.
x
1 VAl 2
o) /t(l _ 0324t ) /7 de. i) [ LESNV T g,
vz (l+z) V14 a2
3. Calcule as seguintes integrais definidas:
vT 6
a) / t cos t* dt. b) / r V36 — z?dx.
0 0
) /  cotg 00 d) e
¢ cotg . / —— dx.
; o OF P
x
e ———dx
) /1 Va3 —1
4. Use as seguintes férmulas dadas para calcular as integrais a seguir.
1 1 x
[ ] /mdx: garctg E—FC
/ L 4 L ] <
o [ ———dx = arcsen — x| < a.
Va2 — 12 a ’
1
o /md:c = —arcsec ‘g‘ +C, |z] > a.

AULA 18
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1
dx.
a)/1+4x2 o

2
x
C)/1+x6dx.

COS T

—d
V4 —sen? x

e)

g) /ﬁdw.

X.

21
b dzx.
)/0 24

efE
d —dx.
)/\/1—625” v
f)/;dm
ery/1—e 22

4
1

h ————dx.

)/4\3/3 rvVz2—4




Técnicas de Integracdo — Integracdo por Partes

Aula 19 — Técnicas de Integracao — Integracao

por Partes

Dividir para conquistar!
Julio César
Objetivo

Aprender a técnica de integracao por partes.

Nas duas ultimas aulas, vocé aprendeu a técnica de integragao chamada
substituicao simples. Agora vocé aprenderd uma técnica que lhe permitira

integrar muitas outras fungoes. Veja como ela difere da técnica anterior.

Vamos considerar as seguintes integrais:

I, = /xerdx e I, = /xe:”dx.

u
Vocé ja sabe resolver a primeira delas. A substituicao
u = 2xdx

leva a resposta
2

L = /merdx = %—l—C’.

Apesar de muito parecida com [y, a integral I, nao serd resolvida facil-
mente se voce tentar algum tipo de substituicao. Essa integral demanda um

outro tipo de técnica para resolve-la, chamada de integracao por partes.

Vocé deve estar lembrado que derivamos a substituicao simples apli-
cando o processo de antiderivagao na regra da cadeia. Dessa vez faremos o
mesmo com a formula da derivada do produto de duas fung¢oes para obter a
integracao por partes. A féormula da derivada do produto foi descoberta por

Leibniz.

Se f e g sao fungoes diferencidveis, entdo Vo € Dom(f) N Dom(g),
(f(x) - g(@) = f'(2)- g(z) + f(z) - g ().

Ela nos diz, por exemplo, que se y = z e”, entao

dy

X X
— = e +xe”.
dx

MODULO 2 -

AULA 19
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Num manuscrito de Leibniz,
datado de 11 de julho de
1677 encontra-se a férmula de fun(;f)es.

d(xy) = xdy + ydx.

Além disso, podemos usé-la para expressar a diferencial de um produto

Suponhamos que u = f(z) e v = g(x) sejam duas fungoes de classe C'*
Ele escreveu o seguinte:

_ ’

d(wy) = (z + do)(y + dy) - — - ) du = fi(z)dx

~ e seja z = uv. Entao
zy = zdy + ydx + dzdy e dv = g/<$) dx
observou que “a omissao da
quantidade dzdy, que é ’
infinitamente pequena em dz = (f(x) ' g(.’E)) dx =
cor.npara(;éo com o resto, — (f'(l‘)g(x) + f(x)g/(x» dr =
pois estamos supondo que dzx
e dy sdo infinitamente = vdu + udv.
pequenos, nos dara
zdy + ydx”.

Como / dz = uv + C', podemos reescrever a férmula dz = vdu 4+ udv

da seguinte maneira: udv = dz — vdu, e integra-la, obtendo a férmula de

integragao por partes:

/udv = uv—/vdu.

Isto é, podemos escrever as primitivas de udv em termos de uv e em

termos das primitivas de vdu.

Vamos a um exemplo.

Exemplo 19.1
. n ey u = T -
Vamos integrar I, = / xe®dr. Voceé ja sabe que se ,  entao
v = e,
z=uv =x€e* e
dz = e"dx + xe” dx.
Issonos da xe*dr = dz—e*dx e

/:cexdx = xex—/exdx.

Como sabemos que / e® dr = e* + (', concluimos que

I, = /xexdx =z —e"+C = e (z—-1)+C.

Aqui estamos trocando

—Cy por C. Realmente, se F(x) = e” (x — 1), entao

F'(z) = " (z—1)+e" =xe€",

COMO esperavamos.
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Quando e como usar a integracao por partes?

Ao aprender uma nova técnica, pode acontecer de vocé ser tentado a
usd-la de maneira indiscriminada. A questao é: dada uma integral, como

descobrir qual é a técnica mais adequada para resolve-la?

Aqui estao alguns lembretes que podem ajuda-lo a fazer bom uso da

integracao por partes. Veja novamente a férmula a ser usada:

/udv = uv—/vdu.

e Para aplicar a férmula, vocé devera dividir o integrando em duas partes

u = 7
dv = 7

e Voceé precisara integrar / dv para obter uma funcao que fara o papel

de v.

e A nova integral, / vdu, deve ser mais ou tao simples quanto a integral

original, / udv.
Veja como essas sugestoes funcionam no préximo exemplo.

Exemplo 19.2
Calcule / 2% cos xdr.

= a’,’2

Vamos analisar a escolha .
v = coszdr

Note que a integral / dv = / cos x dr é uma integral direta. Essa

du = 2xdx
escolha de u e de dv determina e a formula de integragao
v = senc

por partes nos da

/1:2 cosxdr = x°senz — /(senx)Qxdx =

= 2¥senx — /Qx sen x dz. (19.2.1)
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A nova integral, / x sen x dz, é tecnicamente mais facil do que a inte-

gral original, pois o grau do fator 2 diminuiu. Aplicamos a mesma técnica

u = x
nessa nova integral. Ou seja, escolhemos Essa escolha
dv = sen xdzx.
) du = dx ) , ) .
nos da . Aplicando a féormula de integragao por partes,
v = —CoST

obtemos

/xsenxdx = —xcosxT — /(—COS.CE)d:L‘ =

= —xcoszx + senz + C). (19.2.2)

Aqui fizemos C = —2C.
Reunindo (19.2.1) e (19.2.2), temos

/x2 cosvdr = 2°senx — 2[-xcosx+senx + ()] =

= 2?2senzx + 2xcosx —2senz + C.

Realmente, se F(x) = (22 — 2)sen x + 2z cos z, entao

F'(z) = 2zsenz + (2 —2)cosz + 2cos x — 2z sen & =

= 22 cos ,

como esperéwamos.

No entanto, ha situagoes onde a integral / vdu tem o mesmo grau

de dificuldade que a integral original e, ainda assim, a técnica pode render

frutos. Veja como isso acontece no proximo exemplo.

Exemplo 19.3
Calcule / e® cos zdx.

CcoS T du = —sen xdx

xT

e, portanto, {

(Y = €

Vamos escolher Y
dv = edx

Assim,
I = /ex cos xdr = € cosx — /ex(—sen x)dr =

= ¢e"cosr + /e‘”‘ sen x dz. (19.3.1)
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Note que as integrais [ €* cos xdx e / e’ sen xdxr tém o mesmo
nivel de dificuldade. Isto é, aparentemente, a técnica nao nos deu nada de

novo. Apesar disso, aplicamos novamente a técnica na nova integral.

u = senzx du = cos xdx

dv = e*dx v = e%,

Portanto, (19.3.1) nos d&

I = /excosxdx:emcosm—l—exsenx—/e“ccosxdx.

Note que o integrando original reapareceu no lado esquerdo da igual-
dade. Assim, podemos somar o integrando I aos dois lados da igualdade,
obtendo:

2] = e"(cos x + sen x)+ C}.

Finalmente, trocando C por 2C, obtemos a resposta esperada.
em
I = /ew cos rdr = ?(cosx + sen x) + C.

A~ . xT
Vocé pode derivar F(z) = § (cos z + sen x) para comprovar que estamos

com a resposta correta.

Essa foi uma boa saida, nao foi? Tente usa-la para resolver o seguinte

exercicio.

Exercicio 1. Calcule / e sen z dx.

Muito bem! Confira a sua resposta no fim da aula.

Vamos, agora, considerar mais uma situacao que merece atencao, onde

a integracao por partes sera util. Nada como um exemplo para ilustra-la.

Exemplo 19.4
Calcule / arctg x dz.

Qual é a dificuldade inicial? Vocé quer integrar uma fungao que voceée
sabe, apenas, derivar. Otimo, isso é um comeco e, vocé ja sabe, na maioria

das vezes comecar é o mais dificil.
Para usarmos a integracao por partes s6 temos uma escolha:

1
u = arctgx du = dx
e

1+ a2
dv = dx v = o

CEDERJ




Técnicas de Integracdo — Integracdo por Partes

CALculonn |

E, assim, temos

/arctg rdr = zarctgz — /ﬁdm (19.4.1)

Aqui entra em agao a nossa conhecida substituicao simples. Veja o

exemplo 18.1.

x 1 9
/1+x2 dx = §ln(1+x) + (. (19.4.2)

Reunindo as duas igualdades, (19.4.1) e (19.4.2), temos

1
/arctg:cdq: = zarctg x — 5111(1—1—1:2) + C.

Nao deixe de fazer o teste da derivadal

Aqui estd uma oportunidade para vocé experimentar, antes de prosse-

guir para a parte final da aula.
Exercicio 2. Calcule / In xdx.

A solucao estara mais adiante para vocé conferir.

Integracao por partes com limites de integracao

Até agora, nossos exemplos e exercicios tém sido integrais indefinidas. A
integracao por partes, no entanto, também se aplica, diretamente, a integrais

definidas. Veja como isso funciona.

Exemplo 19.5
Calcule / r In zdx.
1

Nesse caso, faremos a seguinte escolha de u e de dv:

u = lnzx du =
=
dv = zdx _

v g

SESH R

Lo |
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Essa escolha resulta

/ z In xdx
1

no seguinte:

e 1 /° 1
= x—lnx ——/xz—d.’z:
2 1 2 1 e
2 e 1 e
= Tl ——/xdx:
2 1 2/
2 1 1 2 e
= 6—1ne——ln1——~x—
2 2 2 21
e [62 1i|_62+1
2 4 4 4 4

Resumo

Vocé aprendeu a usar a integracao por partes. Ela é especialmente 1til

nas seguintes situacoes:

a) / [polinémio em x] - ¢ cos br dx;

b) / (fun(;éo que nao sei integrar mas sei derivar) dx.

Ao escolher u e dv, lembre-se, voceé precisara integrar dv, antes de mais

nada, para obter v e aplicar a formula. Além disso, a integral

6ax

sen cr

deve ser mais dificil do que / udv.

Muito bem, agora vocé domina as idéias fundamentais da integracao por

partes. Para aprofunda-las, é preciso paticar. Aqui estao alguns exercicios

que o ajudarao a fazer isso.

Exercicios

Vejamos, inicialmente, as solugoes dos exercicios sugeridos ao longo da

aula.

Exercicio 1. Calcule / e

sen x dx.

MODULO 2 - AULA 19

Estamos fazendo a seguinte

1
simplificagao: z2. = =2

Esta simplificacao glegl’tima,
uma vez que estd implicita a
condigao x > 0. Vocé sabe
por qué? Bem, isto é devido
ao fato de estarmos lidando
com a fungao y = In x.
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Solugao: Neste caso, faremos a seguinte escolha de u e de dv:

u = e* du = 2e**dx
—
dv = sen xzdx v = —cCosZ.
Assim,
I = /62’” sen zdr = —e**cosz — /(— cos x) 2e* dr =

= —e*cosT + 2/62”” cos x dx.

Aplicando novamente a integragao por partes, na nova integral

u = e du = 2e**dx
—
dv = coszdx v = sen x,
temos
I = —e*®cosz + 2(62”” sen r — 2/ e sen xdx)
I = —¢*®cosz + 2% senz — 41
5 = 62“(28611:6 — CoS :c) + (.
Portanto,

2z
I = /6236 sen rdr = 6—(28enx — CoS :L') + C.

Exercicio 2. Calcule / In zdx.

Solucgao: A escolha de u e de dv é clara:

v = Inz du = lcl:z:
— x
dv = dx v = 1.
Entao,
1
/lnxdac = zlnzx — /x'—dx =
T
= xlnx—/dmz
= xlnzx — x + C,
ou seja,

/lnxdx = x(lnx — 1) + C.
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3. Calcule as seguintes integrais:

a) /(x + 1) sen zdx. b) /x2 e "du.
1/2
c) / e cos x dx. d) / arcsen x dzx.
0

4. Calcule/ cos vz dx.
0

Sugestao: faca uma substituicao algébrica antes de aplicar a integracao
por partes:

du = dz.

IS

I
MI»—!S
. &

1
NZ
Agora, o toque mais sutil:

dr = 2udu.

Auto-avaliacao

Todos os exercicios desta aula podem ser resolvidos usando a integracao
por partes. E claro que alguns sao mais dificeis. Caso vocé tenha dificuldades
com alguns deles, nao se preocupe, isso é natural. Releia os exemplos e vocé

deverd encontrar uma saida.

Até a préxima aula!
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Aula 20 — Técnicas de Integracao — Integracao
de Poténcias e Produtos de Funcoes

Trigonométricas

Objetivo

Aprender a integrar poténcias e produtos de fungées trigonométricas.

Introducao

Apesar de funcao ser um conceito relativamente novo, as fungoes trigo-

nomeétricas sao conhecidas desde a antigiiidade, na forma de tabelas.

Para resolver problemas de trigonometria elementar, aprendemos bem

cedo os valores de seno e de cosseno de alguns angulos especiais.

6 | sen 0 cos 0

0 0 1

s 1 3 ~
I % ~ 0,866
T 2 2

T V3 1

3 3 2

5 1 0

Hiparcos de Nicaea (180 - 125 a.C.) foi quem construiu as primeiras
tabelas trigonométricas. Isso lhe rendeu o epiteto de “pai da trigonometria”.
Hiparcos era um astronomo, e foi ele quem organizou o conhecimento de
astronomia obtido empiricamente pelos povos que viveram na Mesopotamia,

entre eles os babilonios.

A tabela trigonométrica que ele construiu associa a cada angulo inteiro

o comprimento da corda que este angulo determina em um circulo de raio A
igual a 60. Por exemplo, sua tabela indicaria que 60
o)
corda(30°) = AB = 2 x 60 x sen (15°) ~ 31, 058.
60
Nesta aula, estaremos lidando, principalmente, com funcoes trigonomé- B

. 2 ~ .~ , AO = OB = 60 sen(15°
tricas. E um bom momento para vocé fazer uma revisao desse contetudo (15

classico tao importante. Rever as defini¢oes, as principais propriedades e,
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principalmente, as chamadas identidades trigonométricas. Vocé ja tem muito
material sobre esses temas. Reveja-o.

Por exemplo, vocé deve saber que tg z = 582 e gec z = —— sd0
COos T COos T

definidas para todo » € R — {(2k +1)7 ; k € Z} além disso, a identidade

trigonométrica

sen? x + cos? ¥ = 1 (1)

gera

sec? x = 1 + tg? z. (2)

A integral / cos’ x dz.

Vamos comecar vendo a parte de integrais com dois exemplos tipicos.

Exemplo 20.1
Calcule I; = /sen zcosrdr e Iy = /COSQZL‘ dzx.

No caso de [, a substituicao simples resolve o problema.

sen? x

+C.

]lzfsenxcosxdx =

Para integrar I5, podemos usar a integracao por partes, como foi suge-
rido na aula anterior.
CoS T du = —sen xdx

U
Fazendo temos e
xdv = cos zdx v = senx

obtemos

I, = /COS2xd$ = cosx senxr + /seand:U.

Se voceé tentar prosseguir aplicando a integragao por partes, voltara a

estaca zero. Aqui é necessaria uma outra coisa, a identidade trigonométrica

fundamental, na forma sen? r = 1 — cos? z. Assim,
I, = /COSQ$ dr = cos x sen x + /(1 — cos’z) dx
L, = cosxsena:—l—/dx—IQ
21, = coszsenx + z +C4
1
I, = /COSQZEdZE: §+§Cosxsena7 + C.
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Algumas identidades trigonométricas

Voceé observou como foi providencial o uso da identidade trigonométrica.
Realmente, elas sao muito tteis. Veremos o calculo dessa ultima integral
feito de outra maneira. Antes, porém, precisaremos de outras identidades

trigonométricas. As férmulas

sen(a+b) = sen a cosb £+ cosa sen b (3)

cos(a+b) = cosa cosb F sen a sen b (4)

sao particularmente conhecidas. Fazendo a = b = x em (4), obtemos

cos2x = cos’x — sen®uw. (5)

Usando a identidade trigonométrica fundamental (1), derivamos as se-

guintes férmulas.

cos’ r —sen’r = cos 2r
cos’ ¥ — (1 —cos® x) = cos 2z
2c08 r = 1+ cos 2z
1 1
cos?r = — — cos 2x 6
5t 3 (6)
e, similarmente,
1 1
senr = — — — cos 2z 7
5 " 3 (7)

que sao validas para todo = € R.

Podemos usé-las para fazer as seguintes integrais:

1 1

2 f— — —
/cos rdr = /(2+2c082x) dx

1
= g—l—isen%c—i- C
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1 1
/sengmdx = /(§—§C0821’) dx

1
= g—zsen2x+0.

Vamos comparar as duas respostas obtidas para / cos® x du:

1
/cos2xdx = g+§cosx sen x + C.

1
/COS2ZL‘d£L‘ = %+Zsen2x + C.

Qual delas é a correta? Bem, na verdade, ambas as respostas estao
certas. Veja, fazendo a = b = z na férmula (3), obtemos

sen2r = 2sen x cos Z. (8)

Integrais do tipo / sen”" x cos™ x dx.

Vamos lidar com integrais de funcoes definidas pelo produto de poténcias
das fungoes y = sen z e y = cos x. Na verdade, mostraremos, através de
exemplos, como as técnicas que desenvolvemos até agora podem ser propri-

amente usadas.

Ha duas situacoes que devemos diferenciar.

1. Pelo menos uma das duas poténcias é um inteiro impar.
I, = /sean cos x dz; I, = /0083 dzx.
2. Todas as poténcias sao numeros pares.

I3 = /COS4 dx; Iy = /(308295 sen’ z dx.

Como veremos, cada caso demanda uma estratégia diferente. As do
tipo 1 sao menos trabalhosas. FElas podem ser resolvidas por substituicao
simples. Veja como.
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Exemplo 20.2
Célculo de I; = /sen2x cos z dr e de Iy = /COS31‘ dz.

Para resolver I, fazemos a substituicao u = sen x, du = cos x dx e

obtemos

sen® &

3
Ilz/seancosxdx:/UQdu:%—l—C:T—i—C.

No caso I, usamos a identidade trigonométrica (1) na forma cos® x =

1 — sen’s para reescrever

cos® z = (cos® ) (cos ) = (1 —sen®x) (cos ) = cos = — sen’x cos .

Assim,

[2:/cos3xdx = /(cos:v—sen%c cos x)dr =

= /cos xdx—/sean cos x dx =

senSx

= senx — —— + C.
3

Assim, podemos sempre “reservar” uma copia de sen x ou de cos x para
compor o du e a identidade (1) para rearranjar a funcao e fazer a substituigao
simples.

No caso de todas as poténcias serem pares, essa tatica nao se aplica.
Aqui teremos de usar as chamadas formulas de reducao, que sao obtidas
usando a integragao por partes. Antes de olharmos para féormulas gerais,

vejamos como a idéia funciona em dois casos mais simples.

Exemplo 20.3
Célculo de I3 = /Cos4xd:v ede I, = /cos2 x sen? x dz.

Para calcular I3, vamos usar a integracao por partes.

u = cosdx du = —3 cos®>z sen xdx

dv = cos zdx v = sen x.

Assim, /0034 rdr = cos®z sen = + 3 / cos® z sen® z dz.

2

Agora, aquele truque que ja usamos antes: como sen?x = 1 — cos®x,

CEDERJ




CALCULO II

CEDERJ

Técnicas de Integracdo — Integracdo de Poténcias e Produtos de Funcdes Trigonométricas

temos

4

—— — —

cos*rdr =

cos*rdr =

costxdr =

cos*rdr =

3

cos®r sen x + 3 [ (cos®z — cos’ ) dx

3

cos®z sen z + 3 [ cos® zdx

cos® senm—|—3/0052mdx — 3/cos4xda:

1 3
1 cos® x sen x + Z/cos2xd:c.

Como j4 calculamos a integral / cos® z dx anteriormente, podemos

concluir:

/COS4ZL‘CZZE =
/cos4xda: =

Vocé pode usar o “teste da derivada” para certificar-se de que os calcu-

los estao corretos.

3 1
cos?’m senm—l——(g+§cosx sen x) +C

4

3 3r 3
cos’ x senx—l—g—l——cosm sen z + C.

8

== ]

Para calcular I, basta usar a identidade trigonométrica fundamental

para obter
I, = /0052 x(1 — cos® x) dw = /cos rdr — /cos4a;dx.

Agora, usando os calculos que acabamos de fazer, temos

I, =

9 9 z 1 1
cos"z sen” rdr = = + - cos T Sen & — - €08

31 sen x + C.

8 8

Formula de reducao para / cos"xdr e / sen”" x dx

Assim como usamos a integracao por partes e o truque com a identi-

dade trigonométrica fundamental para calcular [ cos® z dx, podemos obter

a seguinte formula, chamada de formula de redugao:

/

1
n

n

-1
cos" xdr = —cos" 'z sen x + (n=1) /cos”_2 xdx. 9)

Exercicio 1. Use a féormula de reducao para calcular / cos® x dx.

De maneira analoga obtemos a férmula de redugao para senos:
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n

1 —1
/sen”xdm =——gen" 'z cos x + (n )/senn_zxdz.

n

Exercicio 2. Use a féormula de reducao para calcular / sen’ z dz.

Argumentos diferentes

(10)

As férmulas (3) e (4) podem ser usadas para derivar as seguintes iden-

tidades trigonométricas:

1
sen ax cosbr = 5( sen (a — b)r + sen (a—i—b)az)

1
sen axr sen bxr = 5( cos (a — b)x — cos (a—{—b)x)

1
cosar cosbr = 5( cos(a —b)x + cos(a + b)x>

(11)

(12)

(13)

Veja, por exemplo, como podemos obter a primeira delas. De (3) con-

cluimos que

sen (a — b)x

sen (a + b)x

sen (ax — br) =

sen ax cosbxr — cosax sen bx

sen (ax + br) =

sen ax cosbx + cosax sen bx.

Somando as duas igualdades, obtemos

sen (a —b)z + sen(a+b)xr = 2 sen ax cosbz.

Essas férmulas sao teis para abordar integrais que envolvam funcoes

trigonométricas com diferentes argumentos, reduzindo-as a integrais do tipo

das que estudamos. Veja o exemplo seguinte.

| MODULO 2 -
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Exemplo 20.4
Calculo de / sen x sen 2z dzx.

Usando a férmula (12), temos

1
/sen x sen 2rdr = /5 (Cos(l —2)z — cos(l+ 2)1’) dx =

1 1
= —/cosxdm — —/Cos?mdx =
2 2

1 1
= ésenz — ésen3m+C.

Como a fungdo f(z) = cosz
é uma funcao par

(f(m) :f(fx),VxeR), , o .
podemos trocar cos(—x) por Comentarlos geI‘aIS

cos(z).
As técnicas usadas sao substituigao simples ou integragao por partes,
bem como as férmulas de reducao. O problema é saber identificar qual técnica
deve ser usada em cada caso. Para ajuda-lo nessa tarefa, apresentaremos um

resumo com as principais estratégias.

Considere a seguinte integral:

/ sen” z cos™ z dx

Sugestao Formulas tteis

m impar Substituicao u = sen x | sen®’x = 1 — cos*x

du = cos r dx

n impar Substituicao u = cos x | cos’z = 1 —sen’x

du = —sen x

m e n pares | Férmulas de reducao sen?x + cos?z =1
(9) ou (10)

Caso voce esteja lidando com um integrando que tenha argumentos
diferentes, use as férmulas (11), (12) ou (13) para reduzir toda a expressao

a um unico argumento. Veja o exemplo:

1
sen bxr sen xr = 3 (cos4:v — cos6x).

Exercicios

Comecamos com as solugoes dos exercicios sugeridos ao longo da aula.
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Exercicio 1.

Use a féormula de reducgao para calcular / cos® x d.

Solucgao:

1 2
/cos3:1:d:c = gcos?xsen:c—i-g/cosa:da::

1 2
= gcos2xsenx+§senx+0.

Exercicio 2.

Use a férmula de reducgao para calcular / sen’ z dx.

Solugao: Vamos usar a férmula (10) com n = 4.

1 3
/sen4xdx: —1 sen®x cos r + 1/sen2xdx.

Agora, podemos usar a integral de sen? x para completar o exercicio:

1 3 1
/sen4xdx = ~21 sen®x cos r + Z(g—§senxcos x) +C

3

1
= —Zsen T cos T + en x cos z + C.

8 8"

Exercicio 3.

Calcule /0031/2 x sen® z dz.

Solugao: Como o expoente de sen x é 3, um nimero fmpar, vamos re-
escrever sen®z como (sen®z) (sen x), usar um dos fatores para compor o
du = —sen x dx e fazer a substituicao u = cos . Além disso, usaremos a
identidade trigonométrica fundamental para escrever sen?x em termos de
cos x. Observe que esta técnica funciona mesmo quando o expoente de

Yy = cos r nao é um numero inteiro. Assim,
/0051/2 rsen’rdr = /0081/2 x (sen® ) sen x dx =
= /C081/2 x (1 —cos®z) sen x dr =
= /cosl/2$ senxdw—/cos5/2xsenxdx:
2

2
= —3 cos®/? g + - cos™?z + C.
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4. Calcule as seguintes integrais:

/6
a) /cos5 x sen x dx. b) / cos® z dx.
0
c) /sen2 x cos® x du. d) /sen2 20 cos 26 d6.
/3
e) / cos® z d. f) / cos® 2z dx.
0
g) /seans cos 2z dz. h) /(cos t — cos 2t)2dt.
w/2 x
i) / sen’ 3 dx. j) /sen_3a: cos® z dx.
0

5. Calcule as seguintes integrais:

/2
a) /sen% sen x dx. b) / sen 2z cos 3x dz.
0
/4
c) / cos 2x cos® x dx. d) /cos Tx cos 3z dx.
—7/4

Auto-avaliacao

Uma palavra final a respeito deste conteido. Os exercicios nao sao
dificeis, mas trabalhosos. Vocé precisarda de varias féormulas e nem sempre
nos lembramos de cada uma delas. No entanto, ha a necessidade de voceé
saber identificar os casos mais simples e saber usar as férmulas de recorréncia

apresentadas.
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Aula 21 — Técnicas de Integracao — Integracao
de Poténcias e Produtos de Funcoes

Trigonométricas

Objetivo

Aprender a integrar poténcias e produtos de fungées trigonométricas.

Na aula anterior, vocé aprendeu a integrar fungoes cujos integrandos
eram produtos de senos e cossenos. Nesta aula, comecaremos considerando
produtos de tangentes e secantes.

Integrais envolvendo produtos de tangentes e secantes

O célculo de integrais do tipo / tg" x sec™ x dx é relativamente facil.

E preciso levar em conta se n ou m é par ou impar. Em qualquer um dos

casos usaremos as seguintes informagoes:
1. sec?x =1 + tglux;
2. (tg x) = sec? x;
3. (sec x) =sec x tg x.

Vamos exemplificar as diferentes possibilidades:

O caso m par.

Neste caso, usaremos a identidade sec?z = 1 + tg?z e o fato de que a

derivada da tangente é a secante ao quadrado.

Exemplo 21.1
Célculo de / tg® x sect z du.

MODULO 2 -

AULA 21
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Neste caso, usamos a substituicao simples u = tg x.

/tggm sectzdr = /thx sec’z sec’ v dr =
= /tg?’x(l—i—th:ﬁ) sec’ rdr =
= /(tg?’x +1tg’x) sec’ rdx =
= /tg3xsechdx+/tg5msec2xdx:

1 1
= Ztg4m+gtg6x+0.

O caso n impar.

Agora faremos algo semelhante, trocando os papéis entre a tangente e

a secante.

Exemplo 21.2
Célculo de / tg® x sec® z du.

Neste caso nao podemos fazer a substituicao feita no exemplo anterior,
pois o expoente de secx é 3. No entanto, levando em conta que (sec x)" =

tg x sec x e que o expoente de tg x é impar, podemos fazer o seguinte:
/tg?’x secdrdr = /tg2 r sec’ z (sec x tg x) dr =
= /(se02 x—1)sec’ x (sec x tg x) dv =

= /(sec4 r —sec’ 1) (sec v tg x) dv =

- /(u4—u2)du:

wou?
= —— —+C=
5 3
1
= gsec5a:—§sec3a:+0.

Exercicio 1. Calcule a integral / tg® r sec® x du.

CEDERJ
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O caso /sec"xdm

Para fazer este tipo de céalculo, vamos considerar dois casos: n impar

ou n par. Vamos comecar com o caso simples. Isto é, quando n é par. Como

2 2

(tg x) = sec? x, podemos usar a identidade sec?z = 1 + tg®x e aplicar a

substituicao simples. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 21.3
Calcule / sect x dz.

/sec4xdx = /sech sec’ xdr =

= /(1 + tg? ) sec’ v dr =
= /sechd:U—l— /tgzx sec’ & dr =
L s
= tgx—Fg tg” v + C.
Vamos, agora, considerar o caso em que n é impar. Observe que
sec t
/secxda: = /secxud:c:
sec x + tg x
/sec T tg x + sec’x

secx + tgx
= In|secz +tgx| + C.

dr =

Essa férmula merece um destaque, pois o truque usado para calcula-la

é, realmente, fora do comum.

/Secxdx:1n|secm+tgm|+0 (1)

Para valores de n maiores do que 1, pode-se usar a integracao por partes

sec"xdxr = sec" 2 rsec® x dx
e

u dv

ou a férmula de recorréncia

"2t —2
/sec":z:dx - X Teen /sec"_Qa:d:U, (2)
n—1 n—1

valida para n > 1.
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Na verdade, a prova de que a féormula é verdadeira usa a integracao por

partes, como foi sugerido anteriormente. Veja como isso funciona:

Exemplo 21.4
Céalculo de / secd x dx.

Vamos usar a integracao por partes.

{u = secx {du = sec x tg xdr
—

dv = sec®xdx v = tguw.

/sec3xdx = secxtgr — sec z tglxdr =

= secrtgr — [ secx(sec?r —1)dr =

= secx tgxr —

—— —

sec rdr + /sec zdz.

Assim,

2/sec3xdx = secxrtgr + /Secxdx

1 1
/sec%cdx = isecxtgx + §/secxdx.

Esta tltima linha é o que obteriamos ao substituir n por 3 na férmula

de redugao para secantes (2).

Portanto, podemos concluir:

1 1
/sec3xdx = Esecxtgx + iln\secx+tgm| + C.

Exercicio 2. Use a férmula de reducgao para calcular / sec® x dx.

Observagdo 21.1

Ainda nao consideramos a situacao / tg" x sec™ xdx, onde n é par e m é

impar. Veja o seguinte exemplo.

Exemplo 21.5
Calcule /thx sec x dx.
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Neste caso, o integrando pode ser reescrito em termos apenas de secan-

tes, usando a férmula tg? x = sec?x — 1.

/tgzxsecxdx = /(seczx—l) sec xdr =

= /sec?’:vdx—/sec rdr =

1 1
= isecxtgx — §ln]secx+tgx\ +C.

O caso /tg”xdaz‘.

Vejamos agora como obter uma férmula de redugao para o célculo de

integrais como [ tg’zdxr. Para isso obteremos uma férmula de reducao.

Vamos supor que n > 2.

/tg”:cda: = /
= /tg"2 sec’r — 1)dr =
tg"

n—2

tg" 2rtgirdr =

p— tdc
1/g

Isto é,

tg" 2z sec’ v dr — /tg"‘2

rdr =

t n—1
/tg"xd:z % T /tg”_zxd$,
n—1

valida para n > 1.

Exemplo 21.6
w/4
Vamos calcular / tg® x d.
0

Usaremos a formula de reducao duas vezes.

4
/tg5xdas = —/tg3:vdx =

=+
)
&

W~

tg? tg®
tg? t
= g4:v 92 —|—1n|secx‘

+C.

MODULO 2 -
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Portanto,
. w/4 /4 /4
m/4 5 tgd o tg*x
tg®rdr = - +ln|secx‘ =
0 4 2
0 0 0
1 1 1 1
= —-——+Inv2 —Inl =—=+ = 1n2.
i g timv2 -l R

Vocé acha que esse nimero é positivo ou negativo? Ganha um doce
quem acertar sem usar a calculadora... A resposta esta no fim da aula, na

secao de exercicios.

Cossecantes e cotangentes.

Até agora abordamos integrais de funcgoes cujas leis de definicao en-
volvem as funcgoes seno, cosseno, tangente e secante. Os casos envolvendo
cotangente e cossecante admitem solucoes similares aos que envolvem se-
cante e tangente. Por exemplo, podemos usar as seguintes férmulas para

poténcias de cossecantes e cotangentes:

/Cscxdazzln\cscx—cotga:]—l—c (4)

"2z cot —2
/csc":rd:z: == TooeT LI /Csc”_zxdas, (5)
n—1 n—1

valida paran > 1,

t n—1
/cotg”xdx S —/cotg”_Qxdx, (6)

n—1

valida para n > 1.

Exercicio 3. Calcule / csc® 2z d.

Outras integrais trigonométricas

H4& casos onde o integrando nao é da forma que abordamos até agora:
produtos de senos e cossenos ou de tangentes e secantes... Nesses casos
podemos usar as férmulas trigonométricas para reduzir a um dos casos ja

apresentados. Ilustraremos essa idéia com os proximos exemplos.
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Exemplo 21.7
Célculo de /0502 xr tg xdx.

Note que esta integral envolve as fungoes cossecante e tangente. Pode-

mos usar a identidade

para reescrevé-la da seguinte maneira:

2
csc” X

/CSC2ZL‘ tg xdr = /70@
cotg x

d 1
SR e Y = e
u u
1
= In +C =1In|tg z| + C.
cotg ©

Exemplo 21.8
Célculo de / sec® r sen x dx.

Neste caso, a substituicao sec z = ﬁ transformara a integral dada

em uma integral mais simples de calcular. Tente fazer isso. A resposta é

1
/sech sen a:d:vz§sec2w + C.

Resumo

Esta aula também contém bastante informacao, assim como a aula

anterior. Alids, essa serd a tonica das aulas sobre técnicas de integracao.

Vamos, entao, montar um mapa com algumas das informacoes mais

usadas entre as que foram apresentadas nesta aula.

CEDERJ
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Caso /tg” x sec xdx.

Sugestao Foérmulas

m par Substituicao u = tg x sec’r =1+tg?x
du = sec? x dx
Veja exemplo 21.1.

n fmpar Substituicao u = sec v | tg?x =sec?x — 1

du = sec x tg xdx

Veja exemplo 21.2.

n par e m impar | Transforme o integrando | tg?z = sec?z — 1

em secantes e use (2).

Veja exemplo 21.5.

Exercicios
Exercicio 1. Calcule / tg® x sec? x du.
Solugao 1: Vamos usar u = tg x. Assim, du = sec? z dz. Portanto,
3 2 Ly
tg” x sec xd:pzitg x + C.

Solucgao 2: A identidade tg? x = sec? —1 nos d4

/tggm secrdr =

= /Sec3xtgm secmdw—/secx tg x sec x dor =

/(860295 —1) tg x sec’zdr =

1 1
= 1 sect x ~3 sec? x + (.

Qual das duas respostas obtidas é a correta? Bem, como nao er-

ramos na conta, ambas devem estar corretas. Realmente, lembre-se que
Resumindo, f(x) =

estamos obtendo uma familia de funcoes. % tglx e

g(z) = 1sec’ z41 sec? x sdo primitivas da fungao y = tg® z sec? z e, portanto,
diferem por uma constante. Veja:
Loy Lo L4 2 1
— sec” xr — — sec C; = —(sec’x — 2 sec H+C—- =
1 =g r + 1 (sec* x4+ 1)+ Cy 1
_ (sec’z — 1)> +C L
= 3 - =
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Execicio 2. Use a férmula de reducao para calcular / sec® z dx.

Solugao: Vamos usar a férmula (2) com n = 5.

3ot 3
/sec5xd:c: W—i—i/secz)’xd:&

Agora, usando o célculo ja efetuado no exemplo 21.4, temos a resposta:

sec® z t 3 3
/sec5xdx:+gx+§secxtgx + Zln\secx—i—tgm\ +C.

Exercicio 3. Calcule / cscd 2x d.

Solugao: Vamos usar a férmula de reducao (5), observando que o argumento
é 2.

1
/CSC3 2udr = 3 /0803 22 2dxr =

2 tg 2 1
= —Cscxcogx+—/csc2xdx:
4 4
2 tg 2 1
= T x—l——/cchxQd:c:
4 8
2 tg 2 1
= _030$20g x+§ln|c502x—cotg2x|+0.
4. Calcule as seguintes integrais:
a) /tg2 27 sec’ 2x du. b) /tg2 % sec gd:c.
w/3
c) / sec® r tg x dw. d) /sec4 3z dz.
w/6

MODULO 2 -

AULA 21

CEDERJ



Técnicas de Integracdo — Integracdo de Poténcias e Produtos de Funcdes Trigonométricas

CALculonn |

w/4

e) / tg® z dr. f) /tg:psec4xdx.
w/6

) /cot Sx csc? zdx h) /SeC4xdx

g g ' s

i) /sec4 5t dt. j) /tg30 sec2 6 df).

1) /(sec3 27 + tg® x)dr. m) /csc4xd:c.

1 5 tg? x
n) /\/Esec Ve dz. 0) /Cos5xdx'

1 cotg®
P) /sen4 20 0. ) / sen? x d.

CEDERJ
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Aula 22 — Técnicas de Integracao —

Substituicao Trigonométrica

Objetivo

Conhecer a técnica de integragao chamada substitui¢ao trigonométrica.

Introducao

Voceé aprendeu, no Céalculo I, que a integral de uma fungao nao-negativa,
sobre um certo intervalo, é a area da regiao limitada pelo grafico da fungao

e pelo eixo Ox.

Vamos considerar um exemplo especifico. O grafico da funcao

f(z) = V1 —2?, definida no intervalo [—1,1], é o semicirculo centrado na

2

origem. Além disso, a area do circulo de raio r é wr*. Portanto, podemos

concluir que

Muito bem! Agora, a questao é: como efetuar este cdlculo, confirmando

a igualdade acima?

CEDERJ
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Lembre-se de que a fungao
I [_17 1] - [_77/2’7(/2]7
definida por f(z) = arcsen z,
é a fungao inversa de

g [=m/2,m/2] = [-1,1],
definida por g(z) = sen z.
Esta funcao é diferencidvel
no intervalo (—i, e

VI—z2

(arcsen z)’ =

Lembre-se de que Va2 = |a|

a se a>0

elal =
—a se a<0.

CEDERJ m
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Este problema serd resolvido usando a técnica de integracao chamada
de substituicao trigonométrica. Esse nome se deve a usarmos identidades

trigonométricas, como cos?f + sen? § = 1, para colocar sen @ no lugar
da varidvel z, tornando o radical v/1 — 22 em cos 6 :

vV1—22 = +/1—sen?2f = cosb.

A idéia é substituir uma expressao complicada por uma simples. Vamos

a um exemplo.

Exemplo 22.1
Calcule /\/ 1 — 22 dx.

Fazendo x = sen 6, temos +1—22 = cosf e dr = cosfdb.
Assim,

/\/1—x2d$ = /cos@-cosé’d@ = /COSZQdQ =

1 1
= §0+§sen9 cos 0 + C.

No entanto, a resposta deve ser dada em termos da variavel original x.

Lembramos que, se x = sen #, entdao 6 = arcsen x. Assim,

1 1
/\/1—1‘2 der = §arcsenx + 5:13\/1—:62 + C.

Exercicio 1. Calcule a derivada da funcao
1 1
F(x) = 5 aresen & + 535\/1 — 22,
confirmando que ela é uma primitiva da fungao f(z) = V1 — z2.

Otimo! Vocé viu como a técnica funciona e como a funcao y = arcsen x
foi util. No entanto, ha duas coisas no exemplo 22.1 que precisamos esclare-

cer.

1. Para substituirmos +/1 —sen?6 = V/cos?6 por cos 6, precisamos
estar certos de que cos # nao assume valores negativos.

2. A resposta final deve ser dada em termos da variavel original .

Quanto ao primeiro item, devido aos dominios das funcoes usadas,
cos # > 0. Realmente, o dominio da funcao y = /1 — 22 é o intervalo
[—1,1]. Assim, a escolha x = sen 6§ ¢ perfeitamente adequada se tomarmos

0 € [-%,5]. Nesse caso, cosf > 0. Veja os gréficos nas figuras a seguir.
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y = sen @ 1

Quanto a escrever a resposta em termos da variavel original, usamos a
funcao inversade x = sen 0, 0 € [, 5] e x € [-1,1], dada por # = arcsen «,
além do seguinte diagrama, que torna mais facil escrever as outras expressoes

usadas.

z =senf

Como a hipotenusa do triangulo retangulo é igual a 1, o cateto oposto
ao angulo # é x =senf e o cateto adjacente é cosf = /1 — x2.

1
A igualdade / V11— 22 dz = g
—1

1
Vamos agora confirmar a igualdade / V1—2a2?2der = g, observada
-1

na introducgao da aula. Realmente, se 0 € [~7, 7], a funcao y = sen 6 ¢é
estritamente crescente, portanto, bijetora sobre o intervalo [—1,1]. Logo,

podemos usar a mudanca de variavel com os seguintes limites de integracgao:

1 w/2
/ Vi—z2dz = / cos’0df =
-1 —7/2
w/2

= <%0—%Sen9 oS 9) . =

o]

CEDERJ
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Agora que vocé tem uma idéia geral da técnica, apresentaremos os casos

mais comuns, exemplificando cada um deles.

Caso Va2 — 2

Caso o integrando tenha o radical va? — z?, com a > 0, e a subs-

tituicao simples u = a? — 2% nao resolver, podemos usar a substituicao

r = asend
,onde € [-F,%] e v € [—a,a]. Nessas condigoes,
dr = a cos 0df

T
§ = arcsen —
a
a
x r = asend,
9 a?—22 = acosd.
]
Va2 — 12
Exemplo 22.2

2
x
Calcule / ——dx.
V4 — 12
Nesse caso, fazemos x =2 sen 6, dx =2 cos 0df e V4 — 22 = 2 cos 6.

Assim,

(2sen 0)*2 cost
/ 2 cos 0 =

1 1
= 4/Sen29d€ = 4/(———00820)619 =
2 2

= 20 —sen20 + C = 20 —-2sen@ cos 0 + C

o
= 2 arcsen (g) — % + C.

22
/7611;
V4 — x?

Observe que precisamos reescrever a funcao y = sen 20 como y =

2 sen 0 cos 6 para dar a resposta em termos de x, uma vez que x = 2sen 6

e V4 —22 =2cos 0.

3/2 (
Exercicio 2. Calcule a integral definida / (9 — 2 )% dx.
0

CEDERJ
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Caso Va? + x2

Caso o integrando tenha o radical v/a? + 2, com a > 0, e a substituigao

simples u = a? + 2% nao resolver, vocé pode fazer a seguinte substituicao

x atg 0
trigonométrica: & ) ,onde =5 <0 <ZexelR
r = asec” 0df
Observe que agora usamos a identidade trigonométrica sec? = 1+

tg? 6 para obter a sec § no lugar do radical va? + z2. Realmente,

Va2 +22 = a2+ (atg8)? = a+/1+tg20 = asecb.

Note também que o dominio da funcao y = va? + x? é todo o conjunto
dos niimeros reais, e a funcao x = tg 6, restrita ao intervalo aberto ( -5 %),
¢ uma fungao bijetora sobre todo o conjunto dos nimeros reais. Sua funcao

inversa, a fungao 6 = arctg z, esta definida para todo real x.

Nessa condigoes,

x
0 = arctg —
a

Vva? + z?

x r = atgh,

9 Va2 + 12?2 = asech.

Exemplo 22.3
2

Calcule/ vz?+16dzx.
0

Primeiro calcularemos a integral indefinida / Va2 + 16 dx.

Fazendo a substituicao trigonométrica « = 4 tg 0, do = 4 sec?0df e

Va2 + 16 = 4 sec 0, temos:
/\/$2+16d$€ = /(4 sec0)(4 sec’0)df =16 /secSHdH =

= 8sech tg+8In|secld +tg b + C
8 \/a:2+1 ‘\/:1:2+1
4 4

1
= 5x\/:c2+16 + 8In|vVa?2+16 +z| + C.

+3 + ¢ -

Lembre-se que para quaisquer a e b positivos, In { =Ina —Inb. Essa

MODULO 2 -

AULA 22
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propriedade da funcao logaritmo permite escrever
Va2 + 16 Va2 + 16
ln’%—k%’ = lnlw = In|vVa2?2+16 +z| —In4

e, portanto, C; = C' + In4.

Podemos, agora, calcular a integral definida:

2
1 2

/\/:524—16(13: = 5:1:\/932#—16 + 8In|vaz+16 42| =
0 0

= V20 + 8In(V20 + 2) — 8Ind =

= 2\/5+81n(1+2\/5_>.

Tente usar esta técnica no seguinte exercicio.

1
—dzx.
2\22 +9

Exercicio 3. Calcule

Caso V2?2 — a?

Agora cuidaremos do ultimo caso. Se o integrando tiver o radical

22 —a?, com a > 0, e a substituicao simples u = 2% — a? nao puder ser

d d .1. .d .d d . ’ . 2 9 _

usada, podemos utilizar, novamente, a 1dentidade trigonomeétrica sec”t =

1+tg2 0, usada no caso anterior, para transformar o integrando em algo mais
simples

No entanto, aqui precisaremos ter um cuidado especial, pois o dominio

da funcao y = V22 — a?, determinado pela condicao 22 — a® > 0, é a uniao

disjunta de duas semi-retas disjuntas:
(— 00, —a] Ua, c0).

Assim, se colocarmos = = a sec 0,

22 —a® = a’*sec’ — a® = a®(sec’d — 1) =a’ tg? h.

Veja bem, a funcao y = tg 6 assume valores negativos, por exemplo,
se 5 <0 <0.
Vamos considerar, entao, x > a. Assim, podemos colocar x = a sec 0,

dxr = a sec 0 tg 6 e obter

22—a2 = Va?sec?h — a2 = atgh.
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Para expressar a resposta em termos da varidvel x, em algumas si-
tuagoes podera ser necessario usar a funcgao inversa da fungao y = sec 6.
Lembre-se de que a fun¢ao § = arcsec z estd definida para x € (—o0,1] U
[1,00), tendo como imagem a unido disjunta [0, g) U (g,ﬂ. Aqui estao os
graficos das fungoes x = sec 6, restrita ao dominio [0, g) U (g,ﬂ, e sua
inversa:

T | _ 0 0 = arcsecx
| T = secf
!

/ s
/

|

|

\

|
SIE]

ol
3

\

\

\

Veja, também, o resumo das informacoes necessarias para este tipo de
substituicao:

x
0 = arcsec —
a
x
22 — a? xr = asecb,
9 x2—a®> = atgh.
’T

a
Vamos usar essas informacoes para resolver o exemplo seguinte.
Exemplo 22.4
22
Calcule /— dx, onde x > 4.
Va2 —16

Faremos a substituicio x = 4 sec #, que acarreta em x2— 16 =
4tg 60 e dr=4sect tg 0df. Portanto,

x? 16 sec? 0
——dx = ————  4dsecOtgfdd= 16 [ sec’0dl =
/ Va? — 16 / 4tg 0 /

1 1
= 16(5 sec 6 tg0+§ln|se09 + tgﬁ]) + C.

Agora, precisamos escrever a resposta usando a variavel x. Veja que
16 sec 0 tg @ = 4sec @ 4tg = x+/2x?—16. Para o restante da resposta,

AULA 22
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usamos o seguinte: reescrevendo

8ln|secd + tg b + C

= 8lIn|secd + tg 0| +81Ind + C,

= 8Inldsecd + 4tg b + Ci.

Com isso, fica mais facil escrever a resposta final:

C como 8 In4 + (', podemos fazer:

1
5(4sece4tg9) + 8ln|sec § + tgb] + C =

1
= 5(4sece4tg9) + 8Infdsecd + 4tgb| + C, =

1
= 51’\/&52—16 + 8In(zx +va2—-16 ) + C).

Voce deve ter notado que a substituigao trigonométrica resultou numa

integral do tipo “secante ao cubo”, que demanda uma férmula de reducao,

aprendida na aula anteiror.

Isso significa que, apds a substituicao trigo-

nomeétrica, nos livramos dos eventuais radicais, mas ganhamos, no lugar de-

les, integrais que envolvem fungoes trigonométricas. Uma técnica a servigo

da outra.

Resumo

Mais uma vez, muitas férmulas sao necessarias. Aqui estd um resumo

das informagcoes necessarias para aplicar a técnica de substituicao trigo-

nométrica. Vocé poderd usi-la para resolver os exercicios que serao apre-

sentados posteriormente.

Substituicao Radical Dominio
(a) r =a sen 0 Va2 — 22 =a cos 6 —a<z<a

dx = a cos 0df —m/2<0<7/2
(b) r=atgh Va? + 22 = a sec 0 reR

dr = a sec® 0 df —m/2 <0 <72
(c) xr = a sec 0 ViZ—a?=atg 6 T >a

dx = a cos 0df 0<0<7/2

CEDERJ
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MODULO 2 -
Vva?+ 22

a x x
0 i 7 i

02— 12 a
(a) z = asend (b) x =atgh

x x2 —a?
)0 o
a

(¢) x = asech

Exercicios

Vamos comecar apresentando as solugoes dos exercicios deixados ao

longo da aula.

Exercicio 1. Calcule a derivada da fungao

1 1
F(z) = 5 arcsen + éx\/l—aﬁ,

confirmando que ela é uma primitiva da funcao f(z) = v1 — 22.

1
Solugao: Lembre-se de que (arcsen z) = ———. Assim,

Vieo

¢11_7 3 (Vi=a +§ﬁ (-20)) =
=+ V1I-a2? -

N> \/1—x2>
+(1 r?) — x2>_1<2—2x)_
N

F'(z) =

N = DN = [\')I}—‘

/\/‘\
[—

I

—_
|

8
[}

3

Exercicio 2. Calcule a integral definida / i (9 — 22 )g dx.
0

AULA 22
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Solugao: Note que (9 — 22)2 = (9 — 22) /9 — 22. Vamos, portanto, fazer a
substituicao x = 3sen 0, que acarreta V9 — 22 =3 cos 0, 9 — 22 =9 cos 0 e

dz =3 cos 6df. Além disso, como sen (X) = 3,

0<z<3/2 = 0<o<

S

Portanto,

N

3 3 3
/ (9 — w2 dr = / 27cos> @ -3 cos Hdf = 81 / cos* 0 dp
0 0

0

Para calcular esta ultima integral, vamos usar a identidade trigonomé-

trica
cos? ) = % —i—% cos 26.
Entao,
costl = (% + %COS 29)2 = i + %cos 20 + 26082 20 =
= i—{—%cos%—l—i(%#—%cosM):
:%+%cos20+é+écos49:
= 24—%00529—1—%00549.

Podemos, agora, prosseguir com a integracao:
s

5 5
81/ cos*fdh = 81/
0 0

8 2

§+ 1(:05.294— écos49]d9 =

3 1 1 s
= 81 §9+Zsen29+§sen49]0 =
243 7r+81\/§+81\/§_
8 6 4 2 32 2
T 16" T e VY
, . 1
Exercicio 3. Calcule / —dx.
22?2+ 9

CEDERJ
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Solucao: Nesse caso, fazemos z = 3 tgf, que implica dz = 3sec?0df e

Va2 +9 =3 sec 6. Assim,

1 3 sec? 6 1 [ sech
xQ\/x2+9d$ B /9tg29-35e09d9 B §/tg26d9 N

1 cos? 0 1 cos 0
= - | —————df = - | ——df =
9 / cos 0 sen?f 9 / sen? 0

1 1
= — = C.
9 sen 0 +

Agora, precisamos escrever a resposta em termos de tangentes e secan-
tes e, assim, escrever a resposta em termos da variavel . Para isso, usaremos

a seguinte estratégia:

1 1 1 cos 0
_ - C = — -7V o=
9 sen 0 + 9 sen 0 -cos 0 +
1 sec 0
= _ = O:
9 tg 0 +
B lBsec@
9 3tgd
Finalmente,

1 1
——dx = —-V9—22z + C.
212 +9 9

Agora, vocé pode colocar em pratica o que aprendeu.

Calcule as seguintes integrais:

1 5
4. / V4 — 22 d. 5. / Va2 + 25 dx.
0 0
4 22
6. va?2 —4dx. 7. / —dz.
/2 V9 — 422
1 x?
—_dt. 9. —dx.
/t4\/1—t2 /,/x2_2

| MODULO 2 -

AULA 22
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1'3 l’2

2 2
12 13. / —”5295059:.
A

.’173

4 4
1
14. V2 +9dt. 15. —_t.
/0 + /0 (92 + 432

1

16. —dux.
ziva? —1

Auto-avaliacao

Use os exercicios resolvidos, bem como os exemplos da aula, como mo-
delos para fazer os exercicios deixados ao seu encargo. Lembre-se de que
expressar a resposta em termos da variavel original pode exigir um certo “ma-
labarismo” com as fungoes trigonométricas. Isso lhe dard um treinamento
extra sobre esse tema. Finalmente, quanto ao exercicio 7, faca 2x = 3 sen 6

e lembre-se de que, portanto, dx = % cos 6d6.

Até a proxima aulal
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Aula 23 — Técnicas de integracao — fracoes

parciais — primeira parte

Objetivo

Aprender a técnica de integracao conhecida como fracoes parciais.

Introducao

A técnica que vocé aprendera agora lhe permitira integrar as chamadas
fungoes racionais, isto é, as fungoes cujas leis de defini¢ao sao quocientes de

dois polinémios. Aqui estao alguns exemplos:

xt— 23 +3
flo) = — =7
20 =7
g(x) = 2213
2
h = —=—\
@) = ot
Voceé ja sabe integrar algumas fungoes racionais. Veja o préximo exem-
plo:
Exemplo 23.1

1
1./ de =Inlz - 1| + C;
x—1

1 1 x
2. /4+x2dx:§arctg§ + C

r+1 1
. — dr == In(z*+2 2 .
3/x2—|—2x+2m 2n(a:+:c+)+0

Muito bem, voceé deve estar se perguntando: quais casos eu ainda nao
sei? Bem, a seguir apresentamos alguns exemplos que voceé, provavelmente,

ainda nao sabe integrar.

Exemplo 23.2

1
1. /7dx;
2 —x—6

MODULO 2 - AULA 23

Lembre-se de que a solucao
do exemplo 23.1.3 deve-se a
substituicao simples
u=x?+ 2z + 2.
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3 —T7r+6

3 / 322+ 5x+ 6
) 3+ 322 +T7x+5

272 — 14
2,/wd%

A técnica usada para integrar casos como esses consiste em reduzi-los
a somas de casos mais simples, como aqueles do exemplo 23.1. Em outras
palavras, reduziremos uma fracao complicada em uma soma de fracoes mais

simples, as chamadas frag¢oes parciais. Veja o proximo exemplo.

Exemplo 23.3

Podemos reescrever a expressao algébrica %4_1 + % usando o menor multiplo

comum, da seguinte maneira:

2 N 3 2@—-2)+3(x+1)
r+1 -2 (x —1)(x —2)

2x—4+3x+3_
22—2r+1r—2

br —1
x2—x—2

A igualdade anterior é a chave para o funcionamento da técnica cha-

mada fragoes parciais. Isto é, a expressao algébrica x25171

pode ser escrita

—z—2
como a soma de suas fragoes parciais: %ﬂ + % Do ponto de vista do
, ) or — 1 . ,
calculo, a integral o R— dx, que nao sabiamos calcular, agora pode
x?—x —

ser calculada:
51 —
/l‘ildx _ /
2 —x—2
2 3
— d de —
/:E—{—l Tt /:v—2 v

= 2lnfz+1] + 3Injz—-2| + C.

z+1 xr— 2

2
+ 3]d1’—

Vocé deve ter percebido que, para aplicar a técnica, devemos aprender

a fazer o percurso algébrico inverso daquele apresentado no exemplo. Como

escrever uma expressao algébrica % como a soma de suas fragoes parciais?

E o que vocé aprenderd agora. Para isso, precisaremos lembrar alguns fatos
da teoria de polinomios.
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Grau de um polinémio

O grau de um polinémio p(x) é o seu maior expoente. Aqui estao alguns

polinomios e seus respectivos graus:

Polinomio grau do polinémio
1) mx—7 1
2) 22 —+22-3 2
3) x—a3+a” 7
4) 31 0

Para efeito de técnica de integragao, basta saber integrar as fracoes
f(z) = %, cujo grau do numerador ¢ menor do que o grau do denominador.
Estas fracoes sao chamadas fragoes proprias. Caso contrario, poderemos
efetuar a divisao de polinomios e recair numa soma de um polindmio com
uma fragao prépria. O numerador da fracao prépria serd o resto da divisao

polinomial. Veja um exemplo a seguir.

Exemplo 23.4

. 4,32 _ ,
Considere f(z) = % O grau do numerador é 4 e o grau do

denominador é 2. Efetuando a divisao de polinémios, temos:

-+ 2r—1 ‘ 2 —x+2

—xt 4 23 — 222 2+ 2 —1
2203 — 322 + 22— 1
—2x° + 22 — 4x
—2? —2r —1
22—z +2

resto: —3r+1

O resto da divisao é o polinomio —3x + 1, que tem grau menor do que

o grau do denominador. Podemos escrever:

4 32?422 -1 -3 1
/x A i dx = /(x2+2$—1)dx+/$4+dx.

22 —ax4+2 2 — x4+ 2

Como ¢ facil integrar polinomios, basta nos concentrarmos na inte-

gracao de fragoes préprias.

MODULO 2 - AULA 23

Lembre-se: a varidvel é o x.
Note que, no exemplo 23.1, o
coeficiente do termo de grau
1 é o nimero real .
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Um pouco de algebra de polinémios...

O Teorema Fundamental da Aritmética afirma que todo inteiro é o
produto de fatores primos e essa decomposicao é unica, a menos da ordem
dos fatores ou de sinais. Assim, 516 se decompoe, de maneira tinica, como
22 x 3 x 43. Ou ainda, 2034 = 2 x 32 x 113. Note que encontrar os fatores
primos de um dado nimero pode nao ser uma tarefa facil. Por exemplo,

tente calcular os fatores primos de 2334762. Mas isso é outra historia.

O que nos interessa agora é que os numeros inteiros podem ser de-
compostos, sob o ponto de vista da multiplicacao, em “blocos basicos” , os
nimeros primos, que sao, por sua vez, indecomponiveis. Muito bem, algo
semelhante ocorre com os polinomios. Isto é, todo polinomio p(z), com
coeficientes nos nimeros reais, pode ser decomposto em polinomios inde-
componiveis, que fazem o papel dos ntimeros primos, na decomposi¢cao dos
numeros. Esses polindbmios sao chamados irredutiveis. Veja dois exemplos:

Considere 22 — 5z + 6. Vocé ja deve conhecer o velho truque: quais sio
os dois numeros que, somados dao —5 e multiplicados dao 67 A resposta:
—2 ¢ —3. Otimo! Portanto,

2 —5x+6 = (z—2)(z—3).

Além disso, essa decomposicao nao pode ser levada mais longe. Isso significa

que os binomios x — 2 e x — 3 sao irredutiveis.

Veja agora esse outro caso: x2+2z+2. O truque usado no caso anterior
nao funciona. A razao é simples: esse polinomio nao tem raizes reais. Na

verdade,

P 420+2= 22+2r+1 4+ 1 = (z+1)* + 1 >1>0.

Uma outra maneira de verificar é usando o discriminante:

A=b —dac = 4—4x2 = —4<0.

Logo, o polinomio 2% + 2z + 2 é indecomponivel ou irredutivel sobre os

numeros reais.

Bem, podemos terminar nossa pequena digressao sobre dlgebra de po-
linémios com a seguinte conclusdo: todo polindémio p(z), com coeficientes
reais, se decompoe como o produto de polindomios da forma z — a, um para
cada uma de suas raizes reais, ou de polinomios de grau dois, que nao admi-

tem raizes reais. Aqui estao alguns exemplos.
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Exemplo 23.5

422 -3 = (v+3)(x—1);
?—2 = wx(r—2);
(= 2)*(z +2);
20% — 112> + 170 —6 = (z—3)(z —2)(2z — 1);
—z* 4+ 112% - 522° + 60z = (2® — 42 +20)(3 — 27)7.

=2 —4dr+8 =

A fatoracao é unica, a menos de produtos por constantes nao-nulas.
Veja que, por exemplo, o polinémio x é indecomponivel. Além disso, o mesmo
polinomio indecomponivel pode ser usado mais do que uma vez para compor
o polindmio maior, como o fator x — 2, no terceiro polinomio de lista anterior.

O numero de vezes que ele aparece é chamado multiplicidade.

Exercicio 1.

Encontre a decomposicao em fatores irredutiveis dos seguintes polinomios:

1. 2% + 22— 3;
2. 22 4 4z — 21;
3. 22% — b + 3;

4. 23 — 222 —x + 2
5. 2 + 922 + 162 — 26.
Sugestao: encontre pelo menos uma raiz.

_ @)
q(z)’
em fragoes parciais, devemos achar a decomposi¢ao do denominador ¢(z) em

Muito bem, dada uma funcao racional f(z) para decompo-la
fatores irredutiveis. Lembre-se do exemplo 23.3, em que p(x) = 5z — 1 e
) =2>—2—-2 = (z+1)(xz —2).

Vamos comegar com os casos mais simples. Além disso, para tornar
toda a discussao um pouco menos carregada, vamos considerar apenas os
casos em que o coeficiente do termo de maior grau do denominador é 1. Note
que, caso isso nao ocorra, podemos reduzir o problema a este caso, colocando

este coeficiente em evidéncia. Por exemplo,

/ T —5 p 1/ Tr —5 d
202 — 5 + 2 2 ) x22=5/2z+1

MODULO 2 -

AULA 23
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O caso em que os fatores sao binéomios

Queremos decompor a expressao % como uma soma de fragoes par-

ciais, no caso em que ¢(z) é o produto de bindémios. Aqui estd um exemplo

em que o grau de ¢(z) é 3:

p(z)
(x —a)(x —b)(x —c)

Nestes casos, a decomposi¢ao sera como soma de fragoes do tipo —=-,
com uma parcela para cada binémio do denominador. Com um pouco de
manuseio algébrico e usando a igualdade de polindmios, podemos determi-
nar as constantes que aparecem nos numeradores, encontrando, assim, a

decomposi¢ao. Parece complicado, mas um exemplo ajudara.

Exemplo 23.6

Calcule / %dm.

Note que o denominador tem grau 2 e o numerador tem grau 1. Além
disso, o denominador pode ser decomposto como 22—z —2 = (z+1)(z—2).
Lembre-se: quais sao os dois ntimeros cuja soma é —1 e o produto é —27 A
resposta é 1 e —2. Portanto, (z +1)(z —2) =22 -2 —2 e

5—x 5—x A B

—z-2  (z+D(@-2) x+1 i

12

Calculando o minimo multiplo comum, obtemos:

5—x A B

G+ D@—2  1+1 z-2

Az —2)+ Bz +1)

(x4 1)(x —2)

(A+ B)x —2A+ B
(x+1)(x—2)

Ora, a igualdade de polinomios nos da o seguinte sistema de duas

equacoes lineares e duas incognitas:

A+B = -1
—2A+B = 5.

A primeira equacao provém da igualdade dos coeficientes do termo de

grau 1, do numerador, e a segunda, do termo constante.

CEDERJ m |
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Resolvendo esse sistema, obtemos a solucao A = —2, B = 1. Isso

determina
5—x B —2 n 1
(x+1)(z—-2) 2+1 r—2

5—x -2 1
———dx = d de =
/xQ—x—2 * /x—l—l x+/m—2 .

= 2hnjz+1] + Inlz -2 + C.

portanto,

Que tal voceé experimentar um exercicio semelhante? Aqui esta.

Exercicio 2.
—8x

Calcule / (= 1)(z = 3) dx.

Contando multiplicidades

Note que o mesmo binomio pode aparecer como um fator multiplo do
denominador. Nesse caso, devemos considerar todas as possiveis multipli-
cidades como eventuais fragoes parciais. Isto é, se (z — a)” é um fator do

denominador, devemos contar com

AL A A A
r—a (x—a)? (z—a) (x —a)r

entre as possiveis fragoes parciais. Veja como isso funciona no préximo exem-

plo.

Exemplo 23.7

403 — 922 4+ Tx — 3
Calcule / x i dzx.
z(z —1)3

O fator (z — 1) tem multiplicidade 3. Portanto, a soma de fragoes parciais

ficara

4.7)3 — 9372 + T —3 Al AQ Ag E
(x —1)3 r—1 (x—1)2  (z—1)° T

Multiplicando a expressao acima por z(z — 1), obtemos:
4o — 92 +Tr —3 = Aj(z — 1%z + As(z—1)x + Asz + Bz —1)® =
= Ay(x* =222 +12) + As(2* —2) + Asx + B(2®—32°+3z—1) =
= (A1 + B)z® + (—2A; + Ay — 3B)2z* + (A; — Ay + A3 + 3B)x — B.

| MODULO 2 -

AULA 23
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Assim, da igualdade de polinomios, temos:

do termo constante,
—B = -3 — B=3;
do termo de grau 3,
A+ B=4 = A =4-3=1;
do termo de grau 2,
—2A14+ A, —3B=-9 —= Ay, =-94+2+4+9=2;

finalmente, do termo de grau 1,

Ou seja,
dr® =92 + 7z -3 1 N 2 1 +3
(r—13@x+2)  x-1 (x—1)2% (z—1)3 z
Assim,

/4x3—9x2+7m—3
(z —1)3(x + 2)

—/xildxju/ﬁdm—/ﬁder/%dx—

2.
—1 " 2x-1)

= Inlz—1| — 5 +3Infz[ + C.

Exercicio 3.
2x2 — 6x + 1

(x —2)%2(x+1)

Escreva a expansao em fracoes parciais de , deixando as

constantes apenas indicadas, sem calculé-las.

Uso de limites para calcular as constantes

O céalculo das constantes que determinam as fracoes parciais demanda
um esforgo consideravel: ha a manipulacao algébrica e o sistema de equagoes
lineares para ser resolvido. No entanto, hd uma maneira mais simples de de-

terminar essas constantes usando, de maneira apropriada, o limite de fungoes.

Veja, no exemplo a seguir, como isso funciona.
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Exemplo 23.8
Considere a fungao

A B C

f(x) - z+1 + r—2 + r—3

definida no conjunto R — { —1, 2, 3 }.

Vamos, antes de mais nada, calcular alguns limites:

. _ [@+1DA @+1)B (@+1)C
1 1 = 1 _
o) Jim @) fe) = e e s
= lim A+(x+1)B+(x+1)C = A,
z——1 x—2 r—3
1)B 1
pois lim M =0 e lim M = 0.
z——-1 x—2 r——1 1 —3

b) lim (x —2) f(z) = lim

(x—mA+¢x—mB+jx—mol

z—2 z—2 x+1 x — 2 x—3
= lim M+B+M :B;
r—2 x—'—l Tz —3

) lim (z—3) flz) = lm |[E=DA (@=9B (@=9C

z—3 z—3 r+1 T —2 xr—3
i (DA @B o
z—3 r+1 T —2
Resumindo:
A B C .
Se f(z) = P + p— + -t entao
(A = lim (2 +1) f(2);
B = lin(z—2) f(a)
¢ = lir%(x—3)f(z);.

Veja, usando o limite fomos capazes de detectar, separadamente, cada

uma das trés constantes: A, B e C.

CEDERJ
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Vamos, agora, considerar o problema a seguir.

Calcular

/ z—11 p
T.
3 —4a2+2+6

A primeira dificuldade: fatorar o denominador. Uma rdpida inspecao
nos diz que —1 é uma raiz. Assim, 23 — 422 + 2+ 6 = (z + 1) (2* — 5x + 6).

Com isso, achamos as duas outras raizes: 2 e 3. Portanto,

/ r—11 J / z—11 d

r = x.
23 —4x?2+ 2+ 6 (x+1)(x —2)(x —3)
Como vimos no inicio da aula, existem A, B e (| tais que

z—11 A B C
= + + .
3 —4x2 +x+6 z+1 T — 2 z—3

Otimo! Vamos usar o limite para calcular as constantes. Isto é, se
rz—11

fizermos f(z) = PR Sr— temos:
( _ _
A = lim v 11 = 12 = -1
=1 (x — 2)(x — 3) 12
B — im0
=2 (x+1)(z — 3) -3
r—11 -8
\ vo3 (z+ 1)(x — 2) 4

Agora, é sé integrar:

r—11 —1 3 —2
dr = d d d
/x3—4x2+x+6 . /a:+1 x+/x—2 x+/x—3 o

= 3lnjz—-2/-ln|lz+1—-2In|z -3+ K.

E facil! Vocé precisa experimentar. Aqui esta a sua chance.

Exercicio 4.

Use o limite para determinar as constantes da expansao em fracoes

. 2—z
parciais e calcule / dx.
(x+2)(x—4)
Vocé deve fazer
2—x A B

@+2)@—4) w42 w-4
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Entao,
92

A = lim A

z——2 ¢ —4

92 _

B = lim -

z—4 1 + 2

Uma vez calculados os limites, basta fazer a integracao.

Como lidar com multiplicidade

Quando uma das raizes do denominador tem multiplicidade 2, ou maior,
a técnica do limite permite calcular a constante da parcela de maior grau.

Veja, no exemplo, como fazer.

Exemplo 23.9

5x2 4+ 13 9
Vamos calcular / v T

- D@+22"

Aqui estd a expansao do quociente em soma de fragoes parciais:
522 + 13z + 9 A B C N
- o @

(x—1)(x+2)2 r—1 x+42 (x+2)%

Podemos usar limite para determinar os valores de A e de C"

. b+ 13z +9 54+13+9 27
A = lim = == = 3
z—1 (x +2)? 32 9
2 _
C - lim Sx —|—13x+9:20 26 +9 _ 3 Y
T——2 rz—1 -3 -3

Isto é, para descobrir o valor de A, tomamos o limite de (x — 1) f(z),
quando z tende a 1, e para C, tomamos o limite de (z + 2)? f(z), quando =

tende a —2.

Agora, usamos na igualdade (*) a informacao A =3 e C = —1:
5’13049 3, B 1
(z—1D(x+2)2 -1 2+2 (v+2)?

3z +2)?*+Bx+2)(z—1)—(z—1)
(x —1)(z+2)? ‘
Para determinar o valor de B, basta considerar o coeficiente do termo

de maior grau do numerador: 5 =3+ B. Assim, B=2 e

52° + 13z 4+ 9 3 2 -1
de = de+ | ——=do+ | ——=dr =
(x —1)(x+2)? x—1 x4+ 2 (x + 2)?

1
= 3lnjz—1+2njz+2|+ — + K.
T+ 2

AULA 23
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Principais pontos da aula

Vocé deve ter observado que para integrar funcoes racionais devemos
nos preocupar apenas com as fragoes proprias. Caso contrario, a divisao de
polinomios transformara a funcao racional numa soma de um polinomio com

uma fragao propria cujo numerador é o resto dessa divisao.

Além disso, quando o denominador de uma fracao prépria se decompoe

como o produto de binomios, essa fracao se decomporda como a soma de

+

, caso o fator tenha multiplicidade 1, ou
r—a r—a

fragoes parciais do tipo

A A,
2 4 ——, caso o fator tenha multiplicidade r.
(x —a)? (x —a)

Um polinémio tem apenas binomios entre seus fatores se, e somente se,

todas as suas raizes sao reais, contadas com suas respectivas multiplicidades.

Os casos em que o denominador tem fatores irredutiveis de ordem 2

serao vistos na proxima aula.

Uma palavra sobre uma dificuldade técnica. De um modo geral, dado
um polinomio de grau maior ou igual a trés, decompo-lo em fatores irre-
dutiveis demanda encontrar suas raizes (reais ou complexas). Isso pode nao
ser uma tarefa facil. Apesar disso, a técnica de integragao por fragoes parciais

sO pode ser aplicada caso conhegamos os fatores irredutiveis do denominador.

Exercicios

Vamos comecar apresentando as solugoes dos exercicios deixados ao

longo da aula.

Exercicio 1.

Encontre a decomposicao em fatores irredutiveis dos seguintes polinomios:

1. 22 42z — 3;
2. 2% 4 42 — 21;
3. 222 — bz + 3;

4. 23 — 222 —x + 2

5. 23 + 922 + 162 — 26.
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Solucgao:

1. 22 +22 -3 = (z+3)(z—1);

2. 22 +4r — 21 = (z + 7)(z — 3);

3. 222 — bz +3 = (z —1)(2z — 3);

4, 28 =22 —x+2=(x — 1)(x — 2)(x + 1);

5. 3 4+ 922 4+ 162 — 26 = (z — 1)(2? + 10z + 26).

Exercicio 2.

Calcule a integral / 2 __1)8(2 ey dx.

Solugao: primeiro devemos escrever a fragao prépria como soma de fragoes

parciais.

—8x A B C

(x—D(z+1)(x—-3) x—1+x+1+x—3'

Multiplicando a igualdade por (z — 1)(z + 1)(x — 3), temos:

—8r = A(z+1)(x—3) + Blz—1)(x—3) + Clz—1)(z+1) =
= A@®*—22-3) + B@®—4x+3) + Cla*—1) =
= (A+B+C)2* + (-2A—4B)x + (-3A+3B—-C).

Esta igualdade de polinomios nos da o seguinte sistema de equagcoes

lineares:
A+B+C = 0
—2A—-4B = -8
—-3A+3B-C = 0.
Este sistema tem como solucao A =2, B=1e C' = —3. Assim,

—8x 2 1 3
/(x—l)(x—i—l)(x—fi) ‘ /SL’—l x+x+1 R

= 2lnjlz—1]+Injz+1] -3 In|z—-3] +C.
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Exercicio 3.
202 —6x + 1

@121 1) deixando as

Escreva a expansao em fragoes parciais de

constantes apenas indicadas, sem calculé-las.

Solugao: levando em conta a multiplicidade de (z — 2) e o fato de a fragao

ser prépria, a expansao em fragoes parciais deve ser da seguinte forma:

202 —6x + 1 Ay A, B

G—12x+1)  1-1 @-1 "yt

Podemos usar o limite para calcula-las.

o 22 —6r+1 2—-6+1 3
A = Ilm——— = ——— = ——
a—1 x+1 2 2
222 —6x+1 24+6+1 9
B = lim = =,
o1 (x—1)2 4 4

Substituindo os valores obtidos na igualdade anterior, obtemos o valor

1
de A;. A resposta é T

Exercicio 4.

Use o limite para determinar as constantes da expansao em fracgoes
2—x
arciais e calcule / dx.
P (@+2)(z —4)

Solugao: escrevendo a fragao como uma soma de fragoes parciais:

2—x A N B
(x+2)(z—4) x+2 r—4
Entao,
2 — 4 2
A = lim T2 =2
z——2 x —4 —6
2 — -2
B = lim S
z—4 1+ 2 6 3
Portanto,

2 2 [ 1 1 [ 1
—= —_— d —_— = —
/(:p+2)(x—4)dI 3/x+2 v 3/a:—4dx
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Calcule as seguintes integrais:
3r —1 1—-2z
5. dx. 6. —————dx.
/xQ—x . /3:2+3x—|-2 o
8r —5 Sr — 7
/ * dz. 8. /x— dz.
(2x —1)(x — 1) x? —2x —3
3x% — 16 + 4x 322 — 10z + 11
9. dx. 10. dz.
/(x—l)(x2—4) . /(x—S)(xQ—l) .
2 _ 2 _
11. / T A2 /w dz.
z(z —1)(z+2) z(z — 2)?
3a% — 23 -2 1 203 — 1122 + 20z — 1
13. / e VY / e s Y
xz?(z — 1)? 22 —br+6
Exercicio 15.
Expanda o em soma de fracoes parciais, dei
xpan m som T rciai i-
PR 2@ 3P - 1) SO PR,
xando as constantes indicadas, sem calcula-las.
| 89 |

AULA 23
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Aula 24 — Técnicas de integracao — fracoes

parciais — segunda parte

Objetivo

Aprender a técnica de integracao conhecida como fracoes parciais.

Como lidar com fatores irredutiveis de grau 2

Agora queremos integrar uma fracao prépria cujo denominador tem
ax® + bx + ¢, com a # 0, como um de seus fatores irredutiveis. Isto &,

A = b? — 4ac < 0. Vamos inicialmente tratar do caso em que este fator tem

Az+B

PR entre suas

multiplicidade 1. Bem, nesse caso, devemos contar com

possiveis fragoes parciais. Veja o exemplo:

Exemplo 24.1

2
Calcule / 7" +1 dz.
(x2+1)(x—1)

Os fatores irredutiveis do denominador sao: z? +1 e x — 1, ambos de

multiplicidade 1. A expansao em soma de fracoes parciais deve ser:

3x2+1 Axr+ B C

@+ 0@=1)  2+1 -1

O préximo passo consiste em calcular as constantes A, B e C. Procede-
mos da mesma maneira como fizemos na aula anterior, ou seja, multiplicamos

a igualdade anterior por (z? + 1)(z — 1), obtendo:

372 +1 = (Av+B)(x—1) + C@@*+1) =
= A2 — Az + Br — B+ C2* + C =
= (A+C)2* + (-A+B)z + (-B+0).

A igualdade de polinomios implica o seguinte sistema de equagoes

lineares:

A+C = 3
—A+B =
-B+C

Voceé pode resolver este sistema de equacoes da maneira que vocé pre-

ferir. E verdade que cada caso pode ser abordado dessa ou daquela maneira,

| MODULO 2 -
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dependendo do tamanho ou da dificuldade aparente do sistema. Aproveita-

mos aqui para lembrar o método chamado escalonamento de matrizes.

O método consiste em escrever a chamada matriz aumentada do sistema
e, fazendo as operacoes sobre linhas, reduzir a parte dos coeficientes a matriz

identidade. Veja como fazemos nesse exemplo.

A matriz aumentada, considerando as incégnitas A, B e C, nessa or-
dem, é a primeira das matrizes a seguir. As letras indicam as operagoes
efetuadas em cada passagem.

1 01 3 L1 013 Lif1 01 3
—1 10 0 |~Ly+Li |0 1 1 3|~ Lyl 001 1 3|~
0 —1 1 1 Ly | 0 =1 1 1| Lo+Ls| 0 0 2 4
Lif1 01 3 Li—Ls{1 00 1 A =1

v L2l 011 3|wLy—L3l0101|= B=1
%L30012 Lyl 0 0 1 2 C =2

Alternativamente, podemos usar o limite para determinar a constante

do termo . Veja:
r—1
. 327 +1 4
¢ =TT o5
Agora,
322 +1 _ (Az+B)(x—1) + 2(2*+1)
(22 4+ 1)(z—1) (2 +1)(z—1)

Ax? — Az + Bxr — B + 222 + 2 B

(224 1)(x—1) n

(A+2)z* + (-A+B)z + (—B+2)
(x2+1)(x—1)

As contas foram reduzidas de maneira drastica:
A+2=3 ¢ —B+2=1.

Portanto, A = B = 1. Veja, nao usamos a informac¢ao —A + B = 0.

Assim,

241 1 2
/ 3z + dr = / T dr + / dx.
(24 1)(x—1) 2?2 +1 r—1
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r+1
2+ 1
tipica quando um dos fatores irredutiveis tem grau 2. Note que, se fizermos

Vamos olhar, separadamente, a integral / dx. Essa integral é

u = a2+ 1, teremos du = 2x dx. Assim, a integral em questao sera dividida

r+1 T 1
/x2+1 v /x2+1 x+/x2—|—1 *
1 2x 1
= - d de =
2/x2+1 ij/932—1—1 .

1
= 3 In(z® +1) + arctg z + K.

em duas:

Portanto, podemos terminar a integracao proposta inicialmente:

3x2+1 r+1 2
/(x2+1)(:v—1)d$ - /x2+1d“/x—1dx -

1
= §ln(a:2+1) + arctgr+2Injr — 1|+ K

2r3 + 722 + 12 20
Exercicio 1. Calcule / R i dzx.
(2 4+ 4z +5)(x2 + 2)

Veja mais um exemplo.

Exemplo 24.2

Faca a expansao em fracoes parciais da fracao prépria

5zt + 83 + 42% — 2
2?(x —1)(2? + 22 +2)

deixando as constantes apenas indicadas.

Os fatores irredutiveis sao: z, z — 1 e 2% + 22 + 2. Levando em conta
a multiplicidade do fator z e que % + 22 + 2 é um fator irredutivel de grau
2, a expansao em soma de fragoes parciais ficard da seguinte forma:

Sat 4 83 + 422 — 2 A Ay B Cx+ D

22(x — 1) (22 + 22 + 2) - T et 2+ 2r+2

Note que para encontrar os valores das constantes Ay, Ay, B, C' e D,

deveriamos resolver um sistema linear de 5 equacgoes e com 5 incégnitas.
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Caso em que a multiplicidade do termo de grau 2 é

maior do que 1

Finalmente, vamos tratar do caso em que a multiplicidade dos fatores
irredutiveis de grau 2 seja maior que 1. A maneira de tratar esse caso é
semelhante aquela dada no caso de multiplicidade maior do que 1 dos fatores
irredutiveis de grau 1. Isto é, se ax? + bz + ¢ é um fator do denominador,
de multiplicidade r, devemos considerar entre as eventuais fragoes parciais

as seguintes:

All' + Bl AQ.Z' + BQ + Arl’ + B'r'
ax? +bx +c  (ax?+br+c)? (ax? +bxr + )

Veja os seguintes exemplos.

Exemplo 24.3

Aqui estao duas fragoes préprias com suas respectivas decomposicoes em

somas de fragoes parciais.

) p(z) A+ B N Aoz + By N 9
x(x? + 4 + 5)2 22 +4x +5 (22 + 42 + 5)? T
2) p(x) _ Ax + By N Aox + By
(22 +1)%(22 4+ + 1)? 2?2 +1 (x241)2
Cixz + Dy Coyx + Do

2 +x+1 (2 +2x+4+1)%
Aqui vamos contar com duas dificuldades técnicas. A primeira é a de
calcular os valores das constantes. Voceé ja deve ter notado que, quanto maior

¢ o grau do denominador, maior é o nimero de incognitas a calcular.
A segunda dificuldade, que vocé ainda nao experimentou, surgird quando

formos integrar uma fracao do tipo

Az + B
(ax? + bx + ¢)’

com az? + bx + ¢ irredutivel e r > 1.

Quanto a primeira dificuldade, nao ha muito o que fazer, a menos que
voce disponha de uma maquina de resolver sistemas. Note que sistemas
de tamanho 3 x 3 ou 4 X 4 sao relativamente acessiveis pelo método de
escalonamento de matrizes. A segunda dificuldade serd assunto desta ultima

etapa da aula.

Muito bem, avante!

CEDERJ m




Técnicas de integracdo — fracSes parciais — segunda parte

Vamos considerar o caso em que o termo irredutivel é da forma 2% +bx+
c. Assim, suponhamos que a seja igual a 1. Isso facilitara nossa abordagem
e nao significa nenhum impedimento, pois, do ponto de vista da integracao,
a multiplicacao por uma constante nao-nula ¢ um recurso muito usado. Veja

o exemplo a seguir.

Exemplo 24.4

/ 222 +3 dr — 1/ 222 +3 dx
(222 + 22+ 4)? o4 ) (@24 +2)2

Agora, se 2% + bz + ¢ é um polindmio irredutivel, usando a técnica de

recomposicao do quadrado, podemos reescrevé-lo na forma (z + 3)% + o2, e
ap6s a mudanca de varidvel u = x + 3, passa a ser da forma u? + a?. Veja

no exemplo a seguir.

Exemplo 24.5
Considere o polinémio z? — 4z + 5. Como A = b? —4ac = 16 —20 = —4 < 0,

ele é um polinémio irredutivel. Agora,

2 —dr+5 = 22—2x2r+4+1 =
= (@ —dx+4)+1 =
= (z—-2)?2+1

Nesse caso, = —-2e a=1.

Exercicio 2. Reescreva o polinomio z? 4+ x + 1 na forma (z + 3)? + o®.

Au+ B
r u,

(u? + a?)
com r > 1. Bem, essa integral pode ser escrita como soma de duas outras

Nosso problema é integrar fracoes parciais do tipo /

integrais:

Au+ B A 2u 1
——du = — —d B —— du.
/ (u? 4+ a2)" Y 2 / (u? 4+ a?)r vt / (u? + a2)r Y

A primeira parcela é uma integral que pode ser resolvida por substi-

tuicao simples:

2u 1 1
T du = K.
/ @iy ™ T T @rayt "
A segunda parcela é um pouco mais dificil. Para ela, usamos a seguinte

férmula de recorréncia:
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/ 1 d U L 2n —1 / 1 J
— du = U.
(UQ + a,2)n+l 2710[2 (u2 + a2>n 27’LO./2 (U2 + a2)n

Observe que, por conveniéncia, trocamos r por n + 1.

O momento pede um exemplo. Realmente, a formula parece saida de
uma cartola! Mas tenha um pouco de paciéncia. Estamos bem proximos do
fim.

Exemplo 24.6

1
Calcule /mdu

Vamos aplicar a férmula de reducao com oo =2 e n+ 1 = 2. Portanto,

n = 1. Assim,

/ L w 1/ Lo
@+2™ T 2w 24 ) @ra™ T

“ Ll laag 4 c
= —— + — - — arctg — =
Sz +32 8 279873
U n 1 ; U L
= ——— + — arctg — .
Sz 132 167 %2
Na pratica, nao foi tao dificil assim, foi? Bem, na verdade, a férmula
1
pode ser obtida aplicando integracao por partes a integral / —— du.
(u? 4 a?)"

Vamos ver mais um exemplo.

Exemplo 24.7

(x+1)
Calcule / 2+ 9) dx.

A solucao consiste em escrever a integral original como soma de duas

A primeira parcela pode ser integrada usando substituicao simples:

x 1 1
/(91:2—1-9)2GlaC T 22249 + K-

outras:

1

Agora, a segunda parcela: / m dz.

CEDERJ




Técnicas de integracdo — fracSes parciais — segunda parte

1
dx. Podemos aplicar
249 preat,
nessa nova integral, a técnica de integragao por partes, fazendo u =

dv = dx. Assim, du = ﬁ

/ 1 dr — x / —222 dr —
2+97 T 2219 @+92™ =
2
i T
219 /(:c2+9)2 v

_ Lw/wdx _
2249 (x2+9)2

T 2+ 9 -9
- 0 [ 2T g2 [ dr =
R /(:c2+9)2 o /(m2+9)2 ’
x 1 1
= 2 dv —18 [ —— da.
219 /a:2+9 ! /(:z:2+9)2 !

Agora, arrumamos essa igualdade de maneira conveniente:

1 1 x 1
dz — 2 dr = — — 18 ——dx.
/x2+9 v /a:2+9 v 2249 /(x2+9)2 v

Portanto,

Vamos considerar uma outra integral: /

1
249 €

dx e v = x. Portanto,

1 x 1
18 [ ——=dxr = d
/(a:2+9)2 ! :c2+9+/:c2—|—9 !

e, finalmente,

/ L d < + L arct < +C
————dr = ————+ — arctg - :
(2% 1 9)? 18(z2 +9) ' 51 83

Principais pontos da aula

Para lidar com fatores irredutiveis de grau 2, devemos acrescentar as

Az+B
ax?4bxr+tc

fragoes parciais do tipo as somas de fragoes parciais.

Ax+ B
A integral / _artb dx se divide em uma soma de duas integrais:
ax?® +br +c

um logaritmo e uma arco-tangente.

Os fatores irredutiveis de grau 2 com multiplicidade maior que 1 sao tra-
tados de maneira semelhante aos seus similares de grau 1, mas as integrais
correspondentes as suas fragoes parciais sao bastante trabalhosas, deman-

dando o uso de uma férmula de reducao.

| MODULO 2 -

AULA 24

CEDERJ



Técnicas de integracdo — fracbes parciais — segunda parte

CALculonn |
Exercicios

Vamos comecar apresentando as solugoes dos exercicios deixados ao

longo da aula.

Exercicio 1.
223 + T2 + 122 + 20
Calcule

(22 + 4z + 5) (22 + 2)

x.

Solucgao: comecamos com as fragoes parciais:

223 + 722 + 122 + 20 Axr+ B Cx+ D

(22 + 42 +5)(z2 +2) x2+4x+5+ 242

Multiplicando a igualdade anterior por (2% + 4x + 5)(2? + 2), temos:
223 + Tx? 4+ 122 + 20 =
= (Az + B)(z* +2) + (Cz + D)(2* + 4z + 5) =
= Az® +2Ax + Ba* + 2B + Ca® + 4C2? + 5Cx + Dx* + 4Dx + 5D
= (A4 C)a*+ (B+4C + D)a* + (2A+5C + 4D)x + 2B + 5D.

A igualdade de polindmios nos da o seguinte sistema de quatro equagoes
lineares:
A+C = 2
B+4C+D =7
2A+5C+4D = 12
2B+5D = 20.

A solucao desse sistema é: A=2, B=5 C=0e D =2.

Portanto,
/2x3+7x2+12x+20 .
(22 +4x +5) (22 + 2) B

/ 2¢ + 5 p +/ 2 i
= — ax =
24+ 4z +5 2+ 2
20 +4+1 2
Y dr =
/x2—|—4x—|—5 v /a:2—|—2 *

/ 20+ 4 J +/ 1 J +/ 2 J
= | ———dx —dx r =
2 +4x+5 x24+4x+5 2+ 2

/ 2et+d +/ Lt
== _— €T _—
2?2 +4x +5 (x+2)2+1

2
= In(2? + 42 + 5) + arctg(x + 2) + /2 arctg (%) +C.

CEDERJ m




Técnicas de integracdo — fracSes parciais — segunda parte

MODULO 2 - AULA 24

Exercicio 2.

Reescreva o polinémio 2 + z + 1 na forma (z + )% + o
Solucao:

1
2Z24r4+1 = 2242 —x4+1 =

3. Calcule as seguintes integrais:

322 — 3z + 2 23 —dx +5
dz. b dz.
2) /@:-2)(:52%) v ) /xQ(x2—4x+5) ‘

203 + 22 4+2x — 1 323 + 822+ 11lx 4+ 4

C)/ o1 d)/ Pt rae

e) /mmc f) /ﬁdw

(x —1)2(22 + bz + 7)3 (22 + 1)
ciais, deixando as constantes indicadas, sem calcula-las.

4. Expanda em sua soma de fragoes par-
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Aula 25 — Técnicas de integracao — Aula de
exercicios
Objetivo

Conhecer uma nova série de exemplos nos quais diferentes técnicas de
integracao sao utilizadas.

Nesta aula, vocé verd uma série de exemplos de resolucoes de integrais
nos quais as diversas técnicas de integracao, que voceé tem aprendido ao longo
das aulas anteriores, sao utilizadas.

Aqui esta o primeiro exemplo.

Exemplo 25.1
Calcule /x (In z)? dx.

Note que uma substituicao simples, como u = In x, nao parece muito
promissora, uma vez que temos x multiplicando (In x)?. Isso seria o caso se
o fator mutiplicando (In z)? fosse =.

Vamos abordar o problema usando a integracao por partes. Fazendo
dv = dz, teremos, necessariamente, v = z (In z)%. Assim,

1
du = [(ln r)* + 22 (In 2) —} dx =
x
= [(In2)* + 2Inz]dx.
Entao,
/:U(ln )’ dr = 2°(In x)? —/x[(ln z)?> + 21n z]dr =
= 2*(ln 2)* - /x(ln z)?dr + /2:1; In zdz.
Agora, reunindo os termos iguais, temos:
2 /x(ln r)?dr = 2°(Inz)? — /Qx In zdz.
Veja como o problema tornou-se mais simples. Vamos resolver a integral
2z In x dr também usando a integragao por partes. Nesse caso, faremos
u=1In x e dv = 2x dzx. Portanto, du = %dx e v =22 Isso nos da:
/235 Inzder = 2°lnz — /xdx =
2
x
= 22lnz — = + C).
2
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Finalmente, podemos concluir nosso calculo original:

/x(ln 22de = %[ﬁ(m z)? —/2:1; lnxdx] _

1 2
= —|:£Ij'2(1n£L‘>2 — 2l + = - 01] =
2 2
2

1 1 x

= —2°(ln2)? — =2’lnzr + =— + C.
2 2 4

Esse exemplo ilustrou como o recurso de reunir o mesmo integrando

numa equacao, apds a aplicacao da integracao por partes, pode ser util e

como uma mesma técnica pode ser usada duas vezes na resolucao do mesmo

problema.

Vamos ao préximo exemplo.

Exemplo 25.2
1
Calcule / —— dx.

T3 + x2
Essa integral apresenta a seguinte dificuldade técnica: a varidvel x apa-

rece com diferentes expoentes fracionarios. Em casos como esses, a melhor
estratégia é fazer uma substituicao simples que eliminard os expoentes fra-
ciondrios. Veja, se fizermos u = x'/%, teremos z'/3 = u? e z'/2 = u®. Note que
a escolha do expoente 1/6 nao foi casual. Isso cuida de parte do problema.

Agora devemos lidar com o dz. Como u = '/, podemos fazer

1756 1 5
du:éx /6 dx :de — dx =6u’du.

Otimo! Agora podemos resolver o problema.

1 6 u’ 6 u?
/x1/3+x1/2dx - /u2+u3du B /1+udu'

Efetuando a divisao de polinémios:

u? u+1
—u? —u? u? —u+1

—u
+u® + u
+u

—u—1

resto:  —1

CEDERJ
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temos
6 u® 1
/ du = 6 /(uQ—u+1)du—/ du| =
1+u 1+u
3 2
u u
= 6(———+u—ln1+u> + C.
T " 5 |1+ ul

Finalmente, substituindo 5 1o lugar de u, temos a resposta do exem-

plo:
1 1
s _ /2 9.1/3 1/6 1/6
/:cl/3+x1/2dx 2z 3z7/° + 6z 6 In(1+27°) + C.

Nesse exemplo voce viu como uma substituicao algébrica simples pode
transformar um problema dificil em um novo problema mais acessivel.

Nosso préoximo exemplo ilustrarda como, as vezes, é preciso uma pequena
arrumacao algébrica, antes de aplicarmos uma determinada técnica. Aqui
esta:
Exemplo 25.3

72
Calcule / ——dx.
Vixr — x?

Esse problema sera resolvido por substitui¢ao trigonométrica. Mas,
antes de aplicarmos essa técnica, devemos fazer um pequeno ajuste algébrico:
4o —2* = —(2—4r) = —(2® —dr+4—-4) =

= 4—(2*—dr+4) = 4—(z -2~

Este artificio é também conhecido como a reconstrucao do quadrado.

Isso nos da
x? x?

——dx = )
Vix — x? V4= (x—2)?

Agora vamos fazer a seguinte substituicao trigonométrica:

(x—2)=2senl = 4—(x—2)2 = 2cos b
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AULA 25

CEDERJ



CALCULO II

CEDERJ

Técnicas de integracdo — Aula de exercicios

e, portanto, dxr = 2 cos 6df. Mas, veja que © = 2 + 2 sen . Assim,

do =

B /(2+2 sen 0)%2 cos 0
B 2 cos 0

/de
Vix — x?
= 4/(1+286n9 + sen?6)df =

r 1 1
= 410 —-2cos 0 + 59 - Esen9 COSQ} + C =

:4-9—2COSQ+%9—%SGHQCOSQ}+C=
:4-%‘9—20089—%sen00056’}+02

= 69_—8COS¢9+28611900S9+C:

= 60 —6cosf —2cosf—2senf cos + C =

= 60 —6cosf—2cosf(l+send) + C =

Essa tltima passagem tem um objetivo bem especifico. Lembre-se
de que a resposta deve ser dada em termos da varidvel x e, se 2 cos =

Vdr — 2%, v = 2(1 + sen #). Além disso, como sen # = 5 — 1, temos

0 = arcsen (% — 1). Assim, podemos completar os calculos:

/de _
Viax — 22 B

= 6 arcsen <g—1) — 3VAxr — 2?2 — =4z — 2?2 +C.

x
2
Vocé viu como precisamos ser cuidadosos para escrever a resposta em

termos da variavel original.
O préximo exemplo continuara explorando o tema do pequeno ajuste

algébrico antes da aplicacao da técnica indicada. Além disso, vocé vera como

um pequeno problema pode gerar um grande problema. Aqui esta!

Exemplo 25.4
Calcule /x\/ 2 — 2xdx.

Esse problema é quase uma substituicao simples. Gostariamos de fazer
u = x® —2x. Isso nos da du = (2r —2)dx = 2 (v —1)dx. Mas o integrando
tem um fator z e ndo (x — 1). Assim, fazemos um pequeno ajuste algébrico,

subtraindo e somando 1 nesse fator. Isso desdobrard o problema original em
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dois:

/xm&t = /(a:—l#—l)x/ﬂdx:
_ /((x—l)\/x2—2x—|—\/:c2—2x)dx:
_ /(x_1)mdx+/mczx.

A primeira parcela pode ser resolvida usando substituicao simples:
1
/(m— 1) Va? —2xdr = 3 /\/x2—2x(2x—2)dx =

1 3/2
=g e =ty o=

a2 — 21)3/?
— % + Cl-

A segunda parcela, / Va? — 2z dx, demanda uma substituicao trigo-

nométrica. Mas, antes, precisamos de fazer um pequeno ajuste algébrico, nos

moldes do que foi feito no exemplo anterior.

Como z? —2r = 2> —2x + 1 —1 = (z — 1)® — 1, faremos a seguinte
substituicao: x — 1 = sec 6. Isso acarreta dr =sec 6 tg 0df e x> —2x =
tg 6. Assim,

V2 —2xdr = te 0 sec O tg 0dO = sec § tg?0dh =
g g g

= /sec 0 (sec’d — 1)df =

= /sec3¢9d9 — /sec 6do.

Voceé deve lembrar-se de que as integrais de poténcias impares de secante

sao um pouco trabalhosas. Em qualquer caso, aqui estao:
. /sec 6df =1In|sec§ + tg b +C.
3 1 1
o [ sec 9d9:§se06tg0+§ln]sec9+tg6\+C.

Portanto,

1 1
/sec39d0 - /sec&d@ = §seCth6’ - 51n|sec€ + tg 0] + Ch.

MODULO 2 -
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Assim, escrevendo a resposta em termos da variavel original, x, temos:
1 1
/\/x2—2xd:c = i(x—l)\/xQ—Zx ~ 3 In|va? -2z +x— 1|+ Cs.

Veja que o exemplo ainda nao terminou. Esta é a resposta da segunda
parcela. Veja, entao, o célculo final:

(2% — 21)3/? 1
Va2 —2xdr = 5 + §(x—1)\/x2—2x

1
—§1n|\/x2—2x+x—1|+0.

Esse exemplo mostrou como um pequeno problema pode demandar um
bocado de esfor¢co. Vamos terminar com um exemplo que demanda a técnica
de fracoes parciais. Nesse exemplo sera ilustrado como é possivel lidar com

coeficientes diferentes de 1 nos termos de maior grau.

Exemplo 25.5
142* + T 4 2
Calcul dx.
acue/(2x2+2x+5)(3x—1) v
A expansao em fracoes parciais tem a seguinte forma:

1422 + 72 + 2 Ax + B C

(222 +2r +5)(3x —1) 222422 +5 T

Multiplicando a igualdade por (2z% + 2z + 5)(3z — 1), temos:

42 +7r+2 = (Az+B)Br—1) + C(22° +2v+5) =
= 3Ax* — Avr + 3Bz — B+ 202% + 20z +5C =
= (3A+20)2* + (-A+3B+20)r — B +5C.

Isso nos da o seguinte sistema de equagoes lineares:

3A +2C = 14
—A+3B+2C =
—2B +5C = 2

A solucao desse sistema é: A =4, B =3 e C' = 1. Portanto,

/ 142% + Tx + 2 dr — / 4o 43 d:B—I—/ 1 de
(222 + 2z +5)(3x — 1) B 202 4+2x 45 3z —1

A primeira parcela se decompoe como a soma de duas integrais: um

logaritmo e um arcotangente.

/ dr + 3 dx_/ 4o + 2 der/ 1 dr
202 + 21 + 5 - 202 +2x + 5 202 + 21 + 5 N

1 2 1
= In(22° + 22 +5) + 3 arctg (gx + 5) + (.




Técnicas de integracdo — Aula de exercicios

| MODULO 2 -
Realmente, note que 222+ 2z +5 = 2(952—1—36—1— g) = 2(x2+x+ i + %) =
2
2((z+3)"+ 1)
Portanto, podemos responder:
1422 + Tz + 2 1 2 1
dr = In(22%+ 2z +5) + - t(— —)
/(2x2+2$+5)(3x—1) v o= @74 2r 45+ garctg (grt g ) +
1
Apos todos esses exemplos, vocé podera trabalhar na lista de problemas
a seguir. Bom trabalho!
Exercicios
Calcule as seguintes integrais:
V2
1. / tvV1+ 4t2 dt. 2. /:v sec? z dz.
0
t
3. [ xV2x — 22dx. 4. / ek ST
(z+1)°
1
5. /em V4 + e dx. 6. /7d:c.
x + xl/3
20 +4
7. | 2°V5+ 2z — 22 dx. 8. dz.
/x e /(4x2+12x—|—13)2 !
3r + 2
9. [ e" sen e” dx. 10. dx.
1+ 22
1
11. [ In(2 4+ vx)dx. 12. /—dw.
fmeevm VR R
x In+/z
13. | ——dx. 14. dx.
/ V2 — x? / Vv
1
15. / - dx. 16. / dz.
V5 + 122 — 922 1+ a3
1 2
1
19. /x tg® x d. 20. /de
(22 4+z+1)
sen 2x
21. [ ———du. 22. 2+ 3x)'/3 dx.
/1+3sen2x . /x( +3z) v
1 T
23. | ——dx. 24. | ——=dx.
/m2+4x+8 v /\/1—4952 !
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25. /333 cos x% dx. 26. /\/3+2£L‘—.732d.73.
x3 1
27. dx. 28. —dx.
/1+x8 ! /$2—2x+2 v
29./$\/9—$4d$. 30./
31./\/1+6xd$.

Sugestao: u? =1+ ¢e® ou t? = e,

dzx.

1+ x4
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Aula 26 — Integrais improéprias — Primeira

parte

Objetivo

Conhecer as integrais improprias.

Introducao

Uma das aplicagoes da integral definida é atribuir area a figuras de
formas diversas. Mas, para tudo funcionar bem, apelamos para a garantia
dada pelo Teorema Fundamental de Calculo. Isto é, a regiao deve ser limitada

por funcoes continuas, definidas sobre intervalos fechados e limitados.

Nesta aula, vocé aprendera que é possivel estender essas nocgoes a al-
gumas regides nao-limitadas ou a certos intervalos abertos (sobre os quais
fungoes continuas podem nao ter maximo ou minimo). O conceito ma-
teméatico adequado para lidar com essas situacoes ¢ chamado de integral
impropria. Vocé vera que a nocao de limite desempenha um papel fun-

damental nessa teoria. Comecaremos com dois exemplos tipicos.

Exemplo 26.1

Considere as seguintes “integrais”:

() /fﬁdw (b) /:\;de.

Ambas sdo exemplos de integrais impréprias. Veja que a integral (a)

nao esta definida num intervalo fechado e limitado. Isso fica evidente pelo

uso do simbolo co como seu segundo limite de integracao. Ou seja, queremos

_ 1
= o2

Quanto a integral do caso (b), apesar de o intervalo de integragao ser

integrar a fungao f(x) sobre toda a semi-reta [1, 00).

limitado, a funcao g(x) = 3%/5 nao estd definida no extremo esquerdo do

intervalo. Veja os graficos de f e de g sobre os intervalos de integracao.

MODULO 2 -
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(@) = Grap

Em ambos os casos estamos lidando com situacoes nao-limitadas. No
caso (a), a nao-limitagao ocorre na diregao do eixo Oz, enquanto no caso (b)
a nao-limitagao ocorre na dire¢ao do eixo Oy.
| ® 1
Para podermos dar sentido aos simbolos / —dre / ——dxz,

recorreremos ao seguinte estratagema: em ambos os casos consideraremos

situacoes limitadas mas que estao cada vez mais proximas da situacao de-

| 51
sejada. Ou seja, calcularemos /1 mdw e /r %dx, onde t > 1 e

0 <r < 8, que sao areas bem definidas. Veja as figuras abaixo.

Em seguida, estudaremos o comportamento dessas integrais definidas

para valores muito grandes de t e para valores positivos de r cada vez mais
préximos de zero. A maneira adequada de fazer isso é usando o conceito de

limite. Primeiro o cédlculo das areas:

/t 1 1 1 1
— _dx = -— = —— 4+ =
1 (T+x)? 1+x1 1+t 2

1 3 23 3 o3
/T\%?da: = ix/ :6—§r/.

T

Agora, quando t cresce indefinidamente, —ﬁt aproxima-se de 0, e
3

quando 7 se aproxima de zero, pela direita, —32 %3 também fica préximo

CEDERJ |
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de zero. Formalmente,
1 1 1
t—grnoo 1+t + 2 2 ¢ TL%L 2 "
Podemos, entao, dizer que
o 1 1
/ S M
1 (I+2)? 2
e
1
7z dr = 6.
Vamos formalizar esses conceitos.
Integrais improprias
Seja f : [a, +00) — R uma fun¢ao continua. Considere F' : [a, +00) —
R a funcao definida por
t
~ [ #ayas
Assim, para cada valor t > a, F(t) é a integral de f(x) sobre o intervalo
a, t].
t
Se tli]Jfrn F(t) = tli+m / f(z)dxz € R, diremos que a integral imprdpria
+o0 ¢
f(z) dx converge e colocamos
+o0
[ e = i F() - tggloo/ fa
Analogamente, seja ¢ : (a,b] — R uma fungdo continua. Considere
G : (a,b] — R a fungao definida por
b
G(t) = / g(x) dx.
t
Logo, para cada valor a < t < b, G(t) é a integral de g(z) sobre o
intervalo [t, b].
b
Se lim+ G(t) = hnﬂ g(z)dr € R, diremos que a integral imprépria
t—a t—a t
b
/ g(x) dx converge e colocamos
b
[ oterar = maw =t [ s
Veja mais alguns exemplos.
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Exemplo 26.2

oo
Analise a convergéncia da integral impropria / e ¥ cos xdr.
0

Vamos, primeiro, calcular a integral indefinida / e ¥ cos xdr. Para

isso, usamos a técnica de integracao por partes, e obtemos

- e "
/e Ycos vxdr = 7(sen x —cosz) + C.
Agora podemos fazer:
t o t
lim e fcosxdr = lim [—(Sen r — Cos x)] =
t——+o0o 0 t—-+o0

—t

= lim [%(sent — cos t) + —} =

t——+o00

Como o limite é finito, dizemos que a integral imprépria converge e

o0 1
/ e *cosxdr = —.
0 2

Uma condigao necessaria para a convergéncia

colocamos

A convergéncia da integral imprépria

/a " Fw) du

impoe sobre a funcao [ uma condicdo muito especial. Este fato pode ser
util, uma vez que, se uma dada funcao ¢ nao satisfaz tal condicao, entao

podemos concluir que a integral improépria

/aoo g(x)dx

diverge. Ou seja, tal condicao sobre f ¢ necessdria para a convergéncia da
integral imprépria.
Aposto que vocé ficou curioso: que condicao é esta? Pois bem, sem

mais delongas, aqui esta ela:
Teorema 26.1 -
Seja  f uma fungao continua, tal que [a, o) C Dom(f). Se / f(z)dx

convergir, entao

lim f(x) = 0.

T—00
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Exatamente! Para a integral imprépria f(z)dx convergir é ne-
cessario que a parte positiva do eixo Oz seja uma asstntota horizontal da
funcao f. Veja alguns exemplos de fungoes que satisfazem esta condicao:

1 1 1
T) = —; r)=-—->=; h(z) = —.
1) x’ 9(x) 1+ 22 (z) l+zlnx

Veja, também, dois gréficos de fungoes com essa caracteristica.
Demonstracao do teorema

Usando a linguagem do Teorema Fundamental do Calculo, podemos
definir F': [a, o) — R colocando

t
F(t) = / f(z) du, Vt € [a, 00).
a
Assim, a convergéncia da integral impropria nos dé o seguinte:
t [ee]
lim F(t) = lim / f(z)de = / f(x)dx = c,
t—o00 t—o0 a a

para alguma constante ¢ € R.

Veja o que conseguimos até agora: a parte positiva da reta horizontal
y = ¢ é uma assintota do gréafico de F'.

Note que f(x) = F'(z), Vx € [a,00), pois F' é uma primitiva de f.

Talvez seja necessario um pouco de confianca de sua parte neste ponto,
mas € fato que essas duas iltimas observagoes garantem que

lim f(z) = 0.
r—00

Ou seja, a derivada de uma fungdo que tem uma assintota horizontal
(quando z — o0) tem o eixo Ox como assintota horizontal (quando x — o).

Uma maneira de ver isto é a seguinte: na medida em que os valores de
x tornam-se muito grandes, o grafico de F' fica mais e mais parecido com a
reta horizontal y = ¢ e, portanto, sua derivada tende a zero. O
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Atencao! A condi¢ao lim f(z) = 0 é necessdria para a convergéncia

Tr—00

o0 o0 1
da integral imprépria / f(z) dz, mas nao é suficiente. Por exemplo, / —dx
a 1 xz
diverge apesar de lim — = 0.
rT—00 U

Veja como usar o teorema no proximo exemplo.

Exemplo 26.3
: : * a2 .
Determine se a integral / ———— dx é convergente.
1 1+axn(z)
Solucao:
x? 2z ) 2

lm — = lim ——  — lim — =
:cl—>n<}ol+x1n(x) xggol—i—ln(x) xl—{gol/x >

Logo, essa integral diverge.

Uma ferramenta para calcular limites

—t

e
Para calcular o tlim - (sent — cos t) = 0, usamos o seguinte fato:
Se [ :[a,4+00) — R é uma fungao limitada e se tliIJP g(t) = 0, entao

lim f(¢)g(t) = 0.

t——+o0

Dizer que f é uma fungao limitada em [a, +00) significa dizer que existe
uma constante M > 0, tal que V¢ € [a, +00), |f(t)] < M.
—t

Isso ocorre no exemplo mencionado, uma vez que lim -5 = 0 e
t—-+o0

Vt € R, |sent — cos t| < 2. Aqui estd o grafico de f(t) =sent — cos t.

f®)

f(t) =sent — cost

Vamos ao préximo exemplo.
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Exemplo 26.4
1
1
Analise a convergéncia da integral impropria / dx. y
0o 1—=w
Nesse caso, a funcdo g(z) = ﬁ nao estd definida no extremo direito

do intervalo. Assim, devemos adaptar a definicao de integral impropria a

essa situacao.

Devemos, entao, estudar o limite t'1 oz
[ . ' gl@) ==
lim de = lim[—In|l—2z|]| =
t—1- Jo 1 —x t—1- 0

= lim <ln ! )
t—1— 1—t

Mas, quando t — 17, 1 — t tende a zero, com sinal positivo. Ou seja,

= — +00. Como lirf Inx = +oo, temos:
1 t
1 1
/ der = lim dr =
o 1—x t—1- Jo 11—
tirln— t 1—t oo

1
Portanto, a integral impropria / ] dx diverge.
0

— X
Problemas em muitos lugares

H4 situagoes nas quais a integral é imprépria por apresentar problemas
em mais do que uma parte de seu dominio de integracao. Quando isso ocorrer,
usamos as propriedades aditivas das integrais para dividir a integral em somas
de integrais improprias do tipo simples, tais como as que estudamos até agora.
A integral impropria original convergird apenas se cada uma de suas parcelas

convergir. Vamos a um exemplo.

Exemplo 26.5
+00 1

Analise a convergéncia da integral impropria / dx.
oo 422

Note que, nesse exemplo, devemos dividir a integral em dois casos:

+oo 1 0 1 +oo 1
dr = d ——dx.
/_OO 42 /_Oo4+m2 x—i_/g 4+ a2

Note que a escolha do niimero 0 para dividir o intervalo de integracao

foi conveniente mas puramente casual. Na verdade, poderiamos ter escolhido

qualquer outro ntmero.
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1 1 T
mdajziarctgg—kc

0

Lembre-se de que /

Vamos, entao, considerar / dx. Para isso, devemos fazer:

oo 4+ 2?
0
. 1 ) 1 t
A )y e = mgents 5 = 4
0
1
Assim, /—oo4+952 dr = %
400 1
Agora, vamos considerar / dx. Nesse caso, fazemos:
0 4"‘1}2
t
. .1 t T
A J, Tre T A ey T
400 1
Novamente, / dr = E.
o A4+a2? 4

+o0 1

Podemos concluir que a integral impropria / dx converge e

oo 4422
+00 1
d =
/oo dra
1

Note que, devido a simetria da fungao f(z) = 1722, emrelacao a origem,

+

™
5 .

N
N

0 1 “+o0
o resultado s de = 5 dx nao chega a surpreender. No
o4tz o 4+
entanto, especialmente nos casos de simetria, é preciso cuidado.

O préximo exemplo ilustrard uma diferenca de comportamento interes-

sante.

Exemplo 26.6
“+oo

Analise a convergéncia da integral impropria — In x dx.

o VT
Como o dominio de f(x) = ﬁ In 2 é a semi-reta aberta (0,4+00), a

integral apresenta problemas nos dois extremos do dominio de integracao.

Devemos, portanto, dividi-la em dois casos:

too | |
—Inzdzx = /—ln:cdx—l—/ — In z dz.
/o VT 0 VT R

Novamente, a escolha do ntmero 1 para dividir o intervalo em dois

subintervalos foi por conveniéncia.




Integrais imprdprias — Primeira parte

1
Para calcular / T In x dr usamos a integracao por partes, fazendo

u=lnzedv= \/—dx Assim,

/—lnxdx = 2yrxlnzs — 4z + C.

Para a primeira parte, temos:

1 g 1
/Oﬁlnxdx = tl_i)r(r)1+ Tlnxdx =

= lim(— —2vVtIlnt — 4t) =
t—0t+
= —4

1

Portanto, In x = —4 converge.

S—

1
Vz

+o0o
1
Agora, / —— In = dz. Veja como as coisas podem mudar:
1

VT

“+o0o 1
/1 ﬁlnxdx = tEeroo/—lnxdx =
= lim 2Vi(nt — 2) + 4=

= —o0.

Como essa segunda integral impropria diverge, dizemos que a integral

impropria / — In z dx também diverge.

Agora, o ultimo exemplo da aula.

Exemplo 26.7
& 2 1 & 2
Sabendo que/ e dr = 5\/7r, calcule/ z?e” du.
0 0

Para resolver o problema devemos estabelecer uma relacao entre as

duas integrais. Dessa forma, usaremos a integracao por partes na integral
2 _ 2 . 2
e " dx, colocando u = e " e dv = dx. Assim, du = —2xe " drev = x.

Portanto,

Assim,
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Agora, tomamos o limite:

t t
2

. — . _ 42 . 2
lim e dr = limte? 4+2 lim 22e ™ dz.
t—o0 0 t—o0 t—o0 0

Como o limite

) 42 .
limte™” = lim — =0,
t
t—o0 t—oo €
segue que
t 2 t 2
lim 22 dr = += lim e " dx.
t—oo 0 t—o0 0

Logo, temos o resultado esperado:

& 2 t 2
/ 22 dr = lim 22e™ dr =
0

t—o0 0

1. b
= +- lim e dr =
2 t—o0 0

1 [e.9]
= —/ e’“:?da::\/—%.
2 J, 4

Resumo

Vocé aprendeu que o conceito de integrais definidas pode ser ampliado
de modo a incluir situacoes extremas. As integrais impréprias sao o resultado

da aplicacao da teoria de limites a teoria de integrais.

Portanto, os exercicios que envolvem integrais impréprias requerem ha-
bilidades na integragao e no calculo de limites. Ha duas ferramentas pode-
rosas para o célculo de limites. Uma delas foi explicada ao longo da aula. A

outra é a chamada Regra de L’Hospital, que vocé aprendeu no Célculo I. Essa

t
técnica é usada para calcular, por exemplo, hnﬁ Vitlnt=0e tlim — = 0.
t—0 —0o0 €
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Exercicios
Analise as seguintes integrais impréprias, indicando quando elas diver-
gem e calculando-as, caso contrario:
1 < 1
L / L e, 2. / R
. a? s 12 —1
400 1 2 1
3. dx. 4. dx.
/_OO 9+ 2% /1 11—z
4 00
1 1
5. ———= dx. 6. —dx.
/1<x—2>2/3 ’ / N
00 1 1
7. / ——— dw. 8. / In xdx.
1 0 +4x 0
9 /1 ! d 10 /Oo ! d
0o V1—21? 0o Vr(xr+4)
9] 1 0 1/x
1. / — dr 12. / ° dn.
1 2 +2r+2 2
13. / e dxr, a>0. 14. / re “dr, a>0.
0 0
0 2 q "
15. e’ sen 2z dx. 16. — In —dx.
—c0 0 VT o2
1 2
1 1
17. / dx. 18. / ——dx.
0o V1I—x o (z—1)2
[e.e] /2 o0
19. Sabendo que / sen z?dr = T , calcule / en dx.
0 0o VT
oo x3 _|_ e—x
20. Determine se a integral /1 Brarl dx é convergente. (Sugestao:
estude o limite do integrando, quando z — o0.)
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Aula 27 — Integrais improéprias — segunda

parte — Critérios de convergéncia

Objetivo
Conhecer dois critérios de convergéncia de integrais improprias: critério

da comparacao e critério do limite do quociente.

Introducao

Ao lidarmos com uma integral impropria, a questao fundamental é a
da convergéncia, ou nao. Em muitas ocasioes, ¢é suficiente determinar se uma

dada integral imprépria converge.

Nesta aula, vocé aprendera duas maneiras para, pelo menos em alguns
casos, responder a questao da convergencia sem, efetivamente, calcular o

valor da integral imprépria.

Antes de prosseguirmos, no entanto, vamos considerar alguns exemplos

nos quais as integrais impréprias nao convergem.

Exemplo 27.1

Analise a convergéncia das seguintes integrais impréprias:

(a)/;omigdx (b)/;ﬁdx

00 +oo
(¢) / sen x dz (d) / cos x dx.
0 _

o0

Vejamos.

* 1 !
/ dr = lim de =lim In |t —3| = +oo.
4 T—3 t—oo Ju, x—3 t—00

Podemos interpretar essa resposta da seguinte maneira: se x > 4, entao

t
: 1 L
Lo > 0. Assim, dr =1In |t—3| éa dreasob acurva y = — entre
r—3 4 T — 3 r—3

r=4ecx=t.
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f(z)
f) = ——
; 4‘:

>~ 1
Dizer que / 3 dxr = oo significa que, para cada ntimero M > 0,
4 T

1
dr =In |[t—3

t
existe um valor de ¢ suficientemente grande tal que /
4 T —

¢ maior do que M.

Em outras palavras, existe um valor de ¢ cuja area sob a curva corres-
pondente supera o valor de M. Veja que isso ocorre para todos os valores
M > 0. Por exemplo, se M = 1000,

10500 1
/ dr = In |10°" — 3| = 1151,292 > 1000.
4 r—3

E verdade que os valores de t precisam ser muito grandes, relativos aos

valores de M, mas isso nao é nenhum problema.

b)
4 4
1 1 1 1
——dx = 1 ———dr = lim ——= 4 ——.
/2 w22 = M Gae®™ T T
_ 1 1
Quando t — 2%, t —2 — 0" e, portanto, lim —— — = = +oo0.
t—2t t — 2 2
A interpretacao, nesse item, é semelhante a do item anterior. A dife-
4
1 1 1
renca é que as areas ———dr = —=+ ——, com 2 <t <4, aumen-
fred /t (z — 2)? 212

tam indefinidamente na medida em que tomamos valores para t mais e mais

préximos de 2, pelo lado direito.

Os proximos itens diferem bastante dos anteriores.

c)

o0 t
sen xdr = lim [ senxzdr = lim [1 — cost].
0 t—o00 0 t—00

Nesse caso, nao existe o limite. Isto é, a fungao f(t) = 1 — cos ¢, na

medida em que os valores de t crescem, fica oscilando entre 0 e 2.
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d)

Nesse caso, devemos escrever a integral como a soma de duas:

00 +00 0
/ cos zxdxr = / cos zdx + / cos zdxr = 0.
oo 0 —o0

Novamente, como no item anterior, a integral nao converge, uma vez

que, por exemplo

o0 t
/ cos rdr = lim cos zdxr = lim sen t
0

t—o00 0 t—o0

e lim sen t nao existe, pois g(t) = cos t fica oscilando entre —1 e 1, quando

t—o0
t — o0.

Vocé pode observar como os exemplos diferem. E conveniente reservar
o termo divergente para situacgoes nas quais o limite é infinito (400 ou —00),

como nos casos (a) e (b). Nos casos como (c) e (d), diremos que a integral

impropria é indefinida. Assim, dz diverge para +o0o e sen x dx

. ) 4 T — 0
é indefinida.

Exemplos referenciais

Antes de apresentarmos os critérios de convergéncia, vamos conside-
rar a convergencia de algumas funcoes, que serao tteis como parametros de

comparacao.

Exemplo 27.2

Nas seguintes afirmacoes, a ¢ um nimero real maior do que zero.

. *1 ,
e Ser > 1, entao — dx € convergente.
x

a

o0
1
e Ser <1, entao / — dx ¢é divergente.
x
a

[o.¢]
e Ser >0, entao / e " dx é convergente.
b

t

1 1 1 1
Realmente, se r # 1, entao lim —dr = lim ( — )
t—oo J, x” t—oo 1 —r \fr—1 a1
. 1 : : L > 1
Ser >1, 1thm i 0 e a integral imprépria converge: —dr =
oo T “ xr
1
(r—1a—1
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1
Ser <1, lim — = lim " = 400 e a integral imprépria diverge.
t—o0 tT_l t—oo
1 00 efrb
Vocé pode constatar que / — dz diverge e que / e "dr = —.
a <L b r

Vamos ao primeiro critério de convergéncia.

Critério da comparacao

Este critério é assim chamado por se basear na comparacao de duas

funcoes.

Sejam f e g duas fungdes continuas, definidas em [a, c0), tais que
a < flz) < g(z).
Nessas condigoes,

e se / g(x) dx converge, entao / f(z) dxr também converge;

o Se/ f(z)dz diverge, entéo/ g(x) dx também diverge.

Resumindo, se a maior converge, a menor também converge. Se a menor
diverge, a maior também diverge. Atencao! O critério de comparacao pode

ser usado apenas quando ambas as fungoes sao positivas.

Veja, na figura a seguir, uma ilustragao dos graficos de f e g.

O critério da comparagao afirma que, se a area sob o grafico da fungao
g é finita, o mesmo ocorre com a area menor, sob o grafico de f. Em contra-
partida, se a area sob o grafico da funcao f diverge, o mesmo ocorre com a

area ‘maior’, sob o grafico de g.

Veja como o critério da comparacao funciona, nos seguintes exemplos.

CEDERJ
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Exemplo 27.3

Sen2 X

oo
Analise a convergéncia da integral impropria / W dx.
4 \T—

Um passo importante para usar corretamente o critério é determinar
qual fungao sera usada como parametro para a comparacao. Em outras pala-
vras, quem fard os papéis de f e g7 E claro que isso implica numa expectativa
da convergéncia ou da divergéncia da integral impropria em questao e, nisso,

reside todo o problema.

No caso do exemplo em questao, notamos que hd um quociente, que
a fungdo do numerador é limitada (y = sen? ) e que o denominador é uma

funcao polinomial de grau 2.

Vamos, portanto, tentar mosi(:)gar que a integral converge, usando para
comparagao a integral impropria / (;13_;2)2 dzx. A garantia da convergéncia
dessa integral imprépria é o grau %10 denominador, uma vez que estamos in-

tegrando sobre a semi-reta [4,00). Realmente,

S to t—4 1
= _dr = lim [ ———dz = i [—] _
&A @—22" T ), w—22" T i lar—4l T 2

Esse resultado nao é surpreendente se levarmos em conta os parametros

dados no exemplo 27.2.

Agora, devemos nos certificar de que as hipdteses do critério da com-

paracao sao satisfeitas. Aqui esta:

Vr € R, 0 <sen’?z <1 e, portanto, se z > 4,

< sen? x < 1
T (z-27 7 (22
- * 1 s
Podemos concluir dizendo: como / W dx converge, pelo critério
4 T =

00 2
- sen” x )

da comparacao, ( dxr também converge.
4

x —2)?
Aqui estd uma oportunidade para vocé tentar:

* cos?x

Exercicio 1. Use um parametro do exemplo 27.2 para mostrar que / ;—dx
5 x

converge.

Vamos a mais um exemplo.
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Para calcular a integral

22e™? dx, usamos a

integragao por partes.

A Regra de L’Hospital serve
para calcular certos limites.
Esse contetdo foi ensinado
no Caélculo 1.

Analise Real é uma
disciplina mais avangada do
curso de Matemaética.
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Exemplo 27.4

o0 [e.e]
Calcule / r? e dx e mostre que / z? e arctg x dx converge.
0 0
o0
Primeiro o cédlculo de / z? e " dx.
0

Como /I2 e dr=—e (2 +22+2) + C,

t
lim [ a®e™dr = lim [2—e (" +2t+2)] = 2.
—00 0 —00
2+ 2t + 2

o = 0 pode ser calculado usando a

Lembre-se de que o tlim
Regra de L’Hospital.

Agora devemos considerar a comparacao. Note que, se x > 0,
s

Ogarctgx<2

Essa é uma interessante propriedade da funcao arco-tangente. Por-
tanto,

T
0<z?e® arctg r < 5 e ™

o0 o0
p _ , T _
Ja sabemos que/ z2e Tdx = 2. Isso nos da/ §x2e *de = 7
0 0

o0
e, pelo critério da comparacao, / z? e arctg x dx converge.
0

Antes do proximo exemplo, algumas palavras sobre o porqué da vali-

dade do critério.
A hipétese de que as fungoes consideradas sao positivas é importante.

t
Queremos informagoes sobre o lim / f(z) dz. Note que
t—o0
a

F(t) = / t f(z) dx

é a drea sob o grafico da fungao (positiva) f de a até t. Portanto, se ty > 1,
F(t2) > F(t1) (maior o intervalo, maior a drea). Entao estamos considerando
o limite de uma funcao crescente quando ¢t — oo. Esse limite sé pode ser um
nimero ou co. Se uma funcgao crescente é limitada, seu limite é finito, quando
t — oo. Se, por outro lado, ela segue majorando todos nimeros positivos,
dizemos que seu limite é infinito. Para demonstrar a afirmacao anterior,
usamos uma propriedade dos numeros reais, que afirma que todos os seus

subconjuntos nao vazios limitados superiormente tém um elemento supremo.
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Este conceito serda melhor esclarecido em Analise. A segunda afirmacao é o
que caracteriza o limite ser infinito. Assim, a integral impropria converge,
se ¢ limitada, ou diverge, caso seus valores sigam ultrapassando todos os

nimeros reais positivos.

O critério da comparacao também se aplica nos casos em que a integral

impropria tenha seu dominio de integracao limitado. A formulacao fica assim:
Sejam f e g fungbes continuas no intervalo (a,b]. Se 0 < f(z) < g(z),

b b
para todo a < x < b, se / g(z)dzr converge, entao / f(x) dx converge.

b b
Se / f(z) dz diverge, entao / g(x) dzr também diverge.

Veja como isso funciona no seguinte exemplo.

Exemplo 27.5
. N R ARV
Analise a convergéncia da integral imprépria W dx.
2 \T—

Esse exemplo mostra como precisamos ter cuidado no trato das integrais
4
1
improprias. A integral / W dx diverge. O expoente maior do que 1
2 & —

no denominador garante a convergéencia no caso de o limite de integracao ser

infinito. No exemplo em questao, o dominio de integracao é [2,4].
Agora, como V22 + 1> 1 e, portanto, se 2 < x < 4,

\/x2+1> 1
(v —2)* 7 (z—-2)?

vl . R AR .

Como —  dx = o0, aintegral imprépria —— = dz diverge.
2 (2 —2) 2 (z—2)

O préximo exemplo nos da uma pequena extensao do critério da com-

paracao.

Exemplo 27.6

Seja f : [a,00) — R uma fungao continua. Se / |f(z)| dz converge, entao

/ f(z) dx também converge.

o
Veja como isso funciona. Sabemos que / e " dx converge e queremos

sy
[e.9]

mostrar que / e " sen xdxr também converge. No entanto, nao podemos
K
aplicar o critério da comparagao, uma vez que a funcao f(z) = e~* sen x

assume, também, valores negativos.
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Para confirmar essa
afirmacgao basta considerar,
separadamente, os casos
r>0er<O0.
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Mas, 0 < |sen z| < 1 e, portanto, 0 < |e™* sen x| = e * |sen x| < e 7.
oo

Assim, o critério da comparacao garante que le™® sen x| dx converge, e
o0
logo, / e~ " sen x dr também converge.
s

Veja como isso é possivel. Primeiro, para qualquer ntimero real 7,

0<|r] + r<2r.

Estamos supondo que h |f(z)| dx converge. Entao Oo2|f(x)|dx
também converge, e como 0 ga lf(@)] + f(z) < 2|f(2)], poder;os aplicar o
critério da comparagao para concluir que h (|f(z)| + f(x)) dz ¢é conver-
gente.

Mas,

im [ s@ds = i [ (5] + ) de — i [ 1)

t—o00

Os dois limites da direita sao finitos. Assim, a integral imprépria

/ f(z) dz é convergente.

> cos bx

Exercicio 2. Mostre que a integral imprépria / dx é convergente.

5 T

Agora, o segundo critério de convergéncia.

Critério do limite do quociente

Sejam f e g duas fungoes continuas em [a,00), tais que f(z) > 0 e
glx)>0e
lim f(@)

=00 g(x)
com L € (0,00). Isto é, o limite do quociente é um nimero positivo. Entao
(e 9]

o

as integrais impréprias f(z)dz e / g(z) dr comportam-se da mesma
. . a a .

maneira. Ou seja, ambas convergem ou ambas divergem.

Esse critério de convergéncia é particularmente apropriado para anali-
sar a convergéencia de integrais improprias cujo integrando é o quociente de

polinémios. Veja como isso funciona no exemplo seguinte.
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Exemplo 27.7

Analise a convergéncia das seguintes integrais impréprias:

o x
1. ——d
/5 203 + 3w+ 1"

/ Vor+1
o T+38

Como antes, precisamos decidir se tentaremos mostrar a convergéncia
ou a divergéncia da integral e, depois, qual serd a integral imprépria usada

como parametro.

No caso 1, o maior expoglte do numerador é 1 e o do denominador é
3. A diferenca é 2. Como / ) dx é convergente, vamos mostrar que a
integral é convergente. Note (i)ue, para valores suficientemente grandes de =,

f(x) = 575,57 = 0eg(z) = % > 0. Temos de calcular o limite:

x

3 3 1

lip 2e°+324+1 _ U

22
Como L = %, podemos aplicar o critério e concluir que a integral
> x
impropria ——————— dx converge.
prop /5 203 +3x + 1 &

No caso 2, consideramos o limite

V9r +1
z+8 . V92?2t

R -

VT
* 1 * V9 +1
Como —d
1

dx diverge, o mesmo ocorre com
0 1/2 10 €T + 8

Para terminar a aula, uma palavra sobre a razao do funcionamento

desse critério. Como o lim £ EI;

valores suficientemente grandes de x. Isso indica que o comportamento das

= L, sabemos que f(z) = Lg(z), para

integrais improprias serao do mesmo tipo.

Exercicios

Comecamos apresentando as solucoes dos exercicios deixados ao longo
da aula.

* cos?x

Exercicio 1. Use um parametro do exemplo 27.2 para mostrar que / ;—dx
5 x

converge.
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- <1
Solugao: Sabemos que / — dx converge.
5 X

2 cos? z 1 :
= = = T z3 = 3 = <
* cos? x

critério da comparacao, a integral / dx converge.

5 x3

> cos bx

Exercicio 2. Mostre que a integral imprépria / dx é convergente.

5 ?
Solucgao: Esse caso é parecido com o anterior, mas nao podemos aplicar di-
retamente o critério da comparacao, pois a funcao y = <=2 59” nao € positiva no

dominio de integragao. Contudo, podemos aplicar o crlterlo da comparacao
cos dx

oo
a0 caso 3
5 T

integral converge.

dx, e, devido ao fato apresentado no exemplo 27.6, a

Nos préximos exercicios, determine a convergéencia ou divergéncia das

integrais improprias usando um dos dois critérios apresentados na aula.

o0 o0 1
e~ sen z dz. / 47dac
0, 1 x+2x+1
senm
5. 6.
/2 xQInx /1

o0 1 o0
7/ B A 8/ e~ dr.

*®  senzx &
9. — dx. 10. dx.
/ 22+ 27+ 1 /1 (1+\/§)(1+x)
o 2 1
1. / T2 12,
QOx/+x/+1 0, 1+e”
1
13. / 14. —— dx.
! 1 Ve o]
> sen’zx
15. / 16. —dx.
4 VI 4 1 \/4+ZL'3

oo e -1 P
17. / 629” o ———dz. 18. / E dz.

d 20. .
/2 PITY / fln:v d

Aqui estao duas sugestoes para ajudar vocé a encontrar a solucao de

dois exercicios propostos.
No exercicio 5, note que, se x > e, entao In z > 1.

Quanto ao exercicio 14, observe que

Vit —1=vVz2 —1vVa2 +1=Vz — Wz + 1V22 + 1.
Agora, se x assume valores préximos de 1, vx + 1/ x2 1 esta proximo de
1

V2v/2 = 2. Usando i isso, mostre que < )
a vat—1 2\/55—1
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Aula 28 — Aplicacoes de integrais — Volumes

Objetivo
Conhecer as aplicacoes de integrais no calculo de diversos tipos de volu-
mes de solidos, especificamente os chamados método das secoes transversais

e o método das cascas cilindricas.

Introducao

A aplicacao mais imediata da integral definida é a nogao de area de
regioes planas. Na verdade, a integral é a maneira adequada de estabelecer e
calcular as areas de regioes nao triangularizaveis. Basta lembrar do exemplo

da area do circulo de raio r
w/2

A = 2/ Vr2 —x2dx = 2/ r? cos’0dld = mre.

—7/2

A razao desse sucesso consiste em usar somas de Riemann, que deter-
minam areas de regides que aproximam a regiao em questao. Nesse caso, as
somas de Riemann sao as somas de areas de retangulos alinhados lado a lado.

Nesta aula, voce vera como essas idéias podem ser usadas para atribuir

volume a certos sélidos.

Solidos de revolucao

Os sélidos de revolucao sao aqueles obtidos girando uma regiao plana

R em torno de um eixo, chamado eixo de rotagao.

Exemplo 28.1
Seja R o semicirculo limitado por y = v/1 — x2 e pelo eixo Ow.

Se usarmos o eixo Ox como eixo de rotagao, obteremos a esfera sélida
como um objeto de revolugao. Se, em contrapartida, usarmos a reta x = —1
como o eixo de rotagao, obteremos um soélido de revolucao diferente. Veja as

figuras seguintes.

Exercicio 1. Faca um esbogo do sélido de revolucao obtido pela revolucao

do semicirculo do exemplo anterior em torno dos seguintes eixos: (a) x = 2;
(b) y=—L

| MODULO 2 - AULA 28

Area = 7r
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Esta gravura é atribuida ao
matematico japonés Seki
Kowa, do século XVII. A
idéia de aproximagao por
objetos mais simples é muito
poderosa e aparece em varias

situagoes, na Matematica.
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Nesta aula, usaremos as integrais definidas para estabelecer e calcular
volumes de sélidos de revolugao.
Volumes de sdélidos de revolugao

Seja f : [a,b] — R uma funcao continua tal que f(z) > 0, Vx € [a, b].
Consideraremos o sélido de revolugao obtido pela rotacao da regiao limitada

pelo eixo Ox e pelo grafico de f, em torno do eixo Ox.

./

Considere a = 19 < 17 < T9 < -+ < Tp_1 < T, = b, uma particao
P do intervalo [a, b] e, para cada subintervalo da partigao escolha um ponto

& € [zi—1,x;]. O volume do cilindro de raio f(&;) e altura Az; = x; —x;-1 é

A soma desses volumes,

n

DAV = > w[f(&)]" A

i=1
¢ uma soma de Riemann e, na medida em que tomamos particoes mais e
mais finas, os cilindros empilhados formam um sélido que se parece cada vez
mais com o solido de revolugao original.

Como a funcdo f é continua, a fungao g(z) = 7r[f(95)}2 também ¢

continua. Isso nos leva a seguinte definicao.
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Definicdo 28.1 O volume V do sélido obtido pela revolugao da regiao sob o
grafico da funcdo continua, positiva, f : [a,b] — R em torno do eixo Ox é

V = lim W[f(gi)fmi:/  [f(2)]” da,

|P|—0 4
=1
onde |P| = min{Ax;, z; € P}.

Exemplo 28.2

O volume da esfera.

Para obter o volume da esfera, basta considerar f(z) = vr? — 22 > 0,

definida no intervalo [—r, 7].

Nesse caso,

V = /W( r2—x2)2dx:7r/(r2—x2)2dx

T

- (- %)

r

r
:W(rg———l—T?’——

-Tr

Exercicio 2. Seja R a regiao limitada pela curva y = /z, pelo eixo Ox, com
x € [0, 4]. Faga um esbogo do sélido obtido pela revolu¢ao de R em torno do

eixo Oz e calcule o seu volume.

Exemplo 28.3

Vocé agora verda como calcular o volume do sélido obtido pela rotacao em

torno do eixo Ox do conjunto

R = {(z,;y) eR|2>+(y—2)" <1}
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Antes, um esbogo do sdlido.

Ao girarmos esse disco de raio 1 e centro em (0,2) em torno do eixo
Oz obteremos um sélido cuja superficie é chamada de toro e que lembra uma
camara de ar de um pneu.

Para calcularmos o volume desse s6lido usaremos a seguinte abordagem.
Primeiro, dividiremos a curva 22+ (y —1)? = 1 em duas fungdes, ambas sobre
o mesmo intervalo, [—1,1]. A fungao fi(x) =2+ /1 — 22 tem por grafico o
semicirculo superior, enquanto a funcao fo(x) =2 —+/1 — 22 tem por grafico
o semicirculo inferior.

A integral

V= [ e lh) e

1
determina o volume do toro cheio com o buraco incluido.

A integral

v = [ lpe) e

1

determina, precisamente, o volume do buraco. Portanto, o volume que que-

remos calcular é dado pela diferenca V; — V5:

1

vV o= w/ll(2+m)2dx - 7r/ (2-V1—22)%ds =

-1

1
= 87T/ V1—22dx = 87rg = 472,
-1

Método das secoes transversais

b
Ao observar a férmula V' = / T[f (:c)}2 dx, vocé nao pode deixar de

notar que o integrando 7r[ f (l’)}z é, precisamente, a area do disco de raio
f(z), que é a segao transversal obtida do corte do sélido de revolugao dado

pelo plano perpendicular ao eixo na altura x.

Isso nos leva a estender nossa definicao de volume a outros solidos, nao
necessariamente soélidos de revolucao.

Suponha que B seja um sélido limitado por dois planos perpendiculares
ao eixo Oz, em = = a e © = b, e que para cada x € [a,b], a drea da segao

transversal do sélido com o plano perpendicular ao eixo seja dada por A(zx).
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Se A(z) for uma funcdo continua, usamos as somas de Riemann, de ma-
neira analoga a que foi usada no caso de sélidos de revolugao, para chegarmos
a definicao a seguir.

Nas condicoes que acabamos de descrever, o volume do sélido B é
b
V = / A(z) dx.

Exemplo 28.4

Voce vera como podemos calcular o volume de uma piramide de base qua-
drada, de lado a e de altura h.

Para fazer isso precisamos achar a area da secao transversal obtida pelo
corte dado pelo plano que é perpendicular ao eixo de simetria da piramide,
na altura z, para todo = € [0, h).

Esta secao é um quadrado paralelo a base da piramide, de lado pro-
porcionalmente menor. Podemos calcular esse lado usando semelhanga de
triangulos.

" x ——phe
>

Isso é, o volume da piramide é um terco da area da base vezes a altura.

Vamos a mais um exemplo.
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Exemplo 28.5

Neste exemplo, vamos calcular o volume da intersecao de dois cilindros de

mesmo raio a, cujos eixos de simetria sao perpendiculares.

Vamos supor que um dos cilindros tem Ox como seu eixo de simetria, e
o outro cilindro, o eixo Oz. Devido a simetria, este volume é 8 vezes o volume
da parte que se encontra no primeiro octante, representada na figura a seguir,
a esquerda. A figura da direita mostra o sélido com um corte perpendicular

ao eixo Ozx.

B 5

Essa secao, na altura x, é um quadrado de lado va? — z2. Assim, a
drea desse quadrado é A(z) = (a* — 2?). O volume do oitavo do sélido,

representado na figura, é

. ~ L . 1643
Portanto, a intersecao dos dois cilindros é IGT"’.

Método das cascas cilindricas

Este método é apropriado para calcular volumes de sélidos de revolucao
cujo eixo de simetria é o eixo Oy.

Vamos considerar um retangulo de altura h, sobre o intervalo [z;_1, ],
com 0 < x;_1 < x;, como mostra a figura a seguir. Vamos calcular o volume

da casca cilindrica obtida pela rotagao desse retangulo em torno do eixo Oy.

CEDERJ |
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Ora, isso é o volume do cilindro maior menos o volume do cilindro

menor:

_ 2 2 _ 2 2 _

= Wh(]?z + l’i_l)(l’i — 1’1‘—1)-

Agora, seja f : [a,b] — R uma fungao continua, positiva, com a > 0 e
seja R a regiao sob o grafico de f. Queremos calcular o volume do sélido de

revolugao da regiao R em torno do eixo Oy.

O método que permite fazer isso é chamado de método das cascas
cilindricas, pois usamos aproximacoes do sélido por cascas cilindricas ob-
tidas da revolugao em torno do eixo Oy de retangulos que aproximam a area
R, num processo similar ao que usamos para obter a formula de volume de
solidos de revolucao em torno do eixo Ozx.

Veja como funciona: seja a = 19 < 1 < 23 < -+ < T, = b uma
parti¢do do intervalo [a,b] e, como antes, para cada intervalo da partigao,
escolhemos um ponto £ € [z;_1, x;].

O volume da casca cilindrica obtida da revolugao em torno do eixo Oy

do retangulo de base [z;_1,x;] e altura f(&;) é
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A soma dos volumes das cascas cilindricas é uma soma de Riemann:

n

SVo= SO rE) (@i +aia) Ary =
=1

i=1

12

27 i f(§z‘) r; Ax;.
i=1

O limite dessas somas de Riemann resulta na férmula com a qual defi-

nimos o volume do sélido:
b
V = 2rx / z f(x)de.
a
Veja como ela funciona no proximo exemplo.

Exemplo 28.6

Vamos calcular o volume do cone de altura h, com o raio da base r. Para
isso, vamos considera-lo como o sélido de revolucao do triangulo de vértices
(0,0), (r,0) e (0,h), em torno do eixo Oy.

Primeiro, devemos achar a equagao da reta que contém os pontos (r,0)

e (0,h). Isso é facil: y = h(l = %) Agora, usaremos a férmula do método

das cascas cilindricas, com f(z) = h(l — %), definida no intervalo [0, r]:

Vo= 27r/orxh<1—§>da::27r/or(hx—thQ>d£E =

-

2 3r

<hx2 ha:3> ‘T

Ou seja, o volume do cone de altura h e raio da base r é um terco da

area da base vezes a altura.
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Resumo das formulas

Seja R a regiao sob o grafico da fungao continua e positiva f definida
em [a, b].
O volume do sdlido obtido da revolugao de R em torno do eixo Ox é

dado por:

V = W/ab [f(x)}zdm

Se a > 0, volume do sélido obtido da revolucao de R em torno do eixo

Oy ¢é dado por:

V =27 /bxf(a:)dx

Se A : [a,b] — R é uma fungdo continua e positiva que descreve as
areas das secoes transversais perpendiculares ao eixo Oz de um dado sélido,

entao seu volume é dado por:

Vo= /abA(:v)d:c.

Ao chegarmos ao fim desta aula, vamos lembrar de um dos maiores
matematicos de todos os tempos: Arquimedes. O apice de sua obra foi escrito
em dois volumes, chamado Da Esfera e do Cilindro, em que desenvolve uma
teoria que lhe permite calcular o volume de varios sélidos, tal como voceé fez
agora. A diferenca é que ele nao dispunha de um aparato tao completo como
0 nosso. E uma pena que os matemadticos que vieram imediatamente apods
Arquimedes nao tenham conseguido dar continuidade a sua obra. Ele tinha,

definitivamente, uma mente muito a frente de seu tempo.

Exercicios

Agora, aos exercicios, comecando com os que foram sugeridos ao longo

da aula.

Exercicio 1. Faca um esbogo do sélido de revolucao obtido pela revolucao

do semicirculo do exemplo anterior em torno dos seguintes eixos: (a) x = 2;

(b) y=—L

MODULO 2 - AULA 28

Arquimedes nasceu em
Siracusa, em 287 a.C.,
estudou em Alexandria e
tornou-se o maior
matemadtico de seu tempo.
Passou quase toda sua vida
em Siracusa, servindo ao rei
Hierdo. Morreu em 212 a.C.,
durante o cerco de Siracusa
pelos romanos. Manteve
grande correspondéncia com
os matematicos de seu
tempo, que conhecera
durante sua estadia em
Alexandria, como
Erastétenes, Apolonio e

outros.
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Solugao: Nesse caso, devemos fazer dois desenhos. Lembre-se de que o
desenho pode ajudar, mas, em muitos casos, nao chega a ser essencial. O

importante é que vocé tenha uma boa idéia dos sdlidos em questao.

= (¢

Exercicio 2. Seja R a regiao limitada pela curva y = 1/z, pelo eixo Ox, com
x € [0,4]. Faga um esbogo do sélido obtido pela revolu¢ao de R em torno do

eixo Oz e calcule o seu volume.

Solugao: Aqui estd o esbogo do sélido de revolugao:

b
Para calcular o volume usaremos a férmula V = 7 / [f(2)] ? dx, onde
f(x) = \/x, sobre o intervalo [0,4]. Assim, ’

4 2
V:W/.’L‘dx:ﬂ'x—
0 2

4

= 8.

0

Agora é sua vez de praticar.

3. Calcule o volume do sélido de revolugao da regiao R em torno do eixo

indicado:
o) R = {(z.y) €R[0<z<2 0<y<z/2}; O
(

= {(z,

( )

(b) R JER|O<z<m 0<y<cosz/2}; Oy.
(€ R = {(z,9)

(d) R

(e) R

Yy
Y
Y ER|1<y<a?—4z+4}; Ox.

{(z,y) eR[1<2<2,0<y<e”};  Oum

- (@ eRlD<s<2 r<y<e)  on
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10.

Esboce o grafico da regiao R sob o grafico da funcao y = 2 4+ 2 cosx
sobre o intervalo [0, 7]. Calcule o volume do sélido de revolucao de R

em torno do eixo Oy e faga um esbogo desse sélido.

Calcule o volume do sélido de revolugao em torno do eixo Ox da regiao
sob o gréfico da fungao f(z) =z +/cos x, no intervalo [0, 7/2].

Calcule o volume do sélido de revolugao em torno do eixo Ox da regiao

sob o gréfico da fungao f(z) = sec x, no intervalo [7/4,7/3].

Em uma esfera de raio 1 foi cavado um buraco cilindrico, cujo eixo de
simetria é um diametro maximo da esfera. Calcule o volume obtido da

esfera menos o cilindro, sabendo que o raio do cilindro é 1/2.

Calcule o volume do sélido cuja base é o disco 22 + y? < 4 tal que
cada uma de suas segoes transversais perpendiculares ao eixo Ox é um

quadrado.

Um sélido é construido sobre o triangulo de vértices (0, —2), (0,2) e
(4,0), de tal forma que cada segao perpendicular ao eixo Oz é um

semicirculo.

Uma cunha é cortada do cilindro 2% + y?> < 1 pelos planos z = 0 e

z = y. Calcule o seu volume.
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Aula 29 — Aplicacoes de integrais — Areas e

comprimentos

Objetivo
Conhecer as aplicagoes de integrais no calculo da area de uma superficie

de revolugao e do comprimento de uma curva.

Area de uma superficie de revolugao

Na aula anterior, vocé aprendeu a calcular o volume do sélido obtido da
revolugao de uma dada regiao R em torno do eixo Ox. Em particular, vocé
viu como calcular o volume de uma esfera de raio r. Agora vocé vera como
obter as areas das superficies que recobrem tais solidos. Na aula anterior,
usamos os volumes dos cilindros como ponto de partida no processo de apro-
ximacao que culminou na integral. Aqui, esse papel serd desempenhado pela
area de um tronco de cone. A area de um tronco de cone reto, de geratriz
g, com raio da base maior R e raio da base menor r ¢ igual a drea de um

trapézio de altura g, com base maior 2R e base menor 27r. Isso é

A=mn(R+r)g.

/

Lembre-se: a area de um

Seja S a superficie obtida da rotacao do grafico da funcao continua e
trapézio é o produto de sua

f : [a,b] — R cuja restricao ao intervalo aberto (a,b) é de classe C! (di- altura pela média aritimética
zemos que uma funcao é de classe C! quando, além de ser diferencidvel, a de suas bases.
fungao derivada f’ é continua). Queremos atribuir uma area a S. Usaremos
o seguinte processo de aproximacao: para cada particao a = xy < 1 <
xe < -+ < x, = b do intervalo [a,b], consideraremos os troncos de cone
obtidos pela revolucao dos segmentos de reta que unem os pontos sucessivos
(xi—1, f(zi—1)) € (x4, f(z;)). Veja na figura a seguir.

A uniao desses troncos de cone aproximam a superficie de revolucao,

na medida em que tomamos particoes mais finas.
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Isso decorre do Teorema do
Valor Intermedidrio. Veja o
Teorema 7.2, da aula 7 de
Célculo 1.
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A &rea da superficie obtida pela uniao dos cones é a soma das areas dos

ZA = Z (f(zic) + f(@)) b,

onde [; = \/(xZ —zim1)? 4 (f(z) — f(:pi_l))z, o comprimento do segmento

de reta unindo os pontos (x;_1, f(z;-1)) e (zs, f(x;)) é a geratriz do tronco

cones:

que tem como raios das bases f(x;_1) e f(z;).

Usaremos agora o fato de f ser uma funcao diferenciavel. Pelo Teorema

do Valor Médio, existe um nimero &; € [x;_1, z;] tal que

f’(&) _ f(xi)—f@ifl)’

Ty — Ti—1

para cada i = 1,2,3,...,n. Assim, podemos trocar f(x;) — f(x;_1) por

(&) (x; — x;_1) na férmula que determina [;, obtendo:

L= \/(:c-—a:i,l)Q (f/<fi) (37'—9Ui—1))2 =
= \/AJ/‘ + (£1€)° \/1 2 Az,

Além disso, como f é continua, sabemos que o intervalo limitado pelos
nimeros f(z;—1) e f(x;) estda contido na imagem de f. Isto ¢, a equacdo
f(z) = M tem solugdo no intervalo [z;_1,x;], para todos os valores de M
entre os numeros f(z;_1) e f(z;).

Em particular, existe (; € [x;—1, 2], tal que

flzio1) + f(3)
2 )

f(Ci) =

para cada ¢ = 1,2,...,n. Isso significa que (; é a solucao da equagao
f(z) = M, onde M ¢é o ponto médio entre f(z;—1) e f(z;). Ou seja,
2f(G) = f(zima) + f(2s).
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Com mais essa alteragao, nossa férmula para Z A; ficou assim:
i=1
S 4 = o Zf a1+ (£(€)” A
i=1
Tomando o limite dessas somas de Riemann, chegamos a definicao a
seguir.
Defini¢do 29.1 Seja f : [a,b] — R uma fungao continua e positiva, cuja
restricao ao intervalo (a,b) é de classe C'. A 4rea da superficie gerada pela
rotacao do gréfico de f em torno do eixo Ox é definida pela integral
= 2 / F@) 1+ (7))’ d
Note que usamos o fato de f ser de classe C''. Assim, usamos o fato
de f’ ser uma fungao continua, pois entao a funcao y = f(x) /1 + (f’(x))2
¢ continua, garantindo que as somas de Riemann convergem e a integral da
definicao esta bem definida.
Exemplo 29.1
Area da esfera de raio 7.
A esfera de raio r pode ser gerada pela revolucao do grafico da funcao
f(z) = V1?2 — 22 em torno do eixo Ox. Para aplicarmos a férmula da area,
precisamos da derivada de f:
1 -
/ _ D (222 L (L9p) =
fla) = 30— o) (-2m) =
Entao,
1 / 2 — —
+(f'(@)” = — :1:2 -
B - x2 + 2?2
- ,,,2 — 72
= T
Assim
/f(x) 1—1—(]”(37))2 /\/ — 17 ————=dx —r/d:r;.
r?—u
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Portanto, a area da esfera de raio r é

= 4xr.

A = 27?7"/ dr = 2nrzx

T

Exercicio 1. Calcule a drea do cone de raio da base r e de altura h.

Exemplo 29.2

A trombeta do anjo Gabriel.

O exemplo que vocé vera a seguir é bem conhecido devido ao seu resul-
tado surpreendente.

Considere a superficie obtida pela rotagao do grafico da funcao
flz) = %, com z € [1,00), em torno do eixo Ox. O objeto lembra uma
trombeta, porém de comprimento infinito. Por isso é chamada de trombeta

do anjo Gabriel.

Vamos calcular o volume da regiao limitada pela trombeta. Para isso,
usaremos a férmula do volume, mas com a integral imprépria, para incluir

toda a trombeta:

o0 001
vV = 7r/ (f(a:))2dx = 7r/ — dr =
1 1 T
T 1]
= Wlim/ —Qdmzwlim—— =
r—oo J; T r—00 €x
1
= 7liml—- = 7.
r—00 T

Otimo! Como a integral imprépria converge, dizemos que a trombeta,

apesar de comprimento infinito, tem 7 unidades cibicas de volume.

Agora, usando a mesma abordagem, vamos calcular a drea da superfice

que a recobre.

>~ 1 —1\2 ®Vat+1
A = 27T/ — 1—1—(—2) de = 27?/ %dm.
A x 1 x
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Mas,
vVt +1

23'3
T—00 1 T—00 1]3
T

o
Como / — dx diverge, pelo teste do limite do quociente, sabemos que
1

x
vVt +1

o dx diverge.

(o)
a integral imprépria /
1
Ou seja, a area que recobre a trombeta é infinita. Aqui reside toda a
incongruéncia do exemplo: o anjo pode encher a trombeta com um pouco
mais do que 3 unidades cuibicas de tinta, mas, mesmo que use toda a tinta
do universo, nao poderia pinta-la.
Bem, quando lidamos com trombetas de comprimento infinito, devemos

esperar coisas surpreendentes.

Comprimento de curva

Vamos aproveitar os argumentos desenvolvidos na deducgao da féormula
da area para definir o comprimento de uma curva que é o grifico de uma
funcao f, de classe C*.

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua e positiva, diferencidavel em
(a,b), cuja derivada é uma fungao continua. Como antes, seja a = rg < 1 <
xg < --- < x, = b uma parti¢do do intervalo [a, b].

Associada a essa particao, temos uma linha poligonal formada pela
unido dos segmentos de reta que unem os pontos (x;_1, f(x;_1)) e (x;, f(x;)),

sucessivamente. Essa linha é uma aproximacao para o grafico da fungao f.

O comprimento dessa linha poligonal é

Dot = S = wia)? + (fla) ~ i)

X8 CEDERJ
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Como antes, temos §; € [z;_1,x;], tal que

f(%) - f($i—1 = f/(fz‘) A,

Zli = Z vV 1+ (f’(&))2 Az;.

Assim podemos definir o comprimento do grafico da funcao f, sobre o

e, portanto,

intervalo [a, b], pelo limite dessas somas de Riemann:

L = /ab\/1+ (f'(x))* da.

Exemplo 29.3

Calculo do comprimento de um arco de setor de circunferéncia.

Vamos calcular o comprimento de um arco de circunferéncia de raio r,

correspondente a um angulo a < w. Vamos posicionar tal setor de tal forma

2

que ele esteja na parte superior de 22 + y? = 72, e sejam x; e x5 0s pontos

correspondentes a projecao do setor no eixo Oz.

02 /6

01 81 2
T i)

(91 + 62 =

Entao, o comprimento desse arco é

/:2\/1+ (f(2))? dz = /:ﬁdx

Para resolver essa integral, fazemos a substituicao trigonométrica
x =1 sen 0, onde 0, e Oy sao os angulos que correspondem aos valores z; e

To, respectivamente: x; = r sen 01 e x9 = r sen #,. Temos dz = r cos 0df e

V12 — a2 =r cos 6.
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Assim,

To 02 .2

r r° cos 6
/ ﬁdm - / i =
o Vr2—uo g, 1T cos

02
= / rdd = r(fy—6,) = ra.
0

1
Exercicio 2. Calcule o comprimento do segmento de pardbola y = f(z) = 22

sobre o intervalo [0, a].

Uma nota sobre os métodos numéricos

As integrais da férmula da drea de uma superficie de rotacao e do com-
primento do gréfico de uma funcéo envolvem o radical /1 + (f’ (:L‘))2 Esse
tipo de féormula costuma gerar integrais que, do ponto de vista tedrico, sao
integraveis, pois estamos lidando com fungoes continuas e o Teorema Funda-
mental do Calculo nos garante a existéncia das primitivas mas, na préatica,
sao dificeis de se lidar. Isto é, apesar de ja termos sob nosso dominio um
razoavel arsenal de técnicas de integracao, as primitivas das fung¢oes com que
estamos lidando nao se expressam como combinacoes de fungoes familiares,
como polinomiais, trigonométricas, exponenciais e logaritmos. S6 para citar-

mos um exemplo, para calcularmos o comprimento da curva y = %, digamos

2Vt +1

>— dx, que nao

de x = 1 até x = 2, terfamos de lidar com a integral
x

1
é, exatamente, muito amigavel. Para lidar, na pratica, com tais situagoes,
podemos langar mao dos chamados métodos numéricos de integracao ou, se
dispusermos de um computador com algum programa matematico, que fara
a tarefa de avaliar o resultado. Por exemplo,
2 4
vVt +1
———dz = 1,132090394.
1 x
Aqui estd um pequeno resumo dos principais métodos numéricos de

integracao. O objetivo é de informar as alternativas no caso de cairmos numa
integral para a qual nao conhecemos uma técnica de integracao adequada.
Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Vamos subdividir o intervalo
[a,b] em n subintervalos de mesmo comprimento (h = b’T‘l) Assim, z¢ = a,
xr1 = xo + h, xo = x1 + h, e assim por diante, até z,, = b. Vamos denotar

yi = f(xi).

MODULO 2 - AULA 29

149

CEDERJ



CALCULO II

CEDERJ

Aplicacées de integrais — Areas e comprimentos

1. Regra Retangular

/f(ﬂi‘)dx X h(yo+yi+yat -+ Yno1)

ou

/ f@)de = h(yr+yo+ys + -+ Yn).

Usamos, entao, uma particao homogeénea e uma das somas de Riemann

para aproximar o valor da integral.

2. Regra do Trapézio

h
/f(x)dﬂi R —(yo+2y1 +2y2+ - 4 2Yn—1 + Yn)-

N}

A idéia motriz desse método é aproximar a curva y = f(x) por segmen-

tos de retas.

3. Regra de Simpson
h
fx) de 2 2 (yo + dyr + 2y2 + 4ys + 240 +Ays + -+ 22 + 4y + ).

Essa formula funciona para n par. A idéia que faz o método funcionar é
a de que estamos aproximando a curva y = f(z) por uma uniao de segmentos

de parabolas.

Esse nao ¢é o lugar adequado para nos aprofundarmos nesse assunto, mas
¢ importante que vocé saiba da existéncia de tais métodos. Caso voce tenha
tempo e paciéncia, uma maquina de calcular cientifica aliada a essas formulas
pode lhe dar uma maneira de, por exemplo, calcular uma aproximacao para

0 numero e ou 0 nUmero .

Para terminarmos, vamos fazer um resumo com as duas principais fér-
mulas da aula. Férmula da area da superficie de revolugao do gréafico da

fungao de classe C'! sobre o intervalo [a, b]:

=%/f i+ (@) d

Férmula do comprimento do gréfico de f:

— /ab\/l—i— (f’(m))2 dx
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Exercicios

Agora, aos exercicios, comegando com os que foram sugeridos ao longo

da aula.
Exercicio 1. Calcule a drea do cone de raio da base r e de altura h.

Solucgao:

Queremos a area da superficie que recobre o cone, sem contar a area da
base. Para isso, vamos usar o grafico da funcao linear que contém os pontos
(0,0) e (h,r) sobre o intervalo [0, h]. O cone sera obtido girando tal gréfico

em torno do eixo Ozx.

Esta fungao é definida por f(x) = %x Entao, f'(z) = e

-
h
h
A = QWth%:C\/l%—;—zdx = 27?%\/r2~|—h2§ =
0
= arvr?+h? = 7rg,
onde g = V/r2+ h? é a geratriz do cone.

Exercicio 2. Calcule o comprimento do segmento de parédbola y = f(z) = x?

sobre o intervalo [0, a.

Solucgao:

Usamos f(z) = 22, f'(x) = 2z e obtemos:

L = /v1+4x2dx.
0

Para calcularmos essa integral, faremos a substituicao trigonométrica

1
T=3 tg 0. Assim,

1
/\/1+4x2d$ = E/seCSQdQ
1 1
= itgﬁsecﬁ + iln |sec 0 +tg 0] + C.
Portanto,
@ 1 1
L = / V1+4z?2de = 5@\/1—1-4@2 + 1111(2@—1—\/1—1-4@2).
0

Por exemplo, se a = 1, L = 1,478942857.
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Essa é uma maneira divertida de criar nimeros para senhas...
Agora, alguns exercicios para vocé praticar.
Exercicio 3.

Em cada um dos casos a seguir, calcule a area da superficie obtida pela

revolugao do grafico da funcao dada, sobre o intervalo indicado.
22

(W) ) = 2 0,2)
(b) flz) = e, [0,1];

(c) flz) = 2/, [1,4];
(d) f(x) = sen z, [0, 7/2].

Exercicio 4.

Ao girarmos a circunferéncia x*+ (y —2)? = 1 em torno do eixo Ox, ob-
temos uma superficie que chamamos de toro. Calcule a drea dessa superficie.

Veja o exemplo 28.3.
Exercicio 5.
Determine o comprimento da curva f(z) = 22%? sobre o intervalo [0, 7].

Exercicio 6.
3

Determine o comprimento do grafico de f(z) = %+2— sobre o intervalo
x
2,4].
Exercicio 7.

Calcule o volume limitado pela superficie gerada pela revolucao do

—-2/3

grafico da funcdo f(z) = = em torno do eixo xz, para x > 1, e a drea

que a recobre, se possivel.
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Aula 30 — Técnicas de integracao — Miscelanea

Esta é a ultima aula do segundo mdédulo da disciplina Calculo II. Isso
significa que voce esta completando boa parte desta jornada. Voceé ja enfren-

tou algumas dificuldades e, com certeza, ja aprendeu muitas coisas novas.

A partir do terceiro médulo, a paisagem do curso mudard, primeiro um
pouco e, depois, radicalmente. Isso devera lhe dar mais motivacao ainda para

seguir em frente.

Os temas que foram abordados até agora foram tratados de maneira
cuidadosa e a expectativa é que, com a bagagem de exemplos apresentados,
e com a resolucao dos exercicios propostos, vocé tenha ganho uma visao
geral das técnicas de integracao. No entanto, alguns aspectos tiveram de
ser deixados de lado. Isso é natural. A Matematica é vasta, e 0 nosso
tempo, limitado. O principal objetivo desta aula é apresentar, pelo menos
rapidamente, alguns temas que nao foram incluidos nas aulas anteriores e
devem indicar como vocé pode completar sua formacao, na medida em que

for necessario ou de seu interesse.

O primeiro tema é um tipo de substituicao alternativa para o método

da substituicao trigonométrica.

Substituicao trigonomeétrica hiperbdlica

Antes de falarmos nessa técnica, vamos lembrar, rapidamente, as mo-
tivagoes e algumas propriedades das chamadas funcoes trigonométricas hi-

perbdlicas.

Seja A C R um conjunto simétrico em relagao a origem. Isto é, se
r € A, entdo —x € A.

Aqui estao alguns exemplos de conjuntos simétricos: R, Z, (—a,a),
R—{kreR|keZ}.

E agora, alguns exemplos de conjuntos que nao sao simétricos: (0, 00),
N, [a,b], onde a # b, R — {3}.
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Seja f : A — R uma funcao definida num conjunto simétrico. Dizemos
que f é uma funcao par se, para todo z € A,

1
Vitz2®

Em contrapartida, dizemos que a funcao f é impar se, para todo = € A,

Exemplos de fungoes pares; f(z) = 2", f(z) = cos z, f(z) =

Exemplos de fungoes fmpares: f(z) = 2*"*' f(z) = sen x,

_ X
1) =7
Geometricamente, reconhecemos uma fungao par por ter seu gréfico

simétrico em relagao ao eixo Oy.

f(zq)

As fungoes impares sao caracterizadas por terem seus graficos simétricos
em relagao a origem. Isto é, os pontos (z, f(x) e (—z, f(—z)) = (—z, —f(x))

sao opostos um ao outro em relagao a origem.

—f(z) = f(—=,)

Exercicio 1. Mostre que, se f é par e impar, entao f(z) = 0.

E claro que nem toda funcao definida sobre um conjunto simétrico é

par ou impar. Veja que a condicao de simetria nos graficos é muito restritiva.

2

Por exemplo, f(x) = 2* — x nao é par nem fmpar.

CEDERJ |
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No entanto, toda funcao f definida sobre um conjunto simétrico pode
ser escrita, de maneira Unica, como a soma de duas fungdes, uma par e a
outra fmpar. Por exemplo, f(z) = 2* —z = g(z) + h(z), onde g(z) = 2> ¢
par e, h(x) = —z, é impar.

A prova de que f é a soma de uma funcao par com uma fungao impar
é facil. Basta definir f, : A — R por

o) = L)
e fi : A— R por
ey = L= S0)

Claramente f(z) = fp(z) + fi(x).

A unicidade afirmada anteriormente é a seguinte: se f(x) = g(x)+h(z)
para duas funcoes, uma par, digamos ¢, e a outra impar, digamos h, entao
g = f, e h = f;. A prova dessa unicidade ¢ facil de ser realizada no contexto

de Algebra Linear e sera vista, provavelmente, no decorrer dessa disciplina.
Exercicio 2. Mostre que f, ¢ uma fungao par e f; ¢ uma funcao fmpar.

Agora, se aplicarmos a mesma construcao a fungao f(z) = e*, que
nao é par e nao é impar, obtemos duas fungoes que sao conhecidas como

trigonométricas hiperbdlicas:

fp(x) = cosha = % ,
chamada fungao cosseno hiperbdlico e
fi(z) = senhx = % :

chamada de seno hiperbdlico.

Usando as férmulas similares, obtemos todas as outras fungoes tri-
gonométricas hiperbdlicas, como f(z) = tgh x, g(x) = sech z e h(z) =
arcsenh x. A razao de usarmos trigonométricas no nome dessas fungoes se
deve as muitas familiaridades com as fungoes trigonométricas tradicionais.

No entanto, é preciso estar atento as dissimilaridades.

Por exemplo,

’

; e +e "\ e
fo(x) = (coshz) = ( 5 ) = 5 = senh .
, . et — e TN’ P + e T
fi(x) = (senhz) = < i > i R cosh x.
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Karl Weierstrass (1815-1897)
foi um matemaético nascido
em Berlim que desempenhou
um papel fundamental na
Matematica. Foi Weierstrass
que, junto com
Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857), estabeleceu as
bases da Analise
Matemadtica. Essa é a
disciplina que da todo o
suporte as ferramentas que
tanto usamos no Célculo: os
limites, a continuidade etc.
Além disso, Weierstrass foi
um dos mais bem-sucedidos
professores de todos os
tempos. Pode-se dizer isso
devido ao grande ntmero de
alunos seus que se tornaram
grandes matematicos. Entre
eles podemos citar Georg
Cantor, Felix Klein,
Hermann Schwarz e,
especialmente, Sofia
Kovalevskaya. Isso porque,
naquela época, mulheres nao
tinham permissao para
freqiientar as universidades.
Weierstrass foi professor
particular de Sofia por
quatro anos e, devido aos
seus esforcos com as
autoridades, ela recebeu seu
doutorado pela Universidade
de Gottingen.
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Além disso, essas funcoes satisfazem a seguinte identidade fundamental:

cosh’r — senh?z =1

Aqui temos uma férmula similar a identidade trigonométrica funda-
mental, cos’?z + sen?z = 1, com um sinal de menos no lugar do sinal de
mais.

Essa é a razao para usarmos o termo hiperbélico adicionado ao nome
dessas funcoes. Lembre-se de que 22 — 3% = 1 é a equacao de uma hipérbole.

Essa identidade permite uma substituicao trigonométrica hiperbdlica
para resolver algumas integrais, de maneira similar a que fizemos com as

substituicoes trigonométricas usuais.

Exemplo 30.1
Calcule V1 + 22 dx, usando a substituicao trigonométrica hiperbodlica.

Fazemos x = senh t. Entdo dx = cosh tdt, 1 + senh®t = cosh?¢. Assim,
/\/1 +22dxr = /cosh t-cosh tdt = /costhdt =

t —t\2 1
_ /(6 +4€ ) dtzz/(62t+2+€_2t)dt —

2t —2t

1re e
4(2+ 2 +C

t
= senh2t+§+C’:

t
(2 senh ¢ cosht)+§+C':

g N

1 1
— §x\/1+w2+§arcsenhx+0.

Para verificar que a funcdo F(z) = £+/1+ 22 + 5 arcsenh z ¢ uma
primitiva da fungao f(z) = v/1+ 22, vocé pode derivéa-la usando o fato

d 1
— [ arcsenh x) = ——,Vz e R.
dx < \/1 _.I_ :C2

A substituicao de Weierstrass

O préximo tema é um tipo de substituicao muito especial que foi des-
coberto por Karl Weierstrass. Ela é especialmente adequada para lidar com

quocientes de somas de fungoes trigonométricas.
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Exemplo 30.2

1
Calcule / _dt.
cost + sent

A equacao que inicia todo o processo é u = tg (%) Assim, dt = du e

_2
1+u?

t U t 1
sen — = ———— , CoS — =

2 V14w 2 V14?2

Usando as férmulas sen t = 2 sen § cos 5 e cost = cos® & —sen® £,

concluimos que

2u
sen t =
1+ u?
e
1 —u?
cost = ——
1+ u?
Assim, Aqui usamos o fato
1— 22 dw =
1 1 2 =arctghax + C.
/ L - / i du =
cost + sent 1—u 2u 1+ u?
1+u?2 1+ u?
_ / 2 _
N —u?+2u+1 N
/ 2
= u =
2—(u+1)2
2
= V2 arctgh (g(u + 1)) + C =
2 t
= V2 arctgh (g(tg <§> + 1)) + C.
Impressionante, nao?
~ ] 1
Solugao alternativa para calcular | ——=dx
(14 22)

Entre todas as formulas com que vocé lidou até agora, sem duvida,

a mais assustadora é a férmula de recorréncia para calcular poténcias do

inverso de polinomios irredutiveis de grau dois, como m dx.
x
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Uma maneira alternativa, que evita aquela féormula, é fazer a substi-

tuicao x = tg 0. Assim, 22 + 1 =sec’ e dx = sec?§ df. Portanto,
1 sec? )
——dx = df =
/ (22 4+1)3 ‘ / sect

= Zcos40d9:
3

1
= 20+ =cosf senf+ - cos®f sen 4+ C =
% § tgd 1 tg

Q Q apr? A copd
8sec% 4 sec 91 -

X
= Zarctgz 4o - C.
N R P

Como vocé pode ver, evitamos a férmula de recorréncia. Como era de
se esperar, a primitiva envolve arcotangente de x e quocientes de poténcias
menores de 1 + 22. A parte delicada dessa maneira de abordar o problema
é que, para expressar a resposta em termos da variavel x, é preciso fazer
uso das identidades trigonométricas para que, na resposta com 6, as fungoes

trigonométricas envolvidas sejam tangente e secante.

Agora, o ultimo tema da aula.

Dois exemplos de integrais improéprias

Na segunda aula sobre integrais impréprias, no exemplo 27.6, vimos
o0

que se f : [a,00) — R é continua e se |f(x)|dx converge, entao
a

o > sen x
/ f(z) dx também converge. Por exemplo, como / ’
a ™

) dx converge,
e.’E

. °“sen x )
entao — dx também converge.
™

Esse fato é um teorema do tipo p = ¢. Quando temos um tal teorema, é
sempre importante saber o que ocorre com a reciproca. Se a reciproca ¢ = p
for verdadeira, dizemos que o teorema é do tipo ‘se, e somente se’, como,
por exemplo, o Teorema de Pitadgoras. No entanto, quando a reciproca nao é
verdadeira, é sempre bom sabermos um exemplo que mostra isso. Chamamos

tal exemplo de ‘contra-exemplo’. Aqui esta um contra-exemplo.

Exemplo 30.3

* sen x

A integral imprépria / dx ¢é convergente, mas a integral imprépria

/'71'Oo

sen T

’ dx é divergente.
x
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Primeiro, veremos a convergéncia. Note que, devido a integracao por partes,

t t
1
/ Sen T, _ L~ cos ) _/ cos;z:dx _

T T

Ao tomarmos o limite dessa igualdade, quando t — oo, obtemos a con-

vergéncia da integral impropria, pois lim %St = (0, uma vez que lim _71 =0

t—o0 t—o00

o
Cos T
dx

e f(r) = — cos t é uma funcao limitada e a integral imprépria / 5
x
0o T
converge, pois / — dz converge.
x
™

tsenx

dr ~ —0,281140725.

xz

Na verdade, /

™

oo‘senm

Agora, a divergéncia da integral imprépria / ’ dx.

s

x
Sabemos que |sen x| < 1, Vo € R. Portanto,

sen’r < |senz|.

Isso vale, pois, como |sen x| > 0, podemos multiplicar a primeira desi-

gualdade por |sen z|, sem inverter o sinal. Além disso, |sen?z| = sen?z.

Agora, como z > 7 > 0, temos

sen’z _ |sen x|
< .
x x
. : : , . [Tsen’x .
Muito bem, basta mostrar que a integral imprépria dx di-
™
g : : > |sen x

verge para, devido a desigualdade acima, concluir que dx diverge.

™

Novamente, usamos a integracao por partes. Aqui fazemos

1 1
dv =sen’rdr = =(1 —cos 2z)dz, ¢ u= —.
x
Assim, du = —5 dz e v= (% — 32%) Portanto,
/t Senzxdw _ _( sen Qx) / ( _sen 2{17) dr —
. T 4x2

sen 2t

1 /t 1 / sen 2x d
- — — x.
4t 2 x 42
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> sen 2z

Agora, a integral dx converge e lim — %22t — (. Como
’ - A2 {00 4t
<1 . i * sen? x .
—dx diverge, concluimos que dx diverge.
x
s s

Muito bem, chegamos ao fim da aula. Agora vamos aos exercicios.

Exercicios

Primeiro aqueles que foram propostos ao longo da aula.

Exercicio 1. Mostre que, se f é par e impar, entao f(z) = 0.

Solugao: Como f ¢ par, f(z) = f(—xz). Agora, como f ¢é impar, f(z) =

—f(=z). Reunindo as duas informagoes, concluimos que f(z) = —f(z).
Assim, 2 f(z) = 0 e, portanto, para todo x no dominio simétrico de f,
flz)=0.

Exercicio 2. Mostre que f, ¢ uma fungao par e f; ¢ uma funcao fmpar.

Solugao: Aqui, basta usar a formula. Por exemplo,

o) = HERHICED) _fen i) _

Agora, voceé pode fazer o equivalente para a funcao f; para concluir que

ela é uma funcao impar.

Agora, alguns exercicios para vocé praticar.

3. Seja f(x) = apa™ + ap_ 12" + -+ + ax? + 17 + ap uma fungao

polinomial. Determine f,(z) e fi(z).
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. Mostre que arcsenh z = In(z + V22 + 1), para todo = € R.

Sugestao: mostre que ambas as fungoes tém a mesma derivada e que
coincidem em um ponto. Explique por que isso implica na veracidade

da afirmacao.

. Calcule dr usando a substituicao trigonométrica hiperbo-

|

lica.

1
. Calcule ———dz usando a substituicao trigonométrica.
/ (422 + 1)2 G0 e

1
. Calcule / —  dt usando a substituicao de Weierstrass.
1+cost
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Aula 31 — Funcoes vetoriais de uma variavel

real

Objetivos
e Conhecer as definicoes basicas de fungoes vetoriais de uma variavel real.

e Aprender a parametrizar curvas simples.

Introducao

Até agora vocé estudou as funcgoes reais de uma variavel real. As
equacgoes envolviam apenas duas varidaveis, uma dependendo da outra, ge-

ralmente denotadas por x e y.

Vocé aprendeu a esbogar gréficos de fungoes tais como f(z) = ze® ou
9(z) = 1757, a derivar implicitamente y como uma fungao de = determinada
por equacoes tais como z? + 3% — 2x = 0.

Tudo isso esta prestes a mudar, a partir desta aula. Vamos decolar

para dimensoes mais altas. Mas, tudo a seu tempo.

Comecaremos estudando as fungoes vetoriais de uma variavel real. Es-
sas funcoes sao assim chamadas porque o resultado da funcao nao é mais
um numero, mas um vetor. Neste curso, esses vetores serao sempre veto-
res do plano ou do espago tridimensional. Isto é, nossas funcoes terao R",
com n = 2 ou 3, como contradominio. No entanto, as idéias e conceitos
aqui apresentados podem ser generalizados, de maneira muito natural, para

outros espacos vetoriais, com dimensoes mais altas, porém finitas.

Denotaremos essas fungoes por letras gregas minusculas. Elas também
podem ser denotadas por letras maiusculas, como F', ou ainda, com uma

setazinha sobre a letra, para indicar a sua natureza vetorial, como F.

Exemplo 31.1

Seja o : R — R? a funcao vetorial definida por
alt) = (2t+1,1—1).

A variavel independente é denotada por t e, para cada valor de t € R,
a(t) é um vetor de R%. Por exemplo, «(0) = (1,1), a(—1) = (—1,2) etc.
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Dada uma fungao vetorial a(t), que toma valores em R? ou R3, podemos
considerar suas func¢oes coordenadas. Isto é, as fun¢oes que determinam as

coordenadas do vetor «(t). Usaremos a notagao

ou

dependendo do caso. Assim, z(t), y(t) ou z(t) sdo as fungoes coordenadas.

Exemplo 31.2
Dadas a(t) = (cos t,sen t) e [B(t) = (t,t*, 1 —t?), suas fungoes coordenadas
x(t) =t
3 z(t) = cost (®) ) .
sao: e y(t) =t , respectivamente.
y(t) = sent )
z(t) = 1—t

A notagao a(t) = cos t e ay(t) = sen ¢ também é muito usada.

Podemos resumir assim: chamamos fungoes vetoriais de uma variavel

real as funcoes da forma
a:ACR—R"n=2o0u3,

onde A é uma unido de intervalos. Se a(t) = (ay(t), aa(t), as(t)) ¢é uma
funcao vetorial, chamamos as fungoes reais aq, as e az de fungoes coorde-

nadas.

Além disso, chamamos a imagem de «
a(A) = {a(t) eR";te A},
de traco da funcao.

Exemplo 31.3 (Revisitado)

No caso de a(t) = (2t + 1,1 —t), o vetor (3,0) € a(R), pois a(1) = (3,0).
Observe que (2,1) ¢ «(R).

Realmente, para que isso ocorresse, seria necessario encontrar um ntime-

2t +1 = 2
1—t0 - 1

simultaneamente. Isso nao é possivel.

ro tg tal que
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Vamos esbocar o trago dessa funcao. Note que as equacoes que definem
a fungao sao bem simples. Temos

r = 2t+1
y = 1—1t.

Isolando ¢ na equacao y = 1 — t, temos t = 1 — y. Agora, substituindo

essa informacao na primeira equagao, temos
r = 2(1—-y) + 1 =3 — 2y.

Assim,
T+ 2y = 3,
que é a equacao de uma reta.

Esse exemplo se generaliza da seguinte maneira:

Funcoes vetoriais cujas fungoes coordenadas sao fungoes

afins

Essas funcgoes vetoriais sao as mais simples de todas. Ou seja, as funcoes

coordenadas sao do tipo «;(t) = a;t + b;, onde a; e b; sdo nlimeros reais.

Se existe pelo menos um 7, tal que a; # 0, o trago da funcao serd uma

reta.
Exemplo 31.4
Esboce o trago da funcdo a(t) = (2 —t,2t + 1, 3t).

Basta marcar dois pontos na imagem da funcao e liga-los por uma reta.
Por exemplo, a(0) = (2,1,0) e «(1) = (0,3, 3).

Lembre-se: é comum representarmos o espaco R? com os eixos coor-
denados Oy e Oz dispostos em verdadeira grandeza no plano em que de-

senhamos, tendo o eixo Ox perpendicular ao mesmo, apontando em nossa

diregao. L A
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Equacoes paramétricas de retas

A equacao
alt) = (1 — t)A + tB,

onde A e B sao dois vetores dados tem por trago a reta determinada por

esses vetores, caso A # B.

Além disso, a(0) = A e a(l) = B.

Note que os produtos (1 —¢t)A e tB sao produtos de escalares
(ntmeros) por vetores e o sinal + indica a soma vetorial.

Mais ainda, se restringirmos o dominio ao intervalo [0,1], a imagem

a([0,1]) é, precisamente, o segmento de reta que une A e B.

Além disso, podemos reescrever a equagao de «(t) da seguinte maneira:

a(t) = 1—t)A+tB = A—tA+tB=
— A+ t(B-A).

Se colocarmos ¥ = B — A, a equagao ganha a forma
alt) = tv + A.

A interpretacao geométrica é a seguinte: «(t) é uma parametrizagao da

reta que contém o ponto A e é paralela ao vetor nao nulo v.

Exemplo 31.5

Expresse as equagoes que definem as funcgbes vetoriais do tipo

a(t) = (1 —t) A+t B e esboce a imagem de «([0, 1]) nos seguintes casos:

()  A=(01)  B=(13)

by A=(11)  B=(13);

(c) A=(1,0,2) B=1(2,2,3).

Primeiro, as férmulas. Vamos usar letras gregas diferentes para cada

caso.

(a)

alt) = (1-1)(0,1)+t(1,3) =
= (0,1 —1)+(t,3t) =
= (t,142t).
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Bty = 1-t)(1,1)+¢(1,3) =
= (1—t,1—1t)+(t3t) =
= (1,1+2t).

— (1-1,0,2 —2t) + (2t,2t,3t) =
= (L4224,

Agora, os segmentos que conectam os pontos que definiram as fungoes:

Y Y

3 3

1 1
0] 1 o) 1 T

(a) (b) (c)

Note que o segmento de reta que une 5(0) a 5(1) é paralelo ao eixo Oy.
Algebricamente isso é indicado pelo fato de a primeira fungao coordenada da

funcao (3 ser constante.

Exercicio 1

Determine a equagao da fungao vetorial « tal que a(0) = (1,—1) e

a(l) = (2,3), cujas coordenadas sao fungoes afins.

De um modo geral, nao é ficil tracar a imagem de uma dada funcao
vetorial. Assim como vocé aprendeu a esbocar graficos de funcgoes reais de
uma variavel real, usando limites e derivadas, também hé técnicas para tracar
imagens de funcgoes vetoriais de uma variavel real. Isso é conhecido como
tragado de curvas. No entanto, essas técnicas fogem um pouco do escopo do
nosso curso e nos limitaremos a alguns exemplos. Além disso, com o uso de
programas de computadores com interface grafica de excelente qualidade, é

possivel tragar as curvas com alguma facilidade.
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Exemplo 31.6

Seja a(t) = (2 cos t,2 sen t) uma fungao vetorial definida para todo ¢t € R.

Vamos descrever a imagem de a.
Devido a identidade trigonométrica fundamental
cos’t + sen’ = 1,

sabemos que a imagem de « esta contida no circulo definido pela equacao

Note que para cada valor de ¢, a(t) é um dos pontos da circunferéncia
do circulo e que para cada ponto da circunferéncia do circulo ha um ¢ cor-
respondente. Isso decorre da continuidade das funcoes coordenadas. Além
disso, na medida em que ¢ varia positivamente, «(t) ‘percorre ’ o circulo no

sentido anti-horario.

Exercicio 2

Descreva a imagem da fungao 3(t) = (2 sen t, 3 cos t).

Interpretacao geométrica

As fungoes vetoriais de uma variavel real tém uma interpretacao geométrica
muito natural. Elas descrevem movimentos de um ponto num dado espaco

vetorial, em funcao da variavel independente.

Sob essa perspectiva, a variavel independente é chamada de parametro.
Por isso a notagao t para a variavel independente ¢ tao conveniente, deixando
os nomes de variaveis x, y e z para as fungoes coordenadas que dependem do
parametro t. Além disso, tradicionalmente, ¢ indica, na Fisica, o parametro

tempo.

Os tracos dessa fungoes sao o que chamamos genericamente de curvas.
E por isso que, em muitos casos, chamamos as fungoes vetoriais de uma
varigvel real de curvas. E um abuso de linguagem, pois a curva ¢é, na verdade,
a imagem da funcao. No entanto, o nome é conveniente e passaremos a usa-lo

daqui por diante.
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Parametrizacoes

Usa-se dizer que a funcao vetorial a(t) é uma parametrizagdo da curva

que é a imagem da fungao.

Veja que a mesma curva pode ser parametrizada de muitas maneiras.

Ou seja, ha muitas funcoes vetoriais que tém a mesma curva imagem.

Exemplo 31.7

Todas as fungoes vetoriais a seguir sao parametrizagoes da circunferéncia do
circulo de raio 1 com centro na origem:
ay(t) = (cos t,sen t);
) (cos 2mt, sen 27t);
) = (cos(at+b),sen (at +b)),a # 0;
) (

sen t, cos t).

(0%)] (t
Oég(t
(1/4(t
Exercicio 3
Mostre que as fungoes a(t) = (4 — 4t,2t) e ((t) = (24 4t,1 — 2t) sd@o

parametrizacoes diferentes da mesma curva.

Translacoes

A caracteristica geométrica das curvas que é simples de ser detectada
na parametrizacao é quando ela é uma translacao de outra curva. Veja o
exemplo a seguir.

Exemplo 31.8 Y

Esboce a curva dada pela parametrizacao

a(t) = (24 cost,1+sen t).

Note que podemos reescrever a parametrizagao da seguinte maneira: 2
a(t) = (2,1) + (cos t,sen t).

Portanto, se A = (2,1), a curva é a circunferéncia de um circulo de
raio 1, caracterizada pela parte (cos t,sen t) da férmula, com centro em A.

A curva a é uma translagao da curva ((t) = (cos t,sen t).

A seguir, vocé vera uma série de curvas. Isso lhe permitira ampliar seu

repertério de exemplos.
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Exemplo 31.9

A curva y(t) = (t?,t) estd definida para todos os niimeros reais e seu traco é

uma parabola.

Realmente, as suas fungoes coordenadas sao z(t) = t* e y(t) = t. Nesse
caso, podemos facilmente eliminar o parametro ¢ obtendo uma equagao ape-

nas em termos das variaveis cartesianas

rT=Y,

que corresponde a uma parabola.

Exemplo 31.10

A curva dada pela equacao a(t) = (t3,1?), definida para todos os nimeros
reais, tem por funcoes coordenadas fungoes polinomiais. Curvas desse tipo
sao chamadas curvas algébricas. O estudo de tais curvas ocupa uma parte

da Matematica chamada Geometria Algébrica.

Para determinar seu traco, podemos usar o mesmo expediente que foi
usado no exemplo anterior: eliminar o parametro. No entanto, a equacao

agora obtida nao é mais tao simples:

Aqui estd o esboco da curva:
)

Veja que, apesar de estarmos lidando apenas com fungoes polinomiais,

a curva tem uma ‘dobra’ na origem. Esta curva é conhecida por cuspide.

Exemplo 31.11

A curva a(t) = (cos t,1,sen t) toma valores no espago tridimensional, mas é
uma curva plana. Isso porque ela satisfaz a equacao y = 1. A projecao dessa
curva no plano y = 0 corresponde a curva ((t) = (cos t,sen t). Sua imagem

é a circunferéncia de um circulo.
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Exemplo 31.12

A curva
~(t) = (cos 27t t, sen 27t),

definida para todos os valores reais de t, quando projetada no plano y = 0,
corresponde a circunferéncia do circulo de raio 1 e centro na origem, para-
metrizada por a(t) = (cos 27t,sen 27t). A fungao coordenada y(t) = t, da
fungao v, garante que, na medida em que t varia, o ponto y(t) se afasta do

plano y = 0.

Essa curva esté contida no cilindro 2422 = 1 e é chamada de helicdide,
pois descreve o movimento de um ponto de uma hélice que se desloca sobre

o eixo Oy.

Exemplo 31.13

Como um ltimo exemplo da aula, vamos dar uma parametrizacao da hipérbole

definida pela equagao cartesiana
2=yt =1.

Lembre-se de que as fungoes trigonométricas hiperbdlicas satisfazem a
seguinte identidade hiperbdlica:

cosh’t — senh®t = 1.

Portanto, a imagem da curva «(t) = (cosh t,senh t) certamente esté

contida na hipérbole. Agora, como a funcao continua

el + et
cosht = etre’ > 1,
2
« parametriza apenas o ramo da direita da hipérbole. Note também que a
fungao f(t) = senht = % é bijetora e, assim, a(t) recobre toda a

extensao desse ramo de hipérbole.
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Para parametrizar o outro ramo, basta considerar

B(t) = (— cosh t,senh t).

Agora, os exercicios.

Exercicios

Primeiro, aqueles que foram propostos ao longo da aula.

Exercicio 1

Determine a equagao da funcao vetorial « tal que a(0) = (1,—1) e

a(l) = (2,3), cujas coordenadas sao fungoes afins.
Solucao:

Basta usar a féormula «(t) = (1 —t)A+tB, com A = (1,-1) e
B =(2,3).

Assim,

alt) = (1-t)(1,-1)+t(2,3) =
= (1—t,t—1)+(2t,3t) =
= (1+t4—-1).

Exercicio 2

Descreva a imagem da fungao 3(t) = (2 sen t, 3 cos t).

Solucgao:

A equacao que define a funcao satisfaz a

ZIZ'2 y2
i 1
g Th

que é a equacao de uma elipse centrada na origem, com eixos paralelos aos

eixos Oz e Oy.

Exercicio 3

Mostre que as fungoes a(t) = (4 — 4t,2t) e B(t) = (2 + 4t,1 — 2t) sé@o
parametrizacoes diferentes da mesma curva.
Solucgao:

As funcées coordenadas de a sdo x = 4 — 4t e y = 2t. Eliminando o

parametro t, ganhamos a equacao cartesiana r = 4 — 2y.
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As equagoes correspondentes a funcao §sao x =2+ 4t ey =1 — 2t.

Da segunda equacao, obtemos ¢t = 1_77" Substituindo na primeira equacao,

obtemos

l—vy
o (Y) -
T + 5
= 242(1—-y) =
= 242-2y =

= 4—-2.

Como as duas equagdes cartesianas sao idénticas (bastava que fossem

uma multipla da outra), as duas fungdes tém a mesma reta como imagem.

Agora é hora de praticar o que vocé aprendeu.

Exercicio 4

Encontre uma parametrizacao para a reta que contém os pontos (1, —1)
e (—3,4).

Exercicio 5

Encontre uma parametrizagao para a reta que é paralela ao vetor

U= (—2,5) e que contém o ponto (2,1).

Exercicio 6

Ache uma parametrizagdo para a reta que é a intersegao dos planos
r—y+z=-3e2x+y—22=0.

Exercicio 7

Encontre a parametrizacao «(t) da reta r, tal que o(1) = (—3,2,1) e
a(0) = (0,0, —2).

Exercicio 8

Faga um esboco das seguintes curvas:

a(t) = (2,3t + 1), te]

Bt) = (1—1t,3—2t,t), te]
[
[

o
~— —

o
~—
TN A/~

(t) = (5 cos 2t, —2 sen 2t) te
(t)=(*—-1,2+1), te

Exercicio 9

> 2

o~ o~~~

=
[

Trace a curva a(t) = (t,2 cos 2nt,2 sen 2mt).
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Exercicio 10

Dé uma parametrizagao para cada uma das seguintes conicas:
(a) z—=3=(y+1)%
(b) (z+3)"+(y—4)* = 4
(c) y* —4z? = 1 (ramo superior);

(d) 9z —1)2 +4(y+2)? = 36.
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Aula 32 — Curvas em coordenadas polares
Objetivo
e Aprender a usar as coordenadas polares para representar curvas planas.

As coordenadas polares nos dao uma maneira alternativa de locali-
zar pontos no plano e sao especialmente adequadas para expressar certas
situacoes, como veremos a seguir.

Vamos comegar com um exemplo que servird como motivagao.
Exemplo 32.1
A curva parametrizada pela equacao

a(t) = t(cos 2nt,sen 2wt), t >0
¢ um exemplo de uma espiral. Ela é chamada de espiral de Arquimedes.
A distancia de a(t) até a origem é
|a(t)]| = V12 cos?2nt + t2 sen? 27wt = .

Ou seja, na medida em que t aumenta, o ponto «(t) afasta-se da origem.
Em contrapartida, ao marcarmos o ponto «(t) = (¢ cos 27t,t sen 27t) no
plano, percebemos que, para t > 0, 27t é o angulo que «(t), visto como um
vetor, faz com a parte positiva do eixo Ozx.

Assim podemos compreender a dinamica da curva: o vetor a(t) gira
em torno da origem, com sentido anti-horédrio, dando uma volta em torno
dela sempre que t varia sobre um intervalo de comprimento 1, enquanto o
mesmo alonga-se, fazendo sua outra extremidade afastar-se da origem. O
trago obtido é o seguinte:
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Coordenadas Polares

Como vocé pode ver no exemplo anterior, para determinar um ponto
no plano, é necessario ter duas informagoes. No caso das coordenadas car-

tesianas, essas informacoes sao as distancias ‘orientadas’ do ponto até os

eixos coordenados Ox e Oy. No caso das coordenadas polares, essas duas

informacgoes serao uma distancia e um angulo. A primeira, usualmente re-
presentada por 7, é a distancia entre o ponto e origem, que serd o polo do
sistema, dai o nome coordenadas polares. Quando a distancia r é nao nula,
0 segmento que une a origem ao ponto, ou o ponto visto como um vetor,
faz um certo angulo com o semi-eixo positivo Oz. Este angulo, usualmente

denotado por 6, é a segunda informacao.

Vamos usar a seguinte convencao para representar as coordenadas po-
lares:

(Ty 9)polar

Exemplo 32.2

As coordenadas cartesianas do ponto (2v/2,7/4)potar 530 (2,2) e as coorde-

nadas polares do ponto (0, —2) sdo (2, 37/2)polar-

-
U

Para marcar o angulo, iniciamos no semi-eixo Ox positivo e giramos no

sentido anti-hordrio até esgotar o angulo dado.
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Usando essa convenc¢ao, podemos marcar também angulos maiores do
que 27 assim como angulos ‘negativos’, da mesma forma como lidamos
com os argumentos das funcoes trigonométricas. Lembre-se de que esta-
mos interpretando esses angulos como coordenadas. Muito bem, para os
angulos maiores do que 2w, seguimos medindo, dando tantas voltas quan-
tas necessdrias, até esgotar o valor dado. Por exemplo, (2, 7/4)polar
(2, 97/4)polar = (2, 177/4)polar- Para marcar os angulos negativos, fa-
zemos a mesma coisa, porém girando no sentido horario. Dessa forma,
(27 _7T/4)polar = (27 77(/4)polar-

A relacao entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas polares é

dada pelas féormulas

xr = rcosb
y = rsenf

e, portanto,
©?+yt =

Podemos usar as coordenadas polares para expressar curvas, assim
como o fazemos com as coordenadas cartesianas. Geralmente, expressamos
r em fungao de 6. Vocé vera que certas curvas sao mais facilmente expressas

em termos de coordenadas polares.

Exemplo 32.3

As equacoes 22 +y? =4 e x = 3 representam, em coordenadas cartesianas,
a circunferéncia do circulo de raio 2, com centro na origem, e a reta paralela

ao eixo Oy e que contém o ponto (3,0).

Em coordenadas polares, a equacao da circunferéncia é, simplesmente,

Ou seja, r = 2 determina o conjunto de todos os pontos do plano cuja

distancia até a origem ¢ 2.

No entanto, a equacao cartesiana x = 3 ganha a seguinte forma polar

rcosf = 3.

Para expressarmos r em funcao de #, temos de nos preocupar com a

variacao de 6. Assim, se 6 € (—m/2,7/2), podemos colocar

r = 3secf.
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Note que, na medida em que §# — /2%, a distancia r do ponto até a

origem cresce para o infinito, pois

lim sec § = 4o0.
0—m /2%
Exercicio 1
Encontre a equacao polar da reta y = —2.

Exemplo 32.4

Vamos encontrar a equacao polar da circunferéncia determinada por
(z—-1)>%*+y* = 1.
Para isso, reescrevemos essa equacao da seguinte maneira:

(z—1)°+y* =1
=24+ 149y = 1
2?4yt = 2z

2

Agora usamos as equagoes 22 +y? =r? e x =r cos 0 para obter

r? = 2r cos 6.

Assim, a equacao polar fica

r = 2 cos 6.

Um pouco de cuidado, agora, com a variacao de 6. Para percorrer toda
a circunferéncia, uma vez, basta fazer § € (—n/2,7/2]. Veja que devemos

incluir o angulo 7 /2 para obter r = 0.

Note que a origem nao tem a coordenada # bem definida. Além disso,
estamos sempre considerando r um numero positivo. No entanto, quando
lidamos com equacgoes tais como a do exemplo anterior, r = 2 cos 0, perce-

bemos a conveniéncia de estabelecer a seguinte convengao:

(_Ta Q)polar - (T7 9+7T)polar-

Assim, o ponto de coordenadas cartesianas (1,v/3) pode ser represen-

tado em coordenadas polares como:

<2a W/S)polar = (27 _57T/3)polar = (_27 47r/3)polar = (_27 _27r/3)polar~
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A equacao r = 2 cos 0, entao, também faz sentido quando cos 6
assume valores negativos. Veja que, se 0 € [r/2,37/2), a equagao representa

a mesma circunferéncia: (x — 1)% +¢% = 1.

Exercicio 2

Determine a equacao polar da circunferéncia determinada por
4+ (y+2)? = 4
Exemplo 32.5 (Revisitado)

Vamos encontrar uma equacao polar para a curva determinada pela parame-
trizagao
a(t) = (t cos 2mt,t sen 27t).

Essa equagao paramétrica é dada em termos de coordenadas cartesia-

nas. Isto é, x(t) =t cos 2wt e y(t) =t sen 2mt.

Primeiro, vamos considerar uma equacao paramétrica dada em termos
das coordenadas polares:
r =i
0 = 2mt.

Assim, a equacao da curva, em termos de coordenadas polares, pode
ser obtida das equacoes anteriores, eliminando o parametro ¢:

0
_ 2 >0
" o’ -

Exercicio 3

Faga um esboco das seguintes curvas, dadas por equacoes escritas em

termos de coordenadas polares:

(a) 9:%, r>0;

(b) rzg, 0 <0;
T

(¢) r=3cscb, /4 <0 < 3m/4;

ro= Wi
0 = t.

H& varias técnicas que permitem esbogar curvas dadas em termos de
coordenadas polares. Tais técnicas levam em conta simetrias e outras carac-
teristicas geométricas que podem ser detectadas nas equagoes. O estudo de
tais técnicas, porém, foge ao escopo deste curso, no qual queremos apresentar
uma introdugao a esse tema. A seguir, apresentaremos uma série de curvas

com suas equagoes e nomes, para que voce tenha uma idéia das possibilidades.
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Exemplo 32.6

As curvas dadas por equacoes do tipo
r = 2a(1l+cos )

sao chamadas de cardidides. Na figura a seguir, estao representadas quatro

cardidides, onde os valores de a sao 1, 2, 3 e 4.

T

:
@

Observe que as curvas sao simétricas em relacao ao eixo Ox. Isso pode

ser percebido nas equacoes da seguinte forma:

=<

—
>

~—
I

2a(14cos 0) = r(—0),
pois cos 8 = cos (—0).

Exemplo 32.7

A equacao
r = 2cos 20, 0€|0,2n]

determina uma curva chamada rosdcea de quatro folhas. Veja que seu grafico

apresenta simetrias em relacao aos dois eixos cartesianos.

2
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Exemplo 32.8

As curvas correspondentes a equacoes da forma

r = axbcosl

ou

r = atbsen 6

sao conhecidas como limacons. As cardidides, apresentadas no exemplo 32.5, ,
A palavra limagon quer
sao casos particulares de limacgons, quando a = b. H&a dois tipos principais dizer, em francés, caracol.

de curvas, dependendo de quem é maior, |a| ou |b|.

Aqui estao quatro exemplos, com suas respectivas equacoes.

3
1
-3 -1 1
-1
-1 1
r = 1—2cosf r = 1+2send
4
-4 4
-4
r = 4—3sen 6 r = 4+3cos 0

Chegamos ao fim da aula. E agora vamos aos exercicios, comecando

com os que foram propostos ao longo da aula.
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r = —4 sen 6
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Exercicios

Exercicio 1
Encontre a equacao polar da reta y = —2.
Solucao:

Devemos usar a férmula que relaciona y com as variaveis de coordenadas

polares:
y = rsen f.
Assim, obtemos:
rsenf) = —2
—2
T =
sen 0
r = —2cscb.

Para terminar, devemos apresentar a variagao de . Nao queremos que
sen 6 seja igual a zero. Para cobrirmos toda a reta y = —2, devemos fazer
0 e (—m,m).

Exercicio 2

Determine a equacao polar da circunferéncia determinada por

P+ (y+2)? = 4.

Solucgao:
Vamos comegar reescrevendo a equacao dada de maneira diferente.
2+ (y+2)? = 4
Ay +4 = 4
2?4yt = —4y.

2

Agora usamos as equagoes 22 +y? =r? e y =1 sen 0, para obter:

r? = —4rsend
r = —4send.
Agora que temos a equacgao, devemos apresentar o dominio de variagao

de 6.




Curvas em coordenadas polares

A circunferéncia em questao tem centro no ponto (0, —2) e raio 2. Ela,
portanto, se encontra na regiao y < 0 do plano. Ou seja, abaixo do eixo Ow.
A variagao de 6 serd no intervalo [0,7). Veja que r(0) = 0, representando
a origem. Na medida em que 6 varia de 0 até m, sen § varia de 0 até 1
e depois de volta até 0, sempre na regiao positiva. No entanto, a equacao
r = —2 sen # determina valores negativos para r. Isso esta perfeito, pois esses
pontos devem ser rebatidos para serem marcados, segundo nossa convengao,
e, dessa forma, a circunferéncia obtida é, precisamente, a que corresponde a
equagao 2 + (y + 2)? = 4.

Exercicio 3

Faca um esbogo das seguintes curvas, dadas por equacoes escritas em
termos de coordenadas polares:
T

a) 0 = —, r>0;

@ 0=3% 2
0
(b) r=-—, 0 <0;
s
(¢) r=3csch, /4 <6 < 3m/4;

(@) {gff

Solucgao:

(a) Aqui temos a afirmacao que € é uma constante e r assume valores
positivos. Isso corresponde a um raio partindo da origem, que faz

angulo /3 com o eixo Oz.
(b) Essa equagdo corresponde a uma espiral.

(¢) A equagao corresponde a uma reta paralela ao eixo Oz. Para fazer o
esboco correto devemos estar atento a variacao de 6. Aqui estd: quando
0 varia de w/4 até 3w /4, percorremos o segmento de reta que liga os
pontos (3,3) até o ponto (—3,3).

(d) Esta equagao paramétrica determina a equagao polar r = V0, que

também é uma espiral. Veja que temos de tomar 6 > 0.

=
N

r = 0/r r =

S

Agora é com voce!

MODULO 3 -

AULA 32
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Exercicio 4

Encontre uma equacao polar para as curvas dadas pelas seguintes equa-

¢oes cartesianas:

(a) 2> +9y*=2; (b) 22+ (y —4)* = 16;
(€ (x=1P+(y-1)2?=2 (d) v=-3;
(e) z4+y=1.

Exercicio b

Faca um esboco das curvas dadas pelas seguintes equacoes polares:

(a) r=2, —m<6<m,
(b) r=3senf, 0<6<m;

(c) r=secl, w/3<0<m7/3;

3
— <P < 2:
(d) cos 0 + 2sen 6§’ 0<f<m/2

() r=3—-3senf, 6¢€[0,2r] (cardidide);

(f) r=3sen 30, 6 €[0,2m] (rosicea de trés pétalas);
(g) r=5—4sen, 0¢cl0,2n] (limagon);

(h) r=4+T7cosf, 6€cl0,2r] (limagon).
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Aula 33 — Limite e continuidade

Objetivo

e Aprender a defini¢ao de limite de uma funcao real, de uma variavel real,
na versao com épsilon e delta, e estendé-la para uma funcao vetorial de

uma variavel real.

e Conhecer a nogao de continuidade de funcoes vetoriais.

Introducao

o o Epsilon e delta sdo os nomes

No curso de Célculo I vocé aprendeu uma definicao de limite de uma de duas letras gregas, ¢ e 0,

funcao real de uma variavel real em termos de sequéncias de nimeros. Agora respectivamente.
vocé aprendera uma outra definicao desse conceito, que é equivalente a que

vocé conhece, e que chamaremos de definicao com épsilon e delta.

Essa definicao evita a introdugao da nocao de sequéncia e, além do
mais, ela sera generalizada para o caso das fungoes vetoriais, objeto de nosso
estudo atual, e das funcgoes de varias variaveis, que passaremos a estudar em

breve.
Veja a nota sobre

A definicao de limite com épsilon e delta foi estabelecida por Karl Weierstrass na Aula 28.

Weierstrass e é uma pérola da Matematica.

Veja, o nosso objetivo é estabelecer, rigorosamente, o que queremos
dizer quando escrevemos

lim f(z) = L.

r—a

Vocé poderia responder: isso significa que, quando a variavel x assume
valores bem préximos de a, a varidavel dependente y = f(z) assume valores
bem préximos de L. Muito bem! E isso mesmo. A questdo estd no rigor.
Ou seja, qual é o significado de ‘x assume valores bem préximos de a’? Essa
frase tem valor pois nos ajuda a entender, a dar um sentido para a nossa
formula. No entanto, do ponto de vista matematico, falta-lhe, exatamente,
o rigor. K como voceé ja sabe, o rigor é fundamental na Matematica. Para
provar teoremas, chegar a conclusoes definitivas, precisamos mais do que a

frase oferece.

Vamos adotar um procedimento direto: primeiro apresentamos a de-
finicao e depois faremos uma discussao de seus termos, até aproxima-la da

nocao intuitiva de limite que vocé ja tem.
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Definicao de limite

Vamos supor que A C IR é uma uniao de intervalos quaisquer e que
a € Aoua é um dos extremos de algum desses intervalos.

Por exemplo, A = (=2,0) U (0,3) ea = 0; A = (—=1,1) e a = 1;
A=(-1,3]ea=2.

Definicao 33.1:

Seja f : A — IR uma fungao. Dizemos que

lim f(x)=1L

r—a
se, e somente se, para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que, se x € A e
0<|z—al < d,entdo |f(x)—L| <e.

Usando a simbologia matematica, temos

lim f(z) =L <= Ve>0,3§>0,

tal que
re€Ae O0<|z—al<d = |f(z)—-L|<e.

Essa é, provavelmente, a definicao mais dificil de apresentar aos alunos
dos cursos de Calculo. Repare bem: quando escrevemos
oo+l
lim
z——1 x+1
na verdade, estamos dizendo

= 3

3+ 1
z+1

V5>O,E|5>Otalqueo<]:c+1|<5:>‘ 3‘< €.

Vamos agora mostrar que essa simbologia toda nos diz que, para valores

s . 2341 ~ ;.
de = préximos de —1, os valores f(x) = “57 estao proximos de 3.

Para desvendarmos esse segredo devemos avangar passo a passo. O
primeiro deles consiste em entender como a nogao ‘préximo de’, ‘tende a’
estd estabelecida na definicao. A chave para isso é a nocao de distancia, dada

pela funcao médulo ou valor absoluto.

A distancia entre x e a é igual a |z — a|. Assim, quando dizemos
|z — a| < J, queremos dizer que a distancia entre x e a é menor do que 9,

um certo valor positivo.
Por exemplo, a inequacao
lz —3] < 2

determina os pontos da reta que estao a uma distancia menor do que duas

unidades do ponto 3. Esses pontos formam o intervalo aberto (1,5).
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Em geral, a inequagao |r — a] < § caracteriza o intervalo aberto

(@ —d,a+9).

Usaremos a expressao r estd 0-prorimo de a para dizer que x pertence

a esse intervalo.
Analogamente, |f(x) — L| < ¢ significa que f(z) € (L —¢,L+¢) e
diremos que f(x) estd e-préximo de L.

Note que na definicao usamos a frase
0<|z—al<d.

A condigao 0 < |x — a| nos garante que = # a pois, * = a se, e somente
se, |x —a| = 0. Isso é muito conveniente, uma vez que assim excluimos o

ponto a da andlise. Logo, a pode pertencer ou nao ao dominio A da funcao.

Portanto, a frase
0 <|lrt—a|l < §d = |f(z)—L|<e
pode ser lida da seguinte maneira: se x estd -proximo de a e é diferente de
a, entdao f(z) estd e-préximo de L.
Veja como isso fica numa figura:
A

L+e¢ I
L
L —el——

»

a—0 a a+d

Agora vocé deve ter notado como a definigao tem o sentido que espe-
ramos. Ela trata de distancias. Mas ainda falta, algo muito importante. A
frase completa comeca com ‘Ve > 0, 3 > 0 tal que ...’ Isto é, ‘para cada

e > 0, existe um 6 > 0 (que depende de ¢) tal que ...’

Aqui usamos dois quantificadores: o quantificador universal, usado no
épsilon e o quantificador existencial, usado nos delta. Esses quantificadores
animam a definicao. Isto é, para cada € > 0 devemos arranjar um ¢ > 0 tal
que, para todos os valores de x que estao d-préximos de a, porém diferentes

de a, os valores correspondentes f(x) estao e-préximos de L.
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Veja, nao é suficiente arranjar um valor para J, digamos ¢ = 0,0001,
que torne a frase ‘0 < |r —a] < 6§ = |f(z) — L| <&’ verdadeira para
um certo valor de ¢, digamos € = 0,0003. Precisamos seguir determinando
valores de ¢ correspondentes a valores de € ainda menores. Pelo menos aqui
temos uma boa noticia. Apesar do quantificador universal que usamos com
¢, na verdade, basta que nos preocupemos com os valores pequenos de €. Isso
por que, se encontramos um valor de § que funcione para um certo valor de
g, digamos € = 1, esse mesmo valor de ¢ também serve para todos os valores

de € maiores do que 1.

Em termos mais simples, para que lim f(x) seja L, ndo basta que a
r—a
frase
0 <|z—a|l < = |f(x)—L|] <e¢

seja verdadeira para alguns valores de €. Ela deve ser verdadeira para todos

os valores de ¢, especialmente os bem pequenos.

Em termos graficos, o desenho apresentado na figura anterior deve ser
como um quadro de uma animacao. Essa animacao deveria prosseguir com
0 mesmo aspecto se a faixa L —e < y < L+ ¢ se tornasse tao estreita quanto

quisermos.

v
\/
\/

Veja como isso funciona num exemplo.

Exemplo 33.1

Vamos usar a definicao de limites que acabamos de apresentar para mostrar

que a afirmagao

é verdadeira.

A grande dificuldade que, geralmente, os alunos tém ao lidar inicial-
mente com a definicao que apresentamos é a seguinte: como descobrir os
valores de 9, em funcao dos valores de € que tornem a frase verdadeira?
Bem, o segredo é o seguinte: em geral, fazemos certas contas de antemao,

num rascunho, para depois apresentar o resultado, que entao surge como
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que tirado de uma cartola. Mas hoje é o seu dia de sorte! Voceé nao preci-
sard preocupar-se com esse tipo de coisa, ainda. Isso é assunto do curso de

Anélise. Tudo a seu tempo.

Vamos comecgar com o nosso exemplo observando que o dominio da
funcdo f(z) = 22=2 ¢ o conjunto A =R — {1} = (—o0,1) U (1,0).

r—1

Vamos la! Lembre-se: para cada £ > 0 devemos arranjar um 0 tal que
O<|z—1<d= |f(z)—4|<e

£

Surpresa! Para cada € > 0, tome § = 5.

Veja, se x # 1, entao
202 — 2
x—1

2z —1)(z+1)
r—1

4 = — 4| =

[f(z) =4 =

= [204+2—-4] = |2z —2| =2z —1].

Isto é, se 0 < |z — 1|, entdo |f(x) — 4] = 2|z —1].

Portanto, se 0 < |z — 1| < § = %, entao
£
|f(x) — 4] = 2]z — 1] <2§:5.

Logo, para cada € > 0,8e 0 < |z — 1| < % entao |f(z) = 4| < e. Isso é,
lim f(z) =4.

I‘—)l

Exemplo 33.2

Vamos usar € e § para mostrar que lin% z? = 4.
Tr—

Queremos mostrar que se x toma valores préximos de 2 entdo z? toma
valores proximos de 4. Isso é claro, do ponto de vista do senso comum mas,
em Matematica, precisamos de provas. Muito bem, queremos mostrar que se
0 < |z — 2| é um valor préximo de zero, entao |r? — 4| também estd préximo

de zero. Observe que
|22 — 4| = |z —2|]z+2].

Nosso problema esta em ‘controlar’ o fator |z + 2|.

Observe: se os valores que escolhermos para § ndao forem maiores do
que 1, teremos a garantia que 0 < |[z—2| < 1. Istoé,z #2e -1 <z—-2 < 1.

Essa desigualdade é equivalente a 1 < x < 3, que por sua vez é equivalente a

3<x+2 <5,

189
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Resumindo, se escolhermos valores para 0 menores ou iguais a 1, tere-
mos |z + 2| < 5.

Otimo!

Estamos prontos para mostrar, com epsilon e delta, que i:né 2 = 4.

Para cada € > 0 tome 6 = min{1,e/5}. Isto é, § é o menor entre os

ntimeros 1 e /5. Dessa forma garantimos que § é menor ou igual a 1 e, com

isso, garantimos que |z 4 2| < 5.

Entao, se 0 < |z — 2| < ¢, temos

|f(z) —4]=|2* -4 =z -2z +2| <5< - -5 ==e.

ot ™

Vamos agora analisar um exemplo onde nao ha limite. Na verdade,
usaremos a definicao para constatar que um ‘bom candidato a limite’ nao

satisfaz a definicao.

Exemplo 33.3

Vamos mostrar que se f : R — R ¢é a fungao dada por

f($):{x+1 se x>1,

T se x <1,
entao, apesar de f(1) =2, o limite de f(x) quando z tende a 1 nao é 2.

Antes de mais nada, veja o que devemos fazer. Para provar que o limite

de f(z) quando x tende a 1 nao é 2, devemos negar a defini¢ao de limite:
Ve>0, 30 >0, tal que

O<lz—1]<d=|f(zx)—2| <e.

Lembre-se das aulas de logica: a negacao inverte os quantificadores.

Portanto, devemos mostrar que

Je >0, tal que V 0 > 0 existe algum valor de x com

O<|z—1<de|f(x)—2]>c.

CEDERJ




Limite e continuidade

| MODULO 3 - AULA 33

O grafico de f numa vizinhanca de 1 nos ajudara nessa tarefa. Aqui

esta:

v

Veja que podemos tomar valores para x tao préoximos de 1 o quanto
quisermos, mas cujas imagens estarao a uma distancia maior do que 1 do

candidato a limite 2. Para isso basta tomar valores de x a esquerda de 1.
Logo, o nosso candidato ao valor de € que nao satisfard a definicao é 1.

Realmente, para ¢ = = e um ¢ > 0 qualquer, escolha um xq tal que

1
2
l-d<zo<lel/2<zy<l.

A primeira condicao garante que
0<|zg—1] <4

e, como zg € (1/2,1), f(xg) = xo.
Ora, se x( se encontra a esquerda de 1, sua distancia até 2 é maior do

que 1:

[f(x0) = 2] = |zo —2] =

N —

Realmente, provar que um certo limite é um dado nimero ou que um
certo valor nao ¢ o limite, usando diretamente a definicao é trabalhoso. Na
verdade, nos so fazemos isso em ocasioes especiais. A pratica é a seguinte:
usamos a definicao para provar as muitas propriedades dos limites e usamos

as propriedades de limites para calcula-los

Para dar uma idéia de como a definicao funciona na prova das propri-

edades de limites, vamos provar o seguinte teorema.

191 CEDERJ




Limite e continuidade

CALculonn |

Teorema 33.1:

Sejam f e g funcoes definidas numa vizinhanca V' de a, mas nao neces-

sariamente em a, tais que

(a) lim f(x)=0

Vocé pode considerar V' T—a
como um intervalo aberto
(w0, 21) contendo a. (b) AM >0 tal que |g(x)| < M, para todo = €V, x # a.
Entao,

lim f(z)-g(x) =0.

r—a

Isto é, se o limite da funcao f é zero e a funcao ¢ é limitada, o limite
do produto das duas fungoes também é zero.

Prova:

Como lim f(z) = 0, sabemos que para cada € > 0, existe § > 0 tal que,
sexeVe

0 < |z —al <4, entdo |f(z)| <e. (1)

Veja, estamos usando &’ e ¢’
para enfatizar que esses Queremos mostrar que lim f(z) - g(z) = 0. Isto é, para cada ¢’ > 0,
lores di ito & . Loa
vaores Cluen Tesperto & existe &' > 0 tal que,sex € V e
funcdo f(x)g(x), enquanto
que € e § dizem respeito a

fungéo f(z). Isso é um 0<|z—al<d, entao |f(x)- g(z) <ée.

detalhe importante.

Muito bem, dado & > 0, fazemos ¢ = 5—]\; e escolhemos para ¢ o mesmo
d que corresponde ao ¢ e torna a afirmagao (I) verdadeira: ¢’ = §. Assim,

sexeV e 0<|r—al < =90, entao

5/

|f(z)-g(@)] < [f(x) M| < eM=_7-M = g.

Ou seja, para cada ¢’ arranjamos um ¢’ tal que
O0<l|zx—a|<d = |f(z) g(x)| <.

Portanto, provamos que lim f(z) - g(z) = 0.

r—a

U

Esse teorema é uma poderosa ferramenta de calculo de limites. Veja,

no proximo exemplo, como ela funciona.

CEDERJ |
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Vamos calcular o
1
lim 22 cos —.
x—0 xX

Note que a fungao f(x) = x* cos % nao esta definida no ponto x = 0.
Além disso, o limite de h(z) = cos %, quando x tende a zero, nao esta
definido. Veja o seu grafico na figura a seguir.

1
-1

Este limite nao existe pois a funcao se ‘acumula’ em todo o intervalo
[—1,1] do eixo Oy.

No entanto, hI% 2=0,e portanto,

Tr—
lim 2? cos — = 0.
x—0 X
Veja o grafico da fungao f(x) = z? cos %, numa pequena vizinhanca da
origem:
A
AW A .
VAN AV
Continuidade

O conceito mais diretamente ligado ao limite é a continuidade. Veja
como a definicao de limites que acabamos de apresentar se reflete na definicao
de continuidade.

Seja A C R uma uniao de intervalos e f : A — IR uma funcao. Voceé
aprendeu, no curso de Calculo I, que a funcao f é continua em a € A se, e
somente se,

lim f(z) = f(a).
r—a
193
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O simbolo <, > representa o
produto interno ou produto
escalar. Por exemplo, se

v1 = (z1,91) e vz = (z2,Y2),
o produto interno de vy por
vy é denotado por

< wv1,v2 >€ R e definido por

<wi,v2 >=T122 + Y1Y2.

Produtos internos sao
estudados em Algebra Linear
e sdo muito usados na
Matematica. Nés voltaremos

a falar neles nesse curso.

CEDERJ

Limite e continuidade

Muito bem, com a definicao de limites que vocé acabou de ver, isso
significa o seguinte.

A funcao f é continua em a € A se, e somente se, para cada ¢ > 0,

existe 0 > 0 tal que, se x € A e
0 < |z—a|l<dentao |f(z)— fla)| <e.

Isto é, f é continua em x = a se para valores de x préoximos de a,
os valores correspondentes f(z) estdao préximos de f(a). Essa é a nossa
nocao geral de continuidade: pequenos acréscimos na variavel independente
correspondem a pequenos acréscimos na variavel dependente. A definicao

com épsilon e delta da rigor a essa idéia geral.

Agora estamos prontos para enunciar os correspondentes conceitos de

limite e continuidade de fungoes vetoriais de uma variavel real.

Limites de funcoes vetoriais de uma variavel

real

A diferenca entre uma funcao vetorial e uma funcao real estd no con-

tradominio. Em vez de niimeros obtemos vetores, elementos de R .

Para estabelecermos a definicao de limites no caso dessas funcoes, basta
que tenhamos uma nocao de distancia em IR ™. Ou seja, precisamos dizer qual

¢ a distancia entre dois vetores, digamos v; e vs.
Essa nogao é dada pela norma da diferenga, denotada por ||vy — vy|.

(x1,29,...,2,), entao

loll = v<o,05 = \Jai+ad+--+ad.

Se v € R" é dado por v =

A norma faz em IR™ o papel que o valor absoluto faz em IR, para
estabelecer a distancia. Veja, se v; = (z1,v1) e vy = (72,%2), em R?, por

exemplo, a distancia entre v, e vy é dada por

lor —va|| = V(21— 22)2 + (1 — y2)%

Isto é, a distancia em R ", estabelecida pela norma, corresponde a nossa

tradicional nogao de distancia.

Estamos prontos, finalmente, para enunciar a definicao de limites de

funcoes vetoriais.
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| MODULO 3 - AULA 33

Vamos supor que A C R é uma uniao de intervalos quaisquer e que

a € A ou a é um dos extremos de algum desses intervalos.

Definicao 33.2:

Seja @ : A — IR™ uma funcao vetorial e L € IR™ um vetor. Dizemos
que
lim a(t) = L

t—a

se, e somente se, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que, set € A e 0 <
|t —a| < 9§, entao ||a(t) — L|| < e.

Se vocé comparar esta definicao com a definicao de limites, com ¢ e
0 das funcoes reais, vera que as diferencas sao muito pequenas. O termos
|f(z) — L| < ¢ foi substituido por ||a(t) — L|| < € e, enquanto o primeiro
L é um numero, o segundo é um vetor.

Do ponto de vista pratico, o limite de fungoes vetoriais é simples. Veja

o proximo teorema.

Teorema 33.2:

Seja o : A C R — R™ uma funcao vetorial, onde A é uma uniao de
intervalos. Seja a € A ou a é um dos extremos dos extremos dos intervalos
que formam A. Entao

li_r)% Oé(t) =L<+— 1{1{1 Oél(t) =1L
para cada uma das fungoes coordenadas «;, onde L; é a i-ésima coordenada
do vetor L = (Ly, Lo, ..., Ly).

Este teorema nos diz que, para estudar o limite das funcgoes vetoriais,

basta estudar, um a um, os limites das funcoes coordenadas.

Exemplo 33.5

Vamos calcular Pm a(t), onde

)
t3—1 sen(t—1)
t:( , 1 t).
ot)=\g—p -7 '™

Note que o dominio de « é a intersecao dos dominios das fungoes coor-

denadas:
A = ((—00,1) U (1,00)) N (0,00) =
= (0,1) U (1,00).
Neste exemplo, A é uma uniao de dois intervalos e a = 1 ¢ A é extremo
de ambos.
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Basta calcularmos os limites das fungoes coordenadas:

.t —1 .3t 3
(&) fm p—y = 5 =3
) lim sen(t—1) "

-1 t—1 ’

limt — 1 a(t) = (3/2,1,0).

Esse teorema também nos garante que, a funcgdo av: AC R — R" é
continua em a € A se, e somente se, cada funcao coordenada

o; : ACR — R™ for continua em a.

Apresentamos aqui a prova do teorema 2, por razoes de completicidade.
No entanto, vocé ja experienciou uma boa dose de € e § e é recomendavel
que voce a estude agora apenas no caso de ter uma boa folga na sua agenda.
Caso contrario, vocé pode usar o teorema para resolver os problemas e podera
retomar a demonstracao no devido tempo. No entanto, nao deixe de estuda-

la, pelo menos em algum momento.
Prova do Teorema 33.2:

Por simplicidade, vamos demonstrar o teorema para o caso n = 2.
Isto é, vamos supor que a funcao « tenha apenas duas fungoes coordenadas
(Oél, O[Q). Entéo, L= (Ll, LQ)

Queremos mostrar que

lim ay(t) = Ly

t—a
11£im a(t) — e
Pm &Q(t) = L2

Primeiro, vamos mostrar que se a funcao vetorial tem limite L, entao
cada uma das funcoes coordenadas tem limite L;, a correspondente coorde-

nada do vetor limite L.

Sabemos que, para cada ¢ > 0, existe um 0 > 0 tal que, set € A e

0<|t—al<6=>la(t)—L|| <e (I)

CEDERJ
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Como |au(t) = Li| < \/(al(t) — L))" 4 (a(t) — Ly)* = [Ja(t) - L],
podemos usar o mesmo 0 para ambas fungoes coordenadas. Ou seja, dado
e > 0, tomemos 0 > 0 tal que (I) seja verdadeiro e, portanto, se 0 < |t—a| < &
e t € A, entao

i) = Lil < |la(t) = LI| < ¢,

para ambos i =1 e 1 = 2.

Agora devemos mostrar que, se cada uma das funcoes coordenadas tem

limite, entao a funcao vetorial também tem limite.

Ou seja, sabemos que, se t é um valor proximo de a, cada uma das
coordenadas «;(t) estard e-proximo de L;. Isto é, temos controle sobre os
catetos e queremos controlar a hipotenusa. Muito bem, aqui estd o que esta
faltando. Seja M a maior entre as distancias |a;(f) — Ly| ou |az(t) — La.

Entao,

la(®) = LIl = /(a1(t) = L)* + (aa(t) — Lo)* < V2 D2 = VE M.

Sabemos entao que, dado € > 0, existem d; > 0 e 3 > 0 tais que, se
O0<|t—a|<d; e te A entdo |ay(t) — L] < 5 para i =1 e = 2. Muito
bem, agora estamos prontos para terminar a demonstragao:

Dado ¢ > 0, escolha 6 como o menor entre d; e 3 > 0. Entao, se
0<[t—al <dete A entao |a;(t) — L < 5

M < Z. Portanto, [|a(t) — L|| < V2M < V2

1 =1oui=2 Assim,

= &.

b

2

Comentario finais

Essa foi uma aula bastante atipica. Voce foi apresentado a um contetido
de Calculo I e a quantidade de informagao tedrica é muito grande. No en-
tanto, este conteudo é muito importante para os matematicos e essa nao de-
vera ser a unica oportunidade em que voceé lidara com essas idéias. Portanto,
voce nao deve esperar um completo dominio do contetiddo numa primeira lei-
tura. A apresentacao buscou ser a mais amigavel possivel, sem deixar de
encarar as dificuldades. Nao se espera que vocé seja capaz de desenvolver
argumentos como os que foram apresentados nos exemplos 33.1, 33.2 e 33.3.
Nem por isso deixe de lé-los atentamente. Eles o ajudarao a entender as

idéias expostas anteriormente.
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Limite e continuidade

Do ponto de vista pratico, vocé relembrou o teorema 1, que é uma boa
ferramenta de calculo de limites, como vocé pode ver no exemplo 33.4, e
aprendeu a lidar com os limites e a continuidade de fungoes vetoriais de uma
variavel real. Basta considerar a situacao coordenada a coordenada, segundo

o enunciado do teorema 33.2 e exemplificado em 33.5.

Aqui estao alguns exemplos para vocé experimentar os seus progressos:

Exercicios

Exercicio 1
Use a nocao de distancia para resolver as seguintes equagoes e ine-

quagoes.

(a) |o—3| = 5 (b) | -1 <1/2

(c) 0<zr—2|<4; (d) |z+3|>2;
() 1<|z+1 <2 () M Il = V2
(8) 0<|l(z, »)— @1 0)[<2 () [l(z, y)— (2 2)|[>4%
(1) 1<[l(z, ») =2 0)[<2 (k) [z, ¥y 2)—(1, 0 0 <L

Exercicio 2

Calcule os seguintes limites.

(a) 1 (t2 — 2 sen t> b 1 ( t 2t — 3 >
a) lim —): im :
‘50 t+17 t I t—+o0 t2+17 /—2524_4 I
, -2 V2_¢f =1 t—1 tgw(t—1)
(c¢) lim ( , ); ( )hm( , = , )
tva N\t — /27 13— 22 t—=1\12 —1" It —1 t—1

Exercicio 3
Calcule os valores de a e b tais que a funcao
t+b, 4t —3 t>1
alt) = (at+b, 2), se >
(2t +3, 2at* —b), se t<1

seja continua.

Exercicio 4

Sejam I, J C R dois intervalos, f : I — J uma funcao continua em
a€l,com f(a) =be J. Sejaa:J — R? uma fungao vetorial continua
em b € J. Mostre que a funcao vetorial o f : I — R? é continua em

a€el.
Note que a o f(t) = (a1 0 £(t), azo f(t), azo f(£)).
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Aula 34 — Derivadas de funcoes vetoriais

Objetivo

e Aprender o conceito de derivada de uma funcao vetorial, de uma variavel

real, assim como a sua interpretagao geométrica.

Introducao

A derivada de uma fungao f: I C R — R, em um ponto z =a € I é

o limite do quociente de Newton

x)— fla
) — 1 L@@
z—a r—a
e a sua interpretacdo geométrica é a seguinte: o nimero f’(a) é a inclinagao, f@)
o coeficiente angular, da reta tangente ao gréfico de f, no ponto (a, f(a)).
fla) |
y = f(a) + f'(a)(z —a) Y .
—
f(a)
v O termo L1 ¢

conhecido como o quociente
de Newton. Ele estéd definido
sempre que £ # a e é a

inclinagao da reta
] determinada pelos pontos
(a, f(a)) e (z, f(2)). Esta

reta é ‘secante’ ao grafico de

1.

Em particular, se a fungdo s = s(t) descreve a posigao de uma particula
em movimento sobre uma trajetoria retilinea, a derivada de s em t,

oy e S(E) = s(to)
slto) = fim ——

9

é o limite, quando t tende a ty, das velocidades médias
s(t) — s(to)
Uy = ——.
t—to
Portanto, podemos dizer que s'(ty) é a velocidade da particula no pre-
ciso instante ty. Essa é, basicamente, a interpretacao da derivada como uma
taxa de variacao. Muito bem, queremos agora estender este conceito para as

fungoes vetoriais, de uma variavel real.
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Derivada

Seja A C R uma unido de intervalos abertos, a : A C R — R"”, uma

fungao vetorial, e seja a € A.

Definicao 34.1:
Dizemos que a tem derivada em t = a se o limite
a(t) —
L alt) —afa)
t—a t—a
existe. Neste caso, ele sera denotado por o/(a) € R™.

Lembre-se de que o limite anterior é um limite vetorial. Na verdade,

ele poderia ser escrito na forma

pois, o termo ¢ —a ¢é um numero e a(t) — a(a) é um vetor.

A notacao
do a(t) — ala)
—(a) = lim ——=
dt (a) t—a t—a
também ¢ usada.
Se «a tem derivada em t = a, dizemos que « é diferencidvel em a.
Se « tem derivada em todos os pontos de seu dominio, dizemos que « é

diferenciavel em A ou, simplesmente, que « é diferencidvel.

Quando isso ocorre, podemos definir o/ : A € R — R"™ a funcao

derivada de .

Em termos praticos, é muito facil calcular a derivada dessas funcoes.

Veja por que:

Teorema 34.1:

Seja a(t) = (au(t),aa(t),...,an(t)) uma fungao vetorial definida em
A C R. A funcao « é diferencidvel em a € A se, e somente se, cada uma de

suas fungoes coordenadas «;(t) for diferenciavel em ¢ = a. Além disso,
o (t) = (ay(t),aq(t), ..., (1))

Prova do Teorema: A prova desse teorema é quase imediata, se lembrarmos
do teorema que descreve o limite das fungoes vetoriais, apresentado na aula

anterior.




Derivadas de funcbes vetoriais

Realmente, a prova para n = 2 é a seguinte:

. a(t) — ala) () —ai(a)  ap(t) — as(a)
e S —— :%Lni( t—a t—a ):

Resumindo, derivamos coordenada a coordenada.

Exemplo 34.1

Vamos calcular a funcao derivada e a derivada em t = 1 da funcao
a(t) = (cos 2mt, e*, t* +2t —1).

Primeiro, calculamos a fun¢ao derivada, usando as regras de derivacao

aprendidas no Calculo I.
o/(t) = (—2m sen 2nt, 2%, 2t + 2).
Agora, usando a funcao derivada, calculamos a derivada em ¢ = 1:

/(1) = (0, 262, 4).

Interpretacao geométrica

Lembre-se que associamos a cada curva «(t), o seu tracgo, contido em

R™. Muito bem, o vetor w =~ (a(t) — a(a)), é um multiplo de

(a(t) — a(a)). Portanto, eles sdo paralelos. Veja a figura a seguir.

afa)

aft) — afa)

aft)
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Do ponto de vista da
Algebra Linear, isto é facil
de ver pois, os vetores (a, b)
e (—b, a) s@o ortogonais.
Isso pois, o produto interno
deles é nulo:

((a‘7 b)v (_b7 G,)> =

= —ab—+ ba = 0.

Lembre-se: se o grafico de
uma fungao apresenta tal
caracteristica, ela ndo sera
diferenciavel. A funcao
f(z) = |z| é um exemplo.
Ela é continua mas nao é

diferencidvel em = = 0.

CEDERJ

Quando a funcao « é diferenciavel em t = a,

oy — i ) —ala)
o) = iy S50

pode ser interpretado como o um vetor tangente ao trago de a no ponto «(a).

o'{a)

fa)

\

Exemplo 34.2

Vamos mostrar que o vetor (—b, a) é tangente a circunferéncia do circulo de

raio 1, centrado na origem, no ponto P, de coordenadas (a, b).

Seja a(t) = (cost, sen t) uma parametrizacdo da circunferéncia do

tal circulo e seja top um nimero tal que a(ty) = (a,b).

Isto é, ty ¢é tal que

a = cos iy
b = sen t.
Mas entao, o/(t) = (sen t, cos t) e d/(ty) = (sen tg, cos tg) = (=b,a),

que ¢é tangente a curva.

Exemplo 34.3

Mesmo quando a funcao « é diferenciavel, o seu traco pode apresentar ‘qui-
nas’ ou ‘dobras’. Isso parece estranho, se levarmos em conta nossa experiéncia

com graficos de fungoes reais, de uma variavel real, estudadas no Calculo I.
Vamos analisar o exemplo da cuspide
at) = (%, 1),
que é diferenciavel em toda a reta real R e cuja derivada é

o/ (t) = (3t%, 2t).
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Veja a figura de seu traco.

Apesar de estranho, nao ha nada errado aqui. Devemos lembrar de que
a figura é o traco de uma curva e nao é o seu grafico. Portanto, tracos de

curvas diferenciaveis podem apresentar, eventualmente, dobras ou quinas.
Esta na hora da famosa pergunta: o que ocorre com a interpretacao
geométrica da derivada num caso como esse?

Lembre-se do que dissemos anteriormente: a derivada o'(ty) é o vetor

tangente ao trago da curva no ponto «(ty). Como podemos achar um vetor

tangente & curva a(t) = (¢°, t*), no ponto (0, 0)? Isso é possivel se o
vetor for o vetor nulo. E isso realmente ocorre: como o/(t) = (3t?, 2t),
a'(0) = (0, 0).
Note que,
W) = (0.0) e 1 =0
2t = 0

Ou seja, (0, 0) é o inico ponto do trago no qual o vetor ‘tangente ’ é o

vetor nulo.

Vamos estudar mais um exemplo onde esse fendomeno ocorre.

Cicléide é uma curva

Exem p|0 344 descrita por um ponto na
circunferéncia de um circulo
Seja a(t) = (t— sent, 1 — cos t) uma cicldide. que gira sobre uma reta.

Vocé deve ter estudado este
. , . tipo de curva, em detalhes,
Aqui estd o traco dessa cicldide. o curso de Geometria
Analitica.
Estas curvas foram
estudadas por, entre outros,
Galileu Galilei, que teve sua

atencgao despertada para elas

quando viu passar uma
carruagem com um lengo
amarrado em uma de suas

rodas.
Vamos descobrir em quais pontos da curva ela toca o eixo Oz. Isto é,

vamos calcular os valores de ¢ para os quais a/(t) = 0.
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A cada ponto P = (a,b) da
circunferéncia do circulo de
raio 1, centrado na origem,
corresponde uma familia de
angulos na forma 6 + 27k,
k € Z, tais que
cos(0+27k) = a e

sen (6 4 2wk) = b.

llo’ ()° = (8)* +ay(t)* =
(1 —cos ,t)%2 +sen?t =
1—2cos ,t+cos?t+sen’t =
2 —2cos ,t.

Ao considerarmos a
interpretagao fisica, onde
a(t) descreve o movimento
de uma particula ao longo
do trago da curva, entao
o’ (t) é a velocidade da
particula, que é tangente a
essa trajetoria.

CEDERJ

Primeiro, o calculo da fun¢ao derivada:
a'(t) = (1 —cost, sent).

Para que o/(t) seja igual ao vetor nulo, as fungoes coordenadas de
a/(t) devem ser, simultaneamente, iguais a zero. Isso nos dd um sistema
de equacoes:

l—cost =0
sent = 0.

Este sistema nao é dificil de ser resolvido pois cost =1esent =0 se,
e somente se, t é um multiplo de 2.

Isto é, o/(t) = 0 se, e somente se, t = 2k, Vk € Z.

Assim, os pontos a(2km) = (2km, 0) sdo aqueles onde a derivada é
igual ao vetor nulo. Estes sao os pontos onde o traco da funcao toca o eixo

Oz, de maneira analoga a cuspide, quando esta toca o eixo Ox, a origem.

Vamos agora, considerar a funcao
f@) = |lo'@®)|]> =2—2cost.

Veja o gréfico de f, uma funcao de periodo 27:

Essa funcao assume seu valor minimo 0 nos pontos onde ¢t = 2km,

k € Z, que sao, exatamente, os pontos onde a derivada de « é o vetor nulo.

Em contrapartida, f assume o seu valor maximo 4 nos pontos onde
t = (2k+ 1)m, k € Z, os multiplos impares de 7.

Estes pontos sdo aqueles onde a derivada o/(t) atinge seu comprimento
maximo. Se considerarmos que « esteja descrevendo o movimento de uma
particula, percorrendo a curva, tendo a sua posigdo determinada por «(t),
no instante t, a derivada o/(t) é a velocidade (vetorial) dessa particula, nesse
mesmo instante. Nossos calculos indicam que nos instante ¢t = 2k a particula
teria velocidade nula. Essa seria a unica forma da particula passar, diferen-
cialvelmente, por cada uma dessas dobras. Isso é, fazendo nesses pontos uma
completa parada. Além disso, nos instantes t = (2k + 1)7, essa velocidade
assume o seu comprimento maximo. Esses pontos ocorrem no ponto mais
alto de cada arco da cicléide, onde a velocidade é um vetor paralelo ao eixo
Ozx.
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Retas tangentes

Na aula 31 vocé aprendeu a determinar uma equacao paramétrica da

reta r que contém o ponto A e é paralela ao vetor v # 0. Ela ¢ dada por
r(t) =tv + A.

Vamos usar essa férmula para determinar equagoes paramétricas de

retas tangentes aos tragos de curvas.
Seja a« : A — R" uma fungao diferenciavel em ¢t = a e tal que
o/(a) # 0.

Uma equagdo paramétrica da reta tangente a «, no ponto a(a) é

.
&2

r(t) =td(a) + ala).

Veja como isso funciona.

Exemplo 34.5

Vamos calcular uma equagao paramétrica da reta tangente a helicoide
a(t) = (cos 27t, sen 2mt, t),
no ponto «(1/4).
Primeiro calculamos a funcao derivada de a:

o (t) = (—2m sen 27t, 2m cos 2wt, 1).
Agora, vamos calcular os vetores o(1/4) e o'(1/4).
(1) = (15)
al=) = -
4 T4
0/<1> = (—27,0, 1)
4 - » .

A equagao paramétrica correspondentes a esses vetores fica

r(t) = a(i) + to/(i)

r(t) = (0, 1, %) 4 t(—2m,0, 1)

r(t) = (— 27, 1,t+i)
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Exemplo 34.6

Vamos calcular as equacoes para as retas tangentes ao traco da curva
at) = (2 —t, %)

nos pontos de intersecao com os eixos.

A primeira etapa do trabalho consiste em determinar esses pontos. Isso

ocorre quando alguma das coordenadas de «a(t) é igual a zero.

Se x = 0, temos a intersecao com o eixo Oy.
r=0 < t*—t =t{t*-1)=0.
Portanto, a curva intersepta o eixo Oy nos pontos (0, 0) e (0, 1), quando
t=0,1e —1. Em particular, observamos que a(1) = «a(—1).
Se y = 0, temos a intersecao com o eixo Ox.
y=0 <= t?=0
e, portanto, a curva intersepta o eixo Ox na origem.

Nosso problema consiste em calcular equacoes de retas tangentes a
curva em (1) = a(—1) e a(0), quando t = —1,0 e 1.

A derivada de a é o/(t) = (3t> — 1,2t). Consequentemente,
o(—=1) = (2,-2),d(0) = (—=1,0) e /(1) = (2,2).
As equagoes das retas serao dadas pela férmula
r(t) = (x(t),y(t)) = ala) + td(a).
)
)

)
a=-1 r{t)=(0,1) + t(2,-2) =(2t,1—2t);
a=0  r(t)=(0,0) + t(—1,0) = (—t,0);
a=1 r(t) = (0,1) + ¢(2,2) = (2t,1+ 2¢).

Lembre-se de que quando n = 2, podemos achar equacgoes cartesiantas

para a reta, eliminando o parametro t. Veja:

T =2t

= y = 1-u
=1-—-2t
r=—t .

= y = 0 (eixo Ox);
y=20

= y = 1+uz

——
A
I
=N
~

+ 2t
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Aqui esta o desenho da curva e de suas tangentes:

Retas tangentes a curvas dadas em coordenadas polares

Considere o seguinte problema: uma certa curva é dada em coordenadas

polares, pela equagao
ro= f(0)

onde f(6) é uma funcao diferencidvel. Como calcular uma equagao da reta

tangente a curva no ponto determinado por 6 = a?

Veja como podemos resolver o problema. Podmos obter um parame-

trizacao da curva, em temos das coordenadas cartesiana, fazendo

x(0) = r(f) cosb
y(0) = r(0) send

Portanto, tudo o que precisamos fazer é calcular a equacao da reta

tangente a curva

a(f) = (r(0) cos,r(0) sen(h)).

Exemplo 34.7

Vamos calcular a equagao da reta tangente a limagon r = 1+ 2 cos(6), no

ponto onde a(m/3).
Para isso, consideramos
a(t) = ((142cosf) cos 0, (142 cosf) sen 6)
e calculamos a(7/3) e o/(7/3).

a(f) = ((1+2cosf) cos 0, (142 cosf) sen 0)

) - (23 02D ) - 0
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CALcuron |
/(0) = (=2 sen 6 cos 6 — (142 cosf) sen 6, —2 sen” § + (1+2 cos @) cos 6)

(Z) = (22 - (12 )Ll (1)) -

3 2 2) 2 2 2) 2
_(_3ﬁ_l>
B 27 2)

Ou seja, a reta que queremos contém o ponto (1, \/§) e é paralela ao

_sys 1y

vetor ( 5)-

Uma equagao paramétrica é dada por

x(t) = 1_Tt
t
yt) = \/_—5'

Podemos achar uma equagao cartesiana dessa reta, eliminando ¢. Por
exemplo, podemos reescrever a segunda equagao como t = 2(\/§ —y) e

substitui-la na primeira, obtendo

y = ?(z—l—S).

Veja a figura da curva e da reta tangente.

—1 1 3

Comentarios finais

Nesta aula voceé aprendeu a calcular a derivada de fungoes vetoriais e
como usé-la para determinar retas tangentes a curvas. Do ponto de vista
prético, os exercicios nao sao muito dificeis pois, essencialmente derivamos
coordenada a coordenada. A parte mais complicada é, realmente, tragar as
curvas a partir das equagoes. Mas essa parte foge do escopo de nosso curso.
Além disso, voce ja deve ter acumulado alguma experiéncia com as aulas
sobre curvas que ja vimos, bem como aquelas vistas, ou a serem vistas, na
Geometria Analitica.

Agora é hora de vocé praticar o que aprendeu.
CEDERJ |




Derivadas de funcbes vetoriais

MODULO 3 -
Exercicios
Exercicio 1
Calcule as funcoes derivadas das seguintes fungoes.

(a) a(t) = (t*+2,63 — 3t);

(b) B(t) = (t cos 2t, 6 sen 3t);

(c) v(t) = (sinh t, cosh t, t?).
Exercicio 2

Determine os potos onde a derivada da curva dada ¢ igual ao vetor

nulo.
(a) a(t) = (22® + 32* — 122, 23 — 3x);
(b) B(t) = (3 cost + cos 3t, 3 sen 3t — sen 3t);
(c) v(t) = (tInt? — 2t 213 — 9t* + 12t).

Dica:  vocé pode resolver uma equacgao transcendental, como
cos t = cos 3t, eshocando os gréaficos y = cos t e y = cos 3t sobrepostos, des-
cobrindo assim os pontos onde eles coincidem. Além disso, como as fungoes
sao periodicas, basta considerar um intervalo de periodicidade para determi-
nar completamente as solugoes.

Exercicio 3
Determine o(s) ponto(s) onde a curva dada é tangente a reta indicada.
(a) a(t) = (& + 3t, t* + 4¢), r(t) = (3t+3,t—4);
(b) B(t) = (cos 7t,sen 7 t), rit) = (2+t¢,t—1).
(a) Solugao :

Para que a reta tangente a curva a(t) seja paralela a reta (6t+3,2t—4),
é preciso que a derivada de a(t) seja um multiplo ndo nulo do vetor diretriz
(3,1) da reta r. Isto é, basta que exista um nimero A tal que

a'(t) = A3,1).
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Como o/(t) = (3t* + 3, 2t + 4), isso significa que queremos resolver o
sistema
3t2+3 = A3
20+4 = N
Podemos fazer isso eliminando A, substituindo A = 2¢ + 4 na primeira
equacao:
M +3=302t+4) = t*—-2t—-3 = 0.
Essa equacgao admite as solucoes t = —1 e t = 3. Portanto, os pontos

pedidos no exercicio sao a(—1) = (—4,-3) e a(3) = (36,21).

A figura nao é, exatamente, interessante. No entanto, aqui esta.

{0 A 10 20 30 40 50

Exercicio 4

Calcule uma equacao paramétrica da reta tangente as curvas nos pon-

tos indicados. No caso das curvas planas, encontre também uma equacgao

cartesiana da reta.

= (t3,3t+1), t=1;
1
= <_7t7 t2>7 t:—l,
t
= (t,cos t,sen t) t = m/6;
= (sen 3t, sen 2t), t=m/2.
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Aula 35 — Funcoes vetoriais — Integrais
Objetivo
e (Conhecer a integral de funcoes vetoriais;
e Aprender a calcular comprimentos de curvas parametrizadas;
e Aprender a calcular areas de regioes delimitadas por curvas planas da-
das em coordenadas polares, assim como o comprimento de tais curvas.
Integrais de funcoes vetoriais
Agora que voceé sabe derivar as funcgoes vetoriais, deve estar fazendo a
seguinte pergunta: o que pode ser dito a respeito de suas integrais? Muito
bem, veja o préximo exemplo.
Exemplo 35.1
Sabendo que uma particula se move ao longo de uma curva no espago, com
velocidade ¥ = (2t, —4t, 1) e que a sua posigao no intante t = 0 era (1, 1, 0),
o que podemos dizer sobre a sua posi¢ao num instante ¢ > 07
ds
Bem, sabemos que ¥(t) = §'(t) = %(t) e, portanto, gostariamos de
dizer que
s(t) = / 3(t) dt
com a extra informagao que s(0) = (1, 1, 0).
Isto é, queremos calcular uma primitiva vetorial. Para isso, basta inte-
grar U(t) coordenada a coordenada:
s(t) = /(2 —4t, 1) dt = /2tdt / —4tdt, /dt
= (B + 0y, =22+ Oy, t + C3).
Para que s(t) satisfaga a condigao inicial s(0) = (1, 1, 0) temos que
fazer C; =1, Cy =1 e (5 =0. Assim, a resposta a pergunta inicial é
s(t) = (2 +1,1—2t t).
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A notacdo U(t) = 2ti—4tj + k, onde i = (1,0, 0), 7 =1(0,1,0) e
k= (0,0,1), é conveniente e muito usada.

Nossos célculos, com essa nova notacgao, fica

s(t) = /U(t)dt:/2tdt?—/4tdt]+/dt/§

= (P4C)i+ (Co =21+ (t+Cs) k.

Como s(t) = i+ 7, temos C; =1, Co, =1 e C3 = 0. Portanto,
s(t) = (2 +1)7+ (1 - 2137+ tk.

Ao longo desta aula estaremos sempre considerando funcgoes que sejam,

pelo menos, continuas.
Realmente, se quisermos calcular a integral de uma funcao vetorial

a(t), que sera denotada por / a(t) dt, basta que integremos coordenada a

coordenada. Em particular, se a(t) = ay(£)7 + as(t) j + as(t) k, entdo

/aba(t)dt = (/aboq(t)dt)h(/baz(t)dt)ﬂ(/abag(t)dt) o)

a

Observacgao:

Na verdade, a integral da fungao vetorial «(t), sobre um intervalo [a, b],
¢ definida em termos de somas de Riemann, nos mesmos moldes que se faz
no caso das funcoes reais, de uma variavel real, tomando limite de somas
sobre as particoes do intervalo. A tnica diferenca é que 14 fazemos somas de

nimeros enquanto que aqui temos somas vetoriais.

Uma vez isto estabelecido, pode-se provar que a igualdade (I), que

usamos para calcular as integrais vetoriais, ¢ verdadeira.

Antes de prosseguir, que tal vocé fazer uma tentativa? Aqui esta:

Exercicio 1

A aceleragao de uma particula em movimento, no instante ¢ > 0 é dada
por
at) = a(t) = 12 cos 2ti — 8sen 2tj + 12tk.
Sabendo que 7(0) = 0 e que s(0) = 0, determine a velocidade e a

posicao da particula.
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O fato que voce vera a seguir se deve as propriedades de limite e do
fato

|01 + 03 + - o] < Joi] A+ ]+ o)

Ele afirma que, para qualquer fungao continua «(t), sobre um intervalo

[a, ],
‘ / " alt) di

Voceé encontrara este tipo de desigualdade diversas vezes em sua carreira

< / (b)) dt. (1)

de matematico. Por agora, basta observar o seguinte exemplo, que ilustra a

situacao onde a desigualdade é estrita.

Exemplo 35.2

Vamos mostrar que a desigualdade (II) e estrita no caso em que a(t) = (1,1),
com t € [0, 1].

1
Primeiro, calculamos / a(t) dt.
0

1 1 1
/a(t)dt = /dt?+ / tdtj = i +
0 0 0

Portanto,
1
/ a(t) dt
0

Agora, vamos calcular o outro termo da inequacao. Ora, como

la(t)] = V1+ 2, temos

J.

N | —

— 1+1:£.
4 2

/01|a(t)]dt - /01\/1+—t2dt

1

1
- §(t\/1+t2 + In |t+\/1+t2|>

0

1
= 5(V2+In (1+V2)).
A desigualdade estrita se verifica pois,

1 \/g 1 1
/0 atydi| = 32 ~1,1180 < /0 a@®)ldt = $(V2+In (14+v2)) ~ 1,1478.

MODULO 3 -

AULA 35

Para resolver esta integral

usamos a substituigdo

trigonométrica t = tg 6.
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Interpretagao fisica da integral — Impulso

Seja F (t) uma forga que atua sobre uma particula. Chama-se o impulso

de F no intervalo [t1,t,] o vetor
to .
I = / F(t)dt.
t1

Suponha que a particula tenha uma massa m e que se move devido a
agao da forga F'. O impulso de F' é igual a m(v, — v;), onde ¥} e ¥, sdo as

velocidades da particula nos respectivos instantes ¢, e ts.

Realmente, a Lei de Newton nos diz que F=m-a Portanto,
to . to to d,D-‘
I = / F(t)dt = / ma(t)dt = m—(t)dt =
t1 t1 t1 dt
to
t1

Comprimento de uma curva «(t)

Na aula 29 vocé aprendeu a calcular o comprimento do grafico de uma

fungao continua f : [a,b] — R. A férmula que define este comprimento é

L = /ab\/1+ (f'(2))? da.

Agora, queremos estender esta definicao para o caso de tracos de curvas.
Isto é, dada uma fungio vetorial « : [a,b] — R", de classe C*, queremos
estabelecer uma formula que defina o comprimento de seu traco e que seja

uma extensao natural da féormula que ja conhecemos.

A motivacao é a mesma que foi usada anteriormente. Vamos considerar,
por simplicidade, o caso que « : [a,b] — R?. Vamos aproximar a curva por
uma seqiiéncia de segmentos de retas, que chamamos de uma linha poligonal.

Seja a =ty < t; <ty <---<t,=>buma particao P do intervalo [a, b].
Agora, consideramos os segmentos de reta que conectam os pontos «(t;_1)
até a(t;), i =1,2,...,n. Veja a figura.
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O comprimento desta poligonal é
L(P) = la(tr) — alto)| + |a(tz) — a(t)] + - + |e(tn) — a(tn-1)]-

Veja uma dessas parcelas:

at) — alti)] = /() — ar(tin)* + (as(ts) — as(ti 1)’

Como fizemos na aula 29, podemos usar o Teorema do valor médio para

garantir a existéncia de numeros &; e (; € [t;_1,t;], tais que

ai(t;) —ai(ticn) = a4(&) (6 —tiza)
as(t;) — as(ticn) = a5(G) (8 —tizr)

Assim,

alt) — atti) = /(0 (i — ti1)* + (0(G) (i — ti1)° =
— (0h€0) T (a2 It~ tia] =
= (@) + (G At

Portanto, o comprimento da linha poligonal pode ser escrita como

LP) = 3\ (@©) + (az/(G))? At (111)

215 CEDERJ




CALCULO II

CEDERJ

Funcées vetoriais — Integrais

Como |d/(t)] = \/(a’l(t))2 + (a4())? , a equagao (III) nos motiva a
usar a seguinte definicao para o comprimento do trago da curva a, sobre o

intervalo [a, b]:

b
L(a) = / a'(t)] dt.

A primeira observacao é que esta definicao é a extensao da definicao
dada na aula 29, pois a curva a(t) = (¢, f(t)) é uma parametrizagao do grafico
de f, no intervalo [a, b]. Neste caso, o|(t) = 1 e ay'(t) = f'(¢).

Veja como ela funciona num exemplo.

Exemplo 35.3
Vamos calcular o comprimento da circunferéncia do circulo de raio r.

Primeiro, consideramos a parametrizacdo a(t) = (r cost, r sen t),

com t € [0, 27].

Agora, calculamos o/(t) = (—r sen t, r cos t), para poder calcular

O] = (@) + ()2 =

= Vr2sen2t + 72 cos2t = r.

Portanto, o comprimento do traco de « é

2m 2
/ lal(t)|dt = / rdt = 2nr,
0 0

como sabemos.

Exercicio 2

Calcule o comprimento da curva «(t) = (cost,sent,t), com t €
0, 2k].

Curvas em coordenadas polares

Veja como fica a formula do comprimento da curva quando ela é dada

em coordenadas polares.
Sejar = r(0) uma curva dada em coordenadas polares, com a < 6 < b.
Para calcularmos seu comprimento, usamos a parametrizagao

z(0) = r(0)cosd
y(0) = r(0) sen 6.
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Derivando estas equacoes em relacao a #, obtemos

Portanto,

de d_y2

w0 a0

dx dr
0 @cose—rsenﬁ
dy = ﬁsen(9+7"0089

o — do

d 2
a cos? 6 — 2rd—gcosﬁ sen @ + r?sen?f +

db

r? dr
—I—@ sen 0+2T@sen0 cosf + r’cos’h =
dr? dr?
d—g cos 9+d—g sen’f + r?cos’f+ r’sen’fh =
dr?
@ + 7’2.

Portanto, a formula do comprimento de uma curva dada, em coorde-

nadas polares, pela equacao r = (), onde 6 € [a, V], é

— /b 1/<%>2 4+ rZ do.

Veja no préximo exemplo como ela funciona.

Exemplo 35.4

Vamos calcular o comprimento da espiral de Arquimedes, dada pela equacao

r = £, quando 6 € [0, 2n].

Veja que % =

I —

2

\/1+47r2 N In (27 4+ V1 + 4n?)

QL. Portanto,
™

MODULO 3 -

AULA 35

47T2 47?2 0 = \/
\/1+92 do =

~ 3,383044285.
2 A7 ’

Observe que para integrar [ /1 + 02 df, usamos uma substituicao tri-

gonométrica. De um modo geral, o calculo do comprimento de curvas acaba

dando em integrais que demandam muito trabalho. No entanto, o proximo

exercicio nao demandard muito esforco.

Exercicio 3

Use a férmula do comprimento de curvas dadas em coordenadas polares

para calcular o comprimento da circunferéncia do circulo de raio R.
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Areas de regioes limitadas por curvas em coordenadas

polares

Este tema foge um pouco dos assuntos que estamos cobrindo mas é tao
bonito que vale a pena incui-lo. Além disso, a partir da proxima aula, nossos

temas mudarao completamente, de modo que, 14 vai.

Queremos uma férmula que nos permita calcular a area de uma regiao

limitada por uma curva dada em coordenadas polares, definida por
0 <r < r) a <0 <b.

onde r = 7(0) é uma funcao continua.

A idéia é a de sempre: arranjar uma aproximacao em termos de somas

de Riemann e definir a drea como uma integral.

Observe que a area do setor circular de raio r, correspondente a uma
variacao Al = 6y — 0, é
r2 Af
2 7

devido & proporcionalidade com 772, a drea total do circulo.

Procedemos como antes, em casos semelhantes, tomando uma particao
P de [a,b]: a =0y < 6 < Oy < -+ <0, =0b Se Ab; = 0; — 0,1
é suficientemente pequeno, e & € [0;_1,6;], a drea do setor limitado por
0<r<r),0 € |1, 0; é aproximada por

Portanto, uma aproximacao para a area que queremos ¢ dada por

I & )
Am ;T@ Ab;.

Assim, definimos a drea do setor definido por 0 < r < r(f), com
6 € [a,b], por

1 b
A = 5/ r(60)? do.

Veja dois exemplos:
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Exemplo 35.5

(a) A regiao limitada pela curvar = 1+cos 6, com 6 € [0, 7], que a metade

de uma cardidide.

(b) A regiao limitada pela alga menor da limagon r = 1+ 2 cos 6.

1 + cos 0 1+ 2cos@

No caso (a), sabemos a variagao de € pela descrigdo do problema. Por-

tanto, para calcular a area, basta usar a férmula:

A = l/ (1+cos€)2d0 = 1/ (1+20039+00529)d9 = §7r.
2 J, 2 J, 4

O caso (b) demanda um pouco mais de trabalho pois, precisamos en-
contrar o intervalo de variacao de 0. A saida é a seguinte: a alca menor da
limacon inicia o momento em que a curva cruza a origem. Isto é, precisamos

resolver a equagao () = 0. Isto é,

1
1+2cosf = 0 < 0059:—5.

T 4r
Portanto, podemos percorrer a pequena alca fazendo 6 € [%, 7} . (Isto
é, entre os angulos 120° e 240°.)

Com isso, o problema tem a seguinte solucgao:

1 4 /3 3 3
A = —/ (1+20039)2d9 = w—i ~ 0,543516442.
2 2m/3 2

Terminamos essa aula com um resumo das férmulas que vocé aprendeu:

Resumo das formulas

(a) Se« : [a,b] — R3, dada por a(t) = oy (t) i+as(t) j+as(t) k, é continua,

entao

/ba(t)dt = (/b ozl(t)dt> i+ (/bag(t)dt);+ (/b ag(t)dt>E

a a a
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‘/Za(t)dt < /Z\a(t)|dt

(b) Se, além disso, o ¢ uma fungao de classe C'', o comprimento do traco de

aé

L(a) = / ()] dt.

(c) Se uma curva é dada em coordenadas polares pela fungdo continua
r=r(0), 0 € [a,b], a drea da regiao delimitada por 0 < r < r(f) é dada pela

formula

1 b
A = 5/ r(0)2 do

a

e, se além disso, r(f) é uma funcao de classe C!, o comprimento da curva é

L (&Y

Voceé pode usé-las para resolver a lista de exercicios a seguir, que comega

com as solucoes dos exercicios propostos ao longo da aula.

Exercicios

Exercicio 1

A aceleracao de uma particula em movimento, no instante t > 0, é dada

por
at) = g(t) = 12 cos 2ti — 8sen 2tj + 12tk.

(=1

Sabendo que ¥(0) =

posicao da particula.

e que 5(0) = 0, determine a velocidade e a
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Solucgao:
I dv d?s
Portanto, obtemos ¢(t) integrando a(t):
u(t) = /12 cos 2t dti — /8 sen 2tdtj + /1215th =
= (6sen 2t + C1)i 4+ (4cos2t + Co)j + (612 + Cs)k.
Como #(0) = 0, C; =0, Cy =—4 e C3=0. Assim,
#(t) = 6sen 2ti + 4(cos 2t — 1)j + 612k
Agora, calculamos s(t):
s(t) = /6 sen 2t dti + /(4003225 —4)dtj + /6252th =
= (=3 cos2t +D1)i+ (2sen 2t + Do) j+ (263 + Ds) k.

Usando a condicio inicial s(0) = 0, obtemos D; = 3, Dy = 0 e D3 = 0.

Logo,
S(t) = (3—3cos2t)7 + (2sen 2t — 4t)] + 23k

Exercicio 2

Calcule o comprimento da curva «(t) = (cost, sent, t), com t €
0, 2k].
Solucgao:

Esta curva é uma helicéide que, quando ¢ percorre o intervalo [0, 2k,
gira k voltas sobre seu eixo de rotacao.

Para calcular o comprimento desta curva, calculamos inicialmente a
norma de sua derivada:

la'(t)] = /(—sen t)2 + (cos )2 + 12 = V/2.
Agora, usamos diretamente a formula do comprimento para obter
2km
L = / V2dt = 2kvV2T.
0
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Exercicio 3

Use a férmula do comprimento de curvas dadas em coordenadas polares

para calcular o comprimento da circunferéncia do circulo de raio R.

Solucao:
A equagao do circulo de raio R em coordenadas polares é 1 = R (isto

é, o raio é uma constante). Para completar a circunferéncia temos que fazer
6 € [0, 27].

dr
Portanto, 0 - 0 e o comprimento fica

2 2m
L = \/02—|—R2d9:R/ dd = 27 R.
0 0
Os proximos exercicios ficam ao seu encargo. Divirta-se!

Exercicio 4

Calcule a integral das seguintes fungoes vetoriais sobre os correspon-
dentes intervalos.
(a) at) = tVI+t, V1+1), t €10, 1];
(b) B(t) = (te', te?), te[-1.1];
(¢) ~(t) = (cos2rt, sen 2rt, t), te€[0,1/2];

Exercicio 5

Uma particula de massa m descreve um movimento circular uniforme
sobre o circulo de raio 1 e centro na origem. A equagao da aceleracao do
movimento é

a(t) = 4m*(—cos 2mt, —sen 27t).

Sabendo que ©(0) = (0, 27) e que s(0) = (1, 0), mostre que a velocidade é
ortogonal a posicao e que a aceleracao tem a mesma direcao que a posi¢ao
mas aponta no sentido contrario que esta.

Calcule o impulso da forca centripeta F = m d, atuando na particula
nos intervalos de tempo [0,1/2], [0,1] e [0, 2].

Exercicio 6

Uma particula de massa 1 unidades de peso desloca-se num plano de-
vido a acdo de uma forca F(t) = 3t27+t cos nit j. Sabendo que velocidade
e a posicdo da particula no instante ¢ = 0, sdo iguais a 0, calcule a velocidade

no instante t. Calcule o impulso da forca F no intervalo de tempo [0, 1].

Sugestao: Use a formula F' = ma.
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Exercicio 7
Calcule o comprimento das curvas a seguir, nos correspondentes inter-
valos.
(a) «(t) (4¢, 3t), t € [a, b];
(b) B(t) = (sen wt, cos wt, '), t €0, 2]
(c) ~(#) = (1,¢ Int), tel,e
(d) o(t) = (t—sent,1—cost), te]0,2n];
¢
© wt) = (15 ). tel-1,, 1]
1
Sugestao para o item (d): use a identidade co g = 5(1 + cos ).
Exercicio 8
Calcule o comprimento das curvas a seguir, dadas em coordenadas po-
lares, nos correspondentes intervalos.
(a) r(0) = sen 6, 96 0, 7;
(b) r(@) = 1+cosB, 6€]|0, m/2]
(c) r(0) = e, € [0, k]
(d) r(0) = e, € [0, o0).
Exercicio 9
A curva definida pela equacao a(t) = (cos®t,sen®t) é chamada de
hipocicldide. Seu traco pode ser visto na figura. Calcule o seu comprimento.
Exercicio 10
Esboce a regiao definida em coordenadas polares pela inequacao
1 < r < 2cosé.
Calcule a sua &rea.
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CALculonn |

Exercicio 11

A equacdo r = cos 20 define uma rosacea de quatro pétalas. Veja a

figura. Calcule a area de uma de suas pétalas.

4

Exercicio 12

A equagao r = 1 + 3 sen  define uma limagon. Veja a figura. Calcule

a area entre a alca maior e a algca menor desta limagon.

CEDERJ
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Respostas dos exercicios e algumas solucgoes

Aula 16

Exercicio 1.

A fungdo f(z) = €™ é continua, pois é a composi¢ao de duas fungoes
continuas: y = senz e y = €. Logo, pelo Teorema Fundamental do

Caélculo, ela admite uma primitiva F'(z) tal que F'(0) = 0. Basta fazer
F(z) = / e dt.
0
Podemos afirmar que F'(z) é crescente em todo o seu dominio, pois
F'(z) = f(z) =" > 0,

uma vez que e* > 0, Va € R. Ou seja, a derivada de F'(x) é estritamente

positiva.

Exercicio 2.
a) —6. b) 0. c) 0.

d) g e) e—1. f) 2.

Exercicio 3.

A fungao é o logaritmo natural de x: f(x) =In x.

Exercicio 4.

a) Observe que, devido ao Teorema Fundamental do Calculo, existe uma

funcao F, definida em todo o conjunto dos numeros reais, tal que
F'(z) = cos(e”) e

2

@) = /O " cos(e)dt = F(a?) — F(0).

Vamos derivar a igualdade f(z) = F(2?)— F(0) em relagao a x, usando
a regra da cadeia:
f'(x) = F'(z%) - 2.

Assim, f'(z) = cos(e”’) -2z = 2x cos(e”).
b) ¢'(z) = —2€*.
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CALculon |
Aula 17

Exercicio 3.

1 1
a) © sen S5z + C. b) — 3 cos » + C. c) 0.
d) 1(1—i-sen ) + C e) —i(l—x3)6 + C. f) z
3 ' 18 9

Exercicio 4.

O Teorema Fundamental do Calculo nao se aplica a essa situacao, pois

1
a fungao f(r) = —; ndo estd definida em 0 € [-1,1]. Portanto, a igualdade ¢
falsa. Esse tipo de integral é chamado de integral impropria e sera estudado

posteriormente.
Exercicio 5.

Realmente, f'(z) = 2senx-cosx e ¢'(r) = —2cos x - (—sen z) =
2 sen x - cos z. Isso é possivel, pois ambas as fungoes diferem por uma cons-
tante:
f(z) =sen® = 1 — cos’x = 1+ g(z), Vo € R.

Exercicio 6.

x|z 1
Fy) = 220 4 2
Aula 18
Exercicio 2.
a) In |1+ sen z| + C. b) 2ev® + C.
) 2 (n2)* +C | ——
g ' 222w +2)
1
e)gsenﬁx—l—C. f) sen v1+ 22+ C.
2 2
2) = (1—1)7/2— = (1-1)°%2 +C. h) 2 arctg /z + C.

2
) =2+ x)7? — 2(2 +3)%/2 + 2(2 + )32 + C.

CEDERJ
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Exercicio 3.

a) —. b) 72. c) In /3.

4

2 22
d) =, o) 2V

15 3

Exercicio 4.

1 1
a) —arctg 2z +C. D) Ul c) = arctg x® + C.
2 8 3
d) arcsen e + C. e) arcsen (sen x) +C. f) —arcsen(e™®) + C.
) arcsec e + C' h) ul
& | 12
Aula 19

Exercicio 3.

aysenx — (r+1)cosz +C. b) —e (22 +22x+2) + C.

e V3 5m
c) ?(2 cost + senx)+C. d) 5 T 1
) 1+7T
e) —+ —.

4 8

Exercicio 4.
1 .
Fazemos u = /x, que acarreta du = ——= dx. Assim, dz = 2u du.
2\/x
Uma outra maneira: colocando z = u? implica dz = 2u du, como antes.

Portanto,

/COS Vedr = /2ucos uwdu =

= 2usenu + 2cosu +C =

= 2yxsen vz + 2cos vz + C.

7.(.2
Portanto, / cos Vrdr = —4.
0
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CALculon |
Aula 20

Exercicio 4.

1 3
a)écosﬁx + C. b)%+17r—2.
L L o5 L s
c) -senx ——sen’z + C. d) = sen’2t + C.
3 ) 6
3v3
e) —.
8
1 ) D D
f) 7 €08 27 sen 2 <§ cos? 2z + ECOS2237—|- g) +1—z—|—C’.
) vyl o Lo + C
——+ — sen x cos — se cos :
g) —y tysenz x 5 sen’ @ x
1 4.1
h)t+§costsent — 2sent + 3 sen t + ZCOSZtSQHQt +C.
N1 |
i) 1 3 j) ey In|sen z| + C.
Exercicio 5.
4 2
a)gsengg + C. b) =
1 1 1
c)%—i—a d)gsenllx—i-%senle—kC.
Aula 21
Exercicio 4.
1 . 1
— tg®2 — tg°2 C.
a) ;1872 + TR +
b) tggsecg — ln‘secg + tgg +C.
8 8V3 1 2
c) 3 2—{ d) §tg3x sec?3x + §tg3x + C.
1 1 2 1
e) 3 + §ln (g) f) Zsec4x + C.
) L cotes + C h) In |tg x| + C
—=co : - ——
) Tyt I T ey
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1 2
i) — tg 5t sec? 5t + — tg 5t + C.

15 15
2 2
j) = sec?x — Zsec??z + C.
7 3
1 1 1 1
1) 1 tg 2z sec 2x + 2 In |sec 2z + tg 2£L"+§ tg?x — 5 In |sec x| + C.

2

2
m) ~3 cotg x csc*x — 3 cotg x + C.

n) tg x sec Vx + In|sec vx + tg x| + C

O)L—FC.

COS T

1 1
P) 5 cotg 2t csc? 2t — 3 cotg 2t + C.

1
q) - cotg*z + C.

Aula 22

T V3
3

25v2 2
5. 5T\/_—551n(\/§—1).

6. 4v/3 — 21In(2+3).

1 9 2

7. —gx\/9—4x2 —1—1—6 arcseng + C.
1+/1—1¢2 241 —t2

8. —= - = + C.
3 3 3 t

1
9. §x\/x2—2 + In|z++va2 -2 + C.

x? + 32

10. \/ﬁ + C.

11. \/% — arcseng + C.

12. @(9&2—1—8) + C.

13. —M — arcsen ~ + C.
x 5

14. ? — % In 3.

229
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Respostas dos exercicios e algumas solucoes

I

15. ﬁ
74
(IE2—1)3/2
16. ———— C.
3x? -
Aula 23
5. Infz| + 2Injz—1] + C.
6. =5Injz+2 +3mnlz+1] + C.
7. In[2z -1+ 3|z -1 + C.
8 2Injz—3] + 3In|z+1] + C.
9. 3lnjz—1] + In|z -2 — In|z+2| + C.
100 njz =3 —lnjz—1+ 3In|z+1] + C.
1. Injz| + 3Injz—1] +51In |z +2| + C.
1
12. 1 - — C.
oo} — — +
1 1
13. — —Injz-1] — - + C.
x—1 x
4. 22 — 2 —Injz—2| + 2Injz-3| + C.
Aula 24
1 x
3. Injz—2| + In(2?+4) + iarctg§ + C.
1 1
4. —= + iln(x2—4:z:+5) + arctg(x —2) + C.
T
5. In|lx—1] + In |z +1] + arctgz + C.
1, 5 1 2042
6. In |z| — §ID($ +22+2) + Earctg(x—kl) + 12219042 + C.
1 V2 V2
Pl Ve (P e
62+2 2 s\ T
1 2z+9 1 T 1 T
8. —o s =t — ——aretg () + C
36 (2192  1822+9 324 e \3) T
9 Al 4 Ag le—i—C’l B21'+02 Bgl‘+03

(x—1)2  2—-1 (22452473  (22+dbzx+7)?% a2+45x+7
Dx+ E
2+1°
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Aula 25

1
1. /t\/1+4t2dtzﬁ(1+4t2)3/2 + C
(CI— 13

0

2. xtgx + Injcosz| + C.
1 1 1
—§(2x—x2)3/2 - 5(1—33) V2 — 1?2 + 3 arcsen (r — 1) + C.
1 arctg x 1 1 1
4. —— — -1 1] — —In(2?+1 C.
2t iE  dwrn gkt - gl 4+
5. %\/4+e2$ + 2 In(e® + V4 +ex) + C.
3
6. 5 n |23 +1] + C.
V5 + 21 — 22
7 —# [0 +5/3)(5+ 20 —2%) +5 — 5] +
15 6
+3arcsen [%(w—l)} + C.
1 20 — 1

8 L aret ( +3) +C
. — — arc €T — .
16 422 + 122 + 13 | 32 O 9

9. —cose® + C.

3
10. 3 In(z>+1) + 2arctgx + C.

11. (—4+2)In(2+vZ) + 2T — g + C.
—1
120 ———— C.
T+ var
13. =2z —2? + arcsen(z —1) + C.

14. 2yz(In vz — 1) + C.

1 2 2
15. ~9 VH+ 120 — 22 + 9 arcsen <x—§) + C.

1 1 3
16. ~ln|z+1 — = Injz> —z+1] + ﬁarctg <£(2x—1)> + C.
3 6 3 3
1 1

18 3z —7)°

—z2

2

17. + C.

(&

18. — + C.

2

19. ztgx + In|cos z| —% + C.

In(z? +z+1) + ? arctg (? (2z + 1)) + C.

In(—4+cos’z) + C.

20.

21.

Wl N =
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CALcULO I |
1/3 2
09 (2—|—§x) [(2 +733:) B 2—}—2390] L C
23. % arctg (g + 1) + C.
24. ——”1;4:’32 + C.
25. % cos x% + J%2sen ? + C.
26. Q\/m + 2 arcsen (x;1> + C.

1
27. 1 arctg z* + C.

28. arctg(z —1) + C.
2

x? 9 x
29. Z\/Q—:c‘l + 1 arcsen 5 + C.

30. Note que z* + 1 = (22 + 22 + 1)(22 — V22 + 1).
2
V2 [1 In (CU V2ot 1)) + arctg (V22 +1) + arctg(v2x—1)| + C.

4 12 (2 — 2z +1)
Vit+er -1
31 2y14+er + In |~ | + C.
V1iter +1
Aula 26
]
1. 1. o I3 3 I
2 3

4. Diverge para —co. 5. 3(1++v/2). 6. Diverge para +oo.

In 5 s
7. —. 8. -1 9. —.
8 2
10. g 11. g—arctg 9. 12. ¢ — 1.
1 1 2
13. —. 14. —. 15, ——.
a a? 5
16. —4+/2. 17. 2. 18. Diverge para +o0.
V2
19. Y21
2
3 —x
20. Como lim e 1, a integral diverge.

z—oo 3 + 22 + 1

CEDERJ
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Aula 27
3. Converge. 4. Converge. 5. Converge.
6. Converge. 7. Diverge. 8. Converge.
9. Converge. 10. Converge. 11. Diverge.
12. Converge. 13. Diverge. 14. Converge.
15. Converge. 16. Converge. 17. Converge.
18. Converge. 19. Diverge. 20. Diverge.
Aula 28
3(a). 2m/3.
3(b). 2m(m — 2) = 7,172838109.
3 8T
3(c). V = 7r/ 12 — (z —2)dx = =
1
3(d). (et —1)
2
2
3c). V = (2= =5)de = Z(e* =2 = 1).
(e) 7T/1 e ) dv ( e )
4.

V = 2n(x?—4) = 36,87981215.
m

[\

5. —2 & 0,467401101.
6. 7(v3—1) = 0,732050808.
7. %ﬁ
8. A(x) = (2V4—122)? = 4(4—2?) V = 422/3.
4—2\?
i 2 (4 —x)? 87
A _ — -
9 (x) 5 8 Vv 3
2
1 — 2 1— 2
10. Alz) = ( 29[;) - 2“7 V = 2/3.

233
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CALculon |
Aula 29

3(a). % (9\/5+ % In (v/5 — 2)) .

3b). mlevI+eZ+In(e+vVI+e2)—v2—In(1+V2)].

3(c). %ﬁ [10v/5 — 4v/2].
3(d). T2+ In(1+V2).

4. Dividimos a superficie em duas:

filr)=2+VI—22 e folx) =2—1—2a?

S = 8r2.
1022
5. 7.
227
6- ﬂ.
7.V = 3r S diverge.
Aula 30

3. Suponha que n é par.

fo(2) = ap™ + o™ % +

2
"'+CL2I +CLO

fi(2) = ap12" 7+ ap_sz" 3+ 4 azz® + ayz.

4. As duas fungoes tém as mesmas derivadas e estao definidas em todo o

conjunto dos niimeros reais. Isso significa que elas diferem por uma constante.

Como coincidem em x = 0, por exemplo, elas sao idénticas.

5 V1+22 + C.

1 T 1
- = arctg (2 C.
2(4x2+1+2amg($)> +

7. tg (%) + C.
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