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CAPITULO

3

EquacOes Lineares de
Segunda Ordem

EquagOes lineares de segunda ordem tern uma importancia crucial no estudo de equagOes diferenciais
por duas razOes principals. A primeira 6 que equacOes lincares tens Lima estrutura teorica rica, subjacente
a diversos m6todos sistematicos de resolucao. Al6m disco. uma parte substancial dessa estrutura e desses
metodos e compreensfvel em um nivel matematico rclativarnente elementar. Para apresentar as ideias
fundamentals cm um context° o mail simples possivel vamos descrev6-las neste capitulo para equaciies
de segunda ordem. Outra razdo para estudar equacOcs lineares de segunda ordem c que elas sao essen-
dials para qualquer investigacao s6ria das areas classicas da fisica matemiitica. Ndo se pode progredir
muito no estudo de ineeanica dos fluidos, conclucdo de calor, movimento ondulatOrio ou fenOmenos etc-
troma$tn6ticos sem esbarrar na necessidade de resolver equagOes diferenciais lineares de segunda ordem.
Como exempt°, vamos discutir oscilacaes de alguns sistemas mecanicos e el6tricos basicos no final deste
capitulo.

3.1 Equasiies Homogeneas com Coeficientes Constantes

Uma equac5o diferencial de scgunda ordem tern a forma

d = v	 dv

dt-
= f r v	

at 
•	 (1)' 

onde f c alguma functio dada. Em geral, denotaremos a variavel independente por Ljzi que o tempo 6, corn
frequacia, a variavel independente em fenOmenos fisicos, mas, algumas vezes, usaremos x em seu lugar.
Usaremos y ou, ocasionalmente, outra tetra para denotar a variavel dependents. A Eq. (1) é dita linear
se a fungdo f tern a forma

	

dv	 dv

	

f (t. V. d t	
= g(t) — p(t) =.

di —q ( t )y,

ou seja, se f 6 linear em y e dyldt. Na Eq. (2).g, p e q sâo funcOes especiticadas da variavel independente
t, mas näo dependem de y. Nesse caso, reescrevemos a Eq. (1), em geral, como

y" + p(t)y' + q ( t )y = g(t),	 (3)

onde a Intim denota diferenciacâo em relaciio a t. No lugar da Eq. (3) encontramos, corn frequéncia, a
equacAo

P(t)y" + Q(t)y' + R(t)y = G(t).	 (4)

E claro que, se P(t) � 0, podemos dividir a Eq. (4) por P(t), obtendo, assim, a Eq. (3) corn

Q(t)	 R(t)	 G(t)
p(t) = pm ,	 g(t) = 

P(t)
,	 g(t) = p(t) .	 (5)

105

(2)
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Ao discutir a Eq. (3) e tentar resolve-la, vamos nos restringir a intervalos nos quais as funcOes p, q e g
sejam continuas.'

Se a Eq. (1) nao for da forma (3) ou (4), entao ela a dita nao linear. InvestigagOes analfticas de equa-
ca- es nao lineares sao relativamente diffceis, de modo que teremos pouco a dizer sobre elas neste livro.
Abordagens numericas on geometricas sao, frequentemente, mais apropriadas, e sao discutidas nos Ca-
pftulos 8 e 9.

Um problema de valor inicial consiste em uma equacao diferencial, como a Eq. (1), (3) ou (4). junto
corn um par de condicOes iniciais

y(to) = yo,	 y (to) = yo,	 (6)

onde yo e yo sac) mimeros dados que descrevem os valores de y e de y' no ponto inicial t„. Note que as con-
dicijes iniciais para uma equacao de segunda ordem nao inclicam, apenas, urn ponto particular (to, yo) que
tem que pertencer ao grafico da solucao, mas, tambem, o coeficiente angular y da reta tangente ao grafico
naquele ponto. E razoavel esperar que sejam necessarias duas condivies iniciais para uma equacao de
segunda ordem, ja que, grosso modo. precisa-se de duas integracOes para se encontrar a solucao, e cads
integracao introduz uma constante arbitraria. Presume-se que duas condiciies iniciais sera() suficientes
para a determinacao dos valores dessas duas constantes.

Uma equacao linear de segunda ordem é dita homogenea se a funcao g(t) na Eq. (3), ou G(t) na Eq.
(4), for igual a zero para todo t. Caso contrario, a equacao é dita nao homogenea. Em consequencia, a
funcao g(t), ou G(t), é chamada, muitas vezes, de termo nao homogeneo. Vamos comecar nossa discussao
corn equaceles homogeneas, que escreveremos na forma

P(t)y" + Q(t)y' + R(t)y = 0.	 (7)

Mais tarde, nas Secifies 3.5 e 3.6, mostraremos que uma vez resolvida a equacao homogenea sempre é
possfvel resolver a equacao nao homogenea correspondcnte (4) on. pelo menos. expressar sua solucao em
funcao de uma integral. Assim, o problema de resolver a equacao homogenea é o mais fundamental.

Vamos concentrar nossa atencao, neste capftulo, a equacites nas quais as funcOes P, Q e R sac) constan-
tes. Nesse caso, a Eq. (7) torna-se

ay" + by' + cy = 0,	 (8)

onde a, b e c sao constantes dadas. Acontece que a Eq. (8) sempre pode ser facilmente resolvida em ter-
mos das fungC.)es elementares do Calculo. Por outro ludo, e muito mais dificil, em geral, resolver a Eq. (7)
se os coacientes nao forem constantes, e vamos adiar um tratamento desse caso ate o Capitulo 5. Antes
de atacar a Eq. (8), vamos adquirir alguma experiencia analisando tim exempt() simples, mas, de certa
forma, t fpico.

Resolva a equacao

y" — y -=. 0,

c encontre. tambem. a solucao que satisfaz as conclicOes iniciais

y(0) = 2, y'(0) = — I.

Note que a Eq. (9) 6 simplesmente a Eq. (8) corn a = 1. b = 0 c c = —1. Em outras palavras, a Eq. (9) diz que
procuramos uma funcao corn a propriedade de que a derivada segunda da fungi:10 e igual a ela mesma. Alguma
das funcOes que voce estudou em Calculo tern essa propriedade? Urn pouco de reflexao produzira, provavelmen-
te, pelo menos uma dessas functies, a saber, a functio exponencial y,(t) = e'. Urn pouco mais de reflexao poderia
produzir, tambërn, uma segunda funcão,y,(t) = c-'. Urn pouco de experimentacao revela que mtiltiplos constantes
dessas duas solucôes tambem sao solucOes. Pot -exempla as funcOes 2e e Sc tambem satisfazem a equacao dife-
rencial (9), corno voce pode verificar calculando suits derivadas segundas. Da mesma forma, as funcOes c,y,(t) =
c,e e c2y2(t) c2e -‘ satisfazem a equacao diferencial (9) para todos os valores das constantes c, e c2.

A seguir, é fundamental que se note que a soma de duas soluOes quaisquer da Eq. (9) tambem é uma solu-
cao. Em particular, como c,v,(t)e c2y2(t) sao soluciies da Eq. (9), a funcdo

Y	 ciy,(t) -1-c2y2 (t)	 c l ef + c2e.'	 (11)

EXEMPLO

1

'1-la um tratamento correspondente para equacties lineares de ordem mais alta no Capitulo 4. Se quiser, voce pode ler as
partes apropriadas do Capitulo 4 em paralelo corn o Capitulo 3.
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tambem é solucdo,quaisquer que sejam os valores de c i e c,. Mais uma vez, isso pode ser verificado calculando-
se a derivada segunda y" a partir da Eq. (11). Temos y' = c,e' - c 2e-1 e y" = c i et + c,e-`: logo, y" e igual ay e a Eq.
(9) é satisfeita.

Vamos resumir o que fizemos ate agora neste exemplo. Uma vez observado que as funccies y,(t) = e' e
y,(t) = e-' säo solucaes da Eq. (9), segue que a combinacäo linear geral (11) dessas funcOes tambem é solucão.
Como os coeficientes c, e c, na Eq. (11) silo arbitrarios, essa expressOo representa uma famflia infinita de solu-
cOes da equacdo diferencial (9).

Vamos considerar, agora, como escolher urn element° particular dessa familia infinita de solucOes que sa-
tisfaca, tambem, o conjunto dado de condiceies iniciais (10). Em outras palavras, procuramos uma solucäo cujo
grafico contenha o ponto (0,2)e tenha reta tangente nesse ponto corn coeficiente angular-1. Primeiro, fazemos
t = 0 c y = 2 na Eq. (11),o que nos (la a equacâo

	

+ c2 = 2.	 (12)

A seguir, diferenciamos a Eq. (11), o que resulta em

= c l ei - c2e-c.

Depois, fazendo t = 0 e y' = -1, obtemos

ci - c2 = -1.

Resolvendo simultaneamente as Eqs. (12) e (13) para c, e c,. encontramos
3

=	 C2 =

Finalmente, inserindo essas valores na Eq. (11), obtemos

I	 I	 .%	 1
Y = 3 e	 c e	 •

a soluciio do proble ma de valor inicial que consiste na equacao diferencial (9) e nas condicOes iniciais (10).

que podemos concluir do exemplo precedente que vai nos ajudar a tratar a equacao mais geral (8),

ay" + by' + cy -= 0,

cujos coeficientes a, b e c sao constantes (reais) arbitrarias? Em primeiro lugar, as solucOes no exemplo
cram funcOes exponenciais. Ale in disco, quando identificarnos duas solucOes fomos capazes de usar uma
combinaciio linear delas para satisfazer as condicOes iniciais &alas, ale m da equaciio diferencial propria-
mente dita.

Explorando essas duas ideias, podemos resolver a Eq. (8) para quaisquer valores de seus coeficientes
e satisfazer, tambem, qualquer conjunto de condicOes iniciais dado para y e y'. Comecamos procurando
solucties exponenciais da forma y = e", onde r e um parántetro a ser determinado. Segue que y' = re" e
y"= r2e". Substituindo essas expressaes para y, y' e y" na Eq. (8), obtemos

(ar2 + br + c)e" = 0,

ou, como e" 0,

are+or+c= 0. 	 (16)

A Eq. (16) é chamada de equaciio caracteristica da equacao diferencial (8).  Seu signiticado reside no fato
de que, se r e uma raiz da equacao polinomial (16), entao y = e" c solucao da equacao diferencial (8).
Como a Eq. (16) e uma equacao de segundo grau corn coeficientes reais, ela tern duas raizes que podem
ser reais e distintas, reais e iguais, ou complexas conjugadas. Vamos considerar o primeiro caso aqui e os
dois tiltimos nas Secties 3.3 e 3.4.

Supondo que as rafzes da equacdo caracteristica (16) silo reais e distintas, vamos denota-las por r, e r2,
onde r, r„. Então y,(t) = e' .' e y 2 (t) = etsâo duas solucOes da Eq. (8). Como no Exemplo 1, segue que

y = c i y, (t) + c2y2(t)	 clew + c2 er2f	 (17)

tambem e uma solucdo de (8). Para verificar se isso é verdade, podemos diferenciar a expressdo na Eq.
(17); portanto,

y' = c i r i er ' t + c,r2 er"	 ( 18)

e

)1" = c i rerit + cgier2f .	 ( 19)
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Substituindo y, y' e y" na Eq. (8) por essas express -6es e rearrumando os termos, obtemos

ay" + by' + cy = (ar? + br + c)e r ' t + c2 (at2 + br2 + c)er2`	 (20)

As quantidades entre parenteses a direita do sinal de igualdade na Eq. (20) sao nulas, pois r, e r, sac) rafzes
da Eq. (16); logo, y dado pcla Eq. (17) é, de fato. uma soluciio da Eq. (8), como querfamos verificar.

Vamos supor agora que queremos encontrar o elemento particular da familia de solucOes (17) que
satisfaz as condicoes iniciais (6)

	

Y(to) = yo,	 .)/ ( t0) =

Fazendo t = to e y = yo na Eq. (17), obtemos

	

c l e f" + c2 er2`" = Yo .	(21)

Analogamente, fazendo t = toe y' = yo na Eq. (18), temos

	

+ c,r,er"° = y'o.	 (22)

Resolvendo simultaneamente as Eqs. (21) e (22) para c, e c,,encontramos

ct 
=	 =

y — YOr2

	

e-r i to	 Yort	 Y() e-rzt., (23)
r i - r2	- r-)

Lembre-se de que r, - r, 0. de modo que as expressOes na Eq. (23) sempre fazem sentido. Assim,
importa que condicOes iniciais sejam dadas - ou seja. independentemcnte dos valores de t„,, yo e	 nas
Eqs. (6) - sempre e possivel determinar c, e c, de modo que as condicoes iniciais sejam satisfeitas. Alen)
disso, existe apenas uma escolha possivel de c, e c2 para cada conjunto clado de condicOes iniciais. Corn os
valores de c, e c2 dadas pela Eq. (23), a expressäo (17) é a soluctio do problema de valor inicial

ay" + by' + cy = 0,	 y(to) = yo,	 (to) = yo • 	 (24)

E possivel mostrar, baseado no teorema fundamental citado na prOxima secao, que todas as solucOes
da Eq. (8) estao incluidas na expressOo (17). pelo menos no caso cm que as raizes da Eq. (16) sac) reais c
distintas. Portanto, chamamos a Eq. (17) de solucao geral da Eq. (8). 0 fato de que quaisquer condicOes
iniciais possfveis podem ser satisfeitas pela cscolha adequada das constantes na Eq. (17) torna mais plau-
sivel a ideia de que essa expressao inclui, de fato, todas as soluc -Oes da Eq. (8).

Vamos considerar mais al guns exemplos.

EXEMPLO

2

• EXEMPLO

3

Encontre a soluciiio geral de

y" + 5y' + 6y = 0.	 (25)

Supondo que y = e", segue que r tern gm; ser raiz da equacão caracteristica

r2 + 5r + 6 = (r + 2)(r + 3) = 0.

Assim, os valores possIveis de r st"--to r, = -2 e r, = -3; a soluctio geral da Eq. (25) é

y	 + c2e-3(
	

(26)

Encontre a solucOo do problema de valor inicial

y" + 5y' + 6y = 0,	 y(0) = 2, y'(0) = 3.	 (27)

A soluct-io geral da equaciio diferencial foi encontrada no Exempt() 2 c é dada pela Eq. (26). Para satisfazer
a primeira condiciio inicial, fazemos t = 0 c y = 2 na Eq. (26); assim, c, e c2 tem que satisfazer

C1 ± C2 = 2. (28)

Para usar a segunda condictlo inicial, primeiro precisamos difercnciar a Eq. (26). Isso nos (Id y' = -2c,e-2' - 3c2e-3`.
Fazendo, agora, t = 0 e y' = 3, obtemos

-2c1 - 3c2 = 3.	 (29)

Resolvendo as Eqs. (28) e (29). Yemos que c, = 9 e c2 = -7. Usando esses valores na express :do (26), obtemos a
soluciio
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EXEMPLO

4

y = 9e-2t	 7e-3r	 (30)

do problema de valor inicial (27). A Figura 3.1.1 mostra o grafico da solucäo.

y

y = 9e-2t _ 7e-3t

1

0,5	 1	 1,5	 2

FIGURA 3.1.1 Soluck) de y" + 5y' + 6y = 0, y(0) = 2,y'(0) = 3.

Encontre a solucAo do problema de valor inicial

4y" —	 + 3.y = 0,	 y(0) = 2. y'(0) = . 	 (31)

Se y= e", entao a equaciio caracteristica é

4r2 — 8r + 3 = 0

e suas raizes s5o r = 3/2 e r = 1/2. Portanto, a solucao geral da equa45o di ferencial é
y = e31 12 + c:rev2.	 (32)

Usando as condicOes iniciais, ()Memos as duas equagOes selzuintes para e c2:

+ C2 =	 + 2 = 2- .3	 I -
	

I
2 

A solucao dessas equacOes é c 1 =	 c, =	 modo que a soluc5o do problema de valor inicial (31) é
.1v2	 5y = —e + 3e
	

(33)

A Figura 3.1.2 mostra o graft() da solucilo.

FIGURA 3.1.2 Solucão de 4y" — 8y' + 3y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 0,5.

EXEMPLO

5
A solucdo (30) do problema de valor inicial (27) comeca crescendo (ja que o coeficiente angular da reta tan-
gente a seu grafico é positivo, inicialmente), mas acaba tendendo a zero (pois ambas as parcelas contèm expo-
nenciais corn expoentes negativos). Portanto, a solu(do tem que atingir urn maxim°, e o grafico na Figura 3.1.1
confirm isso. Determine a localizacao desse ponto de maxima

Pode-se estimar as coordenadas do ponto de maximo atraves do grafico, mas para encontra-las precisamente
procuramos o ponto onde o grafico da solucäo tern reta tangente horizontal. Diferenciando a solucdo (30), y
9e — 7e-3t , em relacäo a t, obtemos
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y'	 -18e -2- ` +
	

(34)

Igualando y' a zero e multiplicando por e3', encontramos o valor critico t„, que satisfaz e' = 7/6; logo

1„,	 In(7/6) 2-=' 0,15415.	 (35)

0 valor maxim° correspondente, y„„ é dado por
108

y,,, = 9e -21- - 7e-3""	 —
49 

L' 2,20408.	 (36)

Neste exemplo o coeficiente angular inicial é 3, mas a soluc5o da equacao diferencial dada se comporta de
maneira semclhante para qualquer coeficiente angular inicial positivo. 0 Problema 26 pede que voce determi-
ne como as coordenadas do ponto de mAximo dependem do coeficiente angular inicial.

Voltando para a equacao ay" + by' + cy = 0 corn coeficientes arbitrarios, lembre-se de que, quando
r,	 r,, sua solucdo geral (17) é a soma de duas func -Oes exponenciais. Portanto, a solucão tern urn corn-
portamento geometrico relativamente simples: quando t aumenta, a solucao, em rnOdulo, ou tende a zero
(quando ambos os expoentes forem negatix os), ou cresce rapidamente (quando pelo menos um dos ex-
poentes for positivo). Esses doffs casos aparecem nos Exemplos 3 e 4, ilustrados nas Figuras 3.1.1 e 3.1.2,
respectivamente. Existe um terceiro caso menos frequente: a solucao tende a uma constants se um dos
expoentes for nulo e o outro for negativo.

Nas Sectles 3.3 e 3.4 voltaremos ao problema de resolver a equac5o ay" + by' + cy = 0 quando as rafzes
da equacIlo caracterfstica forem, respectivamente, complexas conjugadas ou rears e iguais. Enquanto isso,
na Seca() 3.2, fornecemos uma discussdo sistermitica da estrutura matemiitica das solucOes de todas as
equacoes lineares homogeneas de segunda orders.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problcmas de 1 a 8, encontre a soluclio geral da equacrio diferencial dada. 

y" + 2y' - 3y = 0
3. 6y" - y -y=0

5. y" + 5y' = 0
7. y" - 9y+ 9y = 0

2. y"+ 3y'+2y=0

242y" - 3 y' + y =
y" - 9y =

S. y" - 2y' - 2y = 0 

Em cada urn dos Problemas de 9 a 16. encontre a solucao do problema de valor inicial dado. Esboce o grafico
da solucäo e descreva seu comportamento quando t aumenta.

	

y" + y' - 2y = 0,	 y(0) = 1,	 y(0) = 1

	

1(1. y" 4y' + 3y = 0,	 y(0) = 2,	 y(0) =
6y" - 5y' +	 0,	 y(0) = 4,	 y'(0) = 0
y" + 3y' = 0,	 y(0) = -2, y'(0) = 3

	

y" + Sy' + 3y = 0,	 y(0) = 1,	 y(0) = 0

	

2y" + y' - 4y = 0,	 y(0) = 0,	 y'(0) = I
y" + 8y' - 9y 0,	 y(1) -= 1,	 y'(1) = 0
4y" - y 0,	 y(-2) = 1, y'(-2) = -1

Encontre uma equacão diferencial cuja solucao geral é y = cit." + c2e.3r.

Encontre uma equacão diferencial cuja solucdo geral é y = cl e-a2 + c2e.2'.

402 19. Encontre a solucão do problema de valor inicial

y" - y = 0,	 y(0) =	 y'(0) =

Rica o grAfico da solucdo para 0 < t < 2 c determine seu valor minimo.
?0 	 a solucdo do problema de valor inicial

2y" - 3y' + y = 0,	 y(0) = 2, y'(0) =

Depois determine o valor maxim° da soluc5o e encontre, tambam,o ponto onde a solucao se anula.
Resolva o problema de valor inicial y" - y' - 2y = 0, y(0) = a, y'(0) = 2. Depois encontre a de modo que a
solucäo tenda a zero quando t
Resolva o problema de valor inicial 4y" -y 	 0,y(0) = 2, y'(0) = 13. Depois encontre $ de modo que a solu-
cäo tenda a zero quando t

•
14
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Em cada urn dos Problemas 23 c 24, determine os valores de a, se existirem, para os quais todas as solucOes
tendem a zero quando t	 x; determine, tambern,os valores de a, se existirem, para os quais todas as solucaes
(nâo nulas) tornam-se ilirnitadas quando t --+

y" - (2a - 1)y' + a(a - 1)y = 0
y" (3 - a)/ - 2(a - 1)y = 0

Considere o problema de valor inicial

	

2y" + 3y' - 2y = 0,	 y(0) = I, y'(0) =

onde /3> 0.
Resolva o problema de valor Uncial.
Faca o graft() da solucao quando 13= 1. Encontre as coordenadas (to, y„) do ponto de mInimo da solu-
c5o neste caso.

(c) Encontre o menor valor de ft para o qual a solucdo nä° tem ponto de minim°.
0-2. 26. Considere o problema de valor inicial (veja o Exemplo 5)

	

y" + 5y' + 6y = 0,	 v(0) =2, /(0) = 13.

onde f3 > 0.
(a) Resolva o problerna de valor inicial.
(h) Determine as coordenadas e y„, do ponto de maximo da solucao como funcôes de /3.

Determine o menor valor de 13 para o qual y„, > 4.
Determine o comportamento de t,,, e y,„ quando /3-3 oc.

Considere a equac5o ay" + by' + cy = d, onde a, b,c e d s5o constantes.
(a) Encontre todas as solucOes de equilibria, ou constantes, dessa equac5o diferencial.
(h) Denote por v, uma solucao de equilibrio e seja = y - y,.. Ent5o Y e o desvio de uma solucao v da

soluc5o de equilibrio. Encontre a equa45o diferencial satisfeita por Y.
Considere a equa45o ay" + by' +	 = 0, onde a, b e c sac) constantes corn a > 0. Encontre condicOes sobre
a, b e c para que as razes da equacao caracteristica sejam:
(a) reins, diferentes e negatives;
(h) reais com sinais opostos:
(c) reais, diferentes e positivas.

3.2 Soluciies de Equaciies Lineares Homogeneas; o Wronskiano

Na seciio precedente, mostramos como resolver algumas equagOes diferenciais da forma

ay" + by' + cy = 0,

onde a, b e c sao constantes. A partir dosses resultados. vamos obter tuna visao mais clara da estrutura
das solucOes de todas as equagOes lineares homogi.'neas de segunda order. Essa compreens5o ire nos
auxiliar, por sue vez, a resolver outros problemas que encontraremos mais tarde.

Ao discutir propriedades gerais das equacOes diferenciais lineares c conveniente usar a notacao de
operador diferencial. Sejam p e q funcOes continuos em um intervalo aherto 1, isso c, para a < t < 13. Os
casos a = -x ou f3	 ou ambos, estio incluldos. Ent5o, para qualquer func5o (/) dual vezes diferenciavel
em 1 definimos o operador diferencial 1. pela fOrmula

/-10 = 0" + PO ' + (/0.
	 (1)

Note que L[0]6 urea funcao em 1.0 valor de L[0] em urn ponto t 6

L[01(1) = 43"(t) + p(t)(0' (t) + (1(00M.

Por excmplo, se p(t) = 12 , q(t) = 1 + t e (t) = sen 3t, entdo

I,[0](t ) = (sen 3t)" + t 2 (sen	 + (1 + t) sen 3t

= -9 sen 3t + 3t2 cos 3t + (1 + t) sen 3 t.

0 operador L d, muitas vezes, escrito na forma L = D 2 + pD + q, onde D é o operador derivada.
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Vamos estudar, nesta seek), a equacao linear homogenea de segunda ordem L[0](t) = 0. Como é cos-
tume usar o sfmbolo y para denotar (t), escreveremos, normalmente, esta equacdo na forma

L[y1 y" + p(t)y' + q(t)y = 0.	 (2)

Associamos a Eq. (2) urn conj WI to de condicOes Uncials,

Y( to) = Yo,	 Y'(t0) = A,	 (3)

onde to é qualquer ponto no intervalo / e Yo, y'o sac) nameros reais dados. Gostarfamos de saber se o
problema de valor inicial (2). (3) sempre tern solucao e se pode ter mais de tuna solucao. Gostarfamos,
tambem, de saber se e possfvel dizer alguma coisa sobre a forma e a estrutura das solucides que possam
ajudar a encontrar solucOes de problemas particulares. As respostas a essas questOes estao contidas nos
teoremas desta seed°.

0 resultado teOrico fundamental para problemas de valor inicial para equacoes lineares de segunda
ordem esta enunciado no Teorema 3.2.1, que é analog() ao Teorema 2.4.1 para equagOes lineares de pri-
meira ordem. Como o resultado tambem pode ser aplicado a equacães nao homogeneas, o teorema esta
enunciado nessa forma mais geral.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Existencia e Unicidade)
Considers o problema de valor inicial

y" + p(t)yi + q(t)y = g(t),     Y(4)) = Yo, y(to) = Yo' (4)

onde p, q e g sao contfnuas em um intervalo aberto / que contêm o ponto to. Entao, existe exatamente
uma solucao y = (t) deste problema e a solucao existe em todo o intervalo I.

Enfatizamos que o teorema diz tres coisas:

I. 0 problema de valor inicial tem uma sOluedo;em outras palavras, existe uma solucao.
0 problema de valor inicial tem apenas uma solucao; ou seja, a solueao
A soloed° esta definida em (0(10 o intervalo I. onde os coeficientes sao continuos, e é, polo menos, duas
vezes diferenciavel ali.

Para alguns problemas, algumas dessas afirmacOes sao faceis de provar. Por exemplo, vimos no Exem-
pla 1 da Seca) 3.1 que o problema de valor inicial

y" — y = 0.	 y(0) = 2, y'(0) = —1	 (5)

tern a solucao

t	 3 —t

Y	 -2 e +	 (6)2	 •

O fato de que encontramos uma solucao certamente estahelece que existe uma solucao para esse proble-
ma de valor inicial. Alen) disso, a solucao (6) e duas vezes diferenciavel, de fato, diferenciavel urn inlmero
qualquer de vezes, em todo o intervalo (--x , x ), onde os coeficientes da equacao diferencial sao continuos.
Por outro lado, nao é Obvio, e e mais diffcil provar, que o problema de valor inicial (5) nao tem outras
solucOes alem da dada pela Eq. (6). Nao obstante, o Teorema 3.2.1 afirma que essa solucao é, de fato, a
tinica soloed° do problema de valor inicial (5).

Para a maioria dos problemas da forma (4) nao é possfvel escrever uma expressao Util para a solucao.
Essa é uma grande diferenca entre equacOes lineares de primeira e de segunda ordens. Portanto, todas
as partes do teorema tern que ser demonstradas por metodos gerais, que nä° envolvem a obtencao de tal
expressaa A demonstracao do Teorema 3.2.1 é razoavelmente diffcil e nao sera discutida aqui. = Aceitare-
mos, entretanto, o Teorema 3.2.1 coma verdadeiro e o utilizaremos sempre que necessario.

EXEMPLO

1

Encontre o maior intervalo no qual a solucao do problem de valor inicial

(l2 — 3t)y" + ty' — (t + 3)y = 0,	 y(1) = 2, y'(1)	 1

existe corn certeza.   

2 Uma dernonstracao do Teorcma 3.2.1 pode ser encontrada, por exemplo, no Capitulo 6, Secdo 8, do livro do autoria de
Coddington, listado nas refcrencias no final destc capitulo.
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EXEMPLO

2

Se a equacão diferencial dada for colocada na forma da Eq. (4), entäo p(t) = 1/(t — 3), q(t) = —(t + 3 )tt ( t — 3 ) e
g(t) = 0.0s tinicos pontos de descontinuidade dos coeficientessfro t = 0 e r = 3.Logo,o major interval° contend° 
o  ponto inicial t = 1 no qual todos os coelicientes sAo continuos é 0 < t < 3. Portanto, esse d o major intervalo no
qual o Teorema 3.2.1 garantc que a solucao existe.

Encontre a Unica soluc5o do problem de valor inicial

y" = p(t)y + q(t)y 0.	 y(to) = 0, y'((o) = 0,

onde p e q säo continuas em urn interval° aherto I contendo t,,.
A funcao y = (/)(t)= 0 para todo t em I certamente satisfaz a equacao diferencial e as condOes iniciais. Pela

parte referente a unicidade no Teorema 3.2.1. essa é a tinica solticäo do problema dado.

Vamos supor, agora, quc y, e y, siao duas solucOes da Eq. (2); cm outras palavras,

Liy i =	 qyi = 0,

e analogamente para y2 . Entao, como nos exemplos na Seciio 3.1 podemos gerar mars solucOes formando
as combinaciies lineares de y, e y,. Enunciarnos esse resultado como um teorema.

(Prineipio da Superposic5o)

Se y, e y, sao solucOes da equacao diferencial (2),

L[yl = y" + p(t)y' + q(t)y = 0,

entdo a combinaciio linear c,y, + c-,y2 tambdm e solucao, quaisqucr que sejam os valores das constantes
c, c c2.

Teorema 3.2.2

Urn caso particular do Teorema 3.2.2 ocorre se c, ou c2 for zero. Podemos concluir, entao, que qualquer
multiplo constants do uma soluciio da Eq. (2) tainbdm c solucao.

Para provar o Teorema 3.2.2, precisamos apenas substituir y na Eq. (2) pela expressäo

v =	 (1) + c2p(t).	 (7)•
Calculando as derivadas indicadas e rearrumando os termos, obtemos

L[c i y i + C2y21 = My' + e2y21" +Pl c i y i + c2y21" + q[ciyi + c2Y21

= 1)/1' + c2Y f; + P.Y; + c2P32 + ct gyl + c2t/Y2

1.q + PY; + 11 + c2 + PY2 + qY21

c i Lly 1.1 + c2LIy21.

Como L[y,] = 0 e L[y 2 ] = 0, segue que 1,[c iy, + c,v,J = 0. Portant°, independente dos valores de c, e c2 , y
dado pela Eq. (7) satisfaz a equacao diferencial (2).e a demonstracao do Teorema 3.2.2 esta completa.

0 Teorema 3.2.2 diz quc, comecando corn apenas duas solucOes da Eq. (2), podemos construir uma
familia infinita do solucOcs atra y s da Eq. (7). A prOxima pergunta e se todos as solucOes da Eq. (2) estão
incluidas na Eq. (7) ou se podem existir solucaes corn formas diferentes.Comecamos a estudar essa ques-
ao examinan«) se as constantes c, e c 2 na Eq. (7) podem ser escolEiTiTde modo que a solucâo satisfaca

as condicCies iniciais (3). Essas condicOes iniciais obrigam c, e c2 a satisfazerem as equaceles

e lYi ( to) + c2Y2( to) = Yo,

c l y; (to) + c2A(to) = A.

0 determinante dos coeficientes

w=

do sistema (8)

y (to)	 y, (to)

é

=	 ( to).Y % ( to) — ( to)Y2 (to) .
Yi (to)	 v'-,(to)
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Se W 0 0, as Eqs. (8) Cent uma (mica solucäo (c 1 , c2), nao importa quais sejam os valores de yo e de yo'.Esta
solucäo 6 dada por

YoY12(to) — Y'0Y2(to)	 —yoy; (to) + y'oyt (to)
Cl	 (10)

Yi(to)) 2 (to) —	 (to)y2 (to)	 y l(to)Y 2 (to) —	 (to)y2 (to)

ou, em termos de determinantes,

=

Y2(to)
y,0	

y2 (to)

yt ( to)	 Yo

yi (to)	 /0

y l ( to)	 )12(to)
C2 =

y i (to)	 y2(to)
(11)

(to)	 y12(to) yi (to)	 y'2 (to)

Corn esses valores para c, e c,, a expressão (7) satisfaz as condicOes iniciais (3), assim como a equacao
diferencial (2).

Por outro lado, se W = 0, as Eqs. (8)  nao tent solucdo, a menos que )1, e yo satisfacam uma determinada 
crst di rto adicional: nesse caso, existe uma infinidade de solucOes.

0 determinants W é chamado o determinants wronskiano,' ou, simplesmente, wronskiano, das so-
luc(ies y, e y,. Usamos, algumas vezes, a notacao completa VV(y,, y 2 )(t„) para denotar a expresso mais
direita na Eq. (9) enfatizando, desse modo, o fato de que o wronskiano depende das funcOes y i e y 2 e que
é calculado no ponto to. 0 arg,umento precedente é suficicnte para cstabelecer o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3 Sejam y, e Y2 duas soluceies da Eq. (2),

L[y] = y" + p(t)y' + ci(t)y = 0,

e suponha que as condictles iniciais (3)

Y(to) = yo,	 Y (to) = y'o

sejam atribufdas. Entao, sempre 6 possfvel escolher constantes c,, c2 tais que

y	 c i y i (t)	 c2y2(t)

satisfaca a equacão diferencial (2) e as condicties iniciais (3) se, e somcnte se, o wronskiano

W = YtY12 — YilY2

nao se anula em t„. 

EXEMPLO

3
No Exemplo 2 da Sec5o 3.1 vimos que y,(t) = e-"e y 2(t) = e-3' sac, solucOes da equacao diferencial

y" + 5y' + 6y = 0.

Encontre o wronskiano de y, e y2.
0 wronskiano dessas duas funcOes

w = e	 e- 3r

—2e -2' —3e-2' = —e-5`   

Como W é diferente de zero para todos os valores de t, as funcOes y, e y, podem ser usadas para Sc constant-
solucaes da equacao diferencial dada junto corn quaisquer conclicaes iniciais prescritas para qualquer valor de
t. Urn dosses problemas de valor inicial foi resolvido no Exemplo 3 da Secao 3.1.

O prOximo teorema justifica a expressao "soluc5o geral" introduzida na Seca° 3.1 para a combinac5o
linear co!, + c2y2.

'Os determinantes wronskianos reccbcm csse none por causa de Josef Maria Hoem3-Wronski (1776-1853), que nasceu na
PolOnia mas vivcu a major parte da sua vida na Franca. Wronski era um homem talcums°, mas complicado, e sua vida foi
marcada por disputas acaloradas frequentes con outros individuos e instituicOes.
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Teorema 3.2.4 Suponha que y, e y2 sac) duas solucOes da equacäo diferencial (2),

L[y] = y" + p(t)y' + q (t )y = 0.

Entao, a familia de solucaes

y = c i yi (t) + c2y2(t)

corn coeficientes arbitrarios c, e c2 inclui todas as solucOes da Eq. (2) se, e somente se, existe um ponto
to onde o wronskiano de y, e y2 nä° é nulo.

Seja uma soluciio qualquer da Eq. (2). Para provar o Teorema 3.2.4 precisamos determinar se esta
incluida no conjunto de combinacOes lineares c,y,+ c,y2. Ou seja, precisamos determinar se existem valores
das constantes c, e c, que tornam a combinacäo linear igual a 0. Seja to um ponto onde o wronskiano de y, e
y2 é diferente de zero. Calcule c6 e 46' nesse ponto e chame esses valores de yo e y o' , respectivamente; assim,

	

yo = O(to).	 4i(to).

A seguir, considers o problem de valor inicial

	

y" + p(t)y' + g(t)y = 0.	 y(to) = yo, y'(to) = A.	 (12)

A funcao 4) e, certamente, solucao desse problema de valor inicial. Alem disco, como estamos supondo
que 11/(y,, y2 )(t„) é diferentc de zero, entao e possivel (pelo Teorema 3.2.3) escolher c, e c, tail que y =
c,y,(t) + c2y,(t) tambem e solucao do problema de valor inicial (12).13e fato, os valores apropriados de c,
e c2 sao dados pela Eq. (10) on (11). A parte relativa a unicidade no Teorema 3.2.1 garante que essas duas
solucOes do mesmo problema de valor inicial sao iguais; assim, para uma escolha apropriada de c, e c2,

= (. 0 . 1(0 + c2y2(t),	 (13)

EXEMPLO

4

e, portanto, 4, esta incluida na familia de funcOes c,y, + c2y2 . Finalmente, como e uma solucao arbitraria
da Eq. (2), segue que toda solucao dcsta equaciio esta incluida nessa familia.

Suponha, agora, que nao existe ponto onde o wronskiano nao seja nulo. Logo VV(y,, y 2 )(t„) = 0 qual-
quer que seja o ponto sclecionado. Entao (pelo Teorema 3.2.3) existent valores de y„ e	 para Os quaffs
o sistema (8) nao tern solucao para c, e c2 . Selecione tal par de valores c escolha a solucao 0 (1) da Eq. (2)
que satisfaz as condicOes in iciais (3). Note que o Teorema 3.2.1 garante a existencia de tal solucao. Entre-
tanto, esta solucao nao esta incluida na familia y = c,y, + c,v 2 . Assim, essa combinacao linear nao inclui
todas as solucaes da Eq. (2) se W(y,, y„) = 0. lsso completa a demonstracao do Teorema 3.2.4.

0 Teorema 3.2.4 diz que a combinacao linear c,y, + c 2y, contem todas as solucOes da Eq. (2) se, e so-
mente se, o wronskiano de y, e y2 nao é identicamente nulo. E, portanto, natural (c ja o fizemos na secao
precedente) charnar a expressa°

V = c l y i (t) + c2y,(t)

corn coeficientes constantes arbitrarios de solucao geral da Eq. (2). Dizemos que as solucOes y, e y2 formam
urn conjunto fundamental de solucks da Eq. (2) se. e somente se, seu wronskiano é diferente de zero.

Podemos colocar o resultado do Teorema 3.2.4 em linguagem ligeiramente diferente: para encontrar a
solucao geral e, portanto, todas as solucOes de ulna equacao da forma (2), precisamos, apenas, achar duas
solucnes da equacdo dada cujo wronskiano seja diferente de zero. Fizernos precisamente isso em diversos
exemplos na Seca° 3.1, embora nao tenhamos calculado ali os wronskianos. Voce deveria voltar e fazer
isso, verificando, assim, que todas as solucaes que chamamos de "solucao geral" na Seca° 3.1 satisfazem,
de fato, a condicao necessaria sobre o wronskiano. De outro modo, Os exemplos a seguir incluem todos os
mencionados na Seca° 3.1, assim como muitos outros problemas semelhantes.

Suponha que y,(t) = e" e y,(t) = e sao duas solucOes de uma equacao da forma (2). Mostre que etas formam
urn conjunto fundamental de solucOes Sc r

Vamos calcular o wronskiano de y, e y2:
r2.

W=
er i r
r i e'i r

e'2'
r2e'2

= (r2 - ri )expl(r i + r2)ti.

Como a funcäo exponencial nunca se anula e como estamos supondo que r 2 - r, 0 0, segue que W é diferente

de zero para todo valor de t. Em consequencia,y, e y, formam um conjunto fundamental de soluceles.
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EXEMPLO

5
Mostre que y,(t) = e y2(t) = t' formam urn conjunto fundamental de solucOes da equacao

2t2y" + 3ty' - Y = o,	 t > O.	 (14)

Mostraremos como resolver a Eq. (14) mais tarde (veja o Problema 34 na Seciio 3.3). No entanto, neste
estdgio poclemos verificar por substituicao direta que y, e y, sao solucOes da equacäo diferencial. Como	 (t) =

t-' 12 e y i"(t) = it-312 temos2	 4

1 1 2( ._ t -3/2 ) 	3t( i4 -1/2)	 1.1 2 =	 + 3 1)II/2 = O.

Analogamente, y; (t) = -r2 e yat) = 2r3 , logo

21 2 (2t -3) + 3t( -t -2 ) - t = (4 - 3 - 1)t -1 = 0.

A seguir, vamos calcular o wronskiano W de y, e y2:
1/2

w= i t 1/2
-2 1 - 	—t

Como W 0 para t > 0, concluimos que v, e y, formam urn conjunto fundamental de solucOes ali.

Fomos capazes de encontrar. em diversos casos, urn conjunto fundamental de solucOes e, portanto, a
solucäo geral de uma equacao diferencial dada. No entanto, muitas vezes isso e uma tarefa dificil, e uma
pergunta natural é se uma equacao diferencial da forma (2) sempre tem um conjunto fundamental de
solucaes. 0 teorema a seguir nos cid uma resposta afirmativa a essa pergunta.

Teorema 3.2.5 Considere a equacao diferencial (2)

L[y = y" p(t)yi q(t)y = 0,

cujos coeficientes p e q sac) continuos em algum intervalo aberto 1. Escolha algum ponto to em I. Seja y,
a solucâo da Eq. (2), que tambem satisfaz as condicOes iniciais

Y( t0) = 1 ,	 ./(to) = 0,

e seja y 2 a solucdo da Eq. (2) que satisfaz as condicOes iniciais

y (to) = 0,	 Y (to) = 1.

Então y, e y, formam urn conjunto fundamental de solucOes da Eq. (2).

Observe, cm primciro lugar, que a existencia das funcOes y, c y2 é garantida polo Teorema 3.2.1. Para
mostrar que elas formam urn conjunto fundamental de solucOes, so precisamos calcular seu wronskiano
cm to:     

W(Y1,Y2)(to) =

	

(t())	 Y2 (t())

	

V1 00)	 Y;(to) 

1
0 1

= 1.         

Como seu wronskiano não se anula no ponto tu , as funcOes y, e y2 formam, de fato, um conj unto funda-
mental de solucOes, completando, assim, a demonstracdo do Teorema 3.2.5.

Note que a parte dificil dessa demonstracào, mostrar a existi..'ncia de urn par de solucties, é obtida
invocanclo-se o Teorema 3.2.1. Note, tambem, que o Teorema 3.2.5 ndo fala nada sobre como encontrar
as solucOes y, e y2 resolvendo os problemas de valor inicial especificados. Nao obstante, pode ser confor-
tador saber que sempre existe urn conjunto fundamental de solucOes.

= — 3 -3/2	 (15)

EXEMPLO
	 Encontre o conjunto fundamental de solucaes especificado polo Teorema 3.2.5 para a equacao diferencial

6
	

y'-y= 0, 	 (16)

usando o ponto inicial = 0.
Vimos, na Secâo 3.1, que duas solucOes da Eq. (16) são y,(t) = e' e y2 (t) =	 0 wronskiano dessas solucOes

W(y,, y2)(1) -2 � 0, logo elas formam um conjunto fundamental de solucOes. No entanto, ndo formam o
conjunto fundamental de solucOes indicado no Teorema 3.2.5, ja que nao satisfazcm as condicOes iniciais men-
cionadas nesse teorema no ponto t = 0.
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Para encontrar o conjunto fundamental de solucOes especificado no teorema, precisamos encontrar as solu-
cOes que satisfazem as condicaes iniciais apropriadas.Vamos denotar por y,(t) a solucab da Eq. (16) que satisfaz
as condicaes iniciais

y(0) = 1,	 y'(0) = 0.	 (17)

A solucao geral da Eq. (16) 6

y = c l ei + c2 c -1 .	 (18)

e as condicOes iniciais (17) sao satisfeitas se c, 1/2 e c: = 1/2. Assim,

y3 (t) = 1,e ` +	 = cosh t.
Analogamente, se y4(t) satisfaz as condicOes iniciais

y(0) = 0,	 y'(0) =1 ,	 (19)

entao

.Y.t(t) =	 —	 = senh t

Como o wronskiano de y, e Y1

	

(y3,y,,l(t) = cosh 2 t — senh2 r	 1.

essas funcOes tambem formam urn conjunto fundamental de solucaes, como enunciado no Teorema 3.2.5. Por-
tant°, a soluc5o geral da Eq. (16) pode ser escrita como

y k, cosh r + k 2 senh	 (20)

assim como na forma (18). Usamos k, e k. para as constantes arhit rarias na Eq. (20) porque nä° sao as mesmas
constantes c, e c: na Eq. (18). Um dos objetivos desk: exempt() c tornar claro que uma equacao diferencial
dada tern mais de urn conjunto fundamental de solucOes; de fato, tem uma intinidade deles; veja o Prohlema 21.
Como regra. voce dove escolhcr o conjunto mais conveniente.

Vamos exam inar melhor as propriedades do wronskiano de duas solucOes do uma equacao diferencial
linear homotzaett de segunda ordem. 0 teorema a seguir, talvez de forma surpreendente, fornece uma
formula explicita simples para o wronskiano de duas solucOes quaisquer de tat equacao arbitraria, mesmo
que as solucOes propriamente ditas nao sejam conhecidas.

(Teorema de Abel)'
Se y i e y2 sao solucOes da equacão diferencial

L[y] = y" + p(t)y' + q(t)y = 0,	 (21)

onde p e q sao continuas em urn intervalo aberto I, entao o wronskiano 11/(y,, y2)(t) 6 dado por

W(y i ,y2 )(t) = c exp [— f p(t) dt] ,	 (22)

onde c é uma certa constante que s6 depende de y, e y2 , mas ndo de 1. Alern disso, W(y,, y2)(t) ou 6 nulo
para todo t em I (se c 0) ou nunca se anula em I (se c 0).

Teorema 3.2.6

Para provar o teorema de Abel, comecamos observando que y, e y 2 satisfazem

Yi + P(O.Yi + q (Oy i = 0,	 (23)

P(t )y; + g(t)y2 = 0.

40 resultado no Teorema 3.2.6 foi deduzido pelo maternatico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) em 1827, e E conhe-
cido como fOrmula de Abel. Etc tambem mostrou que nao existe fOrmula geral para resolver uma equacdo polinomial de
(pinto grau usando apenas operacOes algabricas explicitas sobre os coeficientes, resolvcndo, desse modo, uma questdo em
aberto desde o seculo XVI. Suas maiores contribuicOes, no entanto, foram em analise, especialmente no estudo de funcOes
eliticas. Infelizmente, seu trabalho s6 foi amplamente conhecidodepois de sua morte. 0 eminente matematico francés Legen-
dre chamou seu trabalho de um "monumento mais duradouro do que bronze".



118 C./viral.° TRts

Se multiplicarmos a primeira equacão por -y2 , multiplicarmos a segunda por y, e somarmos as equacoes
resultantes, obteremos

YiY2) +P( f)(YIY2 .riY2) = 0.	 (24)

A seguir, seja W(t) = W(y,, y2)(t) e note que

W' = yiy 1-; —
	 (25)

Podemos entao escrever a Eq. (24) na forma

W' p(t)1V = 0.	 (26)

A Eq. (26) pode ser resolvida imediatamente, ja que e tanto uma equacäo linear de primeira ordem (Se-
ca() 2.1) quanto uma equacao separdvel (Seca° 2.2). Logo,

W(t) = c exp [- f p(t) (It],	 (27) 

onde c e uma constants. 0 valor de c depende do par de solucOes da Eq. (21) envolvido. No entanto. como
a funcão exponencial nunca se anula, W(t) nao é zero a menos que c = 0 e, neste caso, W(t) e igual a zero
para todo t, o que completa a demonstracao do Teorema 3.2.6.

Note que os wronskianos de dois conjuntos fundamentals de solucOes quaisquer da mesma equacao
diferencial so podem diferir por uma constante multiplicativa e que o wronskiano de qualquer conjunto
fundamental de solucOes pode ser determinado, a menos de uma constante multiplicativa, sem resolver
a equacao diferencial. Alen' disso, como, sob as condicOes do Teorema 3.2.6, o wronskiano W e sempre
zero ou nunca e zero, voce pode determinar qual o caso que ocorre de fato calculando W para um tinico
valor convcniente de t.      

No Exemplo 5, veriticamos que y i(t)= t" e y,(t) = r' sao solucOes da equacao

2t2y" + 3ty' - y = 0,	 t > 0.	 (28)

Verifique que o wronskiano de y, e y2 6 dado pela Eq. (22).
Do exemplo citado, sabemos que W(y,,y2)(t) = -(3/2)r'''. Para usar a Eq. (22), precisamos escrever a equa-

cao diferencial (28) na forma-padrao, corn o coeficiente de y" igual a 1. Obtemos, entao,

, 	 ,	 1
y' + - v -	 = 0.

de modo que p(t) = 3/2t. Portanto, 

EXEM PLO

7 

W(yi,y2)(1) = c exp [- f -3
t 

(It] = c exp ( 2- -3
2	

In t)

= CI -3/2 . (29)

A Eq. (29) fornece o wronskiano de qualquer par de solucOes da Eq. (28). Para as soluceles particulares dadas
neste exemplo, precisamos escolher c = -3/2.

Sumcirio. Podemos resumir a discuss5o desta secao da seguinte maneira: para encontrar a solucâo geral
da equaciio diferencial

y'+ p(t)y' + g(t)y = 0,	 a < t <

precisamos, primeiro, encontrar duas solucOes y, e y, que satisfazem a equacao diferencial em a < t < /3.
Depois precisamos nos certificar de que existe urn ponto no interval° onde o wronskiano W de y, c y. nao
se anula. Nessas circunstancias,y, e y 2 formam urn conjunto fundamental de solucOes, e a solucao geral 6

y = c l y i (t) + c2y2(t),

onde c, c c, sao constantes arbitrzirias. Se as condicOes iniciais sao dadas em um ponto cm a < t < 13, entao
c, e c2 podem ser escolhidos de modo a satisfazer essas condicOes.
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PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6. encontre o wronskiano do par de funcoes dada 
e2' 	 e-302

3. e -2r	 1e-2/

IQer sen t, el cos t

2. cos t, sen r
4. x, xe'

6. os2 9. 1 + cos 20 

Em cada um dos Problemas de 7 a 12, determine o major intervalo no qual o problema de valor inicial dado
certamente tem uma Unica solucno duas vezes diferenciavel. I\15o tente encontrar a soluc5o.

ty" + 3y = t,	 y(1) = I, y'(1) = 2
(1 - 1)y" - 3ty' + 4y = sen t,	 y( -2) = 2, y'( -2) = 1
t (r - 4)y" + 3ty' + 4y = 2, 	 y(3) = 0, y'(3) = -1
y" + (cos tly' + 3(In Itl)y = 0,	 y(2) = 3, y'(2) = 1
(x - 3)y" + xy' + (In Ixpy = 0,	 y(1) = 0, y'(1) = 1
(x - 2)y" + y' + (x - 2)(tanx)y = 0,	 y(3) = 1, y'(3) = 2

Verifique que Mt) = t'e y 2 (1) = r' sac) duas solucaes da equacäo diferencial t'y" - 2y = 0 para t > 0. Depois
mostre que c,t2 + c,r' tambem é soluc5o dessa equacão quaisquer que sejam c, e c2.

Verifique que .y,(t) = 1 e y,(t) = ty= srto solucOes da equacäo diferencial yy" + (y') 2 = 0 para t > 0. Depois
mostre que y = c, +	 niio é, em geral, soluc5o dessa equacao. Explique por que este resultado nao con-
tradiz o Teorema 3.2.2.
Mostre que, se y = 0 (t) é ma solucAo da equacâo diferencial y" + p(t)y' + q(t)y = g(t), onde g(t) não é
identicamente nula, ent5o y = c4 (t). onde c e qualquer constants diferente de 1, n5o é solucdo. Explique
por que este resultado n5o contradiz a observacao apOs o Teorema 3.2.2.
A funcão y = sen(t2 ) pode ser soluc5o, em urn intervalo contendo t = 0, de uma equaciio da forma y" +
p(r)y' + q(t) y = 0 corn coeficientes continuos? Explique sua resposta.
Se o wronskiano W do fe g c 3e-s' e se J(t) = c'', encontre g(t).
Se o wronskiano 11/ de f e g 6 t'c' e se f(t) = t, encontre g(t).
Se W(f. g) c o wronskiano de fege se a = 2f - g, v = f+ 2g, encontre o Wronskiano W(u, (,) de a e v em
func5o de W(f,g).

20. Se o wronskiano de fegét cos t- sen t e se a=f+ 3g. r =f-g. encontre o wronskiano do ire v.
Suponha que y, e y2 formam urn conjunto fundamental de soluciies de y" + p(t)y' + a(r)y = 0 c sejam y3=
a,y, + n. y2 , y, = b,y, + b 2y2 , onde a,,a,,b, c b, s5o constantes arbitriirias. Mostre que

W(y3,y4) = (a,b 2 - a2b1)W(y,,y2).

y, tambC:in formam um conjunto fundamental de solucOes. Por qui!?

Em cada um dos Problems 22 c 23, encontre o conjunto fundamental de solucOes especificado pelo Teorema
3.2.5 para a equacao diferencial e o ponto inicial dados.

y" + y' - 2y = 0.	 t„=0
y” + 4y' + 3y = 0.	 t„ = 1

Em cada urn dos Problemas de 24 a 27, verifique que as funOesy, ey 2 s5o solucOes da equac5odiferencial dada.
Elas constituem um conjunto fundamental de solucOes?

v" - 2y' + y = 0;	 yi (t) = ei , y2 (t)	 te`

x 2y" - x(x + 2)/ + (x + 2)y = 0, x > 0:	 y i(x) = x . y2(x) = xex
(1 - x cot x)y" - xy' + y = 0, 0 < x < 7r;	 yi(x) = x. y2	 = senx

Considere a equacão y" - y' - 2y = 0.
(a) Mostre que y,(t) = e y2 (t) = e2r formam urn conjunto fundamental de solucOes.

(h) Sejam y,(t) = -2e", y,(t) = y,(t) + 2y2 (t) c y,(t) = 2y,(1) - 43(0. y,(t), y,(t) c y,(t) tambem sa- o solucOes
da equacao diferencial dada?

(c) Determine se cada par a seguir forma urn conjunto fundamental de solucOes: [y,(t),y,(t)];[y2(t),y,(01:

LYI( t ), Y4(01: Lv4( t): Y5(1)1-
Em cada um dos Problemas de 29 a 32, encontre o wronskiano de duas solucaes da equac5o diferencial dada
sem resolver a equacao.

t 2 y" - t(t + 2)y' + (t + 2)y = 0	 30 (cos fly" + (sen	 - ty 0

x2y" + xy' + (x2 - v2 )y = 0,	 equac5o de Besse!

ai•



120 C-APITULO TRts

(1 — x2)y" — 2xy' + a(a + 1)y = 0,	 equacao de Legendre

Mostre que, se p é diferenciavel e p(t) > 0, entao o wronskiano W(t) de duas solucOes de [p(t)y']' + q(t) y = 0
é W(t) = clp(t), onde c e uma constante.
Se y, e y2 formam urn conjunto fundamental de solucOes de ty" + 2y' + ter), = 0 e se W(y,,y2)(1) = 2, encontre
o valor de W(y,, y2)(5).

35. Se y, e Y2 formam urn conjunto fundamental de solucties de t2y" — 2y' + (3 +t)y = 0 e se My,, y,)(2) = 3,
encontrc o valor de 1,11(y,, y2)(4).

33 Se o wronskiano de duas solucees quaisquer de y" + p(t)y' + q(t) = 0 6 constante, o que isso implica sobre
os coeficientes p e q?

Se f, g e h sdo funcOes cIiferenciaveis, mostre que 117(fg, fh) = PW(g, h).

Nos Problemas de 38 a 40. suponha que p e q sao continuas e que as funceies y, e y2 säo solucOes da equac5o
diferencial y" + p(t)y' + (1(0= 0 cm urn intervalo aberto I.

Prove que, se y, e y2 se anulem em um mesmo panto em I, entao nab podem formar urn conjunto funda-
mental de solucOes nesse intervalo.
Prove que, se y, e Y2 atingem urn maxima ou minima cm urn mesmo ponto em I, entao nao podem formar
urn conjunto fundamental de solucOes nesse intervalo.
Prove que, se y, e y, tem um ponto de inflexao em comum em t„ em I, entao nao podem formar um conjunto
fundamental de solucaes nesse intervalo a menos que, p c q se anulem em

Equaciies Exatas. A equacao P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 e dita exata se puder ser escrita na forma
[P(x)y']' + [f(x)y]' = 0, onde f (x) pode ser determinada em funcao de P(x), Q(x) e R(x). Esta Ultima equa-
cdo pode ser integrada ulna vez imediatamente, resultando em uma equac -ao de primeira ordem para y que
pode ser resolvida como na Secdo 2.1. Igualando os coeficientes das equacetes precedences e eliminando
f (x), mostre que uma condiciio necessaria para quc a equacAo seja exata 6 que P'(x) — Q'(x) + R(x) = 0.
Pode-se mostrar que essa condiczio tambem 6 suficiente.

Em cada um dos Problems de 42 a 45, use o resultado do Problema 41 para determinar se a equacäo dada 6
exata. Se for, resolva-a.

y" + xy' + y = 0	 43. y" + 3x2y' + xy 0
44. xy" — (cosx)y' + (senx)y = 0,	 x > 0	 45. x2y" + xy' — y = 0, x > 0

46. A Equaciio Adjunta. Se uma equacao linear hoinogenea de segunda ordem nao for exata, ela pode ser torna-
da exata multiplicando-se por urn fator integrante apropriado to (x). Precisamos,entäo,que p (x) seja tal que
p (x)P(x)y"	 (x)Q(x)y' + p (x)R(x)v = 0 possa ser escrita na forma [p (x)P(x)y']' + [f(x)y]' = 0. Igualando
os coeficientes nessas duas equagOes e eliminando f(x), mostre que a funcao p precisa satisfazer

Pp" + (2P' — Q)p' + (P" — Q' + 1?)p =0.

Essa equaciio 6 conhecida como a adjunta da equaciio original c e importante na teoria avancada de equa-
caes diferenciais. Em geral, o problema de resolver a equacâo diferencial adjunta e tao dificil quanto o de
resolver a equacão original, de modo que so 6 possivel encontrar urn fator integrante para uma equacao
de segunda ordem ocasionalmente.

Em cada urn dos Problemas de 47 a 49, use o resultado do Problema 46 para cncontrar a adjunta da equacilo
diferencial dada.
47. x2y" + xy' + (x2 — v 2 )y = 0,	 equacäo de Bessel

(1 — x2 )y" — 2xy' + (a + 1)y = 0,	 equacäo de Legendre
y" — xy = 0,	 equacão de Airy

Para a equacao linear de segunda ordem P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0, mostre que a adjunta da equacdo
adjunta é a equaciio original.
Lima equacao linear de segunda order)) P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 6 dita autoadjunta se sua adjunta for
igual equacilo original. Mostre que uma condi(*) necessaria para esta equacao ser autoadjunta c que
P'(x) = Q(x). Determine se cada uma das equagOes nos Problemas de 47 a 49 6 autoadjunta.
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3.3 Raizes Complexas da Equasio Caracteristica

Vamos continuar nossa discussao da equacâo

ay" + by' + cy = 0,	 (1)

onde a, b e c säo nameros reais dados. Vimos, na Secäo 3.1, que, se procurarmos solucOes da forma y = en,
entdo r tem que ser raiz da equactio caracteristica

ar2 + br + c = 0.	 (2)

Se as rafzes r, e r2 sao reais e distintas, o que ocorre sempre clue o discriminante h 2 — 4ac for positivo,entdo
a solucão geral da Eq. (1) é

y (- l et + c2e"t
	

(3)

Suponha, agora, que b2 —4ac a negativo. Entflo as rafzes da Eq. (2) sào ntimeros complexos corn ugados;
vamos denota-los por

r =	 +	 r2 = A —	 (4)

onde c to sao reais. As expressOcs correspondentes para y s5o

y i (t) = exp[(A	 in)t],	 y2(t) = expl (A — iki)t J.	 (5)

Nossa primeira tarefa e explorar o si p,nificado dessas expressOes, o que envolve o calculo de uma funcäo
exponencial corn expoente complexo. Por exemplo, se 	 = —1, it = 2 e t = 3, entäo,da Eq. (5),

yt (3) =
	

(6)

0 que signilica elevar o minter° e a uma potencia complexa? A resposta é dada por uma relacâo impor-
tante conhecida como formula de Euler.

Formula de Euler. Para at ribuir signiticado as expressOes nas Eqs. (5), precisamos delinir a func5o expo-
nencial complexa. E claro que queremos que a definicao se reduza a func50 exponencial real habitual
(tumid() 0 expoente for real. Existent varias maneiras de descobrir wino essa extensao da functio expo-
nencial deveria ser tletinida.Vamos usar aqui um metodo haseado em series in li nitas; um metodo alterna-
tivo estit esquematizado no Problema 28.

Lembre-se do Caleulo que a serie de Taylor para e em torso de t = 0 e

t"
=
 E •	 < t < oo.	 (7)

n!
"=0

Se supusermos que poclemos substituir t por it na Eq. (7), teremos
.

ell E
ii!

n=o	 (2	
n=i	

(2n — 1)!	 '
( —1)" t2"	 (•_	 - I 1.2n - I

11)!
	 (8)

onde separamos a soma ern suas partes real e imagintiria, usando o fato de que = —1, i3 —i, i4 = 1,e assim
por diante. A primeira serie na Eq. (8) e precisamente a serie de Taylor para cos t em torso de t 0 e a
segunda c a serie de Taylor para sen t em torso de t 0. Temos, entAo,

= cos t + isen	 (9)

A Eq. (9) é conhecida como fOrmula de Euler, e é uma relacäo maternatica extremamente importante.
Embora nossa deducao da Eq. (9) esteja baseada na hipOtese nao verificada de que a serie (7) pode ser
usada para nfimeros complexos da mesma forma que para nfirneros reais da variavel independente, nossa
intencao e usar essa deducao apenas para tornar a Eq. (9) mail plausivel. Vamos colocar as coisas em uma
fundacäo seilida agora, adotando a Eq. (9) como defitticiio de e". Em outras palavras, sempre que escrever-
mos en, queremos dizer a expressito a direita do sinal de igualdade na Eq. (9).

Existem alguns variantcs da fOrmula de Euler que vale a pena notar. Substituindo t por —t na Eq. (9) e
lembrando que cos(—t) = cost e sen(—t) = —sent, temos

tr=0
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= cos t - i sen t	 (10)

Alcor disso, se t for substitufdo por ,u t na Eq. (9), entito obtemos uma versdo generalizada da formula de
Euler, a saber,

=. cos ,u t + i sen it( .	 (11)

A seguir, queremos estender a definicao de exponencial complexa para expoentes complexos arbitrarios
da forma (X + ig)t. Como queremos que as propriedades usuais da funciio exponencial continuem vtilidas

	

para expoentes complcxos, queremos, certamente, que exp[(X + 	 satisfaca

e(?- +i" = e)1 ei" t	 (12)

Usando, enttio, a Eq. (11), obtemos

e(;'+ilt = eit (cos It/ + i sen At)	 (13)
= eAt cost +	 sen

Tomamos agora a Eq. (13) como a definica'o de exp[(X + iit )t]. 0 valor da funcao exponencial corn coefi-
ciente complexo é um riment) complexo cujas partes real c imagintiria säo dadas pelas expressOes a clirei-
ta do sinal de igualdade na Eq. (13). Note que as partes real e imagintiria de expRX + itt)ti estzio expressas
inteiramente em termos de fungi:5es elementares reais. Por exempla, a quantidade na Eq. (6) tem o valor

e -3+61 = e-3 cos 6 + ie sen 6 0.0478041 - 0,0139113i.

Corn as definicOes (9) e (13), é Neil mostrar que as regras usuais de exponenciactlo sâo validas para
functlo exponencial complexa. Voce tamb6m pode usar a Eq. (13) para verificar que a fOrmula de (life-
renciacrio

d
(en) = re"

dt

(16)

é valida para valores complexos de r.

Encontre a soluctio geral da equacâo diferencial

y" + y' + 9.25y = 0,

Encontre, tambt:n, a solucäo que satisfaz as condicOes iniciais

y(0) = 2,	 y'(0) = 8,

e desenhe sett graft°.
A equacao caracterfstica para a Eq. (15) é

de modo que suas rafzes skt

Portanto, duas solucOes da Eq. (15) sac)

y l (t) = exp[(- z + 3i)t I = -`t'` (cos 3t jam 3 t)	 (17)

e

y2 (t) = exp[(- - 3i)t] = e -`''`(cos 3t - isen 3t).	 (18)

Vocé pode verificar que o wronskiano é 1V(y,,y2)(t) = -6ie-',que nunca se anula, logo a solucäo geral da Eq. (15)
pode ser expressa como uma combinacAo linear de y,(t) e y2 (t) Corn coeficientes arbitrarios.

Entretanto, em vez de usar solucaes complexas y,(t) e y 2 (t), vamos procurar urn conjunto fundamental de
solucOes reais para a Eq. (15). Do lborema 3.2.2, sabemos que qualquer combinacito linear de duas solucOes
tambi.c m c uma solucao, logo varnos fortnar as combinacOes lineares y,(1) + y2 (t) e y,(t) - y2 (t). Dessa forma,
obtemos das Eqs. (17) e (18) as solucOes

yi	 + y2(t) = 2e-0 cos 3t, yi (t) - y2 (t)	 2ie-z/2 sen 3 t .

Retirando as constantes 2 e 2i por conveniencia, ficamos corn

u(t) = e-'I2 cos 3t,	 u(t) = C` i2 sen 3 t 	(19)

EXEMPLO

1

r+r+ 9.25 = 0

=	 +3i,	 r2 = — — 3i.
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2 —  

10 t

FIGURA 3.3.1 So luck) do problem de valor inicial y" + y' + 925y = 0,y(0) = 2,y'(0) = 8

como solucaes rcais da Eq. (15). [Se voce nao tiver certeza absoluta de que u(t) e u(t) sao solucaes da equacao
diferencial dada, substitua essas funcOes na Eq. (15) e confirme que elas satisfazem a equaciiol Calculando o
wronskiano de u(t) e u(t). obtemos W(tt, u(t) = 3e-': logo u(t) c u(t) formam um conjunto fundamental de solu-
cOes, e a solucao geral da Eq. (15) pode ser escrita como

v =	 + c2r(r) = e -12 (c, cos 3t + sen 31),	 (20)

onde c, e c, sao constantes arbitrarias.
Para satisfazer as condiceles iniciais (16), primeiro substituimos t = 0 e y = 2 na Eq. (20), corn o resultado

que c, = 2. Erna°, diferenciando a Eq. (20), fazendo t = 0 e y' 8, obtemos	 + 3c, = 8. de modo que c2 = 3.
Portanto, a solucao do problem de valor inicial (15), (16) d

y = e - '12 (2 cos 3t + 3 sen 3 t). 	 (21)

A Figura 3.3.1 mostra o grafico desta soluciio.
Vemos, do grafico, quc a solucao deste problema c uma oscilacao decaindo. 0 fator contendo seno c cosseno

controla a natureza oscilatOria da solucao. enquanto quc o fator exponencial corn expoente negativo faz corn
que as amplitudes das oscilacocs diminuam quando o tempo aumenta.

Raines Complexas; 0 Caso Gera!. As funcOes y,(t) e y2(t),dadas pelas Eqs. (5) e corn o significado expresso pela
Eq. (13), sao solucOes da Eq. (I) quando as rafzes da equacao caracteristica (2) sao nnmeros complexos
I nfelizmente, as solucOes y, e y 2 sac) funcOes que tem valores complexos, ao passo que, em geral, preferirfamos
ter solucaes reins, se possfvel.jd que a pre pri g equacao diferencial so tern coeficientes reais. Podemos proceder
como no Exemplo 1 para encontrar urn conjunto fundamental de solucOes reais. Em particular, vamos formar
a soma e a diferenca de y, e y2.Temos

.Y1( t ) + y2(1) = e)a (cos ta	 i sen tit)	 ext (cos Ftt — i sen tat)

= 2eAt cos au(

y i (t) — y2 (t) = ext (cos	 i sen ttt) — e;d (cos it — isen lit)

= 2ieX t sen itt.

Logo, desprezando os fatores constantes 2 e 2i, respectivamente, obtivemos urn par de solucaes reais,

u(t) = eAt cos jtt,	 v(t) = eAt sen Fit.	 (22)

Note que u e v sao, simplesmente, as partes real e imaginaria, respectivamente, de yl.
Por um calculo direto, voce pode mostrar que o wronskiano de u e v é

W (tt,v)(t)	 t1e2A `	 (23)

Portanto, desde que � 0, o wronskiano W nao 6 nulo, de modo que u e v formam urn conjunto funda-
mental dc soluceies. (E claro que, se tt = 0, entäo as raizes sao reais e a discuss5o nesta secao nao se aptica.)
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y = -2e"4 cos 3t + 2e"4 sen 3t

y

10

5

-5 -

-10

FIGURA 3.3.2 Soluciio de 16,"- 8y' + 145y = 0,y(0) = - 2.y'(0) = 1.
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Em consequencia, se as rafzes da equacdo caracteristica sdo ntimeros complexos A ± ip,com p 0, então
a solucito geral da Eq. (1) 6

y = eAt cos pt + c2 e'd sen pt,	 (24)

onde c, e c2 sâo constantes arbitrarias. Note que a solucdo (24) pode ser escrita tao logo sejam conhecidos
os valores de e p. Vamos considerar mats alguns exemplos.

Encontre a solucão do problema de valor inicial

16y" - 8y' + 145y = 0. 	 y(0) = -2, y(0) = 1.	 (25)

A equacilo caracteristica e 16r 2 - 8r + 145 = 0, e suas rafzes sâo r = ± 3i. Logo, a solucao geral da equacâo
diferencial

y = c l et14 cos 3t + c2 et sen 31.	 (26)

Para aplicar a primeira condicno inicial, fazemos t 0 na Eq. (26): isso da

y(0) = c, = -2.

Para a segunda condicao inicial, precisamos diferenciar a Eq. (26) e depots fazer r = 0. Desse modo, ventos que

y'(0) = le t	3c2 = 1,

de onde temos que c2 = 1/2. Usando esses valores de c, e c,, obtemos

y = -2e." cos 3t + e`14 sen 3t	 (27)

como solucäo do problema de valor inicial (25).0 grafico desta solu45o esui ilustrado na Figura 3.3.2.
Neste caso observamos que a solucäo 6 tuna oscilacdo aumentando. Novamente, os fatores trigonom6-

tricos na Eq. (27) determinam a parte oscilatOria da soluciio,enquanto o fator exponencial (corn expoente
positivo) faz corn que a amplitude da oscilacao aumente com o tempo.

Encontre a soluc5o geral de

y" + 9y = 0.	 (28)

A equacão caracteristica 6 r2 + 9 = 0, com razes r = ±3i; logo, A = 0 e p = 3. A solucäo geral 6

y = c l cos 3t + e2 sen 3t;	 (29)

note que se a parte real das rafzes 6 zero, como neste exemplo, entao a solucäo nä° tem fator exponencial.
A Figura 3.3.3 mostra o grafico de dual solucOes tipicas da Eq. (28). Em cada caso a soluciio 6 uma oseilacao
pura cuja amplitude 6 determinada pelas condicOes iniciais. Como a soluciio (29) nflo tem fator exponencial, a
amplitude de cada oscila45o permanece constants no tempo.

EXEMPLO

3
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FIGURA 3.3.3 Duas solucOes tipicas de y" = 9y = 0.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6, use a formula de Euler para escrever a expresstio dada na forma a + ib. 
I. exp(l + 2i)

5. lt

exp(2 — 3i)
e2-(...,/2)i

6. 7-1'2' 
Ern cada um dos Problemas de 7 a 16. encontre a solucao genii da equa45o diferencial dada.

7. y" — 2y' + 2y = 0
v" + 2y' — = 0

11. y" + 6y' + 13y = 0
13. y" + 2,V + I.25y = 0

y" + y' + 1.25y = 0

— 2y' + 6y = 0
v"+2y'+2y=0

12. 4y" + 9y = 0
14. 9v" + 9v' — 4y = 0
16. y" + 4y' + 6.25y = 0

Em cada um dos Prohlemas de 17 a 22. encontre a solucth) do problem de valor inicial dado. Eshoce o gralico
da soluct-to e descreva seu comportamento para valores cada vez maiores de t.

Cat° y" + 4y = 0. y(0) = 0,	 y'(0) = 1
y" + 4y' + 5y = 0,	 y(0) = 1.	 y'(0)	 0
y" — 2y' + 5y = 0.	 y(7r/2) = 0,	 y(7/2) = 2
y'' + y	 0. y(x/3) = 2.	 y'(:7/3) = —4
y" + y' + 1.25v = 0,	 y(0) = 3,	 y'(0) = 1
y" + 2y' + 2y = 0,	 y(7/4) = 2.	 y/(7/14) = —2

62 23. Considere o problema de valor inicial

3u" — u' + 2n = 0, 	 1(0) = 2, //(0) = 0.

Encontre a solucâo u(t) deste problema.
Para t > 0, encontre o primeiro instante no qual Itt(t)I = 10.

Considere o problema de valor inicial

5u" + 2u' + 7u = 0,	 u(0) = 2. u"(0)= 1.

Encontre a solu0o 0(t) deste problema.
Encontre o menor T para o qua! WWI < 0,1 para todo t > T.

dp?, 25. Considere o problema de valor inicial

y" + 2y' + 6y = 0,	 y(0) = 2, y'(0) = a 0.

(a) Encontre a solucäo y(t) deste problema.
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Encontre a tal que y = 0 quando t = 1.

Encontre o menor valor positivo de t, em fungdo de a, para o qual y = 0.
(d) Determine o limite da expressao encontrada no item (c) quando a —>

6.2 26. Considere o problema de valor inicial

	

y" 2ay' + (a2 + 1)y = 0,	 y(0) = 1, y'(0) = 0.

Encontre a solucdo y(t) deste problema.
Para a = 1, encontre o menor T para o qually(t)1 < 0,1 para t > T.

Repita o item (b) para a = 1/4, 1/2 e 2.
Usando os resultados dos itens (b) e (c), coloque em urn grzifico os valores de T em funcdo de a e
descreva a NIKO° entre T e a.

0 Mostre que W(eAt cos at, sen ,ut)it= e2,‘,.

28. Neste problema, esquematizamos um modo diferente de obter a fOrmula de Euler.
Mostre que y,(t) = cos t e y,(t) = sen t formam um conjunto fundamental de solucaes de y" + y = 0; ou
seja, mostre que sao solucOes e que seu wronskiano näo se anula.
Mostre (formalmente) que y = tamb6m 6 solucao de y" + y = 0. Portanto,

ell = c i cos t + c2 sent	 (i)

para constantes c, e c2 apropriadas. Por que isso ocorre?

Faca t = 0 na Eq. (i) para mostrar que c, = 1.
Supondo que a Eq. (14) 6 viilida,diferencie a Eq. (i) e depois faca t = 0 para concluir que c 2 = i. Use os
valores de c, e c, na Eq. (i) para chegar a formula da Euler.

29. Usando a formula de Euler, mostre que

sent =	 —	 )/2i.cost = (err 	 c-i1)/2,

Se e" e dado pela Eq. (13), mostre que e fr i + '2 )' = er l'e':' quaisquer que sejam os mimeros complexos r, c r,.

Se e" e dado pela Eq. (13), mostre que

	

err 	 re"
at

para quatquer numero complexo r.
Suponha que as funcacs rcaisp e q sao continuas cm um intervalo aberto I e seja y = p (t) = ii(t) + iv(t) ulna
soluciio complexa de

y" + p(t)y + q(t)y = 0,	 (i)
onde it e v sac) fungi:5es reais. Mostre que u e v tambem são solucaes da Eq. (1).
Sugestlio: substitua y = cp (t) na Eq. (i) e separe em partes real e imaginiiria.
Se as functies y, e y, formain um conjunto fundamental de solucOes de y" + p(t)y' + q(t)y = 0, mostre que
entre dois zeros consecutivos de y, existe um, e apenas urn, zero de y 2. Note que esse comportamento 6
ilustrado pelas solucOes y i = cos t e y2 = sen t da equagOo y" + y = 0.
Sugestiio: suponha que t, e t, são dois zeros de y, entre os quais nao existe zero de y,. Aplique o teorema de
Rolle a y,ly, para chegar a uma contradicdo.

:%111darica de Varkiveis. Algumas vezes, uma equacao diferencial corn coeficientes variaveis

y" + p(t)y' + q(t)y 0,	 (I)

pode ser colocada em uma forma mais adequada para que se possa resolve-la atraves de uma mudanca da
variavel independente. Vamos explorar essas ideias nos Problemas de 34 a 42. Em particular, no Problema 34
most rams que as equagOes conhecidas como equagOes de Euler podem ser transformadas em equagOes corn
coeficientes constantes por Irma mudanca simples da varidvel independente. Os Problemas de 35 a 42 contem
exemplos desse tipo de equacão. 0 Problema 43 determina condicOes sob as quais a equacao mais geral Eq.
(i) pode ser transformada em uma equagOo diferencial corn coeficientes constantes. Os Problemas de 44 a 46
fornecem aplicacOes especificas deste procedimento.
34. Equaciies de Euler. Uma equacdo da forma

d2	 dy
t- —

y 
+ al — + pv = 0,	 t > 0,	 (ii)

dt 2	dt
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onde a e # são constantes reais, é chamada de equacao de Euler.
Seja x =1n t e calcule dyldt e dyldt'em termos de dy/dx c
Use os resultados do item (a) para transformar a Eq. (ii) em

try	 dy

dx
+ (a – I ) —

Ix 
+ fiy = O.

-
Note que a Eq. (iii) tern coeficientes constantes. Se y,(x) e y2 (x) formam urn conjunto fundamental de
solucOes da Eq. (iii), entdo y i (In t) e y2(In t) formam um conjunto fundamental de solucOes da Eq. (ii).

Em cada urn dos Problemas de 35 a 42, use o metodo do Problema 34 para resolver a equacao dada para t > 0.

35. t2y"+ty'+y=0
	

36. t2y" + 4ty' + 2y = 0
37. t 2y" + 3ty' + 1,25y = 0

	
38. t 2 y" – 4ty' – 6y = 0

39. t 2y" – 4ty' + 6y -= 0
	

40. t 2 y" – ty' + 5y = 0
41. t 2 y" + 3ty' – 3y = 0
	

42. t 2 y" + 7ty' + lOy = 0

43. Neste problema vamos determinar condicOes sobrep e q de modo que a Eq. (i) possa ser transformada em
uma equacdo corn coeficientes constantes atravês de uma mudanca da varidvel independente. Seja x = u(t)
a nova varizivel independente, corn a relaciio entre x e t a ser especificada mais tarde.
(a) Mostre que

dy_	 =
d2y	 (d.v) 2 d2y	 d2 .v dy
— 	 + — — •

dt	 dt-'dt	 dx2
	

dt- (Ix

Mostre que a equacilo diferencial (i) torna-se

(thc	 y	 ( (PA-	 dx)dy
-	 -7	 +p(t)-	 -	 q(t)y O.
dt 	 (/.0 	dt-	 (Lt.

Para que a Eq. (iv) tenha coeficientes constantes, c precis() que Os coeficientes de d'yldx = e de y sejam
proporcionais. Se q(t)> 0. entk) podemos escolher a constante de proporcionalidade como I:logo,

	

x = u(t) = f lq(t )1 1 ' 2 dt.	 (v)

Com .v escolhiclo como no item (c), mostre que o coeficiente de dy/dx na Eq. (iv) tamhem e constante,
desde que a expressiio

q'	 +2p(t)q0) 
(vi)

21g(t)I`-2

seja constante. Assim, a Eq. (i) pode ser transformada cm uma equack) corn coeficientes constantes
knives de uma mudanca da variavel independente, desde que a funcao (q' + 2pq)/(/' : seja constante.
Como esse resultado pode ser modificado se g(t)< 0?

Em cada urn dos Problemas de 44 a 46, tente transformar a equaciio dada em uma corn coeficientes constantes
pelo metodo do Problema 43. Se isso for possivel, encontre a soluck) geral da equaciio dada.

44. y"+ ly + e -12 y = 0,	 –oo < t < oo
y"+ 3ty' + t 2y = 0,	 -CC < < oo
ty" +(t'-- 1)y' + t3y = 0,	 0 < t < oo

3.4 Rafzes Repetidas; Reducao de Ordem

Em secOes anteriores, mostramos como resolver a equacão

ay" + by' + cy = 0	 (1)

quando as rafzes da equacâo caracterfstica

ar2 + br + c = 0	 (2)

sat) reais e distintas ou complexas conjugadas. Vamos considerar agora a terceira possibilidade, a saber,
quando as duas rafzes r, e r, sao iguais. Esse caso faz a transick) entre os outros Bois, e ocorre quando o
discriminante b2 – 4ac é zero. Segue da formula para a equacào do segundo grau que

(h)

(iv)
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EXEMPLO

rt = r2 = -b/2a.

A dilIculdade c imediatamente aparente: ambas as rafzes geram a mesma solucao
yi	 e-bi I2a

da equacào diferencial (1), e nao ë nada Obvio como encontrar uma segunda

Resolva a equacAo diferencial

1

	

	 y" + 4y' + 4y = O.	 (5)

A equac5o caracteristica
r2 + 4r + 4 = (r + 2) 2 = 0,

de modo que r, r,= -2. Portanto, uma soluczio da Eq. (5) é y,(t) = e-2'. Para encontrar a solucao geral da Eq. (5),
precisamos de uma segunda solucao que nao seja mtiltiplo de y,. Essa segunda solucao pode ser encontrada de
diversas maneiras (veja os Problemas de 20 a 22); usaremos aqui urn mato& descoberto por D'Alembert' no
seculo XVIII. Lembre que. como y	 uma soluciio da Eq. (I), cy i (t) tat/11)6m o e para qualquer constants c. A
ideia basica c generalizar essa observacao substituindo-se c por uma fun450 r(t) e depois tentando determinar
v(t) de modo que o produto v(t)y,(t) seja soluc5o da Eq. (1).

Para seguir esse programa, vamos substituir y = r(t)y,(t) na Eq. (5) e usar a equacAo resultante para encon-
trar v( t). Comecando corn

y = v(t )Y1( t ) = v(t)e -2 `	 (6)

temos

= v'(t)e -2` - 2v(t)e -2:	 (7)

v" = r"(t)e -21 - 4r' (t)c -2( + 4 v(t)e-2'	 (8)

Substituindo as expressties nas Eqs. (6), (7) e (8) na Eq. (5) e juntando os termos, obtemos

[C(t) - 4r/(t) + -Ir(t) + 41/(t) - 8v(t) + 4v(t)le -2( = 0,

que pode ser simpliticada para

v"(t) = 0.	 (9)

Logo,

v' (t) = c

e

v(t) = c i f + c2 ,	 ( 10)

onde c, e c, sao constantes arbitrarias. Finalmente,substituindo v(t) na Eq. (6). obtemos
y = 1 te -2/	 c2e-2t

A segunda parcela it direita do sinal de igualdade na Eq. (11) corresponde a solucão original y,(t) = exp(-21),
mas a primeira parcela corresponde a uma segunda solucao, a saber, y,(t) = t exp(-2t). Essas duas solucOes
nao sao proporcionais, obviamente. mas podemos verificar que formam um conjunto fundamental de solucOes
calculando seu wronskiano:

to-2'

-2e-2' (1 - 21)c-2`

=	 - 2te -4` + 2te --4` = c-4( � 0.

'Jean d'Alembert (1717-1783). matematico (ranee's, foi contemporiineo de Euler e Daniel Bernoulli, c e conhecido, princi-
palmente, por seu trabalho em mecAnica e equaciies diferenciais. 0 principio de d'Alembert em meciinica e o paradoxo de
d'Alembert cm hidrodinärnica rcceberam esse nome cm sua homenagem, e a equaciio de onda apareceu pela primcira vez
em seu artigo sobre cordas vibrantes em 1747. Em seus Ultimos anos, devotou-se principalmente a filosofia e As suas tarefas
como editor de ci(Mcia da Enciclop6.dia de Diderot.

W(Yi•.Y2)(t) =
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Portanto,

yi(t) = y2 (1) = te-2'	 (12)

formam urn conjunto fundamental de solucOes da Eq. (5). e a solucäo geral clesta equacao e dada pela Eq. (11).
Note que ambas as funcOes, y i (t) e yz(t), tendem a zero quando t	 x; em consequencia, todas as solucOes da
Eq. (5) se comportam desse modo. A Figura 3.4.1 mostra o gratico de uma solu45o tfpica.

y

2

FIGURA 3.4.1 Lima soluca° tipica do y" + 4y' + 4y = 0.

0 proceclimento usado no Exemplo 1 pode sear cstendido a UM a equac5o geral cuja equacao caracte-
rfst Ica tenha rafzcs repetidas. Ou seja, supomos que Os coehcientes na Eq. (1) satisfazem b 2 - 4ac = 0, caso
CM qUe

yi(1)	 e-ht/2a

Lima soluciio. Para eneontrar uma segunda solu45o. supomos que

C = p (t)v i (t) = u(t)e	 ni2a

c substitulinos na Eq. (I) pa ra determinar 110. Temos

y t•'(t)e-14,2" _	 (t)e-btlit

=	 tr ( . ) ,-bt/2a	 )	 /2a	 1)2
y	 _v	 _	 t	 —ht	 (0e-hu2a

a	 4a-

Entao, substituindo na Eq. (1), obtemos

[I , "(t) — 
b
—1)

,
 (t) +

b 2 
001 + b[1 . "(t) - —1,, (1)1 + cum} e -1" /

a	 4a-	 2a
2" = 0.

Cancelando o fator exp(-btl2a), que Liao Sc anula, e rearrumando Os termos restantes, encontramos

b 2	b2
au" (t) + (-h +	 (t) + (

4a	 2a
— - — + c) u(t) = 0. (17)

A parcela envolvendo v'(t) c obviamente nula. Mat disso, 0 coeficiente de v(t) c c - (13 214a). que também
é zero, pois h 2 - 4a • = 0 no problema cm consideracAo. Assim, como no Exemplo 1, a Eq. (17) se reduz a

t . "(t) = 0;

logo,

v(t) = C t +

Portanto, da Eq. (13), temos

= c l e-N/2" + ote-1"/2".	 (18)

Então, y é uma combinacao linear das duns solucties

y i (t) = Cbt/2",	 y2(t) = to
-b112a
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0 wronskiano dessas duas solucOes é

e —btf2a to—ht/2a

W(yi,y2)(t)
— —e—btl2a 1

bt
-	 e—b1/2a

2
—

a
)

(20)

2a

Como W(y,,y2)(t) nunca se anula, as solucaes y, e y, dadas pela Eq. (19) formam urn conjunto fundamen-
tal de solucaes. Alem disso, a Eq. (18) e a solucdo geral da Eq. (1) quando as rafzes da equacdo caracte-
rfstica sao iguais. Em outras palavras, neste caso existe uma solucäo exponencial correspondente a raiz
repetida, enquanto uma segunda solucào e obtida multiplicando-se a solucäo exponencial por t.

Encontre a solucao do problem de valor inicial

y" – y' + 0,25y = 0.	 y(0) = 2, y'(0) =	 (21)

A equacdo caracteristica é

r2 – r + 0,25 = 0,

de modo que as rafzes sdo r, = r,= 1/2. Lo go, a solucdo geral da equaczio diferencial 6

y = c l e`12 + c2ter12.	 (22)

A primeira condicdo inicial requer quc

y. (0) = c, = 2.

Para satisfazer a segunda condicii° inicial, primciro cliferenciamos a Eq. (22) e depois fazemos t = 0. Isso nos dzi

y'(0) = c i + c2

de modo que c2 = –2/3. Portanto, a solucdo do problema de valor inicial

y = 2e"2 – te"2 .	 (23)

A Figura 3.4.2 mostra o grafico desta solucao.

FIGURA 3.4.2 SolucOes de y" – y' + 0,25y = 0, y(0) = 2, corn y'(0) = 1/3 e y'(0) = 2, respectivamente.

Vamos rnoditicar, agora, o problema de valor inicial (21) mudando o coeficiente angular inicial; especifica-
mente, vamos trocar a segunda conclictio inicial por y'(0) = 2.A solucao deste problema modificado é

y = 2e/2 + feta .

e scu grafico tambem aparece na Figura 3.4.2. Os graficos mostrados nessa figura sugerem a existencia de um
coeficiente angular inicial critic°, corn valor entre I e 2, que separa as solucOes que crescem positivamente das
quc crescem cm modulo, mas tornam-se negativas. 0 Problema 16 pece que voce determine este coeficiente
angular critico.

EXEMPLO

2
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O comportamento geometric° de solucOes é semelhante, nesse caso, a quando as rafzes säo reais e
distintas. Se os expoentes sac) positivos ou negativos, entdo a solucdo, em modulo, aumenta ou diminui
de acordo; o fator linear t tem pouca influencia. A Figura 3.4.1 mostra uma solucão decaindo e a Figura
3.4.2 mostra duns solucOes crescendo em modulo. No entanto, se a raiz repetida e nula, entäo a equacao
diferencial é y" = 0 e a solucâo geral é uma fungdo linear de t.

Resumo. Podemos resumir, agora, os resultados obtidos para equagOes lineares homogeneas de segunda
ordem corn coeficientes constantes

ay" + by' + cy = O.	 (1)

Sejam r, e r, as rafzes do polinômio caracteristico correspondente
,

ar- + or + c = 0.

Se r, e s5o reais e distintos, entdo a solucão geral da equacdo diferencial (1) é

y = c i e s + e2e"i

Se r, e r, sao complexos conjugados A ± iEr, entao a solucäo geral é

y = c i e?a cos /it + c2 e;.1 sen

Se r, = r„, entdo a solucilo geral 6

y = c i er I I	 c2 ter ''	 (26)

Reduciio de Ordem. Vale a pena observar que o procedimento usado anteriormente nesta seciio para
equacOes com coeficientes constantes c aplicavel mais geralmente. Suponha que conhecemos uma solti-
cao y,(t), n5o identicamente nub, de

y" + p(t)y' + q(t)y = 0.

Para encontrar uma segunda solucao, seja

v = v(i)yi(t);

en t5o,

= (.."(t)yi(t) + v(t)y',(t)

(2)

EXEMPLO

3

y" = v"(t)y i (t) + 21/(t)y;(t) + v(t).q(t).

Substituindo essas expressOes para y, y ' c y" na Eq. (27) e juntando os termos, encontramos

y ivn + (2y; + py 1 (t7' + )y; + py; + gy i )v = 0.	 (29)

Como y, e uma soltic5o da Eq. (27), o coeficiente de r na Eq. (29) é zero, de modo que a Eq. (29) flea

y i V" + (4 '1 p y i )	 = 0.	 (30)

Apesar de sua aparencia, a Eq. (30) e, de fato, uma equac5o de primeira ordem para a funcão v' e pode ser
resolvida como uma equacao de primeira ordem ou como Lima equacao sepanivel. Uma vez encontrada v',
r e obtida por integrac5o. Finalmente, a soluc5o y ei determinada da Eq. (28). Este procedimento e chamado
de metodo de reducAo de ordem, ja que o passo crucial 6 a resolucão de uma equacao diferencial de primei-
ra ordem para v', em vez da equacao de segunda ordem original para y. Embora seja possfvel escrever uma
fOrmula para v(t), vamos, em vez disso, ilustrar como o método funciona atraves de urn exemplo.

Dado que y,(1) = r' e uma soluc5o de

2t 2y" + 3ty' — y = 0,	 t > 0,	 (31)

encontre um conjunto fundamental de solucOes.
Vamos fazer y = v(t)r';ent5o

y' =	 — vt -2 ,	 y" = t . "C l —2v't - 2 + 2v1 -3.

Substituindo y, y' e y" na Eq. (31) e juntando os termos, obtemos
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2t2 (v"r 1 — 2v'r 2 + 2vr3 ) +3t(v't-	 vt-2) —

2tv" + (-4 + 3)u' + (4t -1. — 3r' — rl)v

= 21 v" — v' = 0.	 (32)

Note que o coeficiente de v é nulo, como deveria: isso nos da urn ponto Call de verificacdo dos nossos calculos.
Separando as variaveis na Eq. (32) e resolvendo para v'(t), encontramos

v'(t) = ct1/2;

entdo,
v(t) = ict312 + k.

Segue que

v=	 2 + kt -1 ,	 (33)

onde c e k sdo constantes arbiträrias. A segunda parcela na Eq. (33) 6 um mUltiplo do y, e pode ser retirada, mas
a primeira parcela nos da uma solucao nova y2 (0= t' 12 . Voce pode verificar que o wronskiano de y, e y26

14/ (y i .y2)(t) = ;t -3/2 ,	 t > 0. (34)

Em consequencia,y, e y, formam um conjunto fundamental de solucOes.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 10, encontre a solucao geral da equaciio diferencial dada.

1. y" — 2y' + y = 0
CD 4y" — 4y' — 3y = 0

5. y" — 2y' + lOy = 0
'04y" + 17y' 4- 4y = 0
9. 25y" — 20y + 4y = 0

O9y"+6y' +y= 0
4. 4y" + 12y' + 9y = 0

y" — 6y + 9y = 0
8. 16y" + 24y' + 9y = 0

10. 2y" + 2y' + y = 0

Em cada urn dos Problemas de 11 a 14, resolva o problema de valor inicial dado. Esboce o grafico da solucdo e
descreva seu comportarnento quando t cresce.

y(0) = 2, y'(0) = —1
y(0) = 0, y'(0) = 2

y(0) = —1,	 y'(0) = 2
y(-1) = 2, y'(-1) =_

402,

9y" — 12y' + 4y = 0,
-- 6y' + 9y = 0,

y" + 6y' + 82y = 0,
y" + 4y' + 4y = 0,

Considere o problema de valor inicial

	

4y" + 12y + 9y = 0,	 v(0) = 1, y'(0) = —4.

Resolva o problema de valor inicial e faca o grafico de sua solucäo para 0 < t < 5.
Determine onde a solucâo tern valor zero.
Determine as coordenadas (to, yo) do ponto de minima
Mude a segunda condicão inicial para y'(0) = b e encontre a solucão como funcdo de b. Depois encon-
tre o valor critic° de b que separa as solucOes que permanccem positivas das que acabam se tornando
negativas.

Considere a seguinte modificacâo do problema de valor inicial no Exemplo 2:

	

y" — y' + 0,25y, = 0,	 y(0) = 2, y'(0) = b.

Encontre a solucäo em funcao de h e depois determine o valor critico de h que separa as solucOes que
crescem positivamentc das quc acabam crescendo em modulo, mas corn valores negativos.

4/./2, 17. Considere o problema de valor inicial

	

4y" + 4y' + y = 0,	 y(0) = 1, y'(0) =- 2.

Resolva o problema de valor inicial c faca o grafico da solucão.
Determine as coordcnadas (tm, y„) do ponto de maxim.
Mude a segunda condic5o inicial para y'(0) = b > 0 c encontre a soluc5o como funcao de b.
Encontre as coordenadas do ponto de maxim() (t„, y„) em funciio de b. Descreva a dependencia em b
de t, e de y, quando b aumenta.
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Considere o problema de valor inicial

	

9y" + 12y' + 4y = 0.	 Y(0) = a > 0, y'(0) = -1.

Resolva o problema de valor inicial.
Encontre o valor crftico de a que separa as solucOes que se tornam negativas das que permanecem
positivas.

19. Se as rafzes da equacao caracterfstica sat) reais. mostre que uma solucäo de ay" + by' + cy 0 e identica-
mente nula ou pode assumir o valor zero no maxim° uma vez.

Os Problemas de 20 a 22 indicarn outran maneiras de se encontrar uma segunda solucao quando a equacao
caracterfstica tem rafzes repetidas.

Considere a equacão y" + 2ay' + a 2y = 0. Mostre que as rafzes da equacao caracterfstica sac) r, = r2 = -a,
de modo que uma solucão da equacäo é
Use a fOrmula de Abel [Eq. (22) da Seca° 3.2] para mostrar que o wronskiano de duas solucOes quais-
quer da equacao dada 6

11/ (t) = y i (t)y:(t) - y'l (t)y2(t) =

onde c, é constante.
(c) Seja y,(t) e-"r e use o resultado do item (b) para obter uma equacao diferencial satisfeita por uma

segunda solucão y,(t). Resolvendo essa equacao, mostre que y2(t) = to-at.

Suponha que r, e r2 sao rafzes de ar'- + hr + c = 0 e que r. = r,;entao,exp(r,t) e exp(r,t) sat) solucOes da equa-
cao diferencial ay" + by' + cy = 0. Mostre que (t;r,,r2 ) = [exp(r,t)- exp(r,t)11(r2 - r 1 ) tambem é solucão da
equacao para r, * r,. Depois, pease em r, como fixo e use a regra de L'Hospital para calcular o limite de 0
(I; r,, r,) quando r,	 r, obtendo, assim, a segunda solucao no caso de raizes iguais.
(a) Se ar2 + hr + c = 0 tern rafzes iguais ronostre que

Lk" = W e" + !m e" + cen = a(r - r1)2e"
	

(i)
Como a Ultima expressiio a direita na Eq. (i) e nula quando r = 1. 1 , segue que exp(r,t) e uma solucdo de
L[y] = ay" + by' + cy = 0.
(b) Diferencie a Eq. (i) em relaciio a r e mule as ordens das derivadas em relacão area t, mostrando,

assim, que
— Lk") = L[—

ar e
rt i = L(te" = atert (r - r 1 ) 2 + 2ae"(r - ri).

ar	 (ii)

Como a Ultima expressiio a direita na Eq. (ii) 6 zero quando r = rh conclua que t exp(r,t) tambem e solucAo
de L[y] = 0.

Ern cada urn dos Problemas de 23 a 30, use o metodo de reducilo de ordem para encontrar uma segunda solu-
cAo da equacao diferencial dada.

2y" - 4ty' + 6y 0,	 t > 0;	 yi(t) = 12

t 2 y" + 2ty' - 2y = 0,	 t > 0;	 yi(t) = t
t2 y" + 3ty' + y = 0,	 t > 0;	 yi (t) = t

t2y" - t(t + 2)y' + (t + 2)y = 0, 	 t > 0;
Y1(xy" - y' + 4x 3y = 0,	 x > 0;	 yi (x) = senx 21) = 1

(x - 1)y" - xy + y = 0, x> 1;	 yi(x) =

Ox
2y" - (x - 0,1875)y = 0,	 > 0;	 (x) = .r1.4e21`

x 2y" + xy' + (x2 - 0,25)y = 0,	 x > 0;	 y, (x) = x -112 sen

A equacdo diferencial

.ry'' - (x + N)y' + Ny = 0,

onde N e um inteiro näo negativo, foi discutida por diversos autores. 6 Uma razäo para esse interesse 6 que
ela tem uma solucao exponencial e uma solucao polinomial.

Verifique que uma solucao e y,(x) = e'

Mostre que uma segunda solucao tern a forma y 2(x) = c e' f x" e `dx. Calcule y2(x) para N = 1 e N =

2; convenca-se de que, corn c = -1/N!,

"T. A. Newton, "On Using a Differential Equation to Generate Polynomia ls ", American Mathematical Monthly 81(1974), pp.

592-601. Veja, tambem, as referencias cicadas ali.
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	x 	 x2	
xN

Y2(x) = 1 + 
1! 

+ 
2! 

+ • • • + 
N! •

Note que y2(x) é precisamente a soma das N + 1 primeiras parcelas da serie de Thylor para e' em torno de
x 0, ou seja, da serie de Taylor para y,(x).

9 A equac5o diferencial

y" + (xy + y) = 0

aparece no estudo da turbulencia cm um fluxo uniforme ao passar por um cilindro circular. Verifique que
y,(x) = exp(-8.02) e uma solucao, c depois encontrc a solucao geral na forma de uma integral.
0 metodo do Problem 20 pods ser estendido para equagOes de segunda ordem corn coeficientes varia-
veis. Se y i é uma solucao conhecida de y" + p(x)y' + q(x)y = 0 que não se anula, mostre que uma segunda
solucão y2 satisfaz (y,ly,)'	 11/(y,, y 2)/y, 2 , onde	 y2) é o wronskiano de y, e y2 . Depois use a formula de
Abel [Eq. (22) da Secao 3.2] para determinar y2.

Em cada um dos Problemas de 34 a 37, use o metodo do Problema 33 para encontrar tuna segunda solucilo
independente da equacao dada.

t2y" + 3ty' + y 0, t > 0; YE(1) = t
ty" - y' + 41 3y = 0, t > 0; yi(t) = sen (t2)
(x - 1)y" - xy + y = 0,	 x > 1;	 y (x) = e`

x2 y" + xy' + (X2 — 0.25)y = 0, x > 0;	 y, (x) = x -I/2 sen x

Comportamento de SolucOes (wand() t	 x. Os Problemas de 38 a 40 tratam do comportamento do solucaes
no limite quando t -> cz.

Se a, b e c são constantes positivas, mostre que todas as solucOes de ay" + by' + cy = 0 tendem a zero quando

(a) Se a > 0 e c > 0, mas b = 0, mostre que o resultado do Problema 38 não continua %/Ando, mas que todas

	

as solucCies permanecem limitadas quando t	 x.

(b) Se a > 0 e h > 0, mas c 0, mostre que o resultado do Problema 38 não continua valido, mas que todas
as solucaes tendem a uma constante, que depende da condiciio initial• quando t -> x . Determine essa
constante para as conclicOes iniciais y(0) = yo, y(0) = y'„.

Mostre que y = sen t é uma solucAo de

y" + (k sen2 t)y' + (1 - k cos t sent)y = 0

para qualquer valor da constante k. Se 0 < k < 2, mostre que 1 - k cos t sen t > 0 c k sen't > 0. Observe entao
que, embora os coeficientes dessa equacao diferencial corn coeficientes variaveis sejam não negativos (e

	

o coeficicnte de y' se anulc apenas nos pontos t =	 ...), cla tem uma soluc5o que n5o tends a zero
quando t -> x. Compare essa situacäo corn o resultado do Problema 38. Observamos, assim, uma situacao
que nab é incomum na teoria de equagOes diferenciais: equagOes aparentementc bastante semelhantes
podem ter propriedades muito diferentes.

Equaciles de Ruler. Em cada urn dos Problemas 41 e 42, use a substituicao introduzida no Problema 34 da
Seca() 3.3 para resolver a equac5o diferencial dada.

t 2y" - 3ty' + 4y = 0,	 t> 0
t 2 y" + 2ty' + 0,25y = 0,	 t > 0

2t2y" - 5ty' + 5y = 0,	 t > 0

t 2y" + 3ty' + y = 0,	 t > 0

4t 2y" - 8ty' + 9y = 0,	 t > 0

t2 y" + 5ty' + 13y = 0,	 t > 0

3.5 Equasiies Nao Homogeneas; Metodo dos Coeficientes Indeterminados

Vamos retornar a equacao nab homogenea

L[y] y" + p(t)y' + q(t)y = g(t),	 (1)
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onde p, q e g szio fungi:5es (continues) dadas em urn intervalo aberto I. A equacao

11y] = y" p(t))/ + q(t)y =- 0,	 (2)

na qual g(t) = 0 e p e q sào as mestnas que na Eq. (1). 6 chamada de equacão homogenea associada
Eq. (1). Os dois resultados a seguir descrevem a estrutura de solucOes da equacao nä° homogenea (1) e
fornecem uma base para a construcao de sua solucâo geral.

Teorema 3.5.1 Se Y, c Y2 são duas solucOes da equacao nZ-to homogenea (1), entao sua diferenca Y, - Y2 e uma solucao
	 	 da equacao homogenea associada (2). Se, alem disso, y, e y, formam urn conjunto fundamental de solu-

95es para a Eq. (2), entao

Yt( t) - Y2(t) = ctYr(t ) + c2Y2(t),	 (3)

onde c, e c2 sdo constantes determinadas.

Para provar esse resultado, note quc Y, e Y. satisfazem as equagOes

L[Y,j(t) = g(t), 	 L[Y2J(t) = g(t).	 (4)

Subtraindo a segunda da primeira dessas equagOes, temos

1.11/ 1 1(t) - L[Y21(I) = g(t) - g(t) = 0.	 (5)

No entanto,

Li	 — i.[ Y2 1 = 1.1 Y1 — Y2 1.

de mod° que a Eq. (5) Ilea

.[Y - Ys]it) = 0.	 (6)

A Eq. (6) diz que Y, - Y, e uma solucilo da Eq. (2). Finalmente. como todas as solucOes da Eq. (2) podem
ser expressas como uma combinaczio linear das funcOes em um conjunto fundamental de solucOes pelo
Teorema 3.2.4, segue que a soluc5o Y, - Y, tamb6m pode ser expressa nessa forma. Logo, a Eq. (3) 6 va-
lida e a demonstracao esta completa.

Teorema 3.5.2 A solucZio geral da equac5o niio homogenea (1) pode ser escrita na forma

= 0(t ) = c1)7 1 (t) + c2Y2(t) + Y(1), 	 (7)

onde y, e y2 formam um conjunto fundamental de soluceles da equacao homogenea associada (2), c, e
sTio constantes arbitrarias e Y 6 algutna solucao especffica da equacao ndo homogenea (1). 

A demonstraciio do Teorema 3.5.2 segue rapidamente do teorema precedente. Note quc a Eq. (3) é
valida se identilicarmos Y, com ulna solu45o arbitraria yh da Eq. (1) e Y, corn a solucao especffica Y. Da
Eq. (3) obtemos, assim,

0(t) - Y ( t ) = c i v i( r ) + c2y2 (t),	 (8)

que 6 equivalente a Eq. (7). Como 0 é ma solucao arbitrziria da Eq. (1), a expressao a direita do sinal de
igualdade na Eq. (7) inclui todas as solucOes da Eq. (1): é natural, portanto, chamzi-la de solucZio geral da
Eq. (1).

Colocando de maneira um pouco tliferente, o Teorerna 3.5.2 diz que, para resolver a equacäo nä° ho-
mogenea (1), precisamos fazer trés coisas:

Encontrar a soluczio geral c,y,(t) + c2y2(t) da equacao homogenea associada. Essa soluc5o e chamada, mui-
tas vezes, de soluciio complementar e pode ser denotada por y,(t).
Encontrar uma dnica solucao Y(t) da equacao nil() homogaea.Referimo-nos a essa solucao, muitas vezes,
como uma soluclio particular.

3. Somar as duas lung -6es encontradas nas duas etapas precedentes.
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Já discutimos como encontrar MO, pelo menos quando a equacdo homogenea (2) tern coeficientes cons-
tantes. Portanto, no restante desta secäo e na prOxima focalizaremos nossa atencao em encontrar uma solu-
cao particular Y(t) da equacao nao homogenca (1). Existem dois metodos que gostarfamos de discutir. Eles
sac) conhecidos como o metodo dos coeficientes indeterminados (discutido aqui) e o metodo de variacäo
dos parâmetros (veja a Seca° 3.6), respectivamente. Cada urn tern vantagens e desvantagens.

0 Mitodo dos Coeficientes Indeterminados. 0 metodo dos coeficientes indeterminados (ou a determinar)
requer uma hinOtese inicial sobre a forma da solucao particular Y(t), mas corn Os coeficientes nao espe-
cificados.  Substituimos, entao, a expressao hipot6tica na Eq. ( 1 ) e tent mos determinar os coeficientes de
modo que a equacäo seja satisfeita. Se tivermos sucesso, teremos encontrado uma solucao da equacao
diferencial (1) e podemos	 como a solucão particular Y(t). Se nao pudermos determinar os coefi-
cientes, isso significa que nao existe solucäo da forma que supusemos. Nesse caso, temos que modificar a
hipOtese inicial e tentar de novo.

A maior vantagem do metodo dos coeficientes indeterminados c que ele e Neil de executar, uma vez
feita a hip6tese sobre a forma de Y(t). Sua major limitacdo é que 6 titil principalmente para equagOes para
as quais é bell escrever a forma correta da solucao particular antecipadamente. Por essa razao, este metodo
si5 e usado, em geral, para problemas nos quais a equacao homo g..ënea tern coeficientes constantes e o termo
nao homogéneo pertence a uma classe relativamente pequena de funcOes. Em particular, consideramos
apenas termos homogéneos consistindo em polinOmios, lung -0es exponenciais, senos c cossenos. Apesar
dessa limitaciio, o metodo dos coeficientes indeterminados é util para resolver muitos problemas que tem
aplicacOes importantes. No entanto, os detalhes dos calculos podem ser bastante tediosos, e urn sistema de
Algebra computational pode ser muito litil nas aplicacOes praticas. Ilustraremos o metodo dos coeficientes
indeterminados atraves de divcrsos exemplos c depois resumiremos alg.umas regras para

EXEMPLO
	 Encontre uma soluck) particular de

1
	 y" - 3y' - 4y = 3e=`. 	 (9)

Procuramos uma funcão Y tal que 1'W- 3 Y'(t) - 4 Y(t) seja igual a 3e". Como Lima funcao exponencial se
reproduz pela diferenciacao, a maneira mais plausfvel de obter o resultado desejado 6 supor que Y(t) e algum
mdltiplo de e", ou seja,

Y(t) = Ae21,

onde o coeticiente A ainda precisa ser determinado. Para encontrar A, vamos calcular

	

Y'(t) = 2/4,2' ,	 = -1/1e21,

e substituir na Eq. (9). Obtemos

(4A - 6A - 4/1)e21 = 3e''`.

Portant°, -6Ae" tern que ser igual a 3e", logo A = -1/2. Assini. uma solucao particular 6

	

Y(t)	 -	 (10)

EXEMPLO

2
Encontre uma soluciio particular de

y" - 3y' -4y= 2 sent	 (11)

Por analogia corn o Exemplo 1, vamos supor primeiro que Y(t) = A sen r, onde A é uma constante a ser
determinada. Substituindo na Eq. (11) e rearrumando os termos, obtemos

-5A sent - 3A cos t = 2 sent.

ou

(2 ± 5A) sent + 3,1 cos t = 0.	 (12)

Queremos que a Eq. (12) seja valida para todo t. Entäo ela tern que ser valida em dois pontos especificos,
como t = 0 e t = 7r/2. Nesses pontos, a Eq. (12) se reduz a 3A = 0 e 2 + 5A = 0, respectivamente. Essas condiceies
contraditOrias significam que nao existe escolha da constante A que torne a Eq. (12) vAlida para t = 0 e t = 7r/2,
muito menos para todo t. Podemos concluir, entao, que nossa hipOtese sobre Y(t) nao foi adequada. A aparicilo
de um termo em cosseno na Eq. (12) sugere que modifiquemos nossa hipOtese original, incluindo um termo em
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cosseno em Y(t), ou seja,

Y (t) = A sent + B cos t,

onde A e B são constantes a serem determinadas. Logo,

Y'(t) = A cost — B sent
	

Y"(t) = —A sent — B cos t.

Substituindo na Eq. (11) e juntando os termos, obtemos

(—A + 38 — 4A) sent + (—B — 3A — 4B) cos t = 2 sen t. 	(13)

Para satisfazer a Eq. (13), precisamos igualar os coeficientes de sen r e de cos t nos dois lados da equacdo; assim.
A e B tem que satisfazer as equagOes

—5A +3B = 2,	 —3A — 5B = 0.

Portant°, A = —5/17 c B = 3/17, de modo que uma solugao particular da Eq. (11) e

Y(t) = — 4 sent + cos t.

O metodo ilustrado nos exemplos precedentes tamb6m pode ser usado quando a expressao a direita
do sinal de igualdadc é urn polinOmio. Assim, pars encontrar uma solucao particular de

y" — 3y' — 4y = 4t 2 — 1,	 (14)

supomos, inicialmente, que Y(t) 6 um polinOmio de mesmo grau que o termo nit° homogeneo, ou scja,
Y(t)= At= + Bt + C.

Para resumir nossas conclusOes at agora: se o termo ndo homo gaeo g(t) na Eq. (1) for uma fungi-to
exponencial e'", suponha que Y(t) ci proporcional a essa mesma funcilo exponencial; se g(t) for igual a
sen	 ou a cos fit, suponha que Y 6 ulna combinac5o linear de sen fit e cos fit: se g(t) for urn poliamio,
suponha que Y(t) c um polinOntio de mesmo grau. 0 mesmo principio se estende ao caso em que g(t)
um produto do quaisquer dois ou tr6s desses tipos de funcOes, com p mostra . 0 prOximo exemplo.

EXEMPLO

3
Encontre uma solucäo particular de

y" — 3y' — 4y = —Sc' cos 2t.

Neste caso, SUNMOS que Y(t) 6 o produto de e' com unlit combinacilo linear de cos 21 e sen 2t, ou seja,

Y(t) = Ac ' cos 2t + Be' sen 2t.

Os calculos algebricos silo mais tediosos neste exemplo, mas segue que

Y'(t) = (A + 2B)c' cos 2t + (-2A + 8)c) sen 2t

(15)

Y"(t) = (-3A + Mel cos 2t + (-4A — 3Thet sen 2 t .

Substituindo essas expressOes na Eq. (15), encontramos que A e B tem que satisfazer

10A + 28 = 8, 	 2A — 108 = 0.

Portant°, A = 10/13 e B = 2/13; logo, uma soluczlo particular da Eq. (15) 6

Y(t) = e' cos 2t + fli et sen 2t.

Suponha, agora, que g(t) a uma soma de dois termos, g(t) = g,(t) + g,(t), e suponha que Y, e Y2 Sao;
solucOes das equagOes

ay" + by' + cy = g i (t)	 (16)

e

ay" + by' + cy = $z(t), 	 (17)

respectivamente. Entdo, Y, + Y2 e uma solugdo da equacao
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ay" + by ' + cv = g(t).	 (18)

Para provar esta afirmacrio,substitua y na Eq. (18) por Y t (t) + Y2 (t) e use as Eqs. (16) e (17). Uma conclu-
sdo semelhante é valida se g(t) 6 uma soma de urn n6mero finito de parcelas. 0 significado pratico deste
resultado é que, para resolver uma equacao cuja funcrio nao homogénea g(t) pode ser expressa como uma
soma, pode-se resolver diversas equagOes mais simples e depois somar os resultados. 0 exemplo a seguir
ilustra esse procedimento.

EXEMPLO

4
Encontre uma solucao particular de

y" — 3y' — 4y = 3e2' + 2 sent — 8e' cos 2t. 	 (19)

Separando a expressäo a direita do sinal de igualdade. obtemos tres equacOes:

y" — 3y' — 4y = 3e2`,

y" — 3Y — 4y = 2 sent,

y" — 3y' — 4y = —8e' cos 2t.

Foram encontradas solucOes dessas tres equagOes nos Exemplos 1, 2 e 3, respectivamente. Portanto. uma solu-
cao particular da Eq. (9) 6 sua soma, ou seja,

Y (t) = le2(	 COS — sen t + Vel cos 2t + -1;-'3 es sell 2 t.

0 procedimento ilustrado nesses exemplos nos permite resolver tuna classe gran ge de problemas de
urn modo razoavelmente eficiente. No entanto, existe uma diticuldade que ocorre as vezes. 0 prOximo
exemplo mostra como isso acontece.

Encontre tuna solucao particular de

— 3y' — 4y = 2e-`.	 (20)

Procedendo como no Exemplo 1, vamos supor que Y(t) = Ae'. Substit Mild° na Eq. (20), obtemos

(A+3A-4A)e' = 2c'.	 (21)

Como a expressA° a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (21) 6 zero, nao existe escolha de A que satisfaca
esta equacao. Portanto, nao existe solucao particular da Eq. (20) que tenha a forma suposta. A razao para esse
resultado, possivelmente inesperado, torna-se clara se resolvermos a equacao homogenea

v" — 3y' — 4y = 0 	 (22)

associada a Eq. (20). Urn conju to fundamental de solucOes para a Eq. (22) 6 formado por y,(t) = e-' e y2 (t) = e4'.
Assim, a forma suposta da solucrio particular para a Eq. (20) era. de fato, solucao da equacao homogenea (22);
em consequencia, nao pode ser solucilo da equacao nao homogenea (20). Para encontrar uma soluclio da Eq.
(20), precisamos considcrar entao funcOes de uma forma urn potter) diferente.

Neste ponto temos diversas alternativas possiveis. Uma r te n tar simplesmente aclivinhar a forma apropriada
da solucao particular da Eq. (20). Outra é resolver esta equacao de outra maneira e depois usar o resultado
para orientar nossas hipOteses se essa situactlo aparecer novamente no futuro; veja os Problemas 27 e 33 para
outros metodos de solucao. Outra ossibilidade é huscar uma eq uacao mais simples onde essa diliculdade
ocorre e usar sua solucao para sugerir como proceder com a Eq. (20). Adotando esta Ultima abordagem, VilMOS

procurar ulna cquac5o do primeira ordem analoga a Eq. (20). Ulna possihilidade é a equacito linear

y' + y = 2e-t .	 (23)

Sc tentarmos encontrar uma soluc5o particular da Eq. (23) da forma Ae-' nao conseguiremos, pois e' é uma

solucao da equacao homogenea associada y' + y = 0. No entanto, j6 vimos na SecTto 2.1 como resolver a Eq. (23).
Um fator integrante é p(t) er ; multiplicando a equaciio por it(t) e integrando, obtemos a solucao

y = 2te' +	 (24)

A segunda parcela a direita na Eq. (24) e a solucAo geral da equacito homogenea y' + y = 0, mas a primeira é
uma solucão da equa0o nä° homogenea completa (23). Observe que a solucao envolve um fator exponencial
e' multiplicado por urn fator t. Essa c a pista que estavamos procurando.

EXEMPLO

5
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Vamos agora voltar para a Eq. (20) e supor uma solucao particular da forma Y(t) Ate. Entäo

Yu) = Ae" — Ate' ,	 Y"(t) — 2Ae' + Ate' . 	 (25)

Substituindo y, y' e v" na Eq. (20) por essas expressOes. obtemos

(-2A — 3A)e' = (A + 3A — 4.4)te" =

Portanto, —5A = 2, de modo que A = —2/5. Logo, uma solucao particular da Eq. (20) 6

Y(t) =	 (26)

O resultado do Exemplo 5 sugcrc uma modificacâo do princfpio enunciado anteriormente: se a for-
ma suposta da soluczio particular duplica uma solucao da equacao homogenea associacla, modifique sua
hipOtese multiplicando a suposta solucao particular por t. De vez em quando essa moditicacao nao sera
suficiente para remover todas as duplicacOes corn as solucoes da equaciio homogénea, caso em que 6 ne-
cessario multiplicar port uma segunda vez. Para uma equacao de segunda ordem, nunca sera necessario
continuar esse processo.

Resumo. Vamos resumir as etapas envolvidas cm encontrar a solucao de um problem de valor inicial
consist indo em uma equacao nao homogenea da forma

ay" + by' — cy -= ,e(t ),	 (27)

nude os coeficientes a, b e c sao constantes, junto coin um par de condicOes iniciais dado:

Encontre a solucCio geral da equaciio homogenea associada.
Certilique-se de que a funcdo g(t) na Eq. (27) pertence i1 classe de funcOes discutidas nesta sec5o, ou seja,
nao envolve outran funcOes alem de exponenciais,senos,cossenos, polinOmios ou somas ou produtos de tail
funcOes. Sc nao for esse o caso. use o metodo de variacao dos parametros (discutido na prOxima secao).
Se g(t) = g,(t) +	 g„(t), isso 6, se g(t) e uma soma de n parcelas. entao forme n subproblernas, cada um
dos quail contend() apenas uma das parcelas g,(1).  „c„(t). 0 i-6sitno subproblenia consiste na equaciio

ay" + by' + Cy = ,or ).

nude i varia de I a
Para o i-esimo subproblem." suponlia tuna soluciio particular Y(t) consistindo na func5o apropriada, seja
ela exponencial, send. cosseno. pohnomial ou tuna conthinacao dessas. Se existir qualquer duplicaciio na
forma suposta de 11(t) corn as solucties da equacao homogenea (encontrada na etapa I ). entao multiplique
Y(t) por t ou (se necessario) por 1 : , de modo a remover a duplicac5o. Veja a Tabelit 3.5.1.
Encontre uma soluc5o particular Y,(t) para cada um dos suhprohlcmas. Entao a soma Y,(t) +	 + Y „(t) 6
uma soluciio particular da equacao nao homogenea completa (27).
Forme a soma da solucao geral da equaciio homogenea (etapa 1) corn a solucao particular da equaciio min
homogenea (etapa 5). Essa 6 a solucao geral da equaciio nao homogenea.

7.	 Use as condicOes iniciais para determinar os valores das constantes arbitrarias na soluc5o geral.

Para alguns prohlemas todo esse procedimento e facil de ser feito a mao, mas em muitos casos ne-
cessita de uma quantidade consideravel de calculos algebricos. Uma vez que voce tenha compreendido
claramentc como o metodo funciona, out sistema de algebra computacional rode ser de grande auxflio
para executar os detalhes.

TABELA 3.5.1 A solucAo particular de ay" + by' + cy = Of)

g,(t)	 Y,(t)

P„(t) = not" -I- a t" I + • • • + a„	 (Aut" + A l tn-1 + • • • + A„)

P„(t)ed	t` (Aot" + A l t"' + • • + A„)ew

Notas. Aqui s é o menor inteiro nao negativo (s = 0, 1 ou 2) que garantirii que nenhuma parcela
de Y,(t)e solucão da equacão homogenea associada. Equivalentemente, para os trës casos s 6 0
namero de vezes que 0 6 uma raiz da equaciio caracteristica, a e uma raiz da equacito caracteris-
tica e a + it3e uma raiz da equacao caracteristica,respectivamente.


