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EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES
DE ORDEM SUPERIOR

4.1 Teoria Preliminar 4.5 Operadores Diferenciais

4.2 Construindo uma Segunda Solugdo 4.6 Coeficientes Indeterminados -
a Partir de uma Solucao Conhecida Abordagem por Anulador

4.3 Equagoes Lineares Homogéneas 4.7 Variagao dos Parimetros

com Coeficientes Constantes
4.4 Coeficientes Indeterminados -
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Capitulo 4 Revisdo Capitulo 4
Capitulo 4 Exercicios de Revisdo

Conceitos Importantes

Problema de valor inicial
Condigdes iniciais

Problema de valor de contorno
Condigdes de contorno
Dependéncia linear
Independéncia linear
Wronskiano

Equagido homogénea
Eguag¢do ndo-homogénca
Principio de superposigao
Conjunto fundamental de solugoes
Solugio geral

Solugdo completa

Solugao particular

Fung¢ao complementar
Redugdo de ordem

Equagdo auxiliar

Equaciao caracteristica
Férmula de Euler
Cocficientes indeterminados
Operador diferencial
Operador anulador

Variagio dos pardmetros

Ensaio: Caos

Exmninare:ﬂns agora solugoes para equacdes diferenciais
de ordem dois ou maior. Embora possamos resclver algumas
equacdes nio-lineares de primeira ordem através de
técnicas consideradas no Capitulo 2, equagdes nio-lineares
de ordem maior geralmente resistem a solugio. Isso nao
significa que uma equagio ndo-linear nio tenha solugio, mas
sim que ndo existem regras ou métodos pelos quais sua
solugdo possa ser exibida em termos de funcdes elementares
ou outros tipos. Como uma conseqiiéncia, na tentativa de
resolver equagdes de ordem maior, devermos deter-nos s
equacoes lineares.

Comecamos este capitulo primeiramente examinando a
teoria subjacente as equagoes lineares. Como fizemos na
Secio 2.5, colocamos condigdes na equagdo diferencial sob
as quais podemos obter sua solugao geral. Lembramos que
uma solugao geral contém todas as solugées para a equagao
em algum intervalo. No restante do capitulo, desenvolvemos
métodos para obter uma solugao geral para uma equagao
linear com coeficientes constantes. VYeremos que nossa
habilidade para resolver uma equagio diferencial de n-ésima
ordem com coeficientes constantes depende de nossa.
habilidade para resolver uma equagao polinomial de grau n.
O método de solugao para equagdes lineares com
coeficientes nao-constantes sera visto no Capitulo 6.

141
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4.] TEORIA PRELIMINAR

Comegamos a discussao sobre equagoes diferenciais de ordem maior, como fizemos com equa-
¢oes de primeira ordem, com a no¢do de um problema de valor inicial. Porém, concentramos
nossa atencio nas equagoes diferenciais lineares.

4.1.1 Problemas de valor inicial e de valor de contorno

Problema de valor inicial

Para uma equagdo diferencial de n-ésima ordem, o problema

ey ik dy _
Resolva: ﬂ"{x]d.r" + &y [(ﬂdx" 5 ek ﬂl{r}dx + aplx)y = glx)

Sujeita a: y(xg) = yo» ¥ %g) = ¥¢s ..y " Vg) =y~ Y (1)

em que yg, Y0, .--.¥o"" ~ ') sdo constantes arbitririas, é chamado de um problema de valor
inicial. Os valores especificos y(xp) = yo, ¥'(x0) =¥3 . ....»" ~ Pxg) =y4" ~ ! sdo chamados
de condicoes iniciais. Procuramos uma solugdo em algum intervalo [ contendo xg.

No caso de uma equagdo linear de segunda ordem, uma solugdo para o problema de
valor inicial

2
)22 + a0+ aoy =g, Y0 = 30, ¥0) = 36,

¢ uma fungdo que satisfaca a equagdo diferencial em [ cujo grafico passa pelo ponto (xy, yp) com
inclinagdo igual a yy. Veja a Figura 4.1.

O préoximo teorema nos fornece condigdes suficientes para a existéncia de uma linica
solugao para (1).

solugdes da ED
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———

TEOREMA 4.1 Existéncia de uma Unica Solugio

Sejam ay(x), @y - ((x), ..., a|(x), ap(x) e g(x) continuas em um iniervalo [ com q,(x) # 0 para todo
x neste intervalo. Se x = xp € algum ponto deste intervalo, entdo existe uma unica solugio y(x) para
o problema de valor inicial (1) neste intervalo.

B

EXEMPLO 1

L -2x

Vocé deve verificar que a fungio y = 3e™ + e

— 3x é uma solugao para o problema de valor inicial
y -4y =12 y0) =4 y(0) =1L

Agora, a equagao diferencial € linear, os coeficientes, bem como g(x) = 12x, sdo continuos e
a)(x) = 1 # 0em qualquer intervalo contendo x = 0. Concluimos a partir do Teorema 4.1 que
a fungdo dada € a tinica solugdo. =

EXEMPLO 2
O problema de valor inicial

W+ S5y =y +Tv=0, y1)=0, y(1)=0, y’(1) =0,

possui a solugdo trivial y = 0. Como a equacado de terceira ordem € linear com coeficientes
constantes, segue-se que todas as condigoes do Teorema 4.1 sao satisfeitas. Logo, y = 0 € a
linica solu¢do em qualquer intervalo contendo x = 1. i

EXEMPLO 3

A fungdo y = 1 sen 4x é uma solugdo para o problema de valor inicial
y' + 16y =0, y0) =0, y(0) = L
Segue-se do Teorema 4.1 que, em qualquer intervalo contendo x = 0, a solugdo € tinica. ]
No Teorema 4.1, a continuidade de a;(x), i = 0, 1, 2, ..., n e a hipdtese a,(x) # 0 para

todo x em [ s3o ambas importantes. Especificamente, se a,(x) = 0 para algum x no intervale, entdo
a solugdo para um problema de valor inicial linear pode ndo ser tinica ou nem mesmo existir.

EXEMPLO 4

Verifique que a fungdo y = ex? + x + 3éuma solugdo para o problema de valor inicial

Xy — 207+ 2y = 6, y0) =3, y(O) =1,
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no intervalo (— oo, ee) para qualquer escolha do parimetro c.
Solugao Como y" = 2ex + ley” = 2¢, segue-se que
Xy = 2oy + 2y = x2(2e) - 2e(2ex 4+ 1) + 20ex # x + 3)
= 2cx” — dex® — 20 + 2ex” + 2x + 6 = 6.
Ainda, ¥0) = (0 + 0 +3 =3
e yi(0) = 2¢0) + 1 = 1. il

Embora a equacgdo diferencial do Exemplo 4 seja linear e os coeficientes e g(x) = 6
sejam continuos em toda a reta, as dificuldades obvias s3o que as(x) = xXseanulaemx = Oe
que condi¢Oes iniciais sao impostas também no ponto x = (.

Problema de Valor de Contorno

Um outro tipo de problema consiste em resolver uma equagao diferencial de ordem dois ou
maior na qual a varidvel dependente y ou suas derivadas sao especificadas em pontas diferentes.
Um problema como

2
Resolva: n;{x}:—ﬁ + af(.r}g + ap(x)y =g(x)

Sujeita a: y(a) = yg, yb) =31

é chamado de problema de valor de contorno. Os valores especificados y(@) = ype y(b) = y;
sdo chamados de condicoes de contorno ou de fronteira. Uma solugdo para o problema em
questido € uma fungio que satisfaca a equacio diferencial em algum intervalo I, contendo a e b,
cujo grafico passa pelos pontos (a, yp) e (b, ¥1). Veja a Figura 4.2

solugbes da ED

.}'i s
1
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EXEMPLO 5

Vocé deve verificar que, no intervalo (0, =), a fungio y = 3x” — 6x + 3 satisfaz a equacio
diferencial ¢ as condigoes de contorno do problema de valor de contorno

Xy -y +2y=6, yl)=0, x2)=3. @
Para uma equagdo diferencial de segunda ordem, outras condig¢des de contorno podem
ser
yia) =yo, b) = yp;
ya) = yo. ¥Y(b) =yi;
ou y(a) = yo. ¥'(b) = yi,

em que Yo, Yo, ¥1 € ¥i denotam constantes arbitrdrias. Estes trés pares de condig¢des sdo casos
especiais das condigOes gerais de contorno

ay(a) + By'(a) = ¥,
axy(b) + Bay’(b) = 1.

Os préximos exemplos mostram que, mesmo quando as condigdes do Teorema 4.1 sio
satisfeitas, um problema de valor de contorno pode ter

(i) varias solugoes (como mostrado na Figura 4.2),
(ii) uma inica solugio, ou
(iii) nenhuma solugio.

EXEMPLO &6

No Exemplo 6 da Se¢do 1.1, vimos que uma familia a dois parimetros de solugGes para a
equacgado diferencial y™ + 16y = 0¢é

y = ¢; cos 4x + ¢ sen 4x.

Suponha agora que queiramos determinar aquela solugdo para a equagio que também satisfaga
as condigdes de contorno

};(ﬂ}:ﬂ,l }F[%]:ﬂ.
Observe que a primeira condigdo

0=cpcos0+cpsenD
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implica ¢; = 0 assim, ¥y = ¢3 sen 4x. Mas, quando x = n/2, temos
0 = ¢ sen 2m.

Como sen 2r = (), esta dltima condigdo é satisfeita com qualquer escolha de ¢,. Segue-se entao
que uma solugdo para o problema

y* + 16y = 0, vy = 0, y[l—;‘]= 0,
é a familia a um pardmetro
¥y = €3 sen 4x.

Como a Figura 4.3 mostra, hd uma infinidade de fungdes satisfazendo a equagio diferencial
cujos grificos passam pelos pontos (0, 0) e (n/2, 0).

Se as condigdes de contorno fossem ¥0) = 0 e y(n/8) = 0, entdo necessartamente
¢ e ¢ deveriam ser ambas nulas. Logo, y = 0 seria uma solugdo para esse novo problema de
valor de contorno, De fato, como veremos mais tarde nesta secao, ela € a lnica solugao.

—— e — —

EXEMPLO 7

() problema de valor de contorno

v + 16y =0, 30) =0, y(%)= 1,

ndo possui solugdo na familia y = ¢| cos 4x + ¢ sen 4x. Como o Exemplo 6, a condigdo
¥(0) = Qainda implicac; = 0. Logo, y = ¢; sen 4xe, quando x = ®/2, obtemos a contradigio
1 = ¢y X 0=0. [

Problemas de valor de contorno sao freqgiientemente encontrados nas aplicagoes de
equagdes diferenciais parciais.
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4.1.2 Dependéncia Linear e Independéncia Linear

Os dois proximos conceitos sdo bdsicos para o estudo de equagdes diferenciais lineares.

——
e —

DEFINICAO 4.1 Dependéncia Linear

Dizemos que um conjunto de fungdes filx), folx), .... f{x) é linearmente dependente em um
intervalo [ se existem constantes ¢, €3, ..., ¢, Nao todas nulas, tais que

cififx) + cafalx) + ...+ cafplx) = 0

para todo x no intervalo.

DEFINICAO 4.2 Independéncia Linear

Dizemos que um conjunto de fungdes fi(x), fo(x), ....fx(x) é linearmente independente em um
intervalo [ se ele nao é linearmente dependente no intervalo.

Em outras palavras, um conjunto de fungdes € linearmente independente em um intervalo se as
dnicas constantes para as quais

cpfilx) + cafalx) + ... + e fulx) = 0,
para todo x no intervalo, sdac; = ¢ = ... ¢; = 0.

E ficil de entender essas defini¢des no caso de duas funcgdes f(x) e fo(x). Se as fungoes
sdo linearmente dependentes em um intervalo, entdo existem constantes ¢ € ¢, que ndo sdo
ambas nulas, tais que, para todo x no intervalo,

cthilx) + eafa(x) = 0.

Portanto, se supomos ¢; # 0, segue-se que

fitx) = == fixi
l

isto €, se duas funcdes sao linearmente dependentes, entdo uma é simplesmente uma constante
miiltipla da outra. Reciprocamente, se fi(x) = caf>5(x) para alguma constante ¢, entdo

(1) X fi(x) + cofalx) = 0

para todo x em algum intervalo. Logo, as fungbes sdo linearmente dependentes, pois pelo menos
uma das constantes (a saber ¢; = — 1) ndo € nula. Concluimos que duas fun¢ées sdo linearmente
independentes quando nenhuma delas € miltipla da outra em um intervalo.
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EXEMPLO &8

As fungoes fi(x) = sen2x e f3(x) = senx cosx sdo lincarmente dependentes no intervalo
{_ % m)*! P'ﬂis

¢psen 2x + cpsenx cosx = 0

¢ satisfeita para todo x real se ¢; = 1/2 e ¢ = — 1. (Lembre-se da identidade trigonométrica
sen 2x = 2 sen x cos.x.) (!

EXEMPLO 9

As fungdes fi(x) = x e f5(x) = I sdo linearmente independentes no intervalo (— oo, 9). Inspe-
cionando a Figura 4.4, convencemo-nos de que nenhuma func¢ao € miltipla da outra. Logo, para

ter cfi(x) + ¢2fa(x) = 0 para todo x real, devemos escolher¢; = Oecy; = 0. i
v ¥4
fi=x \/= bl
X X
(a) (b)
Figura 4.4

Na consideragao de dependéncia linear ou independéncia linear, o intervalo no qual as
fungdes sdo definidas é importante. As fungdes fi(x) = x ¢ fo(x) = ld do Exemplo 9 sdo
linearmente dependentes no intervalo (0, =), pois

Cip + Xl =1 x + cox =0

é satisfeita se, porexemplo,c; = lecy = ~ L.

EXEMPLO 10

As fungdes fi(x) = cos’x, fo(x) = sen’x, fy(x) = sec’x, fy(x) = 1g%x sio linearmente dependentes
no intervalo (—n/2; n/2), pois

.———'_'-.-.-

Cj cos’x + czsanz.r + €3 sec’x + ¢4 tgzx = 0,

quando ¢; =c3 = 1,3 = — 1, ¢g = 1. Observamos que cos’x + sen’x =l e 1 + tg’x = sec’x.

T PR T T Ty ——r T ——
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Dizemos que um conjunto de fungdes fi(x). fa(x), ..., fu(x) € linearmente dependente
em um intervalo se pelo menos uma fungdo pode ser expressa como uma combinagio linear das
outras fungoes.

_E_IEMPLD 11

As fungoes fi(x) = vx+ 5, Hlx) = v x + 5zx, filx) = x = 1, fulx) = +* 580 linearmente de-
pendentes no intervalo (0, #=), pois f; pode ser escrita como uma combinagdo linear de f), f3 e fj.
Observe que

frx) = 1 X fi(x) + 5 X f3(6) + 0 X fy(x)

para todo x no instante (0, ==). ]

Wronskiano

0 seguinte teorema proporciona condigao suficiente para a independéncia linear de n fungoes em
um intervalo. Supomos que cada fungio seja diferencidvel pelo menos n — 1 vezes.

TEOREMA 4.2 Critério para Independéncia Linear de Fungoes

Suponha que fi(x), fo(x), ..., f;(x) sejam diferencidveis pelo menos n — | vezes. Se o determinante

h b T
f 5 N

L4

fl{n - I]fI[n o | ﬁl{u - 1)

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo I, entdio as fungBes fi(x), fi(x), ..., [fu(x)
serao linearmente independentes no intervalo.

O determinante do teorema precedente ¢é denotado por

W(fi(x), falx), ..., falx))

e € chamado o Wronskiano* das fungoes.

. -Josel Maria Hoéne Wronski (1778-1853) Nascido na Poldnia e educado na Alemanha, Wronski
passou a maior parte de sua vida na Franga. Mais um filésofo do que um matemitico, ele acreditou
que a verdade absoluta poderia ser alcangada através da matemética. Sua dnica contribuicio digna
de nota &4 matemdtica foi o determinante acima. Sempre um excéntrico, eventualmente tinha crises
de insanidade.
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Demonstragao Provamos o Teorema 4.2 por contradi¢do no caso em que n = 2.
Suponha que W(fi(xp). fa(xp)) # O para um xp fixado no intervalo [ e que, fi(x) e fo(x) sejam
linearmente dependentes no intervalo. O fato de que as fungdes sdo linearmente dependentes
significa que existem constantes ¢ e ¢3, niio ambas nulas, para as quais

e filx) + e2fofx) = 0
para todo x em /. Derivando essa combinagdo, temos

crfilx) + eafi(x) = 0.
Obtemos entdo um sistema de equagoes lineares

c fitx) + eafolx) = 0
(2)
e fix)+ cifs(x) = 0.

Mas a dependéncia linear de f e f; implica que (2) possui uma solugio ndo trivial para cada x no
intervalo. Logo,

W(filx), falx)) = ) o) = ()
fi(x) fi(x)

para todo x em [.* Isso contradiz a suposicao de que W(fi(xp), fo(xg)) # 0. Concluimos que f; e
f> sdo linearmente independentes. []

COROLARIO

Se filx), filx),..., fo(x) possuem pelo menos n — | derivadas e sdo linearmente dependentes em [,
entao

W(fi(x). folx),... folx))= O

para todo x no intervalo

EXEMPLO 12

As funcées fi(x) = sen’x e flx) = 1 = cos 2x sdo linearmente dependentes em (— oo, o). (Por
qué?) Pelo coroldrio precedente, Wi(sen’x, 1 — cos2x) = 0 para todo nimero real. Para ver
1550, fazemos o seguinte cilculo:

sen’x 1 — cos2x

W(sen’x, 1 — cos2x) =
2senx cosx 2sen 2x

* Veja o Apéndice 111 para obler uma revisio sobre determinantes.

——
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= .

)
= 2s5en“x sen2x — 2S8ENX COSX

+ 28enx CoOsx Cos2x

= sen 2x[2 sen“x — 1 + cos 2x]

= 2 2 2

= sen 2x[2senx — 1 + cos“x — sen“x]
7 2

= sen 2x[sen"x + cos"x — 1] = 0

: ; " " S 3

Aqui, usamos as identidades trigonométricas sen2x = 2'senx cosx, cos2x = cosx — Semx
; 3

e sex + cogx = 1. =

EXEMPLO 13

Para fi(x) = ™, fo(x) = ™, my # my,

gml": Em,'.."x

X TlaX

W(e™*, ") = i
me" mae

para todo valor real de x. Logo, f; e f; sdo linearmente independentes em qualquer intervalo do
eixo x. =

EXEMPLO 14

Se a ¢ B sdo nimeros reais, B = 0, entdo y; = e cosfx e y» = e** senfx sdo linearmente
independentes em qualquer intervalo do eixo x, pois

e™ cos Bx " sen fx

— e senfx + ae® cosBx  Pe™ cosBx + ae™ senfx

= Be’**(cos’Bx + sen’Bx) = fe*™ = 0,

Observe que, quando @ = 0, cosfix e senfx, § # 0, s3o também linearmente independentes em
qualquer intervalo do eixo x. W

W(e™ cos fx, e™* senfx)

EXEMPLO 15

As fungoes fi(x) = e, filx) = xe' e fi(x) = x%e* sdo linearmente independentes em qualguer
intervalo do eixo x, pois
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—_— e — —— — e

et xet xet
2. x = 5
W(e' xe',x%¢") = | o xe* + €' ile® + 2xet = 2e*
et xet + 2¢'  xet + dxe' + 2e*

ndo se anula em ponto algum. N

EXEMPLO 16

No Exemplo 9, vimos que fj(x) = x e f5(x) = lxl sdo linearmente independentes em (— oo, o0);
porém, ndo podemos calcular o Wronskiano, pois /5 nao é diferencidvel em x = 0. |

Deixamos como exercicio mostrar que um conjunto de fungdes fi(x), fH(x), ..., fu(x)
pode ser linearmente independente em algum intervalo, mesmo que o Wronskiano seja nulo.
Veja o Problema 30. Em outras palavras, se W(f|(x), f5(x),.../fu(x) = 0 para todo x em um
intervalo, isso ndo implica necessariamente que as fungdes sejam linearmente dependentes.

4.1.3 Solugoes para Equacoes Lineares

Equacoes Homogéneas

Uma equagao diferencial de n-ésima ordem da forma

n-—1
a) 3L + a, - @4 &t t a2+ agy =0 3)
é chamada homogénea, enquanto
n—1
ﬂn(.t]j—;’:'} + a, 1(1'}';1_?"1! + ... + al(r}% + aplx)y = g(x), (4)

com g(x) ndo identicamente zero, € chamada de n&o-homogénea.

A palavra homogénea neste contexto nido se refere aos coeficientes como sendo
fungoes homogéneas. Veja a Secao 2.3.

EXEMPLO 17

(a) A equagao 2y + 3 - 5vy=0
€ uma equacio diferencial ordindria linear de segunda ordem homogénea.

(b) A equagido £y — 2xy" 4+ 59 + 6y = &°
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I

¢ uma equagdo diferencial ordinaria linear de terceira ordem nio-homogénea.

Veremos na dltima parte desta se¢do, e também nas segdes subseqiientes deste

capitulo, que, para resolver uma equagdo nao-homogénea (4), devemos primeiro resolver a
equagio homogénea associada (3). :

Nota Para evitar repeti¢oes desnecessdrias no decorrer deste texto, faremos sempre as seguin-
tes suposigOes importantes com relagdo as equagdes lineares (3) e (4). Em algum intervalo /,

. 0s coelicientes g;(x), 1 = 0, 1, ..., n, sdo continuos;
« afungdo g(x) € continua; e

« ay(x) # 0 paratodo x no intervalo.

Principio de Superposicao

No préximo teorema, vemos que a soma, ou superposic¢ao, de duas ou mais solugdes para uma
equagio diferencial linear homogénea € também uma solugdo.

TEOREMA 4.3 Principio da Superposigio — Equagdes Homogéneas

Sejam ¥y, ¥2. .--, ¥i S0lugdes para a equagio diferencial linear de n-ésima ordem homogénea (3) em
um intervalo /. Entio, a combina¢do linear

¥y = epnlx) + cayalx) + ... + cpyedx) (5)

emqueosc,i =1, 2, ..., k, 530 constantes arbitririas, ¢ também uma solu¢ado no intervalo.

Demonstragao Provaremos ocason = k = 2. Sejam y(x) e y2(x) solucdes para

ar(xy” + a(xy’ + apglx)y = 0.

Se definirmos ¥ = ¢y {x) + c2y:(x), entdo
axX)eyi” + e’ ] + aleyyi + ewil + alxleyy + el

= claalxlyi” + ay(x)yi + aglxly] + elaxx)ys” + ay(x)ys + ap(x)yol

= X0+ x0=0 O

.. COROLARIOS

Ty

i-i‘” Um miltiplo y = cjy)(x) de uma solugdo y,(x) para uma equaglo diferencial linear ho-
|...Mogénea € também uma solugio.

(B) Uma equagio diferencial linear homogénea sempre possui a solugdo trivial y = 0
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O principio da superposigdo definido por (5) e seu caso especial dado no Corolario (A)
sdo propriedades que equagides diferenciais ndo-lineares, em geral, ndo possuem. Veja os Proble-
mas 31 e 32.

EXEMPLO 18

As funcoes Y = x* ey =x’Inx
sao ambas solugdes para a equagdo homogénea de terceira ordem
Xy -2y + 4y =0
no intervalo (0, =), Pelo principio da superposi¢do, a combinagdo linear
y=cx® + caxlnx

¢ também uma solugao para a equacao no intervalo. [

EXEMPLO 19

As funcgoes y; = e, y7 = eXe y3 = e’* satisfazem a equagdao homogénea
3 2
4y _ 942 112 _ 6y =
3 6 ?+ud.t 6y =0
em (— o9, o). Pelo Teorema 4.3, uma outra solugao €
y = c1e* + e + ¢z, Wl

EXEMPLO 20

A funcaoy = x* € uma solugdo para a equacao linear homogénea
Xy’ = 3y + 4y = 0

em (0, o). Portanto, y = cx? é também uma solugdo. Para varios valores de ¢, vemos que
y = 3x% y = ex,y = 0, ... sdo todas solughes para a equagido no intervalo. i

Solugoes Linearmente Independentes

Estamos interessados em determinar quando n solugdes yy, ¥2, ..., ¥, para a equagdo diferencial
homogénea (3) sfo linearmente independentes. Surpreendentemente, o Wronskiano nio nulo de

um conjunto de n solugdes em um intervalo I € necessdrio e suficiente para a independéncia
linear.
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| TEOREMA 4.4 Critério para Independéncia Linear de Solugoes
Sejam ¥y, ¥2, .ix, ¥y 0t SOlugdes para a equagio diferencial linear homogénea de n-ésima ordem (3)
em um intervalo I. Entdo, o conjunto de solugdes € linearmente independente em / se e somente se

| W01, y2: - yn) # 0
para todo x no intervalo,

Demonstragao Provemos o Teorema 4.4 no caso n = 2. Primeiro, se Wy, y2) #0
para todo x em [, segue-se imediatamente do Teorema 4.2 que y| ¢ y; s@o lincarmente indepen-
dentes. Agora, devemos mostrar que, se y; e y; sdo solugdes linearmente independentes para
uma equagdo diferencial linear homogénea de segunda ordem, entdo W(y, y2) # 0 para todo x
em /. Para ver isso, vamos supor que y; e y> sejam linearmente independentes e que exista um
ponto xp em [ para o qual W(y (xp), v2(xp)) = 0. Logo, existem c| e ¢, ndo nulas, tais que

c1y1(xg) + cay2(xp) = 0

c1yi (xp) + €2y3 (%) = 0. (6)
Se definirmos y(x) = o y(x) + caya(x),
entio, em vista de (6), y(x) satisfaz também

yxo) =0, yix) =0. (7)

Mas a fun¢do identicamente nula satisfaz a equagdo diferencial e as condi¢Ges iniciais (7).
Portanto, pelo Teorema 4.1, ela é a tnica solugdo. Em outras palavras, y = 0, ou seja,

cpy(x) + caya(x) = 0
para todo x em /, Isso contradiz a suposigio de que y; e y» sdo linearmente independentes no

intervalo. []

Da discussdo acima, concluimos que, quando yy, y2, ..., ¥; $30 n solugdes para (3) em
um intervalo I, o wronskiano é identicamente nulo ou nunca se anula no intervalo.

DEFINICAO 4.3  Conjunto Fundamental de Solugdes

i Qualqm:[ conjunto y, ¥3,.--, ¥y de n solugGes linearmente independentes para a equagio diferencial
- linear homogénea de n-ésima ordem (3) em um intervalo I & chamado de mnjnntﬂ fundamental de
solucgbes no intervalo.
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TEOREMA 4.5

Sejam y{, ¥3, ..., ¥a n solu¢des linearmente - 1ndupmdentaﬁ para a equacéo diferencial linear ho-
mogénea de n-éslma ordem (3) em um intervalo 1. Enlﬁn toda solugio ¥(x) para (3) é:uma
combinacdo linear das n solugdes independentes y;, yz, .+ Yu» OU 5&ja, podemos encontrar constan-
tes Cy, Cs, ..., Cy, l2is que | ' |

Y=Ciykx) + C'm(x] + ... + Cpyplx).

=

Vo0 BT N

Demonstracao Provamos o caso n = 2. Seja ¥ uma solugio e sejam y, y; duas
solugdes linearmente independentes para

ax(x)y” + a)(x)y” + ag(x)y = 0

em um intervalo I. Suponha que x = f seja um ponto desse intervalo para o qual W(y;(t), y2(1)) # 0.
Suponha também que os valores de ¥(¢} e ¥'(¢) sejam dados por

(1) = Ky, Y'(1) = ky.
Se examinarmos agora o sistema de equacdes
Ciyite) + Cya(t) =k,
Ciyi (1) + Cyi (1) = Kk,

segue-se que podemos determinar C; e C7 de maneira unica, desde que o determinante dos
coeficientes satisfaca

yit)  yar)
yi() yi(t)

Mas esse determinante € simplesmente o wronskiano calculado no ponto x = e, por
hip6tese, W # 0. Definindo entdo a fungio,

G(x) = Cyyi(x) + Covagx)

£ 0.

observamos que:

(i) Gr(x) satisfaz a equagdo diferencial, pois ela € a superposi¢io de duas solugdes
vyl e y2.
(ii) G(x) satisfaz as condi¢des iniciais

G(r) = Cyy(r) + Coyalr) = K
G'(1) = Ciyi (1) + Cyi (1) = k.

(iii) ¥(x) satisfaz a mesma equagfo linear e as mesmas condig¢des iniciais.
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Como a solugdio para esse problema linear de valor inicial € dnica (Teorema 4.1),
temos Y(x) = G(x), ou

Y(x) = Cpyi(x) + Coyalx). O

A questdo bisica de existéncia de um conjunto fundamental para uma equagio linear
é respondida no préximo teorema.

TEOREMA 4.6 Existéncia de um Conjunto Fundamental

Existe um conjunto fundamental de solugdes para a equagdo diferencial linear homogénea de
n-ésima ordem (3) em um intervalo /.

A prova deste resultado segue-se do Teorema 4.1. A justificativa do Teorema 4.6 no caso
especial de equagdes de segunda ordem € derivada como exercicio.

Como mostramos que qualquer solu¢ao para (3) € obtida por uma combinagio linear
de fungdes em um conjunto fundamental de solugdes, podemos dar a seguinte definigao.

DEFINICAO 4.4 Solugio Geral ~ Equagdes Homogéneas

Sejam ¥y, ¥3, ..., ¥n 1t solugdes linearmente independentes para a equacfio diferencial linear ho-
mogénea de n-ésima ordem (3) em um intervalo I. A solugfio geral para a equacdio no intervalo €

y= 'r-‘:r_i'(x}' * cﬁ;{z(x} L ¢}

;emqueoscyi = 1,2, ..., nsEo constantes arbitrdrias.

Lembre-se de que a solugdo geral, como definida na Segdo 1.1, é também chamada de solugiio
completa para a equacio diferencial.

EXEMPLO 21

A equagao de segunda ordem y” — 9y = 0 possui duas solugoes

yi=e* e y =e ¥,

3x P 3x |

. ==&

e e K

Como W{e?‘x, e 3“}

_ para todo valor de x, y; e y; formam um conjunto fundamental de solugdes em (—so, o). A
- 8olugdo geral para a equacio diferencial no intervalo é

y = cre* + coe N, B
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EXEMPLO 22

Vocé deve verificar que a fungio v = 4 senh 3x — Se™ ** também satisfaz a equacdo diferencial
do Exemplo 21. Escolhendo ¢) = 2, ¢; = =7 na solugio geral y = .-:[.«33'Jlr + Cre % obtemos

y = 2e3 — Fe—

= P _ =¥ _ 5,3

_ 4[&'3‘: = E—Ex]._ 52‘“3‘_

2

= 4senh3x — Se~ 3, |

EXEMPLO 23

As fungoes y) = ',y = eXe Yy = % satisfazem a equacgao de terceira ordem

d’ d dy
d—j—ﬁ—z{-+llﬁ—6y=ﬂ.

e+ Elr E.?r.l'

Como W(e*, e*, e¥) = [ ox 2,2 33| = 2% 20

eF  4eZF Qe

para todo valor real de x, y;, y; e y3 formam um conjunto fundamental de solugoes em (— os, o),
Concluimos que

y = 1€ + e + cqe*

¢ a solucdo geral para a equacgio diferencial no intervalo. i

Equacoes Nao-homogéneas

Voltamos agora nossa atengdo para a definicio de solugdo geral para uma equagdo linear
ndo-homogénea. Qualquer fungdo y,, independente de parimetros, que satisfaga (4) € chamada
de solugdo particular para a equagdo (algumas vezes € chamada de integral particular).

(a) Uma solugdo particular para
¥y + 9y = 27

T, ™ (1 Tt Bt | (it
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= 3poisy,” = 0e 0+ 9y, = 9(3) = 27.

(b) yp, = x— x € uma solugdo particular para

x5y + 2y — By = 4x° + 6x
pois y; = 3x% = 1, Yp = bx,e
Py + 2y — 8y, = 00 4 23 — 1) -8 (X — x) = 4F° + 6u. .

TECIHEHA 4.7

ﬂ:m Jﬂ-,. ;‘31 et }',, sn!uq.ﬁcs pn.ra a equacdo diferencial lmt.ar humug&nea de n—éslma ordem (3)

“!BIB um mcnra!u Ie se;a; ¥p ‘qualquer solucdo | para a eqnaqﬁﬁ niu-hnmog&nea (4) no mm
mimaiu Entio,

= cyi(x) + cnlx) + .. + cpikx) + y(x)

_|.-

E Tamb.ﬁém uma suluqin pﬂm a eqwt;aﬂ nin-hﬂmngﬂnea nn m‘tﬁwﬂu pam qualsquer cﬂnstantes
E]: "'21 « Cfs

Podemos agora provar o andlogo do Teorema 4.5 para as equagOes diferenciais nao-
homogéneas.

TEﬂIIEHA 4.8 e
§qa ¥p uma dada solugdo para a equac@o diferencial linear niu-humugén&q de rHEsrma nrdem {4} em
- um ¢ intervalo [ e sejam {yj, y2 ..., ¥;} um conjunto fundamental de solugdes para a equagdo

E‘Ebeaasmclada (3) no mtenraln Entio, pa:ra qualquar snlugio Y{x}df. {4) em I podemqs
ﬁ"armnstmtasﬂ, Cz,t,Ctm;squﬂ SR e

= L T
[} . r
ok

Y= Clyl{.t) + Cﬂg{l’) L C,,yu(:} + FP(I}

L ko m

e

Demonstragao Provamosocason = 2. Suponha que ¥e y, sejam ambas solugdes
para

ax(x)y” + ai(x)y’ + ag(x)y = g(x).
Se definirmos uma fungdo u por u(x) = ¥(x) — ¥p(x), entdo
ax(Xu” + a(xu’ + ap(x)u
= a@)[Y" - y,'1 + ai()[Y" = yp] + apl) ¥ - y,l
= ay(X)Y " + ai(x)Y "+ agx)Y — [ax(x)y,” + a1(x)yp’ + ag(x)yp)
= g(x) — g(x) = 0.
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Portanto, em vista da Definigdo 4.4 e do Teorema 4.5, podemos escrev
u(x) = Cryy(x) + Caya(x)
¥(x) = yplx) = Cyi(x) + Coyalx)
ou ¥(x) = Ciyi(x) + Covalx) + yu(x). il

Logo, chegamos 2 dltima defini¢do desta segdo.

' IZIrEFINI(,'.‘AI:lI 4.5 Solugdo Geral - Equagoes Nao-homogéneas
i Foats

Sma*ﬁp ums dada Eulll?;ﬂ-:fpfirﬁsa ﬁqw;io._: iferencial hnear nin-lmmngﬁnea de n-ésima nrdem (4) em
umw’lnwalufesma e BN S s

: Yot ﬂlJ’l(I} teya) + . + Cuynx)

i anlut;in ger:il mﬂ‘eguaﬁs immcrgﬁuaa associada (3) 1o intervalo. A mlu;an geral para &
| equ: ___: ﬁﬁu-hﬁmagﬂnhﬂ: ﬁn“mlar#alnédaﬁmdapbr it

y = cmix) + ) + . + Cayax) + Yplx) =y lx) + }'p(-t}

Funcao Complementar
Na Defini¢do 4.5, a combinagio linear

Yex) = cpyi(x) + cavalx) + ... + cpyu(x),

que € a solugdo geral para (3), € chamada de fun¢sio complementar para a equagdo (4). Em
outras palavras, a solugdo geral para uma equagio diferencial linear ndo-homogénea é

¥y = fungdo complementar + qualquer solugdo particular.

EXEMPLO 25

Por substituigdo, verificamos facilmente que a fungdo y, = — i—% = %x ¢ uma solugdo particu-
lar para a equagdo ndo-homogénea

d’ d? d

ﬁ—ﬂﬁ—%+llﬁ—ﬁy=3x. (8)

Para escrever a solugao geral para (8), devemos também ser capazes de resolver a equagido
homogénea associada

3 2
dy  d% dy . _
3 ﬁdx2+lldr 6y = 0.
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Mas no Exemplo 23 vimos que a solugdo geral para essa dltima equagdo no intervalo (= ee, o0)
era

Yo = c1e¥ + e + cyet.

Portanto, a solugdo geral para (8) no intervalo é

- — X 2x J.E_H_l
Y=yt y,=cie + e + cae 12 2.1'. I

Outro Principio de Superposicao

O dltimo teorema dessa discussdo serd itil na Se¢do 4.4, quando considerarmos um método para
encontrar solugdes particulares para equagdes nao-homogéneas.

TFBHEHA 4.9 Principio de Superpusu;:m Equa;nes Nan-hnmog&neas
fr g -F J.-'.-

' Semm yﬂ, Yo ++2 Vpk. k. sulu;&cs pam:tﬂa.res pa.m n e:guagﬁu d:femncial hnear de n-€sima nrdem '_
(Il} em um intervalo 1, correspondendo a k funcBes distintas g;, g5, ..., Bk- Istn é, suponha que 3, ~
setja uma mluqﬁn particular para a equagfio mfmnma] chrrﬁspondente ind

an ™+ a1y~ D 4 a()y + ag)y = gix).
Eﬂlqﬂﬂi =1, 2, ...; k. Entdo, e =4 = -_-..'f l—_,_u —

- ’ =

(J:} JF_ L+ m(x)

*& o

A J’Flfx} “.‘L
éumasulugiupanmulﬂrlﬂﬂ S 5 g._ .an,i_,.J : 3.5
an(xyy ™+ ay - .(x:-yf" Dy m(x}y’ + aglayy
L e e v R L

Deixamos a prova desse resultado quando k& = 2 como exercicio. Veja o Problema 50.

EXEMPLO 26

Vocé deve verificar que

Ypi = —4x? € uma solugio particular para ¥y’ =3y + 4y = - 16> + 24x — 8
Y2 = &= ¢ uma solugdo particular para y” = 3y’ + 4y = 2¢&
Yp3 = xe* € uma solugfio particular para  y” — 3y’ + 4y = 2xe” — &~

Segue-se do Teorema 4.9 que a superposicao de Ypis ¥p2 € Yp3s
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3
Y=Yl ¥ t ¥p3 = -4 + e + xé,

€ uma solugédo para

y* =3y + 4y = — 1605 + 24x — 8 + 2™ + e’ - &5
- i " . — p—

]
g1(x) £2(x) gi(x)

Antes de realmente comecarmos a resolver equagoes diferenciais homogéneas e nio-
homogéneas, precisamos ainda da teoria adicional apresentada na proxima segao.

Nota Um sistema fisico que varia com o tempo e cujo modelo matemético é uma
equacdo diferencial linear

an(ty™ + a, _ 0" T V4 gy + aglt)y = gl)

é chamado de sistema linear. Os valores das varidveis y(t), y'(t), ..., y" ~ D) em um tempo
especifico tg descrevem o estado do sistema. A fungdo g é chamada de funcéo aplicada, funcio
de forca ou fun¢ao de excitagcdo. Uma solugdo y(¢) para a equagido diferencial ¢ chamada de
saida ou resposta do sistema. A dependéncia da resposta a fungido aplicada € ilustrada na Figura
4.5.

Figura 4.5

Para que um sistema fisico seja um sistema linear, é necessirio que o principio de
supe:rpnsic;au (Teorema 4.9) seja valido no sistema; isto &, a resposta do sistema a uma super-
posicdo de aplicagdes é uma superposicio de respostas.

4.1 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estio nas paginas 448 a 450.

[4.1.1]

1. Sabe-sequey = cie’ + cze "

¢ uma familia a dois parimetros de solugdes para y” — y = 0 no intervalo (— e, <<). Encontre um
membro dessa familia satisfazendo as condigBes iniciais y(0) = 0, y'(0) = 1.

&,
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2. Encontre uma solugdo para a equagio diferencial do Problema 1 satisfazendo as condigbes de
conterno ¥(0) = 0, y{1) = 1.
3. Sabe-sequey = cie™ + 0"

é uma [amilia a dois parimetros de solugbes para y“— 3y" — 4y = 0 no intervalo (—es, es),
Encontre um membro dessa familia que satisfaca as condigdes iniciais W0) = 1, y'(() = 2,

4. Sabe-seque y = ¢ + ¢2c08x + €3 sen X

¢ uma familia a trés parimetros de solugdes para ¥ + ¥" = 0 no intervalo (— s, ==}, Encontre um
membro dessa familia que satisfaga as condigdes iniciais y(r) = 0. y'(x) = 2,y" (7) = - 1.

5. Sabe-se que y =cix + cax Inx

¢ uma familia a dois pardimetros de solugdes para x°y" — xy" + y = 0 no intervalo (—os, eo),
Encontre um membro dessa familia que satisfaca as condig¢des iniciais y(1) = 3, y(1) = = L.

6. Sabe-se que ¥ = op+ E‘EIJ

é uma familia a dois pardmetros de solugdes para xy” — ¥ = 0 no intervalo (=, ). Mostre que
pdo existem conslantes ¢) € c; para que um membro dessa familia satisfaca as condiges iniciais
y0) = 0, y'(0) = 1. Explique por que isso ndo constitui uma violagio do Teorema 4.1.

7. Encontre dois membros da familia de solugdes para xy” —y'= 0 dada no Problema 6, que satisfagam
as condigoes iniciais y(0) = 0, ¥(0) = 0.

8. Encontre um membro da familia de solugGes para xy” — y" = 0 dada no Problema 6, que satisfaga as
condig¢des de contorno y(0) = 1, y'(1) = 6. O Teorema 4.1 garanie que esta solugio € dnica?

9, Sabe-seque y = cie’ cosx + cae” senx

¢ uma familia a dois parimetros de soluges para y” — 2y’ + 2y = 0 no intervalo (—oe, o).
Encontre, se existir, um membro dessa familia que satisfaga as condigoes

(@) y(0)=1, y(0)=0 (b) ¥(0) = 1, ¥(=x)=-1
(¢) 0) =1, wn/2)=1 (d) w0) =0, ¥=x)=0.
10. Sabe-se que y = f.‘:u:2 + r:z.:r" + 3

¢ uma familia a dois parimetros de solugdes para xX’y” = Sxy' + 8y = 24 no intervalo (— e, o).
Encontre, se existir, um membro dessa familia que satisfaga as condigdes ;

(@ y-1)=0 1) =4 (b) y0) = I, y1)=2
(c) ¥(0) = 3, 1) =10 (d) ¥(0) =3, wW2) = 15.

Nos Problemas 11 e 12, encontre um intervalo em torno de x = 0 no qual o problema de valor inicial dado
tenha uma tdnica solucdo.

1. (x—-2p" +3y=x; y0 =0, ¥(0) =1

12. y” + (1gx)y = &% ¥0) =1, (0 =0
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13. Sabe-se que y = ¢| cos Ax + ¢2 sen Ax € uma familia de sclugées para a equagdo diferencial
¥+ lzy = (. Determine os valores de parimetro A para os quais o problema de valor de contorno

4+ Ay =0, y0) = 0, »r) = 0,
possua solugdes nio triviais.
14. Determine os valores do parimetro A para os quais o problema de valor de contorno
¥y’ o+ lzy A0, w0} = 0, wW3) =0,

possua solugbes ndo triviais. Veja o Problema 13.

[4.1.2]

Nos Problemas 15-22, determine se as fungdes dadas sdo linearmente independentes ou dependentes em
{'_' e “]

15. filx) = x, flx) = £, filx) = 4x - 3x°

16. fi(x) = 0, falx) = x, flx) = ¢

17. fikx) = 5. flx) = cos’,  filx) = sen’x

18. fi(x) = cos2x, falx) =1, filx) = cn_::sz.r

19. filx) = x, filx)=x-1, flx)=x+13
20. filx) =2 +x,. falx) =2 + Ixl,
21, fitx) =1 +x, folx) = x, filx) = &

22. fi(x) = e, fax) = €7, f3(x) = senhx

MNos Problemas 23-28, mostre, calculando o Wronskiano, que as fungdes dadas sdo linearmente indepen-
dentes no intervalo indicado.

23. 2 x% (0, «) 24. 1 + x, 2% (—oo, o)
25. senx, coscx, (0, m) 26. tgx, colgx, (0, m/2)
27. €, &%, ¥ (—oo, o) 28. x, x In x, x* In x; (0, )

29. Observe que, para as fungdes fi(x) = 2 e fo(x) = ¢,
1 x f1(0) = 2 X f,(0) = 0.

Isso implica que as func¢hes f; e f; sfo linearmente dependentes em qualquer intervalo contendo
x=07

30. (a) Mostre graficamente que fi(x) = x“e J2(x) = xlxd sdo linearmente independentes em (— oo, o).
(b) Mostre que W (fj (x), f3 (x)) = 0 para todo nimero real.
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(4.1.3]

31. (a) Verifigue que vy = 1/x é uma solugio para a equagiio diferencial ndo-linear y” = 2:,;3 no inter-
valo (0, o).

(b) Mosire que um miltiplo y = ¢/x néo ¢ uma solugio para a equagido quando c # 0, £ 1.

32. (a) Verifique que y, =1 e y; = Inx sdo solugdes para a equagdo diferencial nio-linear
y" + (¥')" = Ono intervalo (0, =).

(b} ¥; + ¥ ¢ uma solugdo para a equagio? ¢y, + 3y, €| @ ¢3 constantes arbitrarias, é uma solugio
para a equagio?

MNos Problemas 33-40, verifigue que as fun¢des dadas formam um conjunto fundamental de solugdes para
a equagdo diferencial no intervalo indicado. Forme a solu¢io geral.

3. v -y =12y =0, Mol o (— oo, o0)

3M. y" — 4y = 0; cosh 2x, senh 2x, (—eo, o)

35. v' =2y +5y=10; e cos 2x, e sen 2x, (—oe, o)

36. ' -4+ y=0, 2, xe™?, (~oo, w)

37, 2 - 6o + 12y =0; & &Y (0, )

38. .t:z_v" +xy + y=0; cos{lnx), sen(lnx), (0, o)

39. 2y +6xy" + 40" -4y =0, x, x 2 x2Inx (0, )
40. J’m +¥"=0; 1, x, cosx, senx, (—oo, o)

Nos Problemas 41-44, verifique que a dada familia a dois parimetros de fungdes € a solugdo geral para a
equagio diferencial ndo-homogénea no intervalo indicado.

41. y" = Ty" + 10y = 24¢"
y = 6™ + 6™ + 6e%, (=00, )
42. y" — y = secx
¥y = cjcosx + czsenx + xsenx + (cosx) In{fcosx), (—n/2, n/2)

43. 3’ — 4y’ + 4y = 2¢> + 4x - 12

e cre™ + cxe™ + x'e™ + x - 2, (= oo, =)

M. 5" + 50" +y=x—x

y=eox P +ex + 1—15:1 *--é*.n (0, =o)

45. (a) Verifique que y; = x> & y; = Ix® sho linearmente independentes da equacdio diferencial
Izyﬂ' — 4,:}" + ﬁ}f,= DEEIII {—l:l:l‘ m.}.
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46.

47.

(b) Mostre que W{(y;, y2) = 0 para todo nimero real.
(¢} O resultado da parte (b) viola o Teorema 4.47
(d) Verifique que Y, = o e Y. = x* 530 também solugdes linearmente independentes para a
equagdo diferencial no intervalo (= oo, o).
(e) Encontre uma solugdo para a equagio gque satisfaga W0) = 0, y'(0) =
(f) Pelo principio da superposigiio ambas as combinagdes lineares
y=cypt ey e y=al + el

sd0 solugdes para a equagio diferencial. Qual delas € a solugdo geral para a equagio diferencial
em (— oo, «2)?

Considere a equagao diferencial de segunda ordem
ay(x)y™ + a(x)y” + aglxly = 0, 9)

em que a-(x), a;(x) e aglx) sdo continuas em um intervalo [ ¢ a»(x) # 0 para todo x no intervalo. Pelo
Teorema 4.1, existe somente uma solugio y; para a equagio que satisfaca y(xg) = 1 ¢ y(xy) = 0, em
que xg € um ponto de /. Da mesma forma, existe uma (nica solugio y, para a equagio que satisfaga
¥xg) = 0 e y'(xp) = 1. Mostre que y, ¢ y; formam um conjunto fundamental de solugbes para a
equagio diferencial no intervalo [.

Sejam yi e vz duas solugdes para (9).

(a) Se W(y,. y2) ¢ o Wronskiano de y| e y;, mostre que
dW
HE[:}E + E!{I]W = {).

(b) Deduza a formula de Abel*

W = e )1V atols

em que ¢ € uma constante.
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(c) Usando uma forma alternativa da formula de Abel

= j [ (2 ) et Yl
W=ce = 2

para xg em [, mosire que

—r [a (e} as(n))de
Wiy, y2) = Wixgle "~ ’

(d) Mostre que, se W(x,) = 0, entdo W = 0 para todo x em [, enguanto, se W(xg) # 0, entio W # 0
para todo x no intervalo.

Nos Problemas 48 e 49, use os resultados do Problema 47.

48. Se yi e y2 sdo duas solugdes para
(1 = x%)y" =2y’ +n(n+ L)y =0

em (— 1, 1}, mostre que Wiy, »2) = /{1 - x%), em que ¢ & uma conslante.

49. No Capitulo 6, veremos que as solugdes yj e y2 para xy” + y" + xy = 0, 0 < x < o, silo séries
infinitas. Suponha que consideremos as condigdes iniciais

yilxg) = k. yi (xg) = ky
e yalxg) = k3. y3(xg) = Ky
para x; > 0. Mostre que

(kiks — kakshy

X

Wi, y2) =
50. Suponha que um modelo matemético de um sistema linear seja dado por
2
dy dy 5
ay(r) P a5 + alt)y = E()

Se y; € uma resposta do sistema a uma aplica¢do E(f) e y; é uma resposta do mesmo sistema a uma
aplicagdo E,(1), mostre que, ¥; + ¥; é uma resposta do sistema a aplicagio E\(r) + Ex(r).

4.2 CONSTRUINDO UMA SEGUNDA SOLUCAO
A PARTIR DE UMA SOLUCAO CONHECIDA

Reducio de Ordem

Um dos fatos mais interessantes e importantes no estudo de equagdes diferenciais lineares de
segunda ordem € que podemos construir uma segunda solugdo a partir de uma solugéo
conhecida. Suponha que y;(x) seja uma solugao nao trivial para a equacao
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ax(x)y" + aj(x)y” + aglx)y = 0 (1)

Supomos, como fizemos na segao precedente, que os coeficientes em (1) sdo continuos e ax(x) = 0
para todo x em um intervalo I. O processo que usaremos para encontrar uma segunda solugio
y+(x) consiste em reduzir a ordem da equagio (1), transformando-a em uma equagio de
primeira ordem. Por exemplo, verifica-se facilmente que y; = e” satisfaz a equagio diferencial
y" — y = 0. Se tentarmos determinar uma solugio da forma y = w(x)e* entdo

y' = ue® + e'u’

v = ue* + 2e*u’ +e*u”
assim y’ -y = e*u" + 2u’) = 0.
Como ¢* # 0, esta iltima equagio implicaque u™ + 2u” = 0.

Se fizermos w = u’, entdo a equagdo acima serd uma equagdo linear de primeira
ordem em w, w’ + 2w = 0. Usando o fator de integragio e>*, podemos escrever,

% [ez"‘w] =0
w=ce X ou u =ce
Logo, ' u=~52-1—e'1‘+::3
assim, y = u(x)e* = -% e + e’
Escolhendo ¢ = 0 e ¢; = —2, obtemos a segunda solugdo y; = e”*. Como W(e*, e=*) # 0

para todo x, as solugtes sdo linearmente independentes em (— oo, o), portanto a expressao para
y € de fato a solugd@o geral para a equagao dada.

EXEMPLO 1

Sabendo-se que y; = x° é uma solugdo para xzy-" — 6y = 0, use redugdo de ordem para encon-
trar uma segunda solugdo no intervalo (0, ee).

Solugdo Defina y = u{x)x’
em que y' = 3x%u + xu’
y"’ = xu” + 6x%’ + 6xu
x5y — 6y = x2(u” + 6x%’ + 6xu) — Gux>
= xu” + 6% =0
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desde que u(x) seja uma solugdo para
xu” + 6xtw’ =0 ou u” +Eu' =),
Se w = u’, obtemos uma equagao linear de primeira ordem
w’' + 6 w =0,
X
a qual possui o fator de integragio Eﬁ'-l' defs = pbInx — 6 Agora,
*:;[xﬁw] = 0 implica 2w = Cy.
(
Portanto, w=u = il §
X
€
= _ﬁ + &
3 .l:"l 3
= u(x)x® = ——= + Cx”.
y = ulx)x o2 ek
Escolhendo ¢; = O e ¢; = — 5, obtemos a segunda solugdo y, = 1/x2 I
Caso Geral
Dividindo a equagao (1) por a;(x), esta toma a forma padrao
¥+ P(x)y" + Q(x)y = 0, 2

em que P(x) e O(x) sdo continuas em algum intervalo I. Vamos supor ainda que y;(x) seja uma
solugdo conhecida para (2) em I e que y;(x) # 0 para todo x no intervalo. Se definirmos

y = u(x)yi(x), segue-se que
y = uy{ +yw
Y =uy{" + 2yju’ + yu”
Y+ Py + Qy = ulyi” + Pyl + Onl + yiu” + 2y{ + Py’ = 0.

ZEro

Isso implica que devemos ter

yiw” + 2y{ + Pyu’ =0
ou yiw' + (2y{ + Pyw =0,

3)
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em que substituinos w = u’. Observe que a equagdo (3) € linear e separdvel. Aplicando esta
ultima técnica, obtemaos

2 w2 ar s Pax=0
w B4
Inlwl + 2 Inlyl= - J Pdx + ¢
Inlwyil = — I Pdx + ¢
wvd = o] Pl
YT = €1¢
- ‘ o) P
w=u =
i
o P
Integrando novamente U= ¢ I 5>—dx + ¢, € portanto
1
E_J Pix) dx
y = ulx)y(x) = cpy(x) _[ ———dx+ cy(x).
y1(x)
Escolhendo ¢; = O e ¢; = 1, concluimos que uma segunda solugio para a equagio (2) é
o] Perds
y2 = yilx) -[ ——dx (4)
yix)

E um bom exercicio de derivagio comegar com a férmula (4) e verificar que a equagio (2) é
satisfeita.

Agora, yi(x) e y2(x) sao linearmente independentes, pois

e'I P dx
Y1 ¥ _[ ) dx
W(yi(x), y2(x)) = 1 = o] Pax
, E-Ir-u+ , IE-IPﬂdI
S i

¢ diferente de zero em qualquer intervalo em que y;(x) seja diferente de zero.*

* Uma maneira alternativa &: se y2 = u(x)y1, entiio W(y1, y2) = u (v1)° # 0, pois, y; # 0 para todo
xem algum intervalo. Se u” = 0, entdo u” = constante.
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EXEMPLO 2

2y"” — 3xy’ + 4y= 0. Encontre a solugdo geral no

A fungdo y; = x~ é uma solugdo para x
intervalo (0, o).

Solugdo Como a equagdo pode ser escrita na forma alternativa

e 3 ., 4
y==y"+=5y=0
X x=-

3 [ der
€ M _ iz _
obtemos de (4) yy = x° J' dic <?:||e e =x’

dx
¥t I % = x%Inx.

A solugdo geral em (0, =) € dada pory = cyy; + cayyi isto €,

y = c.xl + chz In x. ]

EXEMPLO 3

Pode ser verificado que y, = 0L & uma solugdo para .xzy"" + x5 + (x* - -}}y = 0 em (0, m).

Encontre uma segunda solugao.

Solugdo Primeiro, ponha a equagdo na forma
S l r — _I_ iy
yroy +(1 4;1]1'-“'

Entdo, de (4) temos

s€n COs X

X —_—— X
1 (—cotgx) = 5

Como a equacdo diferencial é homogénea, podemos desconsiderar o sinal negativo e obter a
segunda solucdo y, = (cos x)/Vx. i
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Observe que yi(x) e y2(x) no Exemplo 3 sdo solugdes linearmente independentes da
equagdo diferencial dada no intervalo maior (0, o).

Observacao Deduzimos e ilustramos como usar (4) porque vocé veri essa férmula
novamente na Se¢do 6.1. Usamos (4) simplesmente para economizar tempo na obtengao do
resultado desejado. Seu professor ird dizer-lhe se vocé deve memorizar (4) ou se deve saber os
primeiros principios de redugio de ordem.

-

4.2 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estio na pédgina 450.

Nos Problemas 1-30, encontre uma segunda solugio para cada equagio diferencial. Use redugdo de ordem
ou a férmula (4) como ensinada. Suponha um intervalo apropriado.

Ly +55 =0 n=1 2o 3" =ypl=l gy= 1
" ’ D _ ’r i : - -X

3. vy =4y +dy =0, vi= e 4. ¥y +2y +y=0; y1 = xe

5. yv" + 16y = 0; y = cosdx 6. y"+ 9 =0; y = senx

7. ¥ =y =0; i = coshx 8. y" — 25y =0; y) = &>

9. 9" — 12y’ + 4y =0; y = e 10. 6" +y' —y=0: y; — &

11. xz}r" - Ty’ + 16y = 0; y = X 12. I:}'" + 2y —6y=0; y = x*
n 13- .t.}"ﬂ'l'}":ﬂ: :l"l =|l'l.r 14. 4I2_FH+}' =u; IIKIIHI

15. {I—Ix-.tz}y"+2{1+x}y’-2y=ﬂ; yvi=x+1 16, (I - Iz}}'" -2'=0;, i =1

1 Yy — o + 2y = 0; y1 = xsen(lnx) 18. .:2}-” -3y + 5y =0 y = x% cos(ln x)
19. (1 + Zxpy" + 40y’ — 4y = 0; y) = e 20. (1l +x)y" + 0" =y=0;, y1=x
21 x5y —xy +y=0; y =x 22. 2" - 20w =0: yy =x "
23. x5 =55y’ + 9y =0; y = x Inx 24. x5 +xy' + vy =0; y; = cos(lnx)
25, Xy~ A4y’ + 6y =0; y = x> + x° 26. x%y"” — Txy’ = 20y = 0; y; = x'?

27. Gx+1)y"=(9x + 6)y'+9y i 28. " —(x+ 1)y +y=0; yy = ¢"

I

e

=
i
™

29. y' = 3gxpy' =0, yi =1 3. 0" -2 +x=0 y =1

Nos Problemas 31-34, use 0 método de redugiio de ordem para encontrar uma solugfio para a equagdo
ndo-homogénea dada. A fun¢io indicada yi(x) ¢ uma solugio para a equagio homogénea associada.
Determine uma segunda solucdo para a equaciio homogénea ¢ uma solugdo particular da equagao
ndo-homogénea.
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3 ' —dy=2 y=e ¥ 2. y"+y' =1 n=1

. 4

33,y -+ 2y = Se*: ¥y =e My - +Iy=x yy=¢

35. Verifique por substituigao direta que a férmula (4) satisfaz a equagdo (2).

43 EQUAGCOES LINEARES HOMOGENEAS COM
COEFICIENTES CONSTANTES

Vimos que a equagdo linear de primeira ordem dy/dx + ay = 0, em que a € uma constante,
possui a solugio exponencial y = cre” ™ em (—ee, ). Portanto, € natural procurar determinar
se solucoes exponenciais existem em (— oo, o) para equagdes de ordem mator como

ay™ +a, - " V4 +ay” +ay +ay=0, (1)

em que os a;, i = 0, 1, ..., nsdo constantes. O fato surpreendente € que todas as soluges para
(1) sio fungdes exponenciais ou construidas a partir de funcdes exponenciais. Comecamos
considerando o caso especial da equagao de segunda ordem

ay” + by’ + ¢y = 0. (2)

Equacao Auxiliar

Se tentarmos uma solugdo da forma y = ™, entdo y’ = me™ e y” = m*e™; assim a equagio
(2) torna-se

am?e™ + bme™ + ce™ =0 ou ¢™(am? + bm + ¢) = 0.
Como ™" nunca se anula para valores reais de x, entio a unica maneira de fazer essa funcio
p

exponencial satisfazer a equagdo diferencial é escolher m de tal forma que ele seja raiz da
equacgdo quadritica

am* + bm + ¢ =0 (3)

Essa iltima equacdo é chamada de equacdo auxiliar ou equacio caracteristica da equagio
diferencial (2). Consideramos trés casos, a saber: as solugoes para a equagao auxiliar correspon-
dem a raizes reais distintas, raizes reais iguais e raizes complexas conjugadas.

CASO | Raizes Reais Distintas Com a hipltese de que a equagdo auxiliar (3)
possui duas raizes reais distintas m; e m;, encontramos duas solugoes

mlx

yi =€e™ e yy ="

Vimos que essas fungdes sdo linearmente independentes em (— o=, <) (veja Exemplo
13, Segao 1.4) e portanto formam um conjunto fundamental. Segue-se que a solugio
geral para (2) nesse intervalo é
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(4)

CASO Il Raizes Reais Iguais Quando m; = m,, obtemos somente uma solugio
exponencial y; = ¢™*. Porém, segue-se imediatamente da discussdo da Segdo 4.2 que

uma segunda solugao é
s (B a)x
yp =" | e dy. 5)
Mas, da forma quadritica, temos que m; = —b/2a, pois a (nica maneira de ler
m; = maéter b* — 4ac = 0. Em vista do fato de que 2m, = — b/a, (5) lorna-se

yy = e™* T dez:=£m'x_l.ix=.r£'"‘

(6)

CASO lll Raizes Complexas Conjugadas Se m; e my sio complexas, entdo
podemos escrever

mo=a+if e m=a-ip,
emqueaef > 0 sdo reais e i% =
e 0 Caso 1, em que

— 1. Formalmente, ndo hai diferenga entre este caso

y = Ciel¢* B 4 Coel® ~ B
Porém, na prdtica, preferimos trabalhar com fungbes reais em vez de exponenciais
complexas. Para este fim, usamos a férmula de Euler:*

e = cos@ + isenf,

¥ Leonhard Euler (1707-1783) Um homem com uma meméria prodigiosa e um poder de concen-
tragdo fenomenal, Euler teve interesses universais; foi teSlogo, fisico, astrGnomo, lingilista,
psicélogo, conhecedor dos cléssicos :,pnnmpalnmte malem.ﬂlm Elﬂﬂfﬁlﬂﬂﬂldﬂ'ﬂdﬂum ver-
wmgeumﬂusmoﬂmt ez  para a dlgebra

= ﬁcil, 7
;ﬁlgﬁﬁ,Mﬁﬂwi ;

| ..
.-”|l.'|, ||||_.51_|"_[-I|_r_!$
T . et e i T, [ A e i . ol e

g = P

—, =
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em que & é qualquer mimero real. Segue-se desta férmula que
eP* = cosfPx + isenfix e e ¥ = cosfx - i sen fBx, (7

em que usamos cos(—pfx) = cosfx e sen(—fx) = —senfx. Note que somando e
depois subtraindo as duas equacgdes em (7), obtemos, respectivamente,

ePX 4 B = pcosfx e P — ¢ ¥X = Djisenpx.

Como y = Cie'® *8¥ 4 Cyel@ = iBX ¢ yma soluciio para (2) para qualquer escolha
das constantes C; ¢ C;, fazendo C; = C; =1 e C| = 1, C; = — 1, temos, nesta
ordem, duas solugdes:

y = el@* iy Gla—ifx o yy = @ * i) _ la - if)

Mas, y| = e%XeP* 4+ ¢ %) = 2% cos fix
e yo = e@%@eP* — ¢~ %) = 2jp®¥ gen fix.

Portanto, pelo Corolirio (A) e o Teorema 4.3, os dois iltimos resultados mostram que
as fungdes ¢™* cosBx e e“* sen fx sdo solugdes para (2). Ainda, do Exemplo 14 da
Secdo 4.1, temos que W(e®* cos Bx., €% sen fx), = fe®** # 0, B > 0, e dai podemos
concluir que as duas fung¢ées formam um conjunto fundamental de soluges para a
equacao diferencial em (- oo, ). Pelo principio de superposigido, a solugio geral €

(8)

EXEMPLO 1
Resolva as seguintes equactes diferenciais
(@ 2y" -5y -3y =10
() y* = 10y = 25y = 0
€y +y +y=0
Solugdo (a) 2m® - 5m -3 =(2m + l)m —3) =0
m o=—1» my =3
y = cle*""z +c2£3"‘
) m* - 10m + 25 =(m — 5% =0

m|=mz=5
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y = cie* + emxe™*

() m* +m+1=0

1B, 1%,
\] 3
}r=f'ﬂ[c| COs Tj.r + ¢ sen% X i

EXEMPLO 2

Resolva o problema de valor inicial
y -4y + 13y =0, y0)=-1, y'(0)=2.

Solugcao As raizes da equagio auxiliar m® — 4m + 13 = Osdom; = 2 + 3iemy = 2 - 3i.
Logo,

y = e%(c; cos3x + ¢; sen 3x).
A condigdo y(0) = — I implica
—1 = e%c; cos0 + eysen 0) =cy,
assim podemos escrever
2%

y=e cos 3x + c¢5 sen 3x).

Derivando essa iiltima expressao e usando y'(0) = 2, obtemos
¥y =£1"{3 sen3x + 3cacos 3x) + 2e25(— cos 3x + ¢3 sen 3x)
2 = 3(1'1 -2

e ¢ = 4/3. Portanto,

y=£1‘[*cus3x+—sen 3.1:} il

EXEMPLO 3

As duas equagdes ¥+ Ky =0 (9)
"~ ky = (10)
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sio encontradas freqiientemente nn estudo de matemitica aplicada. Para a primeira equacio

diferencial, a equacgdo auxiliar m® + k* = 0 tem raizes m; = kie my = —ki. Segue-se de (B)
que a solugdo geral para (9) €

y= cjcoskx + c3 sen kx. (11)

A equagado diferencial (10) tem a equagdo auxiliar m® — k% = 0, cujas raizes sio
m; = ke my = —k. Dai, a solugdo geral é

kx

Yy = c|e +¢:3£'“.

(12)

Note que, se escolhermos ¢; = ¢3 = 1/2 em (12), entdo

kx — kx
y = ek = cosh kx
2
¢ também uma solucdo para (10). Ainda, se ¢c; = 1/2e ¢y = — Y4, entdo (12) toma-se
kx — kx
y = £ 2'? = senh kx.

Como cosh kx e senh kx s3o linearmente independentes em qualquer intervalo do eixo x, elas
formam um conjunto fundamental. Logo, uma forma alternativa para a solugdo geral para (10) é

y = ¢y coshkx + ¢y senhkx. (13)
&

Equacoes de Ordem Superior

No caso geral, para resolver uma equacdo diferencial de n-ésima ordem
ay™ +a, _ "V + . +ay” +ay +ag =0 (14)

emqueos a;,i =0, 1, ..., n, 530 constantes reais, devemos resolver uma equagao polinomial
de grau n

n-—1

am" + a, _ ym + ... +am* +am+ag=0 (15)

Se todas as raizes de (15) sdo reais e distintas, entdo a solugdo geral para (14) é
y =cpe™ + c22™F + ... + cpe™. (16)

E um pouco mais difcil resumir os andlogos dos Casos II e III porque as rafzes de uma equagio
almllar de grau maior que dois podnm ocorrer com vérias combinagdes. Por exemplo, uma
- %;uagio de grau cinco pode ter cinco raizes reais distintas, ou trés raizes reais distintas e duas
ﬂﬂmple:las ou uma raiz real e quatro complexas, ou cinco raizes reais e iguais, ou cinco raizes
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reais, mas duas delas iguais etc. Quando m; é uma raiz de multiplicidade k de uma equagio
auxiliar de grau n (isto €, k raizes sdao iguais a my), pode ser mostrado que as solugdes
linearmente independentes sao

e™*, xe™, xte™*~, ..., xX* = lem¥*
e a solugdo geral tem de conter a combinagio linear

c1e™® + coxe™* + c3x%e™F + ... + cpx'e™,
Por dltimo, devemos lembrar que, quando os coeficientes sdo reais, raizes complexas de uma
equagdo auxiliar sempre aparecem em pares conjugados. Logo, por exemplo, uma equagido
polinomial ctibica pode ter no mdximo duas raizes complexas.

EXEMPLO 4

I
=i

Resolva Yo+ 3y - dy
Solugao Por inspegio, verificamos que

m3 + 3m> -4 =0

é raiz de m; = 1. Agora, se dividirmos m + 3m* - 4 por m — |, encontramos

m> 4+ 3m> -4 =(n~-1)m>+4m+ 4) = (m—- 1)m + 2),
logo, as outras raizes sdo my; = m3 = —2. A solugdo geral é portanto
y = cie* + c3e” F + cyxe™ X i

E claro que a maior dificuldade na resolugiio para equagdes com coeficientes constan-
tes € encontrar as raizes das equag¢des auxiliares de grau maior que dois. Como ilustrado no
Exemplo 4, uma maneira de resolver uma equacdo € “adivinhar” uma raiz my. Se tivermos
encontrado uma raiz my, entdo sabemos pelo teorema de fatoracao que m — m; € um fator do

polindémio. Dividindo o polinémio por m — m, obtemos a fatorag@o (m — m)Q(m). Tentamos-

entdo encontrar as raizes do quociente O(m). A técnica algébrica de divisao sintética é também
muito itil para encontrar raizes racionais de equacgdes polinomiais. Especificamente, se
m; = p/q ¢ uma raiz racional (p e ¢ inteiros primos entre si) de uma equagao auxiliar

am™ + ...+ am+ gy =0

com coeficientes inteiros, entdo p € um fator de ag e g € um fator de a,. Logo, para determinar se
uma equagdo polinomial possui raizes racionais, precisamos examinar somente as razdes entre
cada fator de ag e cada fator de a,. Dessa maneira, construimos uma lista de todas as possiveis
raizes racionais da equacgdo. Testamos cada um desses mimeros por divisdo sintética. Se o resto
€ zero, o niimero m; testado € uma raiz da equacfo, assim, m — m; € um fator do polinGmio.

O préximo exemplo ilustra esse método.

o mag
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