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PREFACIO

Esta terceira edicao tenta alcangar um equilibrio entre os conceitos e a apresentagio do material
que interessaram aos leitores das edi¢oes anteriores e as mudangas significativas feitas para
reforcar ¢ modernizar alguns aspectos do texto. Achamos que esse equilibrio foi alcangado,
tornando o texto interessante para um piiblico mais amplo. Muitas mudangas e acréscimos sio
resultados de sugestoes e comentirios de leitores e revisores. Além disso, essas mudangas foram
feitas visando ao piiblico fundamental — o estudante que utilizard o livro. Por essa razdo, as
solugdes de cada exemplo foram cuidadesamente lidas, a [im de tornd-las mais claras. Onde
achamos que poderia ser (til. acrescentamos. também, mais explicagdes ou destacamos pontos
cruciais para a seqiiéncia da solucio,

Como antes, este texio pretende satisfazer as necessidades de um instrutor que almeja
mais do que simplesmente uma introdugdo ao assunto. Além do material bisico de equagoes
diferenciais ordinirias, o livro apresenta um capitulo sobre equagdes nao-lincares e estabilidade
e alguns capitulos sobre equagdes diferenciais parciais e problemas de valores de contorno. E
recomendado para cursos de um ou dois semestres.

NOVOS ASPECTOS

Alguns aspectos novos, que esperamos que os esludantes achem interessanies ¢ instigantes.
foram acrescentados ao lexto. Ensaios, escrilos por matemiticos proeminentes em sua especiali-
dade. Toram taeleidos no final dos Capitulos 3. 4 ¢ 5 do volume 1. ¢ 9 ¢ 12 do volume 2. Cada
ensaio reflete os pensamentos, criatividade ¢ opinides de seu autor e tem por finalidade ilustrar
o material exposto no capitulo precedente. Esperamos gue a inclusio desses ensaios desperte o
interesse dos estudantes, encorajando-os a ler matematica ¢ ajudando-os a se conscientizarem de
que equacdes diferenciais ndo sdo simplesmente uma mera colegio seca de métodos, fatos e
formulas, mas um assunto vibrante com os quats as pessoas podem trabalhar.

AV
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MUDANCAS NESTA EDICAO

VYolume 1

« A Secao 1.2 rata agora somente do conceito de uma equagio diferencial como um modelo
matematico.

« O material sobre a equacio diferencial de uma familia de curvas foi suprimido. Uma breve
discussfo desse conceilo aparece agora na Segédo 3.1 (Trajetérias Ortogonais).

« O método dos coeficientes indeterminados € um dos tépicos mais controvertidos em um
curso de equagdes diferenciais. Nas trés dltimas edigées. esse tapico foi abordado usando-se
um operador diferencial como uma ajuda para determinar a forma correla de uma solugio
em particular. Na preparaciio desta edicdo, muitos revisores apontaram que a abordagem por
anuladores era muilo sofisticada para seus alunos e solicitaram uma abordagem baseada em
regras mais simples. Oulros revisores, porém, estavam satisfeitos e ndo desejavam mudanga
alguma, Para atender a cada uma dessas preferéncias, ambas as abordagens foram apresen-
ladas nesta edi¢io. O instrutor pode agora escolher entre coeficientes indeterminados com
base no principio da superposicio para equacoes diferenciais lineares ndo-homogéneas
(Segio 4.4) ou com base no conceito de anuladores diferenciais (Sec¢ao 4.6). Além disso,
nesta edigdo. a nogio de um operador diferencial ¢ agora apresentada em uma sec¢do
separada (Secdao 4.5). Portanto, observamos que o importante e itil conceito de operador
diferencial deveri ser apresentado de alguma maneira,

« A revisdo de série de poténcias na Secdo 6.2 foi bastante ampliada. Uma discusséo sobre a
aritmética de séries de poténcias (adigao, multiplicagdo e divisio de séries) fol também
adicionada.

» Uma breve discussio sobre determinacgao dos coeficientes em uma decomposic¢ao de fragoes
parciais ¢ uma nota historica sobre Oliver Heaviside foram acrescentadas na Se¢io 7.2.

« A discussio sobre as propriedades operacionais da transformada de Laplace foi apora
dividida em duas se¢tes: Segio 7.3, Teoremas de Translagio e Derivadas de Transformadas;
e Se¢io 7.4, Transformadas de Derivadas, Integrais e Fungoes PeriGdicas. Essa separagdo
permite maior clareza € um tratamento mais amplo dos topicos,

Volume 2

« Eliminagdo Gaussiana, além de eliminacdo de Gauss-Jordan, € agora discutida na Segio 8.4,
A nolagdo para indicar operagao nas linhas de uma matriz aumentada foi aprimorada.

« O Capitulo 9, “Métodos Numéricos para Equagoes Diferenciais Ordindrias™, sofreu uma
ampliagio significativa e foi parcialmente reescrito. O método de Adams-Bashforth/Adams-
Moulton foi adicionado a Se¢do 9.5. Se¢iio 9.6, Erros e Estabilidade, e Secdo 9.8, Problemas de
Valores de Contorno de Segunda Ordem, s3o novidades desta edigdo.
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» Os programas BASIC, anteriormente no Capitulo 9, foram suprimidos.

o O Capitule 10, “Sistemas Autinomos no Plano ¢ Estabilidade”, € novidade desta edigao.
Esses topicos foram adicionados em resposia a reagOes favoriveis de leitores e revisores da
edigdo anterior.

« O material dos Capitulos 10, 11 ¢ 12 foi ampliado e reorganizado como Capitulos 11, 12. 13
e 14 nesta edigao.

¢ Capitulo 15, “Métodos Numéricos para Equagdes Diferenciais Parciais™, € novidade.

« Novos problemas, aplicagoes, ilustragbes, observagtes e notas historicas foram acrescen-
tadas ao longo do texto.

Dennis G. Zill
Michael R. Cullen
Los Angeles



Capitulo

INTRODUCAO AS

EQUACOES DIFERENCIAIS

1.1 Terminologia e Defini¢des Basicas
[0] 1.2 Alguns Modelos Matematicos

Capitulo 1 Revisido

Capitulo 1 Exercicios de Revisio

Conceitos Importantes

Equacdes diferenciais ordindrias
Equacdes diferenciais parciais
Ordem de uma equagio
Equacdio linear

Equagio nfio-linear

Solucdes

Solugio trivial

Soluces explicitas e implicilas
Familia de solugtes a n- pardmetros
Solugdo particular

Solucio singular

Solugiio geral

Modelo matematico

As palavras diferencial e equagtes obviamente sugerema
resolugio de algum tipo de equacio enveolvendo
derivadas. Ma verdade, a frase anterior contém a historia
completa scbre o curso que vocé estd prestes a iniciar.
Mas antes de comegar a resolver qualquer coisa, vocé
tem de conhecer algumas definicées e terminologias
bésicas sobre o assunto. Este é o conteldo da Secio 1.1,
A Secao |.2. aborda a motivacio. Por que vocé, um
futuro cientista ou engenheiro, precisa estudar este
assunto? A resposta & simples: equagoes diferenciais sao o
suporte matematico para muitas areas da ciéncia e da
engenharia. Por isso, na Secao |.2, examinamos, ainda
que brevemente, como as equacoes diferenciais surgem a
partir da tentativa de formular, ou descrever, certos
sistemas fisicos em termos matematicos.



2 Equagdes Diferenciats Cap. | Velume |

e — — —

= e —

I.I TERMINOLOGIA E DEFINICOES BASICAS
No curso de cilculo, vocé aprendeu que, dada uma fungio v = f(x), a derivada
5‘3 =['(x)

¢ também, ela mesma, uma fungio de x e € calculada por regras apropriadas, Por exemplo. se
¥y = eX’, entdo

8y g’ e g
dx 2xe' ou = 2xy. (1)

O problema com o qual nos deparamos neste curso ndo €: dada uma fungio v = flx),
encontre sua derivada. Nosso problema é: dada uma equagio como dy/dx = 2Lvy. encontre. de
algum modo, uma fungio y = f{x) que satisfaca a equacio. Em outras palavras, nos queremos
resolver equagoes diferenciais.

DEFINICAO 1.1 Equagio diferencial

Uma equagiio que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em
relagic a uma ou mais varidveis independentes, € chamada de equacio diferencial (ED).

Equagoes diferenciais sao classificadas de acordo com o tipo, a ordem ¢ a linearidade,

Classificacao pelo Tipo

Se uma equacgdo contém somente derivadas ordindrias de uma ou mais varidveis dependentes,
com relagio a uma tinica varidvel dependente, ela é chamada de equacéo diferencial ordiniria
(EDO). Por exemplo,

G _ 5=
dt %) :

(v —x) dx +4vdy =0

sdo equacoes diferenciais ordinarias. Uma equagio que envolve as derivadas parciais de uma ou
mais varidveis dependentes de duas ou mais varidveis independentes € chamada de equac@o
diferencial parcial (EDP). Por exemplo,
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du gv

Ay T

o ot
Pk Y= =l

gy dy

du _ 04

ar ar o

sdo equagdes diferenciais parciais.

Classificacao pela Ordem

A ordem da derivada de maior ordem em uma equagio diferencial €, por definigio. a ordem da
equacao. Por exemplo,

segund ﬂrdc:m‘{l L primeira ordeny

2, ‘i
% +5[‘3§] — 4y = ¢!
xT

¢ uma equagio diferencial ordindria de segunda ordem (ou de ordem dois). Como a equagio
diferencial (v — x)dx + 4xdy = 0 pode ser escrita na forma

4x%+__}f=x

dividindo-se pela diferencial dx, trata-se entdo de uma equagao diferencial ordindria de primeira
ordem. A equagio

4 2
Hla a + 9 f = ()
xt At

£ uma equacao diferencial parcial de quarta ordem.

Embora as equagtes diferenciais parciais sejam muito importantes, seu estudo de-
manda um bom conhecimento da teoria de equagdes diferenciais ordindrias. Portanto, na dis-
cussio que se segue, limitaremos nossa atengao as equagoes diferenciais ordindrias.

Uma equagio diferencial ordindria geral de n-ésima ordem € fregiientemente represen-
tada pelo simbolismo

"
F[.t. ¥, %“.;,:—;—'] = 0. (2)

O que vem-a seguir é um caso especial de (2).
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Classificacao como Linear ou Nao-Linear

Uma equagao diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita na forma

i dqr-l
ﬂ..{x-‘.l:—j + ﬂ""'mdx‘*" LA ﬂﬂﬂi—‘: + aglxly = glx).

Observe que as equagdes diferenciais lineares sdo caracterizadas por duas propriedades:”

(i) A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau; isto é, a
poténcia de cada termo envolvendo y € 1.

(ii)  Cada coeficienle depende apenas da varidvel independente x.

Uma equacio que nao € linear é chamada de nao-linear.

As equagoes
xdvy + yde =0
V-2 +y=0
3. 2 ;
e .r}i%—.rzd'l+}x£{é;+5}'=f"
dx dx* dx

sdo equaghes diferenciais ordindrias de primeira. segunda e terceira ordens, respectivamente.
Por outro lado,

\-m:ﬁciémc dx:mﬂd-..t L poténcia # |

de v
3
Ff”-iy’=rﬁi*}+yl=ﬂ

sao equagdes diferenciais ordindrias ndo-lineares de segunda e terceira ordens, respectivamente.

Solucoes

Como mencionado antes. nosso 0bjetivo neste curso € resolver pu encontrar solucdes para
equagdes diferenciais.

DEFINICAO 1.2 Solugio para uma Equacao Diferencial

Qualquer fungio f definida em algum intervalo I, que, quando substituida na equagdo diferencial,
reduz a equaciio a uma identidade, ¢ chamada de solugao para a equagio no intervalo.

-

Em outras palavras, uma solugdo para uma equacio diferencial ordinéria

Flx, v, V.o ¥y = 0
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¢ uma funcio f que possui pelo menos n derivadas e sarisfaz a equacio; isto é,

Flx, ). L7 o S = 0

para todo x no intervalo /. Propositadamente, deixamos vaga a forma precisa do intervalo [ na
Definicao 1.2, Dependendo do contexto da discussio, [ pode representar um inlervalo aberto
(a, b), um intervalo fechado [a, b], um intervalo infinito (0, <) ¢ assim por diante,

EXEMPLO 1

Verifique que y = xY/16 6 uma solugio para a equagio ndo-linear

dy 12
———— | — _1“"? o
dx :

no intervalo (—es, =a),

Solugao Uma maneira de comprovar se uma dada fungiio € uma solugio € escrever a equacio
" " 1 ¥ o . & + — - -
diferencial como dy/dx — xv'* = 0 e verificar, apés a substituicio, se a diferenga acima
. a7 ] W
dy/dx — xy'"* € zero para todo x no intervalo. Usando

gkt X i [T 8
de - 16 4 °Y Tlie| T4
percebemos que
ay . ., wzﬁ-tj_x X m,ﬁ_ﬁ{i_u
Y 4 16 4 4
para todo ndmero real. &

EXEMPLO 2
A fungiio v = ve' & uma solucio para a equagdo linzar

V= 2 v =0

no intervalo (= =, o2), Para verificar isso. caleulamos

Vo= xe¥ +e' ey = xet + 26,

Observe V= v =(xet 4+ Ze') - 2ue’ +et) + et =0

para todo ntimero real. L
Note gque, nos Exemplos | e 2, a fungio constante y = O também satisfaz a equagio

diferencial dada para todo x real. Uma solugdo para uma equacao diferencial que € identicamente
nula em um intervalo [ é em geral referida como solugao trivial.
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Nem toda equagao diferencial que escrevemos possui necessariamente uma solugio.

EXEMPLO 3

(a) As equagdes diferenciais de primeira ordem

1

ay'y v _ e _
[dx]-i-l—ﬂe{_y} +y+4=0

nao possuem solugdes. Por qué?
(b) A equagio de segunda ordem (¥*)* + 10y* = 0 possui somente uma solugdo real. Qual?
5]

Solucdes Explicitas e Implicitas

Vocé deve estar familiarizado com as nogdes de funcgbes explicitas vistas em seu estudo de
calculo. Similarmente, solugdes de equagoes diferenciais sdo divididas em explicitas ou implici-
tas. Uma solugdo para uma equacio diferencial ordindria (2) que pode ser escrita na forma
y = flx) é chamada de solugdo explicita. Vimos em nossa discussdo inicial que y =¢' é uma
solugdo explicita de dy/dx = 2xy. Nos Exemplos 1 e 2. y = x*/16 ¢ y = x¢' sdo solugoes
explicitas de dy/dx = ey - +y=0, respectivamente. Dizemos que uma relagdo
G(x, y) = 0 € uma solug@o implicita de uma equagdo diferencial ordindria (2) em um intervalo
1, se ela define uma ou mais solugdes explicitas em /.

EXEMPLO 4
Para—2 < x < 2, a relagdo 2 ¥ ;.-2 — 4 = 0 é uma solugdo implicita para a equacao diferen-
cial

dy _ _x
de — ¥
Segue, por derivagdo implicila, que
46 6 Loty = Doy o
dI[I)+dI{}'] H‘I{l#}_u
. & _ dy _ _x,
2‘1:+2_1umr 0 ou g =

Arelagiox® + y> — 4 = 0no Exemplo 4 define duas fungdes diferenciais explicitas:
y=V4 - ey= ~v4 — x2 po intervalo (—2,2). Além disso, note que qualquer relag@o da
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2 3 : : ;
forma x* + yv= — ¢ = 0 satisfaz, formalmente, dy/dx = —x/y para qualquer constante ¢.
Porém, fica subentlendido que a relagio deve sempre fazer sentido no sistema dos nimeros reais;

o § L . . L. e : .
logo. nao podemos dizer que x~ + y~ + | = 0 determina uma solug¢io da equagio diferencial.

Como a distingdo entre uma solugdo explicita e uma solugdo implicita € intuitivamente
clara, ndo nos daremos ao trabalho de dizer sempre: “aqui temos uma solugio explicita (im-
plicita)”.

Niamero de Solucoes

Vocé deve se acostumar com o fato de que uma dada equagdo diferencial geralmente possui um
niimero infinito de solu¢hes. Por substitui¢do direta, podemos verificar que qualquer curva — isto
é, fungdio — da familia a um parimetro y = ce"’, em que ¢ é uma constante arbitraria, satisfaz (1).
Como indicado na Figura 1.1, a solugdo trivial € um membro dessa familia de solugdes.
correspondente a ¢ = 0. No Exemplo 2, também podemos verificar por subslituigdo que
y = ¢xe' é uma familia de solugdes da equacio diferencial dada.

EXEMPLO 5§

Para qualquer valor de ¢, a fungio y = ¢/x + | é uma solugdo da equagdo diferencial de
primeira ordem

3 =
Id.r+y ]
no intervalo (0, o). Temos,
D o iy Buan e T
dx"cdx(x ]+:£r“]_ ex s e

enlao

tﬂl + ¥ =.r[-%]+ [E + | ]: L
dx - X

Variando o parimetro ¢, podemos gerar uma infinidade de solugdes. Em particular, fazendo
¢ = 0, obtemos uma solugio constante y = |. Veja a Figura 1.2, £

No Exemplo 3, vy = ¢/¢ + | é uma solugiio da equagio diferencial em qualquer
intervalo que ndo contenha a origem. A fungdo ndo é diferenciavel em x = 0.

Em alguns casos, quando somamos duas solugtes de uma equagido diferencial, ob-
temos uma outra solugao.
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J"r
{:}ﬂ LoF 3
e>0
o= =
U\ . i,—-ﬂ
"t
e<{) <
|]||
; =
_j-*=r.-'¢'1 v-x+l
Figura 1.1 Figura 1.2

EXEMPLO &
(a) As fungdes y = ¢jcosdx e y = casendx, em que ¢ e ¢» sdo constantes arbitrdrias, sdo
solugdes para a equagdo diferencial
y* + 16y = 0.
Para y = ¢ cos 4x, as derivadas primeira e segunda sao
y = —4cysendx e ¥y =— 16¢ cos 4x,
entdo
¥ + 16y = — 16y cosdx + 16(c; cosdx) = 0.
Analogamente, para ¥ = ¢3sen 4x,
¥ 16y = - 16rasendy + 16(ca sendx) = 0,

(b) A soma das duas solugdes da parte (a), y = ¢ cos4x + ¢3 sendy, também é uma solugiio
para v + 16y = 0. 4
EXEMPLO 7
Vocé deve ser capaz de verificar que
y=e',y=e', y=qe', y =t ey =cpe' + e
sdo todas solugOes da equacdo diferencial linear de segunda ordem
y'=y=0
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Note que y = ¢je* € uma solugdo para qualquer escolha de ¢, mas y = ¢' + ¢ | # 0, ndo
satisfaz a equacgfo, pois, para essa familia de fungdes, temos y" — vy = —¢y. [

O préximo exemplo mostra que uma solugdo de uma equagao diferencial pode ser uma
fun¢ao definida por partes.

EXEMPLO 8
Qualquer fungdo da familia a um parimetro y = cx” é uma solugido para a equagio diferencial

xy —4y = 0.
Temos xy’ — 4y = x(dex® — 4ex? = 0. A fungio definida por partes

['-_.-'l.'q.. x =0

y =
l .1:", x =20

¢ também uma solugiio. Observe que essa fungiio ndo pode ser obtida a partir de y = ¢x? por

intermédio de uma tinica escolha do pardmetre ¢. Veja a Figura 1.3(b). 2]
Y Y4
c=1
. c=Lx=0
Fd
* c=—t.x<l) :
¢=-]
(a) (b}
Figura 1.3

Mais Terminologia

(O esiudo de equagoes diferenciais € semelhante ao calculo integeal. Quando calculamos uma
antiderivada ou integral indefinida, utilizamos uma (nica constante de integracdo. De maneira
andloga, quando resolvemos uma equagdo diferencial de primeira ordem F(x, v, ¥') = 0. normal-
menle obtemos uma familia de curvas ou fungdes Gx, y, ¢} = 0, contendo um parimetro arbi-
trario tal que cada membro da familia é uma solugao da equagao diferencial. Na verdade, quando
resolvemos uma equagiio de n-ésima ordem F(x,y.¥.....y'"") = 0, em que y"/ significa
d"y/dx", esperamos uma familia a n-parimetros de solugbes G(x, y, ¢|, ..., ¢;) = 0.

Uma solugio para uma equagdio diferencial que ndo depende de pardmetros arbitrérios
¢ chamada de solucao particular. Uma maneira de obter uma solugdo particular é escolher
valores especificos para o(s) parimetro(s) na familia de solugoes. Por exemplo, é ficil ver que
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y = ¢e* é uma familia a um parametro de solugdes para a equagio de primeira ordem muito
simples " = y. Para ¢ = (), —2 ¢ 5, oblemos as solugdes particulares y = 0, y = —=2¢' ¢
y = 5¢", respectivamente.

As vezes, uma equagdo diférencial possui uma solugdio que ndo pode ser obtida
especificando-se os parametros em uma familia de solugdes. Tal solugio € chamada de selugao
singular.

EXEMPLO 9

Na Seg¢fio 2.2, provaremos gue uma familia a um parmetro de solugdes para ¥ = xy'/? é dada
pory = (x°/4 + &) Quando ¢ = 0, a solugio particular resultante é y = x'/16. Neste caso, a
solugdo trivial y = 0 é uma solucdo singular para a equagdo, pois ela ndo pode ser obtida da
familia através de uma escolha do parametro . ]

F

Se toda solugcdo para F(x.v,¥.....»"") = 0 no intervalo I pode ser obtida de
G(x, ¥, €}, .--. ¢,) = 0 por uma escolha apropriadados ¢;, i = 1, 2, ..., n. dizemos que a familia a
n-parametros € uma solugao geral, ou completa, para a equagio diferencial.

Nota Hai duas correntes de pensamento sobre o conceito de *solugdo geral”. Uma definigio
alternativa assegura que uma solucio geral para uma equagdo diferencial de n-ésima ordem é
uma familia de solugbes que contém n pardmetros essenciais.* Em outras palavras, nio é
necessdrio que a familia contenha todas as solugdes para a equagdo diferencial em algum
intervalo. A diferenca dessas opinides consiste na distingdo entre solugdes para equagoes
lineares e para equagdes ndo-linéares. Na resolugiio de equagdes diferenciais lineares, devemos
impor restri¢oes relativamente simples aos coeficientes; com essas restrigoes, podemos assegu-
rar a existéncia de solugio em um intervalo e também que a familia de solugdes contenha
realmente lodas as possiveis solugoes.

Outro fato deve ser mencionado neste momento. Equag¢tes nao-lineares, com excegio
de algumas equagdes de primeira ordem, sdo geralmente dificeis ou impossiveis de ser resolvi-
das em termos de fungdes elementares, tais como fungdes algébricas, exponenciais, logaritmi-
cas, lrigonométricas e trigonomélricas inversas. Além disso, se acontecer de termos uma familia
de solugbes para uma equaciio nio-linear, nio fica ébvio quando essa familia constitui uma
“solugdo geral” . Em nivel pritico, a designagio “solugo geral” € aplicada somente a equagdes
diferenciais lineares.

Nio tentaremos responder a este conceito. Mas grosso modo significa: ndo bringue com as constantes.
Certamente, y = x + ¢} + c2representa uma familia de solugbes paray’ = 1. Trocando ¢ + ¢2 porc,
a familia tem essencialmenté uma constante: y = x + ¢. Vocé pode verificarque y = ¢ + Incavé uma
solugdio para xy" + ' = 0 no intervalo (0, =) para qualquer escolha de ¢ e ¢2 > 0. Entdio, ¢ e ¢2 s30
parametros essenciais?
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1.1 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estiio nas piginas 439 e 340.

Nos Problemas |-10, classifique as equagdes diferenciais dizendo se elas sio lincares ou ndo-lineares. Dé
também a ordem de cada equagio.

d'y d t
L. (I — ' — 40" + 5y = cosx 2. Jr—-;-l[.—x) +y=0
A fdx
3. ow+2y=1+ X 4. .rzt.{}* + vy — xy — xe'ydy =0
d!
5. 0 - W b aw -3y =0 6. d—{-’ + Oy = seny
X"
dy d’y | > k
7. LN+ |2 3+';=-—1
dx dx* dt re
9. (senipy” = (cosi)y’ = 2 10. (1 — _'.':}{f.t' + xdv =0

Nos Problemas 11-40, verifique se a fung¢io dada é uma soluciio para a equagdo diferencial. (e, ¢ ¢ sfio
constanies).

1 2y +y =09 =" 12. ¥ + 4y =32, y = 8
dy 5 oo 3 dy U S |
ﬂ'ﬂ vy =¢ s ¥y =¢€edx + 10¢ 14. d1+1t}y-24.:.'-5 €
¥ : & i ‘_iz i | i E. e .,J_ 2
15. ¥ =25+ y7, y = 51g5x lﬁ'd.r_ I.y—~[:+c;}.x:=-ﬂ,_m:=ﬂ
17. ¥ +y =seny; y = Lsenx 18. Zxyde + (x> + 29)dy = 0: 2y + y' = ¢
- %Eﬂﬂ;‘l‘ + 10e™
19. .1.-3:{1 + vl = 05 v = —L., 20. ;-."'.l" +a = y=x+ |
3=
21, v =24 + W) ¥ = eifw + Le) 22. ¥ =2VIyls y =yl
(i1}
23. v - l'. = lhhv=xalny, x>0 24, ar = pla = 6P), F = e =
i dt | + beye'
dx 2 o x ...‘-'l & f: _‘:
ER = - 00— X - o YR L= § = dt
25, T =R-00 =X I —— =1 26. Yy +Zy=lLiy=e _[ue ¥ cre
27. (x° + ¥ D)dx + (x* = xy)dy 28. v 4y - 12y =0y =cre + e

= 0; el + 9)° = xe™
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3 .
29. v =6y + 13y =0: y = ¢ cos2v 30. 5{-—}; ~ #ﬁ +ay=0:y = + yeo
d‘r' I'f.l'
31. ¥ = y; y = coshx + senhx 32, v =25y =0; y = ¢ cos 5x
33 y' = b"]z =0: vy =Inlkk + el + 2 34. v" + y=tgx. vy = —cosxlin(secx + tgx)
2 ; 3 .
35. .::%% + 2% =0 y=¢ + x| 36. x°y" =xv' + 2y = 0; v = xcos{lnx), x >0
e

37. .a:‘j'y""*-'.ixy"ﬂlh-!l-y =0 y=2"+ e >0 38 v -y + 9 -9y =0; y

= ¢y sendx + czcos 3y + de'

3 3
39, Y =3y +3 —y=0y=x%" 40. .1;35;‘; + lrzﬁ ~ x‘—dff +y= 127y

r
=¢cix +ewdnye + 47, x>0

Nos Problemas 41 e 42, verifique se a fung@o definida por partes € uma solugio para a equagao diferencial
dada.

-3, x<0
5 42. ()Y = 0xy; v

41 x —2y=0; y= ,
x, x20 . x20

43. Verifique que uma familia a um pardmetro de solugbes para
_'r'=-l}"+{}'f']1éf=m+cz.
Determine um valor de k para que y = ki seja uma solugiio singular para a equagdo diferencial.

44. Verifique que uma familia a um pardmetro de soluches para

y=xy + "JI+(}"]EE_1:=.*:.:*+ 1 + ¢

Mostre que a relagio x~ +y- = | define uma solugdo singular para a equagio no intervalo (— 1, 1).

45. Uma familia a um parimetro de solugbes para

Ty
i 3 " |l 4+ ce
¥ = ‘]ﬂ."='_“‘_“"?._“'
| = ce™

Por inspego,* determine uma solugdo singular para a equacgio diferenciul.
46. Na pdgina 6, vimos que y = V4 - e P V4 — x° sdio solugbes para dy/dy = —x/y no
intervalo (— 2, 2). Explique por que
V4 -2, -2<x<0
-}F 3o
Ne -2, Dsg<?

" Traduzindo, isso significa * faga uma boa estimativa e veja se funciona”.
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nao ¢ uma solugio para a equagdo diferencial no intervalo.

Nos Problemas 47 ¢ 48, encontre valotes de m para que y = ¢™*

diferencial.

seja uma solugio para cada equacio

47. ¥y =5 + v =0 48. y" + W' + 25y =10

Nos Problemas 49 e 50. encontre valores de m para que v = 1" seja uma solugiio para cada equacio
diferencial.

49, v =y =0 50. 3" 61 + 4y =0
51. Mostre que vy = e ya = " sio ambas soluches para
X =y + 6y =0

As fungdes, ¢y € cav2. com ¢ € ¢ constantes arbitrdrias, sdo também solugdes? A soma. vy + v é
uma solucao?

52, Mostreque vy = Ly + Jeyx = -JEKE sdo ambas solugdes de
y=x¥ + (Y72

As [ungdes, €y € c€aya, COm ¢ € ¢ conslanies arbitrdrias. sdo também solugdes? A soma
y; + ya2 € uma solugio?

53. Por inspegio. determine, se possivel, uma solugiio real para a equagdo diferencial dada.

dy

(2) dx

+ vl = 0

dy
elx

il
<

(b) + Iyl +

(c) i) + vl
elx -

[0] .2 ALGUNS MODELOS MATEMATICOS

Em ciéncias. engenharia. economia e alé mesmo em psicologia, freqlientemente desejamos
descrever ou modelar o comportamento de algum sistema ou fendmeno em lermos malematicos.
Essa descrigio comega com

(i) identificando as varidveis que sdo responsdveis por mudangas do sistema, ¢
(i)  umconjunto de hipdteses razodveis sobre o sistema.

As hipdteses também incluem algumas leis empiricas que sdo aplicdveis ao sistema. A estrutura
matematica de todas essas hipéteses, ou o modelo matematico do sistema, € muitas veézes uma
equacgao diferencial ou um sistema de equagdes diferenciais. Esperamos que um modelo
matematico razodvel do sistema tenha uma solugido que séja consistente com 0 comportamento
conhecido do sistema.
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Um modelo matematico de um sistema fisico geralmente envolve a varidavel tempo. A
solucdo do modelo representa entio o estado do sistema; em outras palavras, para valores

apropriados do tempo f, os valores da varidvel dependente (ou varidveis) descrevem o sistema no
passado, presente e futuro.

Corpo em Queda Livre

A descricdo matematica de um corpo caindo verticalmente sob a influéncia da gravidade leva a
uma simples equagio diferencial de segunda ordem. A solugiio para essa equagio fornece-nos a
posigido do corpo em relagao ao solo.

EKEMF‘LQ 1

E bem conhecido que um objeto em queda livre proximo A superficie da terra é acelerado a uma
taxa constante g. Aceleragdo é a derivada da velocidade, que, por sua vez, € a derivada da
distincia s. Suponha que uma pedra seja atirada do alto de um edificio, como ilustrado na Figura
1.4. Definindo o sentido positivo para cima, entdo o enunciado matemdtico

B

dr*
¢ a equacio diferencial que governa a trajetoria vertical do corpo. O sinal de subtragio € usado
porque o peso do corpo € uma forga direcionada para baixo, ou seja, oposta a diregio positiva.

.{. I:i‘k; I Figura 1.4

|

solo

Se supusermos ainda que a altura do edificio € sy ¢ a velocidade inicial da pedra, vy,
entdo temos de encontrar uma solugdo para a equagdo diferencial

que também satisfaca as condigbes iniciais, s(0) = spe 5°(0) = vy Aqui, ¢ = 0 € o instante em
que a pedra deixa o telhado do edificio (tempo inicial) e #; € o instante em que a pedra alinge o
solo. Como a pedra € atirada para cima na direg¢ao positiva, vy é naturalmente positivo.

Note que essa formulagdo do problema ignora outras forgas, como a resisténcia do ar
atuando sobre o corpo. L
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Sistema Massa-Mola

Quando a segunda lei de Newton sobre o movimento é combinada com a lei de Hooke, podemos
obter uma equacio diferencial que governa o movimento de uma massa atada a uma mola.

EXEMPLO 2

Para calcular o deslocamento vertical x(r) de uma massa atada a uma mola, usamos duas leis
empiricas: a segunda lei de Newton sobre o movimento e a lei de Hooke. A primeira delas diz
que a resultante das forgas que atuam sobre um sistema em movimento € F = ma, em que méa
massi e a, a aceleragdo. A lei de Hooke diz que a forga restauradora de uma mola esticada é
proporcional ao deslocamento s + x; isto €, a forga restauradora é k(s + x),emquek > 0 € uma
constante. Como mostrado na Figura 1.5(b), s € o deslocamento da mola quando uma massa €
atada em sua extremidade e o sistema estd em posigao de equilibrio (a massa estd pendurada na
mola ¢ nio hd movimento). Quando o sistema estd em movimento, a varidvel x representa o
deslocamento da massa em relacdo a posicao de equilibrio. No Capitulo 5, provaremos que,
quando o sistema estd em movimento, a forga resultante atuando na massa € simplesmente
F = —kv. Logo, na auséncia de amortecimento ou outras for¢as externas quaisquer gque

poderiam estar atuando no sistema, a equagido diferencial do movimento vertical do centro de
gravidade da massa é:

2
m%:,{ = — kx.
e

Aqui, o sinal de subtragdo indica que a for¢a restauradora da mola atua em diregiio oposta ao
movimento, isto €, na dire¢do da posicdo de equilibrio. Na pritica, essa equagao diferencial de
segunda ordem € escrita da seguinte forma:

ﬂ'z.l' 2
E + w-x = 0, (1)
em gue w® = k/m.
______ —— ¢
mola sem 5 wn <o
alongamento = Boegtte . N -—+—-L'=U
posiciio de Afry=0
equilibrio prng B .
(a) (b) ()

Figura 1.5



16 Equagdes Diferenciais  Cap. | Veolume |

Unidades

Comentaremos os sistemas de unidades usados para descrever problemas de dindmica como os
ilustrados nos dois dltimos exemplos. Trés sistemas de unidades freqgiientemente empregados
sio mostrados na tabela abaixo. Em cada sistema, a unidade basica de tempo € o segundo.

[rE SEEE— = e — i — e —— —_— - - - -

Sistema =
Grandeza gravitacional SsEsOA cgs

= o Internacional (SI)

inglés
Forga pound (1b) newton (N) dina
Massa slug kilograma (kg) grama(g)
Disténcia foot (ft) melro {m) centimetro (cm)
Aceleragio da gravidade g 32 fi/s> 9.8 m/s> 980 cr/s”

(aproximadamente)

A forca gravitacional exercida pela terra sobre um corpo de massa m é chamada de
peso W. Na auséncia de resisiéncia do ar, a dnica forga que atua sobre um corpo em queda livre

¢ seu peso. Portanto, pela segunda lei de Newton sobre o movimento, temos que a massa i € o
peso W estdo relacionados por

W = mg.

Por exemplo, no sistema inglés, a massa de 1/4 slug corresponde a um peso de 8 Ib. Como
m = W/g, um peso de 64 1b corresponde a uma massa de 64/32 = 2 slugs. No sistema cgs, um
peso de 2450 dinas tem uma massa de 24507980 = 2.5 gramas. No sistema SI, um peso de 50
newtons tem uma massa de 50/9,8 = 3.1 kilogramas. Note que

| newton = 10° dinas = 0,2247 pound

No praximo exemplo, deduziremos a equacido diferencial que descreve o movimento
de um péndulo simples,

Péndulo Simples

Qualquer objeto pendurado em movimento pendular é chamado de péndulo fisico. O péndulo
simples € um caso especial de péndulo fisico ¢ consisle em uma haste com uma massa alada em
uma das extremidades. Para descrever o movimento de um péndulo simples. desprezaremos
qualquer forga exterior de amortecimento agindo sobre o sistema (tal como a resisténcia do ar).
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EXEMPLO 3
Uma massa m de peso W esti suspensa por uma haste de comprimento /. Queremos determinar
o dngulo 8, medido a partir da linha vertical, como uma fungdo do tempo ¢ (consideramos
@ > 0adireitade OP, e @ < 0aesquerda de OP). Lembre-se de que um arco s de um circulo de

raio [ estd relacionado com o dngulo central 6 através da férmula s = 8. Logo, a aceleracio
angular é

d*s d=0
3= — =f 5
dt- dt-
Pela segunda lei de Newton, temos
3
F=ma= m!ig-
di

Na Figura 1.6, vemos que a componente tangencial da forga devida ao peso W é mg
sen 8. Igualando as duas diferentes formulacdes da forca tangencial, obtemos,
d’0 %8

ml— = —mesen® ou — + ’ﬁsenﬂ = (. (2)
di ¥ ar 1

o\ >

Figura 1.6

mg sen &

mg cos 8

Por causa da presenga do sen @, a equagiio diferencial (2) é niio-linear. E sabido que
essa equacdo nio pode ser resolvida em termos de fungbes elementares. Entdo, fazemos mais
uma simplifica¢dio. Se o deslocamento angular & ndo for muito grande, poderemos usar a
aproximagiio # = 6.* Dai, (2) pode ser substituida pela equagio diferencial linear de segunda
ordem

2 Para pequenos valores de @ (em radianos), poténcias &' e as de ordem superior podem ser ignoradas na
séric de Maclaurin, sen@ = @ — 6°/3! + ..., & assim, obtemos sen® = 6. Use uma calculadora e :
compare os valores de sen (0,05) e sen (0,005) com 0,05 e 0.005.
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5+ £8 = 0. 3)

Colocando @ = g/I, (3) possui exatamente a mesma estrutura da equacio (1) que
governa vibragoes livres de um peso em uma mola. O fato de uma equagao diferencial bésica
poder descrever diversos fendmenos fisicos. ou mesmo sociais/econdmicos, € uma ocorréncia
comum no estudo de matematica aplicada.,

O relogio de parede e a balanga
de crianca s3o exemplos de
péndulos. O deslocamento
angular @ de um péndulo simples
de comprimento | é determinado
pela equacgao diferencial
nao-linear de segunda ordem
d*e/d* + (g/1)senfl =0.
Quando o deslocamento do
péndulo ndo € muito grande,
podemos fazer a substituicio
senf = 8 e assim obter
aproximadamente o valor de 0
resolvendo a equagao linear
d*8/dt* + (g/1) 0 = 0. Veja
também as paginas lée |7,

Corda Giratoria

Encontramos de novo a equacgao (1) na andlise da corda giratoria.
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EXEMPLO 4

Suponha que uma corda de comprimento L, com densidade linear constante igual a p (massa
por unidade de comprimento) esteja esticada ao longo do eixo x e fixada nas extremidades
r = 0ex = L. Suponha que ela seja entdo girada em torno desse eixo a uma velocidade angular
constante igual a @, Isso € andlogo a duas pessoas segurando uma corda de pular e rodando-a de
maneira sincronizada. Veja a Figura 1.7(a). Queremos encontrar a equagio diferencial que
determina a forma y(v) da corda, ou a curva de deflexao em relagio 4 sua posigio inicial. Veja
a Figura 1.7{b). Para isso0, considere a por¢io da corda no intervalo [x, x + Ax], em gue Avx e
pequeno. Se a magnitude T da tensdio T atuando tangencialmente & corda for constante ao longo
da corda, entdo a equacio diferencial que queremos pode ser obtida igualando duas diferentes
formulagoes da forga resultante que atuam na corda no intervalo [x, x + Ax]. Primeiro, vemos
na Figura 1.7(c) que a forca resultante vertical €

F=Tsenf — T sené). (4)
Quando os dngulos #, e #; (medidos em radianos) sdo pequenos, lemos
senfh = 1g 6> = V(v + Ax) e senf; = 128, = ¥(x).
¢ entdo (4) torna-se
F=T[H(x+ Ar) — y{(x)). (5)

Agora, a forca resultante é dada também pela segunda lei de Newton, F = ma. Aqui, a massa da
corda no intervalo é m = p Ax; a aceleragio centripeta de um ponto girando com velocidade
angular @ em um circulo de raio r é a = rw”. Com Ax pequeno, tomamos r = y. Logo, uma
outra formulacio da for¢a resultante é

F = —(p Ax)yw?, (6)

em que o sinal de subtra¢io decorre do fato de que a aceleragiio aponta na diregdo oposta &
dire¢fio positiva y. Agora, igualando (5) e (6), temos

v + Av)= v (x)

TV + Ax)=y(x)] = — () f_‘;t_‘}m:-l ou T: = —;;-ru:j.*. (7)
Ay
Tr
P
[} S | H
e E
i :
S T t t4+ Ay 1
(a) (h) (c)

Figura 1.7
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Para Ax proximo de zero, [y (x + Ax)—y'(x)]/Ax = d'z_vfd,rz. assim a altima expressao em (7)
nos da,

2 3.
LY = ityon TEL ity =0 (8)
dx- dx-

Como a corda estd fixa em x = 0 e x = L, esperamos que a solug¢ao y(x) da dluma equagio
satisfaca as condi¢oes de fronteira w(0) = Oe y(L) = 0. i)

Dividindo a iltima equagdo em (8) por T, obtemos,

d> ?
o =G

o que € andlogo a (1) e (3). Se a magnitude T da tensdo ndo € constante no intervalo [0, L], entao
pode-se mostrar que a equacio diferencial para a curva de deflexio da corda é

d d 2
a[“ﬂ&f] + pw’y = 0. 9)

Circuitos em Série

De acordo com a segunda lei de Kirchhoff, a diferenga de potencial E(t) em um circuito fechado
é igual 2 soma das voltagens no circuito. A Figura 1.8 mostra os simbolos e as férmulas para as
respectivas voltagens (queda de tensdo) através de um indutor, um capacitor e um resistor. A
corrente em circuito, apds a chave ser fechada, € denotada por i(f); a carga em um capacitor no
instante t € denotada por ¢(t). As letras L, C e R sdo constantes conhecidas como indutdncia,
capacitancia e resisténcia, respectivamente.

N

indutor capacitor resitor
ol | -
L 7 k) iR
(a) (b) (e)
Figura |.8

EXEMPLO 5

Considere o circuito simples, em série, contendo um indutor, um resistor e um capacitor
mostrado na Figura 1.9. Uma equagdo diferencial de segunda ordem para a carga ¢(¢) em um
capacitor pode ser obtida somando as voltagens (queda de tensdo):
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[—

E R Figura 1.9

) di
indutor = Lm = L—3

comente relacionada
COM a carga g por i = d/ut

oo e ol
realmr—rﬂ~ﬁm

capacilor = % q

¢ igualando a soma a diferenga de potencial E(t):

d*q _dg |
" + RE t o= E(1). (10)
]

L

No Exemplo 5, as condig@es iniciais g(0) e ¢’ (0) representam a carga no capacitor e a
corrente no circuito, respectivamente, no tempo r = 0. Ainda, a diferenca de potencial ou
voltagem E(7) é chamada de forca eletromotriz, ou fem. Uma fem, bem como a carga em um
capacitor, causa a corrente no circuito. A tabela abaixo mostra as unidades basicas de medida
usadas na anilise de circuito.

o — _— _— = —

Grandeza Unidade

Diferenga de potencial ou fem volt (V)
Indutdncia L henry (H)
Capacitdncia C farad (F)
Resisténcia R ohm (£2)
Carga g coulomb (C)
Corrente i ampere (A)

—

Lei de Esfriamento de Newton

De acordo com a empirica lei de esfriamento de Newton, a taxa de esfriamento de um corpo é
proporcional i diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura do meio ambiente.
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Antes de tomar um cafe, geralmente
esperamos um pouco até que o liquide
esfrie. Uma xicara de cafe fica quase
intragavel se esfriar até chegar a
temperatura ambiente. Uma lei empirica
de resfriamento atribuida a Isaac
Newton assegura que a taxa de
resfriamento de um corpe @
proporcional A diferenca entre a
temperatura do corpo e a temperatura
do meio. A frase acima € uma descricio
verbal de uma equagao diferencial, Veja
também a pagina 107.

EXEMPLO 6

Suponha que 7{r) denote a temperatura de um corpo no instante ¢ e que a temperatura do meio
ambiente seja constante, igual a T,,. Se dT/dt representa a taxa de variagdo da temperatura do

corpo, entdo a le1 de esfriamento de Newton podera ser expressa matematicamente da seguinte
forma:

drl dT ;

¥ i T—-T, ou i KT = T (11)
em que & € uma constante de proporcionalidade, Como, por hipotese, o corpo esti eslriando,
devemoster T > T,,; logo, k < 0.

Cabo Suspenso

Suponha um cabo (ou corda) suspenso sobre a acdo de seu proprio peso. A Figura |.10(a) mostra
um modelo fisico para essa situag@io: um longo fio de telefone pendurado entre dois postes.
Como no Exemplo 4, nosso objetivo no préximo exemplo € determinar a equagio diferencial que
descreve a forma (curva) de um cabo suspenso.
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EXEMPLO 7

Vamos examinar somente a por¢ao do cabo enire o ponto mais baixo £; e um ponto arbiltririo
P>. Veja a Figura 1.10(b). Trés forgas estio agindo no cabo: o peso da porgio PPa e as tensdes

T, e T; em P ¢ P,, respectivamente. Se w for a densidade linear (medida, digamos, em N/m) e
s for o comprimento do segmento PP, seu peso serd ws.

Vi

T:

' T.sen @
cubo ‘
Y A
T | T | : ‘ T-I Eus H
P, :
T, = ' >
H 0,0 {x.0) X
(a) (b)
Figura 1.10

Agora, a tensdo T> tem duas componentes, uma horizontal e outra vertical (quanti-
dades escalares), T> cos @ ¢ T; sen 8. Como o sistema estd em equilibrio, podemos escrever

ITl=T) = Toco50 ¢ ws = T3 send.
Dividindo as duas iltimas equagoes, oblemos

WS ’

lgﬂ -ﬁ

ou

dy ws_ -
dx T (12)

Agora, como 0 comprimento do arco entre os pontos P e P2 €

Ly d i
";:-[n '\jl +£E‘E]rdx,

segue de uma das formas do 1eorema fundamental do calculo gue

ds _ dy
_dx-_‘\xl"'[dx)z' (13)
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Derivando (12) com relagao a x ¢ usando (13), temos

3 3 2

dy _wds  dy _w ay Y
i ou T T P+l |- (14)
=

Poderiamos conclutr pela Figura 1.10 que a [orma de um cabo suspenso € parabdélica.
Porém. nio € esse o caso; um cabo (fio ou corda grossa) suspenso sobre efeito somente de seu
proprio peso toma a forma de um cosseno hiperbélico. Veja o Problema 12, Exercicio 3.3.
Lembre-se de que a curva cuja forma € o griafico do cosseno hiperbolico é chamada de
catendria, palavra que vem do latim catena. que significa “corrente”. Os romanos usavam a
catena para prender cachorros. Provavelmente o melhor exemplo grifico de uma catendria seja o
arco Gateway em St. Louis, Missouri, nos Estados Unidos.

Para determinar a forma de um

._L-'u_--
"‘u—.‘

telefénico suspenso entre dois
postes, devemos resolver a
equacao diferencial nao-linear

dy/dE + (w/T)N1 + (dy/dx)® = 0
. Pode-se mostrar que o cabo toma
essencialmente a forma do grifico
de um cossenoc hiperbélico. Esse
grafico de um cossenc hiperbolico
chama-se catendria. O famoso arco
Gateway em 3t. Louis tem a forma
de uma catenaria invertida.

T _
r'm:'.-vf.-:'t;‘ :{" cabo suspenso sob a agao de seu
1' L-ﬂ; '.i ';- ;Ej Z. 2 proprio peso, tal como um cabo

'1 ‘-ﬂ"“""i“
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Drenagem Através de um Orificio

Em hidrodindmica, o teorema de Torricelli nos diz que a velocidade v de efluxo de dgua através
de um pequeno orificio no fundo de um tanque cheio até uma altura / € igual & velocidade que
um corpo {neste caso, uma gota d’agua) adquire em queda livre de uma altura A:

v = Y2gh,

em que g € a aceleragio devida i gravidade. A dltima expressio € obtida igualando a energia
cinética L mv- A energia potencial mgh e explicitando v.

g i

EXEMPLO 8

Um tanque cheio de dgua € drenado através de um orificio sobre a influéncia da gravidade.
Gostariamos de calcular a altura h da dgua no tanque em qualquer instante de tempo .

Considere o tanque mostrado na Figura [.11. Se a drea do orificio é Ay (em m?) ¢ a
velocidade da dgua saindo do tanque é v = V2gh (em m/s), entdo o volume de dgua que sai do
tangue por segundo é Ay V2gh (em m3/5). Logo, se V(1) denota o volume de dgua no tanque no
instante 1. lemos

av —

—_— 1 .

5 = —Ao V2gh (15)
em que © sinal de subtrag@o indica que V decresce com o tempo. Note que estamos ignorando
qualquer possibilidade de atrito no orificio, o que reduziria a taxa de vaziao da dgua.

I
An l
Sy

Figura 1.11

Agora , suponha que o volume da dgua no langue no instante { possa ser escrilo como
V(1) = Ayh, em que A, (em m?) ¢ a drea da superficie da dgua (veja a Figura 1.11), que ndo
depende da altura h. Dai, dV/dt = A, (dh/dt). Substituindo essa iltima expressdo em (15),
obtemos a equacdo diferencial para a altura & da 4gua em fun¢ao do tempo t:
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= — = e

A
L. (16)
.

E interessante observar que (16) permanece vilida mesmo quando A, nfio € constante.
Neste caso, devemos expressar a area da superficie da d4gua como uma funcio de h: A, = A(h).
Veja o Problema 9 em Exercicios 1.2 e o Problema 19 nos Exercicios de Revisio do Capitulo 1.

Deflexao de VYigas

Em engenharia, um problema importante é determinar a deflexdio estdtica de uma viga eldstica
causada por seu peso ou por uma carga exlerna. Supomos que a viga ¢ homogénea e lem segoes
transversais uniformes ao longo de seu comprimento. Seja L o comprimento da viga. Na
auséncia de carga na viga (incluindo seu peso). a curva ligando os centréides de todas as seges
Iransversais é uma linha reta chamada de eixo de simetria. Veja a Figura 1.12(a). Se uma carga
for aplicada & viga em um plano vertical contendo o eixo de simetria, entdo, como mostrado na
Figura 1.12(b), a viga sofre uma distor¢iio ¢ a curva ligando os centréides de todas as secoes
transversais ¢ chamada de curva de deflexdo ou curva elastica. No proximo exemplo,
deduziremos a equagdo diferencial da curva de deflexdo. Essa dedugao usa principios de
elasticidade e um conceito do cdlculo chamado curvatura.

Forgas atuando em vigas
causam estas distorgoes.
Essa deformacao, ou
deflexdo y(x), & descrita
pela equacio diferencial de
quarta ordem

Ely'® = wix), Uma viga
engastada em uma
extremidade e solta na
outra & chamada de
cantiléver ou viga em
balango. Um trampolim,
um braco estendido e uma
asa de aviao 5ao exemples
comuns de tais vigas; mas
mastros de bandeira,
arranha-céus e o
Washingten Monument
agem como vigas em
balange. Yeja também as
paginas 405, 411 e 418.
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EXEMPLO 9

A titulo de ilustragiio, vamos considerar uma viga fixa (engastada) em sua extremidade esquerda
e solta em sua extremidade direita, como na Figura 1.13. Facga coincidir o extremo esquerdo da
viga com o ponto x = (), e o extremo direito com o ponto x = L. O eixo x coincide com o eixo
de simetria. e a deflexiio y(x) é medida a partir desse eixo e considerada positiva se estiver para
baixo. Em leoria da elasticidade, mostra-se que o momentao defletor (fletor) M(x) em um ponto
x a0 longo da viga estd relacionado com a carga por unidade de comprimento w(x) através da
equagdo

d*M
.:a";:3

= wi(x). (17)

Ainda, o momento defletor (fletor) M(x) € proporcional a curvatura k da curva elastica:

M(x) = Elk, (18)
lo Wity b
..................... MGl E v
r:urvndﬁdnﬁexﬁﬂ E ]
(b) K
Figura 1.12 Figura 1.13

em que E e | sdo constantes; E é o mddulo de elasticidade de Young racionado com o malerial
da viga. e f € o momento de inéreia de uma secao transversal da viga (em relacio a um eixo
conhecido como eixo neutre ou linha neutra). O produto ET € chamado de rigidez defletora da
viga.
Agora, do calculo, sabemos que a curvatura € dada por
K : J"l"
b—rl 1 = "
[+

Quando a deflexdo y(x) € pequena, a inclinagio y' = Qe dai [I + ('Y = L.Sek =y’ a
equagio (18) se torna M = EIY. A segunda derivada desta altima expressdo é

&M . d o, o dYy
~5 = Bl-5y = EI°% (19)
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Usando o resultado obtido em (17) para substituir d*M/dx* em (19), vemos que a deflexdo y(x)
satisfaz a equagio diferencial de quarta ordem

4
Efj—x-} = wix). (20)
G

Como veremos mais tarde, € extremamente importante observar qualquer condigao de
fronteira que acompanha a equagdo diferencial na descri¢gio matemdtica de um fendmeno fisico.
Para a viga em balango do Exemplo 9, além de satisfazer (20), esperamos que a deflexdo y(x)
satisfaga as seguintes condigoes nas extremidades da viga:

« y(0) = 0, pois ndo ha deflexdo no extremo esquerdo engastado.
« ¥(0) = 0, pois a curva de deflexa@o € tangente ao eixo x na extremidade esquerda.
« Y(L) = 0, pois o momento defletor (fletor) é nulo no extremo livre.
y*"(L) = 0, pois a for¢a de espoliagio (cisalhamento) é zero na extremidade direita (livre).

A fungdo F(x) = dM/dx = Eld"y/dx>) é chamada de forga de espoliagio (cisalhamento).

Crescimento Populacional

Nos préximos exemplos, examinamos alguns modelos matematicos em crescimento bioldgico.

EXEMPLO 10

Parece plausivel esperar que a taxa de crescimento de uma populagio P seja proporcional 2
populagdo presente naquele instante, Grosso modo, quanto maior for a populagdo presente,
maior ¢la serd no futuro. Logo, o modelo para o crescimento populacional é dado pela equagdo
diferencial

dP
= kP, (21)
em que k € uma constante de proporcionalidade. Como esperamos que a populagio cresca,

devemos ter dP/dt > 0, e assim k > 0. |

EXEMPLO 11

Na disseminagao de uma doencga contagiosa, uma virose, por exemplo, € razodvel supor que a
taxa de disseminagdo, dx/dt, seja proporcional ndo somente a0 nimero de pessoas, x(t), con-
taminadas, mas também ao nimero de pessoas, y(f), que ainda nao foram contaminadas, isto é,
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dx
- T kxy, (22)

em que k é a constante de proporcionalidade usual. Se uma pessoa infectada for introduzida em
uma populagiio de n pessoas, entdo x e y estardo relacionados por

xX+y=n+ 1l (23)
Usando (23) para eliminar y em (22), obtemos
dx _
= kx{n + 1 - x). (24)
A condi¢do inicial 6bvia que acompanha a equagdo (24) é x(0) = 1. ]

Equaciao Logistica

A equacdo de primeira ordem ndo-linear (24) é um caso especial de uma equagdo mais geral

P _ P(a — bP), aeb constantes, (25)

di
conhecida como equacdo logistica. Veja Secio 3.3. A solugio dessa equacgio € muito importante
em ecologia, sociologia e mesmo em ciéncias contibeis e administragao.

Capitalizacao Continua

E muito comum as instituicdes financeiras anunciarem capitalizacio didria dos juros.
Poderiamos ter capitalizacdo a cada hora ou mesmo a cada minuto. Nao ha razdo para parar ai,
ou seja, juros poderiam ser capitalizados a cada segundo, a cada meio segundo, a cada décimo
de segundo, a cada milésimo de segundo, ¢ assim por diante. Isto quer dizer que os juros podem
ser capitalizados continuamente.

EXEMPLO 12

Quando os juros sdo capitalizados continuamente, a taxa de crescimento € proporcional ao
capilal §, isto é,

F IS, (26)
em que r € taxa anual de juros. Essa descrigio matemdtica € andloga ao crescimento popu-
lacional do Exemplo 10. A taxa de crescimento serd grande quando o capital presente também
for grande. Traduzindo geometricamente, isso significa que a reta tangente € mais inclinada
quando § € grande. Veja a Figura 1.14.

£
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_ds

m=—
54 glf.l' =1,

Figura 1.14

Y,

Ty -

-

f

A definigdo de derivada proporciona uma interessante deducgao de (26). Suponha que
§(t) seja o capital acumulado depois de ¢ anos, quando a taxa de juros r € anual e estes sio
capitalizados continuamente. Seja i um incremento de tempo. Entao, os juros obtidos no espago

de tempo (f + h) — t € a diferenga dos montantes acumulados:

St + h) — S(t)

(27)

Como os juros s30 definidos por taxa X tempo X capital, podemos aproximar o0s juros ganhos no

mesmo periodo por

rhS(t) ou rhS(t + h).

Intuitivamente, rhS(t) e rhS(t + h) sdo cotas inferiores e superiores, respectivamente, para os

juros reais (27); ou seja,
rhS(r) < S(t + k) — S(t) < rhS(t + h)
ou

S( + hy — S(1)
h

rS(t) < < rS(t + h).

Passando ao limite em (28), quando # — 0, obtemos

St + k) — S(¢)
h

r§(t) < lim
h—=0

< r8(1),

e dai segue-se que

lim S(t + h) — 5(1)

h = rS(t) ou 89 = .
h—0

dt

(28)
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1.2 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estdo na pagina 440.

Nos Problemas |-22, deduza a equacgao(es) diferencial(is) que descreve a situagio fisica dada.

1.

4.

Em certas circunstincias, um corpo B de massa m em queda, como o pira-quedista mostrado na
Figural.l5. encontra resisténcia do ar proporcional a sua velocidade . Use a segunda lei de Newton
para encontrar a equacao diferencial para a velocidade v do corpo em qualquer instante, Lembre-se de
que a aceleragio é a = dv/dr. Suponha neste caso que a diregio positiva ¢ para baixo.

Qual é a equagdo diferencial para a velocidade v de um corpo de massa m em queda vertical através
de um meio (tal como a dgua) que oferece uma resisténcia proporcional ao quadrado da velocidade?
Suponha a diregao positiva para baixo.

Pela lei da gravitagiio universal de Newton, a aceleragio de queda livre a de um corpo, tal como

o salélite mostrado na Figura .16 caindo de uma grande altura, nfo € a constante g. Em vez disso,
a aceleracdo a € inversamente proporcional ao quadrado da distdncia r entre o centro da terrae o
corpo: @ = k/r%, em que & é a constante de proporcionalidade.

(a) Use o fato de que na superficie da terra r = R e @ = g para determinar a constante de propor-
cionalidade &.

(b) Use a segunda lei de Newton ¢ a parte (a) para encontrar uma equagio diferencial para a distancia r.

(c) Use aregra da cadeia na forma

d’r dv _dvdr
d't! - dt T drodt

para expressar a equacgiio diferencial da parte (b) como uma equagio diferencial envolvendo v e

duv/dr.
satelite %
m

superficie

TIR

Figura 1.16

(a) Use a parte (b) do Problema 3 para encontrar a equagio diferencial para r se a resisténcia ao
satélite em queda for proporcional a sua velocidade.

(b) Proximo & superficie da terra, use a aproximacio R = ;*para mostrar que a equacio diferencial
da parte (a) se reduz a equacio deduzida no Problema 1.
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5.

&

LY =

10.

11.

12.

Um circuito em série contém um resistor ¢ um indutor, como mostrado na Figura 1.17. Determine a
equacdo diferencial para a corrente i(r) se a resisténcia € R, a indutancia € L e a diferenga de potencial,
E(r).

Um circuito em série contém um resistor € um capacitor, como mostrado na Figura 1.18. Determine a
equacdo diferencial para a carga q(r) no capacitor se a resisténcia é R, a capacitancia é C e a diferenca
de potencial. E(r).

— — il
) J_ of H'E TR | b, R
E _-5 f-|': .
. A—
R C
Figura 1.17 Figura 1.18

Suponha que a dgua de um tanque esteja sendo drenada por um orificio circular de drea Ay localizado
no fundo do tanque. Foi mostrado experimentalmente que, quando o atrito da dgua no orificio é
levado em consideragao, o volume de dgua que sai do lanque por segundo € aproximadamente
0.6 Auﬁg—f; . Encontre a equagio diferencial para a altura h de ﬁ.gu% em qualguer instante f no tanque
cibico da Figura 1.19. O raio do orificio mede 2cme g = 10 m/s".

10 m
_}  Figura .19

orificio

Suponha um tanque na forma de um cilindro circular reto de raio 2 m e altura 10 m. O tanque esta
inicialmente cheio de dgua, ¢ a dgua vaza por um orificio circular de raio 1/2 cm no fundo. Use as

informagdes do Problema 7 para obter a equagdo diferencial para a altura h da dgua em qualquer
instante de tempo 1.

Um tanque de dgua tem a forma de um hemisfério com raio 5 m. A dgua vaza por um orificio circular
de | cm no fundo plano. Use as informagdes do Problema 7 para obier a equagdo diferencial para a
altura h da 4gua com relagio ao tempo 1.

A taxa de decaimento de uma substincia radicativa é proporcional a quantidade A(r) da substancia
remanescente no instante f. Determine a equagao diferencial para a quantidade A({r).

Uma droga € injetada na corrente sangiiinea de um paciente a uma taxa constante de r gramas por
segundo. Simultaneamente, a droga ¢ removida a uma taxa proporcional a quantidade x(r) de droga
presente no instante 1. Determine a equagio diferencial que governa a quantidade x(r).

Um projétil atirado de umia arma tem peso w = mg e velocidade v tangente a trajetoria de seu
movimento. Desprezando a resisténcia do ar e todas as outras forgas exceto seu peso, encontre o
sistema de equagdes diferenciais que descreve o movimento. Veja a Figura 1.20. [Sugestdo: Use a
segunda lei de Newton na direcdo x e y.]
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13. Determine as equagoes do movimento se o projétil no Problema 12 encontrar uma forga de retarda-
mento k (de magnitude k) agindo 1angencialmente a trajetdria mas, oposta ao movimento. Veja a
Figura 1.21. [Sugestao: k € um miltiplo da velocidade, digamos cv.]

}'J

mg \
: : g

e |
=

Figura 1.20 Figura .21

I4. Dois reagentes quimicos A ¢ B sdo usados para formar um novo composto quimico C. Supondo que
as concentragoes de A e B decrescem pela mesma quantidade de composto C formado, encontre a
equagdo diferencial que governa a concentragao x(f) do composto C se a taxa a que a reagdo quimica
ocorre € proporcional ao produto das concentragbes remanescentes de A e 8.

15. Uma curva C no plano reflete os raios de luz de tal modo que todo raio L paralelo ao eixo y é refletido
para um Gnico ponto (). Determine a equacgio diferencial para a fun¢ido y = f(x) que descreve a forma
da curva C. (O fato de o dngulo de incidéncia ser igual ao angulo de reflexdio € um principio da 6tica.)
[Sugestao: a Figura 1.22 mostra que a inclinagao da reta tangente em P(x, y) é /2 — 0 e podemos
escrever ¢ = 28. (Por qué?) Nao tenha receio de usar as identidades trigonométricas. )

Yi

Figura 1.22

e e L

X

16. Um barril em forma cilindrica, com s metros de didmetro e w newtons de peso, flutua na dgua. O
barril s¢ movimenta para cima € para baixo ao longo de uma linha vertical. Usando a Figura 1.23(b),
determine a equacio diferencial para o deslocamento vertical y(t), supondo a origem no eixo
vertical na superficie da dgua quando o barril estd em repouso. Use o principio de Archimedes: o
impulso da dgua no barril € igual ao peso da dgua deslocada. A densidade da dgua é 1000 kgf"m].
Suponha o sentido positivo para baixo e ignore a resisténcia da dgua.
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o T
Y
(b)
Figura 1.23
17. Um foguete é lancado da superficie da terra verticalmente para cima. Depois de esgotado todo o

18.

19.

20.

combustivel, a massa do foguete é constante igual a m. Usec a segunda lei de Newlon para o
movimento ¢ o fato de que a forca da gravidade € inversamente proporcional ao quadrado da distdncia
para encontrar a equagado diferencial da distincia y, do centro da terra ao foguele, em qualquer
instante apds a queima total do combustivel. Enuncie condigdes iniciais apropriadas (no instante
¢ = 0) associadas com essa equagdo diferencial.

A sepunda lei de Newton F = ma pode ser escrita como F = d/di(mv). Quando a massa de um objeto
ndo é conslante, esia tltima formulagio € usada. A massa m(s) de um foguete muda enquanto seu
combustivel € consumido.* Se ©(t) denota sua velocidade no instante ¢, pode ser mostrado gue

dv dm

—mg = mo -Vd: ! (29)

em que V é a velocidade de escape dos gases em relagio ao foguete. Use (29) para enconlrar a
equagio diferencial de v, supondo conhecido que m(t) = myg — ate V = = b, em que my, a e b sdo
constantes.

Uma pessoa P, partindo da origem, move-se na diregio positiva do eixo x, puxando um peso ao longo
da curva C (chamada tratriz), como mosirado na Figura 1.24. O peso, inicialmente localizado no eixo
y em (0, 5), ¢ puxado por uma corda de compnmento 5, que € mantida esticada durante todo o
movimento. Encontre a equagdo diferencial da trajetéria do movimento. [Sugestdo: A corda fica
sempre tangente a C; considere o ngulo de inclinagdo 6 como mostrado na (igura.)

Suponha uma abertura passando pelo centro da terra. Um corpo de massa m € atirado na abertura,
Denote por r a distdncia do centro da terra 4 massa no instante ¢. Veja a Figura 1.25.

(a) Sejam M a massa da terra ¢ M, a massa da por¢io da terra limitada por uma esfera de raio r. A
forga da gravidade atwando emm é F = — kM, m/r, em que o sinal de subtragdo indica que a
forga é uma atrag¢io. Use esle fato para mostrar que

F==k % F.
R
[Sugestdo: Suponha que a terra seja homogénea, isto ¢, a densidade € constante. Use massa =
densidade x volume.]

Estamos supondo que a massa total : massa do veiculo + massa do combustivel + massa dos gases de
escape € constante, Neste caso, m(l) = massa do veiculo + massa do combustivel.
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—

(b) Use a segunda lei de Newton e o resultado da parte (a) para deduzir a equagiio diferencial

.
d—: + w'r =0,
di”
- 3
emquew” = kM/R = g/R.
Lo )
: : :pErﬁ'cit
(0, 5
Figura 1.24 Figura 1.25

21. Em teona de aprendizagem, a 1axa a qual um assunto € memorizado € proporcional 4 quantidade ainda
a ser memorizada. Se M denota a quantidade total a ser memorizada e A(r) a quantidade memorizada
no instante £, encontre a equagio diferencial para A.

22. No Problema 21, suponha que a quantidade de material esquecida é proporcional a gquantidade

memorizada no instante f. Qual ¢ a equagio diferencial para A quando o esquecimento € levado em
conta?

Capitulo1 REVISAO

Classificamos uma equacio diferencial quanto ao tipo: ordindria ou parcial; quanto i ordem:;
e quanto a linearidade: linear ou ndo-linear.

Uma solucgdio para uma equacgio diferencial é qualquer fung¢ao suficientemente
diferencidvel que satisfaca a equagio em algum intervalo.

Quando resolvemos uma equagio diferencial ordindria de n-ésima ordem, esperamos
encontrar uma familia de solu¢tes a n-parametros. Uma soluciio particular é qualquer soluggo,
nao dependente de parimetros, que satisfaga a equagao diferencial. Uma solugio singular é
qualquer solug@o que nao pode ser obtida da familia de solugGes a n-pardmetros através de
escolha dos parimetros. Quando uma familia de solugdes a n-parametros fornece todas as

solugbes para uma equagido diferencial em algum intervalo, ela é chamada solugio geral, ou
completa.
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Na andlise de um problema fisico, muitas equacdes diferenciais podem ser obtidas
igualando duas diferentes formulagoes empiricas da mesma situagao, Por exemplo, uma equagio
diferencial sobre cinética pode, em geral, ser obtida simplesmente igualando a segunda lei de
Newton sobre 0 movimento com as forgas resultantes que atuam em um corpo.

Capitulo 1 EXERCICIOS DE REVISAO

As respostas dos exercicios selecionados estio na pagina 441.

Nos Problemas 1-4, classifique a equagiio dada quanto ao tipo e & ordem. Classifique as equaghes
diferenciais ordindrias quanto a lineanidade.

1. 2oy —y))de + e'dy = 0 2. (senxy)y’” + 4xy’ = 0
2 2 2
a L
3,'3';+ I_'::u 4.xld;',—3:££-+y=x1
d x d v dx” dx

Nos Problemas 5-8, verifique que a fungio indicada é uma solugio para a equacio diferencial dada.

2

5. ¥y + 2oy =2 4+ x° + _'.':; y=x+1gx 6. 12_'.'" +xy +y=0; ¥y = ¢ cos(lnx)

+ csen{lnx), x > 0

1. ¥y =% -y + 2y =6y = e’ 8. y* — 16y = 0: y = sen2x + cosh2x

tcae s+ e + 3

Nos Problemas 9- 16, determine, por inspe¢io, pelo menos uma solugio para a equagio diferencial dada.

9. ¥ =2 10. =5
1. y' =1 1. y =y — 8
13. y' =y 14. 2}!% =1
15. y' = —y 16. y" =y

17. Determine um intervalo, no qual yz -2y = ¥ = x - 1 define uma solugdo para 2(y — 1) dy
+ (1l — 29)de = 0.

18. Explique por que a equacio diferencial

) . St

dx 4 -1
nio possui solugdo real em Ixl< 2, Iyl > 2. H4 outras regibes do plano xy em que a equagio nio
possui solucao?
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19.

20.

0 tangue conico, mostrado na Figura |.26, derrama dgua por um orificio no fundo. Se a drea da se¢do
transversal do orificio € 1/4m>, encontre a equacgdo diferencial que representa a altura da dgua h em
relacio ao tempo f. Ignore a forga de atrito do orificio.

Um peso de 96 newtons desliza por um plano inclinado, fazendo um dngulo de 30° com a horizontal.
Se o coeficiente de atrito é i, determine a equagio diferencial para a velocidade v(t) do peso no |
instante ¢. Considere o fato de que a forca de atrito no sentido oposto a0 movimento € UN, em que N
& a componente normal do peso. Veja a Figura 1.27,

Figura 1.26
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EQUACOES DIFERENCIAIS DE
PRIMEIRA ORDEM

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
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Teoria Preliminar
Varidveis Separiveis
Equa¢oes Homogéneas
Equagoes Exatas
Equacgtes Lineares
Equagoes de Bernoull,
Ricatti e Clairaut

Conceitos Importantes

Problema de valor inicial
Condicao inicial
Existéncia de uma solugio
Unicidade de uma solugio
Separagao de varidveis
Funcio homogénea
Equacdo homogénea
Diferencial exata
Equagao exala

Fator de integragao
Equagado linear

Solugdo geral

[O] 2.7 Substituigdes
[O] 2.8 Meétodo de Picard

Capitulo 2 Revisao
Capitulo 2 Exercicios de Revisdo

Estamos agora em posicdo de resolver algumas
equagdes diferenciais. Comecamos com as equagoes
diferenciais de primeira ordem.

Se uma equacgio diferencial de primeira ordem
puder ser resolvida, veremos que a técnica ou método
para resolvé-la depende do tipo da equagdo de primeira
ordem com que estamos lidando. Durante anos, muitos
matematicos se esforcaram para resolver diversos tipos
particulares de equagdes. Por isso, hd virios métodos de
solugdo; o que funciona para um tipo de equagao de
primeira ordem nao se aplica necessariamente a outros
tipos de equagdo. Embora consideremos métodos de
su!u;an para sete tipos clissicos de equagdes neste
itulo, :entr}h:mnm nossa atem,'in em quatro tipos de

"équagﬁes Aiguns ﬂasﬁ qual;m ﬁpoi ﬁu"’hnportantﬂ nas
aplicagdes.

38
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2./ TEORIA PRELIMINAR

Problema de Valor Inicial

Estamos interessados em resolver um equagao diferencial de primeira ordem*

ﬁ— (]
. ir‘_ﬂ.x*}:'

sujeita & condigao inicial y(xy) = yg, em que xg € um niimero no intervalo [ e yg é um niimero real
arbitrario. O problema

Resolva; gf = fix. v)

(2)
Sujeito a: v(xp) = Yo

é chamado de problema de valor inicial. Em termos geométricos, estamos procurando uma
solugio para a equagio diferencial, definida em algum intervalo I tal que o grifico da solugio
passe por um ponto (xg, yg) determinado a priori. Veja a Figura 2.1,

EXEMPLO 1

Vimos (piginas 9-10) que y = ce* é uma familia a um parimetro de solugbes para y' = y no
intervalo (—ee, ). Se especificarmos, digamos, y(0) = 3, entdo substituindo x = 0, y = 3 na

familia, obteremos 3 = ce? = c. Logo, como mostrado na Figura 2.2, a fun¢io

y = 3e'

solugbes da ED

Figura 2.2

- Neste texto, supomos que uma equagdo diferencial F(x, y, ¥, ..., ")) = 0 possa ser colocada na forma
y® = fx, v, ¥ ...y~ M. Hé excecoes.
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¢ uma solugao para o problema de valor inicial

=y, ¥0) = 3.

Se tivéssemos pedido um solugdo de y* = y que passasse pelo ponto (1, 3) em vez de
(0, 3), entdo y(1) = 3 iria nos dar ¢ = 3¢ ', e dai, y = 3¢*~ |, O grifico dessa solugio estd
també€m indicado na Figura 2.2. =)

A questdo fundamental surge quando consideramos um problema de valor inicial
como (2):

Existe uma solugiao para o problema?
Se existe uma solugao, ela € dnica?

Em outras palavras, a equacdo diferencial dy/dx = flx, ¥) possul uma solugio cujo
grifico passa pelo ponto (xg, ¥g)? E serd que essa solugio, se existir, é tinica?

Como os proximos exemplos mostrardo, a resposta a segunda questdo é: algumas
VEZEes nao.

EXEMPLO 2

Vocé deve verificar que cada uma das fungdes y = Oey = x*/16 satisfaca a equagio diferencial
¢ a condicdo inicial no problema

—1 = xy'%, y(0) =0

Como ilustrado na Figura 2.3, os grdficos de ambas as fungoes passam pelo ponto
(0, 0).

Em geral, deseja-se saber, antes de considerar um problema de valor inicial, se uma
solugdao existe e, quando existe, se € a unica solugdo para o problema. O segundo teorema,
devido a Picard,* nos di condigdes suficientes para garantir existéncia e unicidade de solugoes.

TEOREMA 2.1 Existéncia de uma Unica Solugio

Seja R uma regido retangular no plano xy definidapora € x £ b, ¢ £ y < d, que contém o ponto
(x5, Yo) em seu interior. Se flx, y)e @ f/9 y sio continuas em R, entio existe um intervalo [ centrado
em xg & uma tnica fungdo y(x) definida em I que satisfaz o problema de valor inicial (2).

dusﬂmdupﬂﬁadnﬂcwmmb Fe-.z igt
... diferes Jd'IEMMWMIMEﬁﬁWMUﬂmmeM
esmdudeMaﬁachusetts Estados Unidos.
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-

O resultado anterior € um dos mais populares teoremas de existéncia e unicidade para
equagdes diferenciais de primeira ordem, porque os critérios de continuidade de f{x, y) e
d f/d y sdo relativamente ficeis de ser verificados. Em geral, ndo é possivel determinar um
intervalo especifico I no qual uma solugdo estd definida sem realmente resolver a equagao

diferencial (veja Problema 16). A geometria do Teorema 2.1 estd ilustrada na Figura 2.4. &
¥i
Y4 d

EXEMPLO 3

Vimos no Exemplo 2 que a equagao diferencial

d
Y _ i/
possui pelo menos duas solugdes cujos graficos passam por (0, 0). As fungdes
a f X
= 1/2 St

sdo continuas no semiplano superior definido por y > 0. Concluimos do Teorema 2.1 que, dado
um ponto qualquer (xp, yp) com yg > 0 (por exemplo, (0, 1), existe algum intervalo em torno de
xp no qual a equagao diferencial dada possuil uma dnica solugao y(t), tal que y(xg) = »p. U

EXEMPLO 4

O Teorema 2.1 garante que existe um intervalo contendo x = 0 no qual y = 3¢ € a Gnica
solugido para o problema de valor inicial do Exemplo I:

Y=y, 30) =3,

Isso segue-se do fato de que fix, y) = ye d f/d y = 1 sdo continuas em todo o plano xy. Pode
ser mostrado ainda que esse intervalo seja (— oo, ). (i
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EXEMPLO 5
Para
%=Iz+},1

observamos que fix, ¥) = x* + y® e 9 f/d y = 2y sdo continuas em todo o plano xy. Logo, por
qualquer ponto (xpy, ¥g) passa uma e somente uma solugio para a equagao diferencial.

Nota (i) Devemos estar cientes da distingao entre a existéncia de uma solucio ¢ poder exibir
tal solugdo. Evidentemente, se encontramos uma solugao exibindo-a, podemos dizer que ela
existe, mas, por outro lado, uma solu¢do pode existir ¢ ndo ser possivel expressd-la. Pelo
Exemplo 5, sabemos que uma solugio para o problema dy/dx = x* + y*, ¥(0) = | existe em
algum intervalo em torno de x = Qe € lnica. Porém, a equagdo ndo pode ser resolvida em termos
de fungdes elementares; podemos expressar uma solugdo aproximada usando os métodos do
Capitulo 9.

(ii) As condi¢oes enunciadas no Teorema 2.1 sdo suficientes, mas nao necessdrias. Quando
flx. v) e d f/d y sdo continuas em uma regiio retangular R, segue-se sempre que existe uma
inica solugdo para (2) quando (xy yy) € um ponte interior a R. Porém, se as condigdes enun-
ciadas nas hipéteses do teorema nio sao satisfeitas, entdo o problema de valor inicial (2) pode
ter ou nao solugdo, ter mais de uma solugio ou ter uma udnica solugdo. Ainda, a condigio de
continuidade de d f/9 y pode ser enfraquecida um pouco sem alteragio da conclusao do teorema.
Este resultado € uma forma mais forte do teorema, mas infelizmente sua aplicabilidade ndo é tao
facil quanto a do Teorema 2. Na verdade, se nido estamos interessados em unicidade, entio um
famoso teorema elaborado pelo matemdtico italiano Giuseppe Peano diz que a continuidade de
fix, ¥y) em R é suficiente para garantir a existéncia de pelo menos uma solugido para
dy/dx = fix, y) passando por um ponto (xy yg) interior a R.

2.1 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estdo na pagina 441.

Nos Problemas [-10, determine uma regido do plano xy para a qual a equagao diferencial teria uma tnica
solugdo passando por um ponto (xg yg) na regiao.

dy _ 3 dy _ i
l'd,r_y 2. d:-*ir.ry

dy _ s L.
3 x3= = 4. =
5. (4 —yY)y =x° 6. (1 + ) =5
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-dy _ 3 dy _ o _ -1
9, T =% cOsy 10. de (x = l)e

Nos Problemas 11 ¢ 12, determine, por inspe¢do, pelo menos duas solugdes para o problema de valor
inicial dado.

1. y =37 w0) =0 12. x

&

=2y, ¥0) =0

13. Por inspecao, determine uma solugio para a equagio diferencial ndo-linear v' = ;-.':JI que satisfaga
y(0) = 0. A solugdo € dnica?

14. Por inspegio, enconire uma solugio para o problema de valor inicial
¥y =ly = I, wl) = L

Diga por que as condigdes do Teorema 2.1 nio sdo satisfeitas para essa equagio diferencial. Embora
ndo possamas provar, a solugdo para esse problema de valor inicial € dnica.

15. Verifique que ¥ = cx € uma solugiio para a equagio diferencial xy' = v para todo valor do pardmetro
¢. Encontre pelo menos duas solugdes para o problema de valor inicial d

' =y ¥0) =0
Observe que a fungao delinida por partes
0, 2 <0
:" =
x, x=z10

satisfaz a condiglo y(0) = 0. Ela é uma solugao para o problema de valor inicial?

16. (a) Considere a equagio diferencial

%=l+}r2.

Determine uma regiao do plano xy tal que a equagiio tenha uma tnica solugio passando por um
ponto (xy_yg) da regido.

(b) Formalmente, mosire que y = tg x salisfaz a equagio diferencial e a condigio inicial yw(0) = 0.

(c) Explique por que y = tg x ndo ¢ uma solugio para o problema de valor inicial

‘_".E 2 —
, L+ ¥, ¥0)= 0,
no intervalo (= 2, 2).

(d) Explique por que y = tg x € uma solugiio para o problema de valor inicial da parte (c) no
intervalo (-1, 1),

Nos Problemas 17-20, verifique se o Teorema 2.1 garante unicidade de solugio para a equacdo diferencial
Y = 1fy2 = 9, passando pelo ponto dado.

17. (1, 4 18. (5, 3)
19. (2, -3) 20. (-1, 1)
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2.2 VARIAVEIS SEPARAVEIS

Mota ao estudante: Na resolu¢io para uma equacio diferencial, vocé terd fregiientemente que
utilizar, digamos, integragdo por partes, fragdes parciais ou possivelmente uma substitui¢do. Seréd
proveitoso gastar alguns minutos de seu tempo na revisio de algumas técnicas de integragio.

Comegamos nosso estudo da metodologia de resolugdo de equagoes de primeira
ordem com a mais simples de todas as equagoes.

Se g(x) € uma fungio continua dada, entdo a equagao de primeira ordem

2 = gix) )

podg ser resolvida por integragao. A solugao para (1) é

= j g(x)dx + c.

EXEMPLO 1
Resolva {a]%=[+el‘ & {b]'t—fé:sen,r.

Solugdao Como ilustrado acima, ambas as equagdes podem ser resolvidas por integragdo.
(a) y:f{l +¢1“}¢ir=.l:+%£1‘+c
(b) y=!senxdx=—msx+c [l

A equagdo (1), bem como seu método de resolugido, € apenas um caso especial do
seguinte:

DEFINICAO 2.1 Equacio Separivel
Uma equagdio diferencial da forma

dy _g(x)
dx  h(y)
€ chamada separdvel ou tem varidvels separdvels

Observe que uma equagao separavel pode ser escrita como

W2 = g0, @)

E imediato que (2) se reduz a (1) quando h(y) =

Agora, se y = fix) denota uma solucao para (2), temos
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(X)) (x) = glx)

logo,

[ ) de = [ gxydx + .

Mas dy = f(x)dx, assim (3) é 0 mesmo que

I hiy)dy = I gix)dx + c.

Método de Solugao

(3)

(4)

A equagao (4) indica o procedimento na resolugao para equagdes diferenciais separdveis. Uma
familia a um parimetro de solugGes, em geral parada implicitamente, € obtida integrando ambos

os lados de h(y)dy = g(x) dx.

Nota Nio hi necessidade de usar duas constantes na integracio de uma equagio separdvel

pols,

j h(y)dy + ¢c| = j glx)dx + ¢

[ hydy = [ gx)dx + 3 — ¢ = [ gx)dx + e,

em que ¢ € completamente arbitriria. Em vdrias instincias, no decorrer dos capitulos seguintes,
ndo hesitaremos em indexar constantes de uma maneira que possa Ser mais conveniente para
uma dada equacio. Por exemplo, miiltiplos de constantes ou combinagoes de constantes podem

ser trocados por uma unica constante.

EXEMPLO 2

Resolva (1 + x)dy — ydx = 0.

Solugao Dividindo por (1 + x)y, podemos escrever, dy/y =
oo 2
y I +x

Inlyl = Inll + d+ ¢

y

i

Eln!l + d+ o
Elnll +xl P

1l + et

+e"i(]1 + x)

dx/(1 + x), da qual se segue que

*

H+x=l+x.x2-1
H+xd==(14+x)x<-1
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Trocando * ! por ¢, temos, y = ¢(l + x).

Solugao Alternativa Como cada integral resulta em um logaritmo, uma escolha conveniente
para a constante de integragio seria Inlcl em vez de c:

Inlyl = Inll + x +Inlcl
ou Inlyl = Inle(l + x)
assim, y=cfl + x)

Mesmo que as integrais indefinidas ndo sejam todas logaritmicas, ainda pode ser
vantajoso usar Inlcl. Porém, nenhuma regra pode ser dada. &

EXEMPLO 3

Resolva o problema de valor inicial

Solugdo De ydy = — xdx, obtemos

Iydy=—j.-:ir e '§=—§+c|.

Essa solugdo pode ser escrita como x* + y2 = ¢2, trocando as constantes 2¢; por ¢2. A solugdo
representa uma familia de circulos concéntricos.

Agora, qzuandn x=4,y=3temos 16 + 9 = 25 = ¢% Logo, o problema de valor
inicial determina x? + y?> = 25. Em vista do Teorema 2.1, podemos concluir que este € o dnico
circulo da familia que passa pelo ponto (4, 3). Veja a Figura 2.5. a

Vi
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EXEMPLO 4
Resolva xe ' senxdx — ydy = 0.
Solugdo Depois de multiplicar por ¢, obtemos
xsenxdx = ye® dy.
A integragao por partes em ambos os lados da equagio resulta em
~xcosx + senx =ye' Zet + e ]
EXEMPLO 5§
4. 2 3y
Resolva xvidx + (y° + 2)e tdy = 0. (5)
Solugao Multiplicando a equagio dada por e** ¢ dividindo por y*, obtemos
o+ 2 '
xe¥dx + T=—"dy = 0 ou xe™dx + (3" 2+ %" dy =0, (6)
y
Usando integragao por partes no primeiro lermo, temos
_:;_Ifh _ %EJI - JJ,—~I _%},--3 = ¢y.
A familia a um parimetro de solugdes pode também ser escrita como
M -N=2+2 4 M
Yy ¥
em que a constante 9¢; foi trocada por c. =

Dois pontos devem ser mencionados neste instante. Primeiro, a menos que seja
importante ou conveniente, ndo hd necessidade de tentar resolver y como fungdo de x em uma
expressdo que representa uma familia de solugbes. A equagio (7) mostra que essa tarefa pode
apresentar problemas que vao além da enfadonha manipulagao de simbolos. Como conseqiién-
cia, € fregilente o caso em que o intervalo no qual uma solugfo € vilida ndo € aparente. Segundo,
deve-se estar atento a separagio de varidvel para ter certeza de que os divisores ndo sdo nulos.
Uma solugdo constante pode facilmente ser esquecida no embaralhamento do processo de
resolugiio para o problema. No Exemplo 5, observe que y = 0 é uma solugio para (5), mas ndo

pertence ao conjunto de solugtes definido em (7).
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EXEMPLO 6

Resolva o problema de valor inicial

a .4 i
=y -4, 0 2,

Solugdo Colocamos a equagio na forma

L (8)
¥ =4 |
e usamos fragoes parciais no lado esquerdo. Temos
P, 1
“— + 2 |dy = dx 9)
; 1 1
assim ~7 Inly + 2|+ Ehﬂ:" - 2l=x + ¢. (10)
y =2
| = 4x +
Logo, n v+ 2 ‘ x + ¢z
y = 2 L 4x
e R cer,

em que trocamos 4¢; por ¢; € €2 por c. Finalmente, resolvendo y na iltima equagdo, obtemos

1 + ce'*
0 e S 11)
¥ 1 — ce¥ (

A substitui¢do x = 0, y = — 2 acarreta o seguinte dilema

—l+e¢ce=14¢ ou —1 = 1.

Examinaremos a equagio diferencial mais cuidadosamente. O fato €; a equagao

Loy -2)

é satisfeita por duas fungdes constantes, a saber, y = —2 e y = 2. Inspecionando as equagoes
(8), (9) e (10), vemos que as solugdes y = —2 e y = 2 nio foram consideradas (pois anulariam
o denominador). Mas € interessante observar que a solugdo y = 2 pode ser subsegiientemente
recuperada fazendo ¢ = 0 em (11). Porém nenhum valor de ¢ nos dard a solugdo y = — 2. Esta
ditima fungdo constante € a Gnica solug@o para o problema de valor inicial. Veja a Figura2.6. W
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Se, no Exemplo 6, tivéssemos usado Inlel como a constante de integracdo, entdo a
expressio da familia a um parametro de solugdes seria

y =2 (12)

Note que (12) se reduzay = — 2 quando ¢ = (), mas agora nenhum valor de ¢ nos dard a solugio
constante y = 2,

Quando uma solugao para um problema de valor inicial pode ser obtida escolhendo
um parimetro particular em uma familia a um parimetro de solu¢des para uma equacido diferen-
cial de primeira ordem, os estudantes (e os professores) naturalmente se contentam com isso. Na
Secdo 2.1, vimos porém que uma solugdo para um problema de valor inicial pode ndo ser iinica.
Por exemplo, o problema

2 =5V 0 =0 (13)

possui pelo menos duas solugdes, a saber, y = 0 e y = x*/16. Estamos agora em posigio de
resolver a equagdo. Separando as varidveis

F- Uld_}' S

e integrando temos

2}‘”2=%+c| ou }r=[%2+r]z.

Quando x = 0, y = 0, entdo necessariamente ¢ = (. Logo, y = x*716. A solugdo y = 0 foi
desconsiderada quando dividimos por y'”2. Ainda, o problema de valor inicial (13) possui
infinitas solugdes, pois, para cada escolha do parimetro a = 0, a fungdo definida por partes

0, xX<a

YT 02 - o
6

L%
=

X
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satisfaz o problema de valor inicial. Veja a Figura 2.7

¥

(0,0) X

Nota Vimos em alguns exemplos que a constante na familia a um parimetro de solugdes para
uma equacgdo diferencial de primeira ordem pode ser trocada quando conveniente. Também,
pode facilmente acontecer que duas maneiras distintas de resolug@o levem a respostas diferentes.
Por exemplo, por separagao de varidveis, podemos mostrar que

X
arctgx + arclgy = ¢ ou arclgx + arctgy = arcigc ou

sdo familias a um pardmetro de solugdes para (1 +y%)dx + (1 + x*)dy = 0. Quando vocé
estiver estudando as proximas seg¢oes, tenha em mente o fato de que familias de solugdes podem
ser equivalentes no scguinte sentido: uma familia pode ser obtida de outra por uma troca de
constante ou por manipulagio algébrica e trigonométrica.

2.2 EXERCICIOS ,

As respostas dos exercicios selecionados estdo na pagina 441.
Nos Problemas 1-40, resolva a equacio diferencial dada por separagdo de vanidvel.

dy _ dy _ 2
I == = sen 5 2. =G+
3. dx+ edy =0 4. dr - xdy =

dy _ edy _
S. x+ ) -=x+6 6. ¢ =2
7. W=y 8. Loy =0
dx
o &Y 0, & x*1
de 2 dx X
23 2
1 & Xy o & _ 1+
dy 1 +x dy ysenx
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P

15.

17.

19.

21.

25.

27.

29,

31.

33,

35.

37.

39.

(4y + }r.rllldy = (2x + .ty?'}afr =0

2y(x +°1)dy = xdx

dx _ v+ 1
Fln;dy‘[ 2 ]l

S
E-k‘s
dP _ ., 52

sc::lxdy + cosecydx = 0

e’ sen 2x dx + cos .I.‘(E?'r - y)dy =0

(¢ + 1Ye Y dx + (e + 1Pe dy =0

(¥ *fxlii‘-‘: = (y + 1)

y+3x—y—=3
xy — 2x + dy — 8

oy
I

= sen x(cos 2y — Eusz}'}

x\i‘i—yidx=dy

—xd
{a"+e"}ﬁ=}'z

£z

14.

16.
18.

20,

22.

(1 + x4 _','1 + xz_vz}dy = yzir

22

Xy dy =(y+ 1dx

;_i'z‘_[l}'+3]1

dx | d4x + 5
a0 _ "
= = KQ - 70)
dN I+ 2

24. — + N= Nie

di

26. senldxdx + 2y cos® Ix dy = 0

2

0.

32,

4.

36.

38.

40.

secxdy = xcotg y dx

yay _ 3. - 172 2,172
24y 1 _ %
de 'y ¥

dy xy+2y—x—2
dc  xy—3y+x-73

dy

secy

+ sen{x — y) = sen(x + y)

172

y@4 - )y = (4 + f) dx

L=y

Nos Problemas 4 1-48, resolva a equagdo diferencial dada sujeita & condigao inicial indicada.

41.

43.

45.

47.

(e + Dsenxdx = (1 + cosx)dy,
¥(0) =0

ydy = 4x(y* + 1)V dx, 3(0) = 1

d 2 Els
dy-—tl{x + B 1[4]-1
Xy =y —xp W=1y=-1

42. (1 + xMdy + x(1 + H)dx =0, 1) =0

2
_ et |
= ' ¥2) =2
dx .::E——l }{
yo+=1, 50) =3
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Mos Problemas 49 e 50, encontre uma solugiio para a equacio diferencial dada que passe pelos pontos
indicados.

oD _2- g
dx

@ 0.00 (b © 3 m[% ]

50. x%: s

1 1
(a) (0, 1) (b) (0, 0) (c) [ 5' 3 ]
51. Encontre uma solugio singular para a equagio do Problema 37.
52. Encontre uma solugiio singular para a equagio do Problema 39.

A uma pequena mudanga (perturbag¢do) na condi¢do inicial ou na pripria equacgdo, fregiientemente
corresponde uma mudanga radical na solugdo para uma equagio diferencial, Nos Problemas 53-56,
compare as solugoes dos problemas de valor inicial dades.

53. D= (y-1P WO =1 54. 2~ (5 — 1Y% y(0) = 1.01
i d
55.%:(;-1]%&.01, WO) = 1 5&.?:{;—1:."-:}&1 0y = 1

Uma equagdo diferencial da forma dy/dx = flax + by + ¢), b # 0, pode sempre ser reduzida a uma
equagao com varidveis separdveis por meio da substituicio u = ax + by + c. Use este procedimento para
resolver os Problemas 57-62.

dy _ 2 dy 1 -x-=y%
57.—[—{,::+y+1J 58. ot Ty
dy _ .2 dy _
59. [-*tg (x + ¥) 640. = senfx + y)
dy _ = dy _ y-—x+93
61. !-2+’Jy 2v + 3 62. !—I+r

2.3 EQUACOES HOMOGENEAS

Antes de considerar o conceito de equagdo diferencial homogénea de primeira ordem e seu
método de solugdo, precisamos primeiro examinar de perto a natureza de uma func¢io ho-
mogénea. Comec¢amos com a defini¢do deste conceito.



