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1 7 Equacoes Diferenciais de
Segunda Ordem

0 movimento de um amortecedor de um carro é
descrito pelas equagdes diferenciais resolvidas
na Se¢do 17.3.

© Pichugin Dmitry / Shutterstock

A ideia central das equacdes diferenciais estd explicada no Capitulo 9, onde nos
concentramos em equacgdes de primeira ordem. Neste capitulo, estudaremos as equacgdes
diferenciais lineares de segunda ordem e aprenderemos aplicd-las na resolucdo de
problemas de vibracdes de mola e circuitos elétricos. Veremos também como séries
infinitas podem ser usadas para resolver equagdes diferenciais.
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m Equacdes Lineares de Segunda Ordem

Uma equacao diferencial linear de segunda ordem tem a forma

d’y
dx?

+ 00 2+ Ry = 60

[1] P(x)

onde P, Q, R e G sdo fungdes continuas. Vimos na Secdo 9.1 que equagdes desse tipo surgem
no estudo do movimento de uma mola. Na Se¢do 17.3 aprofundaremos essa aplicagdo, bem
como sua aplicagdo aos circuitos elétricos.

Nesta se¢do, estudaremos o caso onde G(x) = 0 para todo x na Equac@o 1. Tais equagdes
sdo chamadas equagoes lineares homogéneas. Assim, a forma de uma equagao diferencial li-
near homogénea de segunda ordem €&

B PO+ 0 5+ Ry = 0

Se G(x) # 0 para algum x, a Equac@o 1 € nio homogénea e serd discutida na Segdo 17.2.

Dois fatos basicos permitem-nos resolver equagdes lineares homogéneas. O primeiro € que,
se conhecermos duas solugdes y; e y, de tal equacdo, entdo a combinacdo linear
y = c1y; + 2y, também serd uma solucio.

(3] Teorema Se yi(x) e y»(x) sdo ambas solugdes da equagdo linear homogénea [2] e
c1 € ¢, sdo constantes quaisquer, entdo a funcio

y(x) = ciyi(x) + cya(x)

€ também uma solucao da Equagao 2.

DEMONSTRACAO Uma vez que y, € y, sdo solu¢des da Equagio 2, temos
PX)y! + Q(x)yi + R(x)y1 =0

e P(x)ys + Q(x)y; + R(x)y> =0
Portanto, usando as regras bdsicas para derivacio, temos
P(x)y" + Q(x)y" + R(x)y
= P()(ciyr + c22)" + Q) (ciyr + cay2)” + R(x)(ciyr + c2y2)
= P(x)(ciyl + c2p7) + Q(x)(cr1yi + c2y3) + R(x)(ciyr + c2y2)
= [Pyl + Q()yi + R()yi] + o[ P(x)yi + O(x)ys + R(x)y.]
=¢1(0) + c2(0) =0

Assim, y = c1y; + c¢2y» é uma solugdo da Equagdo 2. [

O outro fato de que precisamos € dado pelo seguinte teorema, demonstrado em cursos mais
avancados. Ele diz que a solug@o geral é uma combinacio linear de duas solucdes linearmente
independentes y, e y,. Isso significa que nem y, nem y, sdo miltiplos por constantes um do
outro. Por exemplo: as fungdes f(x) = x* e g(x) = 5x” sdo linearmente dependentes, mas
f(x) = e* e g(x) = xe* sdo linearmente independentes.
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@ Teorema Se y; e y, forem solucdes linearmente independentes da Equagdo 2 em um
intervalo, e P(x) nunca for 0, entdo a solugdo geral serd dada por

y(x) = cyi(x) + caya()

onde c¢; € ¢, sdo constantes arbitrarias.

O Teorema 4 € muito util, pois diz que, se conhecermos duas solucdes particulares li-
nearmente independentes, entdo conheceremos fodas as solugdes.

Em geral, ndo € facil descobrir solugdes particulares de uma equacao linear de segunda or-
dem. Mas € sempre possivel fazer isso se as fungdes coeficientes P, Q e R forem fungdes cons-
tantes, isto €, se a equacdo diferencial tiver a forma

@ ay" + by +cy=0

onde a, b e c sdo constantes e a # 0.

Nao € dificil pensar em alguns provéveis candidatos para as solucdes particulares da
Equacio 5 se a enunciarmos verbalmente. Estamos procurando uma fung¢@o y tal que uma cons-
tante vezes sua segunda derivada y” mais outra constante vezes y’ mais uma terceira constante
vezes y € igual a 0. Sabemos que a fung@o exponencial y = ¢’ (onde r € uma constante) tem
a propriedade de que sua derivada é um multiplo por constante dela mesma: y' = re’™. Além

2 rx

disso, y" = r’e". Se substituirmos essas expressoes na Equagio 5, veremos que y = ™ é uma
solucdo se

ar’e™ + bre™ + ce’™ =0
ou (ar* + br + c)e™ =0

Mas e™ nunca € 0. Assim, y = ¢"* € uma solucdo da Equagdo 5 se r € uma raiz da equagao

@ ar’+br+c=0

A Equac@o 6 é denominada equacéo auxiliar (ou equacfo caracteristica) da equagio dife-
rencial ay” + by’ + ¢y = 0. Observe que ela é uma equagio algébrica que pode ser obtida
da equacdo diferencial substituindo-se y” por r2, y’ por r, e y por 1.

Algumas vezes as raizes r; e r, da equagfo auxiliar podem ser determinadas por fatoracao.
Em outros casos, elas sdo encontradas usando-se a férmula quadratica:

b+ B dac b — B~ dac
e 2a 2= 2a

Separamos em trés casos, de acordo com o sinal do discriminante b? — 4ac.

CASO | b* — dac >0

Nesse caso as raizes r; and r, da equagdo auxiliar sdo reais e distintas, logo y; = e " ey, = e"*
s@o duas solucdes linearmente independentes da Equagdo 5. (Observe que e¢™* ndo é um mul-
tiplo por constante de e"'*.) Portanto, pelo Teorema 4, temos o seguinte fato.

Se as raizes r; e r, da equacfo auxiliar ar? + br + ¢ = 0 forem reais e distintas,
entdo a solucdo geral de ay” + by" + cy =0¢

y=rce" + e

1021
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Na Figura 1, o gréfico das solugdes basicas
f(x) = e* e g(x) = e ** daequagdo
diferencial do Exemplo 1 é exibido em azul
e vermelho, respectivamente. Algumas das
outras solucdes, combinacdes lineares de
f e g, sdo exibidas em preto.

FIGURA 1

A Figura 2 apresenta as solugdes bésicas
f(x) =e*2eg(x) =xe ™ do
Exemplo 3 e alguns outros membros da
familia de solugdes. Observe que todas
elas tendem a 0 quando x — oo.

FIGURA 2

[EETI0EN Resolva a equagido y” + y' — 6y = 0.
SOLUCAD A equagdo auxiliar é
rP+r—6=0F—-2)(r+3)=0
cujas raizes sio r = 2, —3. Portanto, por [8], a solugdo geral da equacdo diferencial dada é
3x

y=cie® + cze”

Poderfamos verificar que isso € de fato uma solu¢do derivando e substituindo na equacdo di-
ferencial. _—

d? d
EEENE Resolva 3= + 22—y — 0.
dx dx

SOLUCAO Para resolvermos a equagdo auxiliar 3r* + r — 1 = 0, usamos a férmula quadratica:

-1+.13

6

=

Uma vez que as raizes sao reais e distintas, a solugdo geral é

y= creTIHVB/6 o p(=1-VTB)x/6 ]

CASO Il b*—4dac =0
Nesse caso, r; = ry; isto €, as raizes da equacdo auxiliar sdo reais e iguais. Vamos denotar por
r o valor comum de r, e r,. Entdo, das Equacdes 7, temos

b
@ r=-— entio 2ar + b =0
2a

Sabemos que y; = " € uma solucéo da Equacdo 5. Agora verifiquemos que y, = xe™ tam-
bém € uma solucio:

ayy + by, + ¢y, = are™ + r’xe™) + b(e™ + rxe™) + cxe™
= 2ar + b)e™ + (ar? + br + c)xe™

=0("™) + 0(xe™) =0

O primeiro termo € 0, pela Equag@o 9; o segundo termo € 0, pois r € uma raiz da equag@o au-
xiliar. Uma vez que y; = e e y, = xe™ sdo solucdes linearmente independentes, o Teorema
4 nos fornece a solugio geral.

Se a equacio auxiliar ar? + br + ¢ = 0 tem apenas uma raiz real r, entdo a so-
lugdo geral de ay” + by’ + cy =0¢

y=cie™ + crxe"™

[EEI0E] Resolva a equagdo 4y” + 12y’ + 9y = 0.

SOLUCAO A equagdo auxiliar 4r* + 12r + 9 = 0 pode ser fatorada como

Q2+ 32 =0
de modo que a tnica raiz é r = —3. Por [10], a solugdo geral &

—3x/2

y=ce + coxe /2 [ ]
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CASO Il b* — dac <0
Nesse caso, as raizes r; e r, da equacdo auxiliar sdo nimeros complexos. (Veja o Apéndice H
para informagdes sobre niimeros complexos.) Podemos escrever

rn=a+if r,=a—if
onde « e B sdo ndmeros reais. [Na verdade, o = —b/(2a), B = +/4ac — b?/(2a).] Entdo,
usando a equacdo de Euler

e =cos @ + isenf
do Apéndice H, escrevemos a solu¢do da equacio diferencial como

y = Clerlx + Czerg.\' — Cle(oﬁ-iﬁ)x + Cze(a—iﬂ)x
= Cie“*(cos Bx + isen Bx) + Cre**(cos Bx — isen Bx)
= ¢*[(C, + C,) cos Bx + i(C;, — C,) sen Bx]
= ¢**(c; cos Bx + ¢, sen Bx)
onde ¢; = C; + Cy, s = i(C; — C,). Isso nos d4 todas as solugdes (reais ou complexas) da

equacao diferencial. As solugdes serdo reais quando as constantes c; e ¢, forem reais. Resu-
miremos a discussdo da seguinte forma:

@ Se as raizes da equacdo auxiliar ar® + br + ¢ = 0 forem os nimeros complexos
ry = a + i, r» = a — if3, entdo a solucdo geral de ay” + by’ + cy = 0 serd FIGURA 3

y = e**(c1 cos Bx + ¢y sen Bx)

A Figura 3 apresenta os graficos das

solugdes do Exemplo 4,

m S _ f(x) = e*cos 2x e g(x) = e* sen 2x,
Resolva a equagdo y 6y’ + 13y =0. com algumas combinac@es lineares. Todas

~ ~ e . L. . ~ lucBes t —oo,
SOLUCAD A equagdo auxiliar é r* — 6r + 13 = 0. Pela férmula quadritica, as raizes sdo as solugbes tendem a 0 como x — —2

6 £ .36 —52 _ 6+ 4/—16

= =3=*2
r 5 5 i
Por [11], a solugdo geral da equagdo diferencial é
y = e*(c; cos 2x + ¢ sen 2x) ]

I Problemas de Valores Iniciais e Valores de Contorno

Um problema de valor inicial para a Equagdo 1 ou 2 de segunda ordem consiste em deter-

minar uma solucdo y da equacdo diferencial que satisfaca as condigdes iniciais da forma
y(xo) = yo y'(x0) =y

onde yo e y; sdo constantes. Se P, O, R e G forem continuas em um intervalo onde P(x) # 0,
entdo um teorema encontrado em livros mais avangados garante a existéncia e a unicidade de
uma solucdo para esse problema de valor inicial. Os Exemplos 5 e 6 mostram como resolver
tal problema.

G0 Resolva o problema de valor inicial
y'+y —6y=0 y(0) =1 y'(0) =0

SOLUCAD Do Exemplo 1, sabemos que a solucdo geral da equagio diferencial é

y(x) = cie®™ + cre ™
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A Figura 4 apresenta o grafico da solugdo Derivando essa solugdo, obtemos
do problema de valor inicial do Exemplo 5.
Compare com a Figura 1. y'(x) = 2cie®™ — 3ce™
20 Para satisfazermos as condi¢des iniciais exigimos que
[12] yO0)=ci+ =1
@ y(0) =2c; —3c;=0
-2 2
0
FIGURA 4 De [13], temos ¢, = ¢1; logo, resulta em
2 3 2
C1+§C1:1 CI =3 Cy = 3

Assim, a solu¢do pedida do problema de valor inicial é

3 ¢ 2 -
y=j3e"+35e™ -

[EETINI Resolva o problema de valor inicial
y'+y=0 y(0) =2 y'(0) =3

SOLUCAD A equacdo auxiliar é r’+1=0,our’=—1, cujas raizes sdo *i. Assim, o = 0,
B =1, e, uma vez que e =1,a solugdo geral ¢

y(x) = ¢;cos x + cysen x
!
Uma vez que y'(x) = —cisen x + c;cos x

as condigdes iniciais tornam-se

A solugdo do Exemplo 6 tem seu grafico na
Figura 5. Ela parece ser uma senoide

deslocada. Realmente, vocé pode verificar
que outra maneira de escrever a solugdo é

y=+/13sen(x + ¢) onde tgp =2
5

y(0) =c =2 V() =c=3
Logo, a solugéo do problema de valor inicial é

y(x) = 2cos x + 3sen x [ ]

Um problema de valor de contorno para a Equagdo 1 ou 2 consiste em determinar uma
/ solucdo y da equacdo diferencial que também satisfaca as condi¢des de contorno da forma

—2m 2
\/ \/ y(x0) = yo y(xi) =y

Em contraste com a situagdo para problemas de valor inicial, um problema de valor de con-
torno nem sempre tem uma solug@o. O método estd ilustrado no Exemplo 7.

FIGURA 5
[EETINKEA Resolva o problema de valor de contorno

y'+2y+y=0 y(0) =1 y(1) =3
SOLUCAD A equagdo auxiliar €
rP+2r+1=0 ou (r+1*=0
cuja Unica raiz é r = —1. Além disso, a solugdo geral é
y(x) = cie™™ + crxe™
As condigdes de contorno sdo satisfeitas se

y(O) =c=1



y(1)=cie'+ e’ =3

A primeira condi¢do resulta em ¢; = 1, de modo que a segunda condicao torna-se
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A Figura 6 mostra o gréfico da solugdo do
problema de valor de contorno no Exemplo

e+ e'=3 ! 5
Isolando ¢, nessa equacio, primeiro multiplicando ambos os membros por e, obtém-se
1+ c=23e logo =13 — 1 -1 5
Assim, a solugdo do problema de contorno é
y=e "+ Be — xe™™ [ ] -5
FIGURA 6
Resumo: Solucdes de ay” + by’ + ¢ =0
Raizesde ar* + br + ¢ =0 Solugédo Geral
r1, > reais e distintas y=cie" + ce™”

ry =nr=r

ry, r complexas: a = if3

y=rce™ + cxe’”

y = e“(c; cos Bx + ¢, sen Bx)

m Exercicios

13 Resolva a equacio diferencial.

y' =y —6y=0 y' +4y +4y=0

1-
1 2
3. Y+ 16y=0 4. y" =8y +12y=0
5 9" —12y' +4y=0 6. 25y" +9y =0
1. y =2y 8 Yy -4y +y=0
9. y' -4y + 13y =0 10. y" +3y' =0
2
n. 2‘23 +2%—y=0
d’y dy
12. 8 e + 12E+5y—0
13. 100 - + ZOOdl + 101P=0
' dar’ dt

1416 Faca o grifico das duas solucdes bdsicas da equacdo diferencial
e de vdrias outras solucdes. Que aspecto as solugdes t€ém em comum?

d’y dy
2 14 =0
dx? dx Y
d’y dy
15. 5 —2—=3y=0
dx? dx Y
d’y dy
16. 9 +6—+y=0
dx? dx Y

17-24 Resolva o problema de valor inicial.

17. 2y" + 5y' + 3y =0, y(0)=3, y(0)=—4
18. )" +3y=0, y0) =1, y(0)=3

19. 9y" + 12y + 4y =0, y(0)=1, y'(0)=0
20. 2y" +y —y=0, y0)=3, y(0)=3

21. y" — 6y’ — 10y =0, y(0)=2, y(0)=3

22. 4y" — 20y' + 25y =0, y(0) =2, y'(0)= -3

A & L. .
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador

2.y -y —12y=0, y(1)=0, y(1)=1
24, 49" + 4y +3y=0, y0) =0, y(0)=1

25-32 Resolva o problema de valor de contorno, se possivel.
2. y'+4y=0, y(0) =5, y@/4)=3

26. y" =4y, y(0)=1, y(1)=0

2. y" + 4y +4y=0, y0) =2, y(1)=0

28. y' — 8y + 17y =0, y(0) =3, y(m)=2
2.y"=y, y0)=1 y1)=2

30. 4" -4y +y=0, y0) =4, y2)=0

3. y"+ 4y +20y=0, y0) =1, y(m)=2

32y +4y +20y=0, y0) =1, y(m)=e™

33. Seja L um nimero real ndo nulo.

(a) Mostre que o problema de contorno y” + Ay = 0, y(0) = 0,
y(L) = 0 tem apenas a solugdo trivial y = 0 para os casos
A=0eA<O0.

(b) Para o caso A > 0, determine os valores de A para os quais
este problema tenha uma solugfo ndo trivial e dé a solucdo
correspondente.

34. Sea, b e ¢ sdo todas constantes positivas e y(x) € uma solugdo da
equagdo diferencial
lim, . y(x) = 0.

35. Considere o problema de valor de contorno y” — 2y’ + 2y = 0,
y(@=c.,y®) =d.

(a) Se este problema tem uma solugéo tinica, como a e b estdo re-
lacionados?

ay” + by' + ¢y =0, mostre que

(b) Se este problema néo tem uma solugdo tnica, como a, b, ¢ e
d estdo relacionados?

(c) Se este problema tem uma infinidade de solucdes, como a, b,
¢ e d estdo relacionados?

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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m Equacdes Lineares Nao Homogéneas

Nesta secao, aprenderemos a resolver equacdes diferenciais lineares ndo homogéneas com coe-
ficientes constantes, isto €, equagdes da forma

m ay” + by + ¢y = G(x)
onde a, b e ¢ s@o constantes e G € uma fungdo continua. A equacdo homogénea correspondente

@ ay" + by +cy=0

€ chamada equacao complementar e desempenha um papel importante na solucio da equa-
¢do niio homogénea original [1].

@ Teorema A solucdo geral da equacdo diferencial nao homogénea |1 | pode ser es-
crita como

y(x) = yp(x) + yelx)

onde y, € uma solu¢ao particular da Equag@o 1 e y. € a solugdo geral da Equagdo com-
plementar 2.

DEMONSTRACAQ Verificamos que, se y for qualquer solugio da Equagdo 1, entdo y — y, serd
uma solucdo da Equacdo complementar 2. De fato,

aly —y)" +b(y —y,) +cly —y)=ay" —ay, + by — by, +cy—cy,
= (ay" + by' + ¢cy) — (ay, + by, + cy)
=Gkx) —Gkx)=0

Isso demonstra que cada soluc@o € da forma y(x) = y,(x) + y.(x). E fécil verificar que cada
funcdo desta forma € uma solucio. [

Sabemos, da Segdo 17.1, como resolver a equagido complementar. (Recorde que a solucéo
€y. = c1y1 + c2)2, onde y, e y, sdo solucdes linearmente independentes da Equacio 2.) Além
disso, o Teorema 3 diz que conheceremos a solucéo geral da equagdo ndo homogénea assim
que conhecermos uma solugio particular y,. Existem dois métodos para encontrar uma solu-
¢do particular: O método dos coeficientes indeterminados € simples, mas funciona apenas para
uma classe restrita de fungdes G. O método de variagdo de parametros funciona para todas as
fungdes G, mas, geralmente, € mais dificil de aplicar na prética.

I 0 Método dos Coeficientes Indeterminados
Vamos primeiro ilustrar o método dos coeficientes indeterminados para a equagio
ay” + by + ¢y = G(x)

onde G(x) é um polindmio. E razodvel prever que exista uma solugo particular y, que seja um
polindmio de mesmo grau de G, pois, se y for um polindmio, entdo ay” + by’ + cy também
serd um polindmio. Portanto, substituimos y,(x) = a, um polindmio (de mesmo grau de G),
na equacdo diferencial e determinamos os coeficientes.

[EEINEN Resolva a equagdo y” + y' — 2y = x*

SOLUCAO A equagdo auxiliarde y” +y" — 2y =0¢€
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rP+r—=2=0F—-Dr+2)=0
com as raizes r = 1, —2. Logo, a solucdo da equagdo complementar €
2x

Yo =cie* + cze”

Uma vez que G(x) = x* ¢ um polindmio de grau 2, procuramos uma solugdo particular da
forma

v, (x) = Ax* + Bx + C

Entdo, y, = 2Ax + Bey, = 2A. Assim, substituindo na equagio diferencial dada, temos

(24) + (2Ax + B) — 2(Ax> + Bx + C) = x*
ou —2Ax>+ A —2B)x + QA+ B —2C) = x?
Polinémios sdo iguais quando seus coeficientes sdo iguais. Assim,

—2A=1 2A—-2B=0 2A+B—-2C=0
A solucdo desse sistema de equagdes €
A=—; B=—; c=-;

Uma solugdo particular é, portanto,

(o) = — bt — b =3

e, pelo Teorema 3, a solucdo geral €

— — “ox _ 1,2 1 3
Y=Yty =ce +coe " —3x"—3x — 3 L

Se G(x) (lado direito da Equacdo 1) € da forma Ce**, onde C e k sdo constantes, entdo to-
mamos como uma tentativa de solugdo uma fungdo de mesma forma, y,(x) = Ae**, pois as de-
rivadas de e** sdo multiplas por constantes de e**.

[T Resolvay” + 4y = e,

SOLUCAD A equacdo auxiliar é r* + 4 = 0 com raizes *2i, logo, a solugfio da equagio com-
plementar ¢

v(x) = c1cos 2x + ¢y sen 2x

Para uma solugdo particular tentemos y,(x) = Ae*. Entdo y, = 3Ae™ ey, = 9Ae™. Subs-
tituindo na equacao diferencial, temos

94e™ + 4(Ae®) = e**
logo 13Ae™ = ¢*e A = 15. Assim, uma solucio particular ¢

w(x) = 55e*

e a solugdo geral €

y(x) = ¢, cos 2x + ¢y sen 2x + l%es.x-

Se G(x) € C cos kx ou C sen kx, entdo, por causa das regras de derivagdo para as fungdes
seno e cosseno, tentamos, como solucdo particular, uma funcgio da forma

yp(x) = Acos kx + Bsenkx

A Figura 1 mostra quatro solugdes da
equacdo diferencial do Exemplo 1 em
termos da solugdo particular y, e das
fungdes f(x) = e*eg(x) = e >~

8 yptT2f+3g

\

ypt 3g\
ypt2f

W

FIGURA 1

A Figura 2 mostra as solugdes da equagao
diferencial do Exemplo 2 em termos de Y, e
as fungdes f(x) = cos 2xe

g(x) = sen 2x. Observe que todas as
solugdes tendem a o quando x — e
todas as solugdes (exceto y,) parecem
fungdes seno quando x é negativo.

wtf

FIGURA 2
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[EETI0E] Resolvay” + y' — 2y = sen x.
SOLUCAD Tentemos uma solugio particular
yp(x) = Acos x + Bsen x

Entdo, y, = —Asen x + Bcos x Yy, = —Acosx — Bsen x
logo, substituindo na equagdo diferencial, temos

(—Acosx — Bsenx) + (—Asenx + Bcosx) — 2(Acos x + Bsen x) = sen x
ou (=3A + B)cos x + (—A — 3B) sen x = sen x
Isso acontece se

—-3A+B=0 e —A—-3B=1

A solucio deste sistema €

logo, uma solucao particular €
_ 1 3
yp(x) = —735 €08 x — 75sen x

No Exemplo 1, determinamos que a solucdo da equaco complementar € y. = c,e* + ce”>.

Assim, a solucdo geral da equacdo dada €

y(x) = cre* + e — (cos x + 3 sen x) .

Se G(x) for um produto de fungdes dos tipos precedentes, entdo tentamos a solugéo como
um produto de fun¢des do mesmo tipo. Por exemplo, ao resolver a equacéo diferencial

y' + 2y" + 4y = xcos 3x
tentamos

yp(x) = (Ax + B) cos 3x + (Cx + D) sen 3x

Se G(x) for uma soma de fungdes desses tipos, usamos o principio da superposigdo, que
¢ facilmente verificavel e nos diz que se y,, e y,, forem solugdes de

ay” + by + cy = Gi(x) ay” + by + cy = Gy(x)
respectivamente, entdo y, =+ y,, € uma solugdo de
ay” + by + cy = Gi(x) + Gi(x)

[EETEZNNY Resolva y” — 4y = xe* + cos 2x.

SOLUCAD A equagdo auxiliar é ¥ — 4 = 0 com as raizes *2, logo, a solucdo da equagio
complementar € y.(x) = cie?* + c;e”**. Para a equaciio y” — 4y = xe” tentamos

yﬁl(x) = (Ax + B)ex
Entdo y,, = (Ax + A + B)e", y;, = (Ax + 2A + B)e*, Logo, substituindo na equacdo dada,

(Ax + 2A + B)e® — 4(Ax + B)e* = xe*

ou (=3Ax + 2A — 3B)e* = xe*

Assim —3A =1e2A — 3B =0,logo A = —%,B= —%,e
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(0 = (=3x = §)e”
Para a equagdo y" — 4y = cos 2x, tentamos
Yp(x) = Ccos 2x + Dsen 2x

Substituindo, temos

—4Ccos2x — 4D sen 2x — 4(C cos 2x + Dsen 2x) = cos 2x
ou —8C cos 2x — 8D sen 2x = cos 2x
Portanto —8C =1, —8D =0, e

Vo, (X) = — & cos 2x

Pelo principio da superposicdo, a solugio geral é

VY =Ye+ Yo + yp, = cre™ + c2e7> — (3x + 5)e* — §cos 2x |

Finalmente, observamos que a solucdo tentativa recomendada y, algumas vezes resulta em
uma solucdo da equac¢do complementar e, portanto, ndo pode ser uma solu¢do de uma equa-
¢30 ndo homogénea. Em tais casos, multiplicamos a solu¢do tentativa recomendada por x (ou
por x? se necessério) de modo que nenhum termo em y,(x) seja uma solugio da equacgdo com-
plementar.

@I Resolvay” + y = sen x.

SOLUCAO A equacdo auxiliar é > + 1 = 0 com raizes *i, logo, a solugfio da equagio com-
plementar é

v(x) = ci1cos x + ¢y sen x
Geralmente, terfamos usado a solucéo tentativa
yp(x) = Acos x + Bsen x
mas observe que ela é uma solucéo da equagdo complementar. Entdo, em vez disso, tentemos

yp(x) = Axcos x + Bxsen x

Entdo yy(x) = Acos x — Axsen x + Bsen x + Bxcos x

yy(x) = —2Asen x — Axcos x + 2Bcos x — Bxsen x
Substituindo na equagdo diferencial temos

v, +y,= —2Asen x + 2Bcos x = sen x

logo A = —%,B=O,e
yp(x) = —3xcos x

A solucgdo geral €

— 1
y(x) = c1cos x + cy8en x — 3xCOS X

Resumimos o método dos coeficientes indeterminados como segue:

1029

Na Figura 3 mostramos a solugdo particular
Y» = ¥p, T ¥p, da equagdo diferencial do
Exemplo 4. As outras solugdes sdo dadas

em termos de f(x) = e** e g(x) = e >*

5
y,,+2f+9ﬁ>‘
i\
P L]\
\

yp+f\

—4 1
Yp ’\

-2

FIGURA 3

Os gréficos de quatro solugdes da equagao
diferencial do Exemplo 5 estdo apresenta-
dos na Figura 4.

=27

FIGURA 4
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Resumo do Método dos Coeficientes Indeterminados

1. Se G(x) = ¢"P(x), onde P é um polindmio de grau n, entdo tente y,(x) = e*Q(x),
onde Q(x) é um polindmio de n-ésimo grau (cujos coeficientes sdo determinados
através da substituicdo na equagdo diferencial).

2. Se G(x) = ¢"P(x) cos mx ou G(x) = ¢"P(x) sen mx, onde P € um polindmio de
n-ésimo grau, entao tente

y,(x) = € Q(x) cos mx + e*R(x) sen mx
onde Q e R sdo polindmios de grau n-ésimo.

Modificacio: Se algum termo de y, for uma solugdo da equacéo complementar, mul-
tiplique y, por x (ou por x? se necessario).

[EETEZ0N Determine a forma da solucdo tentativa para a equacdio diferencial
y" — 4y’ + 13y = e* cos 3x.

SOLUCAD Aqui G(x) tem a forma encontrada na parte 2 do resumo, onde k =2, m =3 e
P(x) = 1. Assim, a primeira vista, a forma da solucéo tentativa deveria ser

yp(x) = ¢*(A cos 3x + B sen 3x)

Mas a equacdo auxiliar é r*> — 4r + 13 = 0, com raizes r = 2 *+ 3i, portanto a solucdo da
equagdo complementar €

ye(x) = e*(cy cos 3x + ¢, sen 3x)

Isso significa que temos de multiplicar a solucdo tentativa sugerida por x. Entdo, em vez disso,
usamos

yy(x) = xe*(A cos 3x + B sen 3x) [ |

BN 0 Método da Variacao dos Parametros

Suponha que, apés resolver a equagdo homogénea ay” + by’ + ¢y = 0, escrevamos a solu-
¢do como

E y(x) = ciyi(x) + cya(x)

onde y; e y, sdo solucdes linearmente independentes. Vamos substituir as constantes (ou pa-
rimetros) ¢, e c; da Equacdo 4 pelas fungdes arbitrarias u:(x) e ua(x). Procuramos uma solu-
¢do particular da equagdo ndo homogénea ay” + by’ + cy = G(x) da forma

5] o) = w1(x) y1(x) + ua(x) ya(x)

(Esse método € chamado variacao dos parametros porque variamos os parimetros c; € ¢z,
tornando-os fung¢des.) Derivando a Equacdo 5, obtemos

(6] yp = (wiyi + uiyr) + iyl + uay})

Uma vez que u, e u, sdo fungdes arbitrarias, podemos impor duas condicdes sobre eles. Uma
condig¢do € que y, € uma solug@o da equacio diferencial e podemos escolher a outra condi¢do
de modo a simplificar nossos cdlculos. Considerando a expressdo da Equacdo 6, vamos im-
por a condi¢do de que

uiyr + wy, =0
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[ —

Entio, Yy =uiyi + wys + myl + wys

Substituindo na equagio diferencial, obtemos
a(wiyl + wy; + myl + wyy) + by + way;) + cluyr + way:) =G
ou
ui(ay! + byt + cy1) + ways + by, + cy,) + a(uiyi + usy;) = G
Mas y, e y, sdo solugdes da equagdo complementar, logo
ay! + by, + ¢cy1 =0 e ay; + by; + ¢y, =0

e a Equacdo 8 simplifica para
[9] awiyi + wy;) =G

As Equagdes 7 e 9 formam um sistema de duas equacdes nas fungdes desconhecidas uj e u;.
Ap0s resolver esse sistema, podemos integrar para encontrar u; € u, € entio a solugdo parti-
cular € dada pela Equacio 5.

[EEINEA Resolva aequacio y" +y=tgx, 0 < x < m/2.
SOLUCAD A equagdo auxiliar € 7> + 1 = 0 com as raizes *i; logo, a solucdio de y” + y = 0

€ y(x) = cisen x + ¢, cos x. Usando a variagdo dos pardmetros, buscamos uma solugio da
forma

Yp(x) = ui(x) sen x + ux(x) cos x
Entdo vy, = (ui senx + u3 cos x) + (u; cos x — up sen x)

Faca
uisenx + uscosx =0

Entdo, Yy = U{COSX — U3 SEN X — Uj SEN X — Up COS X

Para y, ser uma solucdo, devemos ter
1] Vs 4+ ¥, = uicos x — ussenx = tg x

Resolvendo as Equagdes 10 e 11, obtemos
uj(sen*x + cos*x) = cos x tg x
ul = senx u(x) = —cos x

(Procuramos uma solugio particular, logo ndo precisaremos de uma constante de integrago
aqui.) Em seguida, a partir da Equacdo 10, obtém-se

, senx sen’x  cosx — 1
w = - ujp = — = = cosx — secx
oS x oS x oS x
Entdo u>(x) = sen x — In(sec x + tgx)

(Observe que sec x + tgx > 0 para 0 < x < 77/2.) Portanto

A Figura 5 mostra quatro solugdes da
equacdo diferencial do Exemplo 7.

2,5

FIGURA 5
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y(x) =

e a solugdo geral é

y(x) = c1senx + c;cos x — cos x In(sec x + tg x)

m Exercicios

—cos x senx + [sen x — In(sec x + tg x)] cos x

—cos x In(sec x + tg x)

1-10 Resolva a equacgdo diferencial ou problema de valor inicial
usando o método dos coeficientes indeterminados.

1. y" —2y" — 3y =cos2x

2 Yy —y=x'—x

3 Y+ 9y=¢"*

4. y' +2y +5y=1+¢"

5 y' =4y +5y=¢"

6. y'—4y +4y=x—senx

1. y+y=e"+x% y0) =2, y(0)=0

8 Yy —4dy=-e*cosx, y0)=1, y'(0)=2

9. y' =y =xe’, y0)=2 y0)=1

10. y"+y —2y=x+sen2x, y(0)=1, y'(0)=0

11-12 Faga o gréfico da solug@o particular e de vérias outras solugdes.
Que caracteristicas essas solug¢des t€ém em comum?
M. y" + 3y +2y=cosx 12. y" +4y=¢"

13-18 Escreva uma solucdo tentativa para o método dos coeficientes
indeterminados. Ndo determine os coeficientes.

13. 37 + 9y = ¢* + x®senx

14. y" + 9y' = xe " cos wx

15. y" — 3y + 2y =e* + senx

M 4 4. 3
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador

16. y" 4+ 3y’ — 4y = (x* + x)e*
17. y" + 2y’ 4+ 10y = x% *cos 3x
18. y" + 4y = ™ + xsen 2x

19-22 Resolva a equacdo diferencial usando (a) coeficientes indeter-
minados e (b) variagido dos parametros.

19. 4y" + y=cosx 2. y' -2y —3y=x+2
21 Yy =2y +y=¢e* 2 vy —y =e"

23-28 Resolva a equacdo diferencial usando o método da variacéio dos
parametros.

23 y' +y=sec’x, 0 <x< /2
2. y' +y=sec’x, 0<x< /2
1

l+e*
26. y" + 3y’ + 2y = sen(e*)

x

25. y" —3y' +2y=

2]. y' =2y +y= T 12
—2x

28. y' + 4y +4y=—
X

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

m Aplicacoes de Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

FIGURA 1

posicdo de
equilibrio

r0

As equagdes diferenciais lineares de segunda ordem t€m diversas aplica¢oes na ciéncia e na en-
genharia. Nesta sec¢do exploraremos dois deles: a vibracdo de molas e os circuitos elétricos.

I Vibracdo de Molas

Consideremos 0 movimento de um objeto com massa m na extremidade de uma mola que estd
na vertical (como na Figura 1) ou na horizontal sobre uma superficie plana (como na Figura 2).

Na Secdo 6.4, no Volume I, discutimos a Lei de Hooke, que diz que, se uma mola for es-
ticada (ou comprimida) x unidades a partir de seu tamanho natural, entdo ela exerce uma forca
que € proporcional a x:

forca eldstica = —kx

onde k € uma constante positiva (chamada constante elastica). Se ignorarmos qualquer forga
de resisténcia externa (devido a resisténcia do ar ou ao atrito), em seguida, pela Segunda Lei
de Newton (forca € igual a massa vezes aceleracio), temos
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d’x d’x
(1] m- o= —kx ou  m— o +ke=0

Essa é uma equacio diferencial linear de segunda ordem. Sua equacio auxiliar é mr? + k = 0
com as raizes r = *wi, onde w = /k/m. Assim, a solucdo geral &

1033

posicao de equilibrio

x(t) = ¢, coswt + ¢, senwt
FIGURA 2

que pode também ser escrita como

x(t) = Acos(wt + d)

onde w = «/k/m (frequéncia)
A= /ct+ ¢} (amplitude)

C1 C2
cos & = — sen § = —— (6 ¢ o angulo de fase)
A A

(Veja o Exercicio 17.) Esse tipo de movimento é chamado movimento harménico simples.

[ZEZTEN Uma mola com uma massa de 2 kg tem comprimento natural de 0,5 m. Uma
forga de 25,6 N € necessdria para manté-la esticada até um comprimento de 0,7 m. Se a mola
¢ esticada até um comprimento de 0,7 m e, em seguida, libertada com uma velocidade inicial
0, encontre a posicdo da massa em qualquer momento #.

SOLUCAD Pela Lei de Hooke, a forga necessdria para estender a mola é
k(0,2) = 25,6

e, dessa forma, k = 25,6/0,2 = 128. Usando esse valor da constante da mola k, junto com
m = 2 na Equagdo 1, temos

d*x

2
dt?

+ 128x =0

Como na discussdo anterior, a solugdo dessa equagdo €
@ x(1) = c;cos 8 + cysen 8¢

Estamos dando a condi¢do inicial que x(0) = 0,2. Mas, da Equagdo 2, x(0) = c;.
Portanto, ¢; = 0,2. Derivando a Equacdo 2, obtemos

x'(f) = —8c; sen 8 + 8¢, cos 8¢
Uma vez que a velocidade inicial é dada como x’(0) = 0, temos ¢, = 0 e a solugéo é
x(#) = 1 cos 8t [ |

I Vibragdes Amortecidas

A seguir, estudaremos o movimento de uma massa presa a uma mola que estd sujeita a uma forca
de atrito (no caso da mola horizontal da Figura 2) ou a uma forca de amortecimento (no caso de m
uma mola vertical que se movimenta em meio a um fluido, como na Figura 3). Um exemplo €
a forca de amortecimento fornecida pelo amortecedor em um carro ou uma bicicleta.

Vamos supor que a forca de amortecimento seja proporcional a velocidade da massa e atue  FIGURA 3
na dire¢do oposta ao movimento. (Isso foi confirmado, pelo menos aproximadamente, por al-
gumas experiéncias fisicas.) Assim

i b
forca de amortecimento = —c¢ o
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Schwinn Cycling and Fitness

(a) Superamortecimento

X

0

(b) Amortecimento critico

FIGURA 4

\ Y=A —(c/2m)t
N e

7\\7\\ -

=]

YR

/X :,Aef(lﬂmn
/

FIGURA 5
Subamortecimento

t

onde ¢ € uma constante positiva, chamada constante de amortecimento. Assim, nesse caso,
a Segunda Lei de Newton fornece

d*x ] dx
m i = forga restauradora + forca de amortecimento = —kx — ¢ a
ou
d*x dx
m +c—+kx=0
3] dr? dt

A Equacido 3 € uma equagao diferencial linear de segunda ordem e sua equagdo auxiliar €
mr? + cr + k = 0. As raizes sdo

E . —c + +/c? — dmk i —c — +Jc? — dmk
1 = 2 =

2m 2m

De acordo com a Secdo 17.1, precisamos discutir trés casos.

CASO | ¢? — 4mk > 0 (superamortecimento)
Nesse caso, r e r, sdo raizes reais distintas e

x = cie" + ce’™

Uma vez que c, m e k sdo todas positivas, temos v/c? — 4mk < c, logo, as raizes r e r, da-
das pela Equacdo 4 devem ser ambas negativas. Isto mostra que x — 0 quando ¢t — . Os gra-
ficos caracteristicos de x como fungdo de ¢ estdo mostrados na Figura 4. Observe que ndo ocor-
rem oscilagdes. (E possivel que a massa a passe para a posicio de equilibrio uma vez, porém
apenas uma vez.) Isso porque c*> > 4mk significa que ha uma forte forca de amortecimento
(6leo de alta viscosidade ou graxa) comparada com uma mola fraca ou com uma massa pe-
quena.

CASO Il ¢® — 4mk = 0 (amortecimento critico)
Esse caso corresponde a raizes iguais

A solucio € dada por
x = (c1 + cot)e />

Isto € semelhante ao Caso I, e graficos tipicos sdo mostrados na Figura 4 (Veja o Exercicio 12.),
mas o0 amortecimento € s6 o suficiente para suprimir as vibragdes. Qualquer decréscimo na vis-
cosidade do fluido gera as vibracdes do caso seguinte.

CASO Il ¢® = 4mk < 0 (subamortecimento)
Aqui, as raizes sdo complexas:

onde w=

A solugdo € dada por

—(c/2m

x=ce "(cy cos wt + ¢, sen wi)

Vemos que hd oscilagdes amortecidas pelo fator e />, Uma vez que ¢ > 0 e m > 0, temos
—(c/2m) < 0, logo, e~ “/*"" — 0 quando t — . Isso implica que x — 0 quando t — ; isto
¢, o movimento decai a 0 a medida que o tempo cresce. Um gréfico caracteristico € mostrado
na Figura 5.
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[EEITF Suponha que a massa do Exemplo 1 esteja imersa em um fluido com constante
de amortecimento ¢ = 40. Determine a posi¢do da massa em qualquer instante ¢ se ele iniciar
da posi¢do de equilibrio e for dado um empurrdo para que a velocidade inicial seja de 0,6 m/s.

SOLUCAD Do Exemplo 1, a massa é m = 2 e a constante da mola é k = 128, logo a equagio
diferencial [3] torna-se

d*x dx
2 + 40—+ 128x =0
dr’ dr *
d*x dx

ou +20— 4+ 64x=0
dt

dt?

A equagio auxiliar é r* + 20r + 64 = (r + 4)(r + 16) = 0 com raizes —4 e —16, logo o
movimento é superamortecido e a solugdo ¢

x(®) = cre™* + e

Temos que x(0) = 0, logo ¢; + ¢2 = 0. Derivando, obtemos

x(t) = —4cie ™ — 16c,e7 '
entdo x'(0) = —4¢, — 16¢, = 0,6
Uma vez que ¢; = —cy, isso nos fornece 12¢; = 0,6 ou ¢; = 0,05. Portanto
x = 0,05(e™* — ') ]

I Vibracdes Forcadas

Suponha que, em adicdo a forga restauradora e a forca de amortecimento, o movimento da
massa presa 2 mola seja afetado pela forca externa F(¢). Entdo, a Segunda Lei de Newton for-
nece

2

X .
m p: = forga restauradora + forca de amortecimento + forga externa

dx
=—kx—c——+ F(
x cdt (®)

Assim, em lugar da equagio homogénea [3], o movimento da massa € agora governado pela
seguinte equagdo diferencial ndo homogénea:

5] L
" T ar *

O movimento da massa pode ser determinado pelos métodos da Se¢do 17.2.
Uma forca externa que ocorre comumente € uma fungdo forca periédica

F(t) = Fycos wyt onde wy# w = k/m

Nesse caso, e na falta de uma forga de amortecimento (c = 0), serd pedido no Exercicio 9 que
vocé use o método dos coeficientes indeterminados para mostrar que

(6] x(t) = ¢i1cos wt + ¢rsen wt + S cos wot

m(w* — wj)

A Figura 6 mostra o gréafico da fungao
posicdo para 0 movimento superamortecido
do Exemplo 2.

0,03

0 1,5

FIGURA 6
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Se wy = w, entdo a frequéncia aplicada reforca a frequéncia natural e o resultado sdo vi-
bragdes de grande amplitude. Esse € o fendmeno da ressonéancia (veja o Exercicio 10).

I Circuitos Elétricos

Nas Segdes 9.3 e 9.5 usamos equagdes lineares e separaveis de primeira ordem para analisar
circuitos elétricos que contém resistor e indutor (veja a Figura 5 na Se¢do 9.3 e a Figura 4 na
l Se¢do 9.5) ou um resistor e um capacitor (veja o Exercicio 29 na Secdo 9.5). Agora que sa-

bemos como resolver equacdes lineares de segunda ordem, estamos em posic¢io de analisar o
circuito mostrado na Figura 7, que contém uma forga eletromotriz E (proporcionada pela pi-
lha ou gerador), um resistor R, um indutor L e um capacitor C, em série. Se a carga no capa-
citor no instante r é Q = Q(¢), entdo a corrente € a taxa de variagdo de Q em relagdo a t:
I = dQ/dt. Como na Secdo 9.5, é sabido da fisica que as quedas de voltagem no resistor, in-
{f dutor e capacitor sdo dadas por

interruptor

dl
FIGURA 7 RI 1 4 Q
dt C

respectivamente. A lei de voltagem de Kirchhoff diz que a soma destas quedas de voltagem €
igual a voltagem fornecida:

dl 0
L— +RI+—=E(
dt C ®
Uma vez que I = dQ/dr, essa equagio se torna
d*Q dQ 1
7 L +R—+—Q=E
dr’ d C Q ®

que € uma equagao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes. Se a carga
Qo e a corrente /, forem conhecidas no instante 0, entdo temos as condi¢des iniciais

0(0) = Qo Q'(0)=100) =1

e o problema de valor inicial pode ser resolvido pelos métodos da Secdo 17.2.
Uma equacdo diferencial para a corrente pode ser obtida derivando-se a Equacdo 7 em re-
lagdo a t e lembrando que I = dQ/dt:
d’l dl

1
L—+R—+ —=I=E()
dt dt C

[E@I0E] Determine a carga e a corrente no instante ¢ no circuito da Figura 7 se
R=40Q,L=1H,C=16 X 10*F, E(f) = 100 cos 10z ¢ a carga e a corrente inicial
forem ambas O.

SOLUCAD Com os valores dados de L, R, C e E(t), a Equacdo 7 torna-se

d? d
df + 407? + 6250 = 100 cos 10t

A equacio auxiliar é r? + 40r + 625 = 0 com raizes

—40 = /=900
p=——

> = —20 £ 15i

de modo que a solucdo da equagdo complementar €

0t) = e (c, cos 15t + ¢, sen 15¢)
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Para o método dos coeficientes indeterminados, tentamos a solucéo particular

0,(t) = Acos 10t + Bsen 10¢
Entdo 0,(t) = —10A sen 107 + 10B cos 10¢

(1) = —100A cos 10t — 100B sen 107
Substituindo na Equacido 8, temos

(—100A cos 10t — 100B sen 10¢) + 40(—10A sen 10¢ + 10B cos 107)

+ 625(A cos 10t + Bsen 107) = 100 cos 10¢
ou (525A + 400B) cos 10t + (—400A + 525B) sen 10t = 100 cos 10¢

Igualando os coeficientes, temos

525A + 400B = 100 21A + 16B =4
ou
—400A + 525B =0 —16A +21B=0

A solugio deste sistema é A = g5 e B = &5, logo, uma solugdo particular é
0,(1) = & (84 cos 107 + 64 sen 10¢)

e a solugdo geral €

(1) = Q1) + 0,(1)
= ¢ (¢, cos 157 + ¢, sen 151) + ¢7(21 cos 10 + 16 sen 107)

Impondo a condigéo inicial Q(0) = 0, obtemos
84 84
00)=c +5 =0 €= 57
Para impormos a outra condicdo inicial, primeiro vamos derivar para determinar a corrente:

do

I= E = eizOt[(_zocl + 15C2) cos 15t + (—156‘1 — 2002) sen ]5;]
+ a5 (—21sen 107 + 16 cos 107)
1(0) = —20¢; + 15¢, + 50 =0 0 = — o

Assim, a férmula para a carga €

4 67201
o) = o7 | 3 (—63 cos 15t — 116 sen15¢) + (21 cos 10t + 16 sen 10¢)

e a expressdo para a corrente é

I(t) = 505:[e 2"(—1 920 cos 15¢ + 13 060 sen 15¢) + 120(—21 sen 10z + 16 cos 107)]
[ ]

OBSERVAGAO 1 No Exemplo 3 a soluciio para Q(f) consiste em duas partes. Uma vez que

e 2" — () quando t — o e tanto cos 15¢ quanto sen 15¢ sdo fungdes limitadas,

0u1) = 7o57¢ (=63 cos 15t — 116sen15f) — 0  quando 7 —>
Logo, para valores grandes de ¢,

0(1) = 0,(1) = &;(21 cos 107 + 16 sen 107)
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02 e, por essa razdo, Q,(r) é denominada solu¢éo estaciondria. A Figura 8 mostra uma compa-
| 0 racdo entre o grafico de Q nesse caso e a solugdo estaciondria.
Vg P
OBSERVACAO 2 Comparando as Equagdes 5 e 7, vemos que matematicamente elas sdo idén-
0 0 / 12 ticas. Isso sugere a analogia dada na tabela a seguir entre situagdes fisicas que, a primeira vista,
sdo muito diferentes.
0o Sistema de molas Circuito elétrico
by deslocamento o carga
FIGURA 8 : —
dx/dt velocidade I=dQ/dt corrente
m massa L indutancia
) c amortecimento constante R resisténcia
d°x dx A
@ m—z + ¢ o + kx=F@) k constante da mola 1/C elastancia
&0 0 1 F(1) forga externa E(?) forga eletromotriz
L—=+R—+ —0=E()
dt dt C

Podemos também transferir outras ideias de uma situac@o para outra. Por exemplo, a so-
lucdo estaciondria discutida na Obs. 1 faz sentido no sistema de massa-mola. E o fendmeno
da ressonancia no sistema de massa-mola pode ser proveitosamente transportado para circui-
tos elétricos como ressonancia elétrica.

m Exercicios

I
<]

Uma mola tem comprimento natural 0,75 m e 5 kg de massa. Uma
forga de 25 N € necessdria para manter a mola esticada até um
comprimento de 1 m. Se a mola for esticada para um compri-
mento de 1,1 m e entdo solta com velocidade 0, encontre a posi-
¢30 da massa apds ¢ segundos.

Uma mola com uma massa de 8 kg presa a ela € mantida esticada
0,4 m além de seu comprimento natural por uma forca de 32 N. A
mola comega em sua posic¢io de equilibrio com velocidade inicial
de 1 m/s. Localize a posi¢do da massa em qualquer momento 7.

Uma mola presa a uma massa de 2 kg tem uma constante de amor-
tecimento 14 e uma forga de 6 N € necessdria para manter a mola
esticada 0,5 m além de seu comprimento natural. A mola € esticada
1 m além de seu comprimento natural e entdo € solta com veloci-
dade 0. Localize a posi¢do da massa em qualquer momento .

Uma forca de 13 N € necessdria para manter uma mola presa a
uma massa de 2 kg esticada 0,25 m além de seu comprimento na-
tural. A constante de amortecimento da mola é ¢ = 8.

(a) Se a massa comeca na posicdo de equilibrio com velocidade
de 0,5 m/s, encontre a posicdo no instante 7.

(b) Faca o grafico da funco posi¢do da massa.

Para a mola do Exercicio 3, determine a massa que produziria

amortecimento critico.

Para a mola do Exercicio 4, determine a constante de amorteci-
mento que produziria amortecimento critico.

Uma mola tem massa de 1 kg e a sua constante de mola € k =100.
A mola € liberada em um ponto 0,1 m acima da sua posi¢do de
equilibrio. Faca os graficos da funcgio posic¢do para os seguintes

@ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

10.

1.

12.

valores da constante de amortecimento c: 10, 15, 20, 25, 30. Que
tipo de amortecimento ocorre em cada caso?

A mola tem uma massa de 1 kg e a sua constante de amorteci-
mento € ¢ = 10. A mola comeca a partir da sua posi¢do de equi-
librio a uma velocidade de 1 m/s. Faca os graficos da fungéo po-
sicdlo para os seguintes valores da constante de mola &: 10, 20, 25,
30, 40. Que tipo de amortecimento ocorre em cada caso?

Suponha que uma mola tenha uma massa m e constante de mola
k e seja w = /k/m. Suponha uma constante de amortecimento
tdo pequena que a forca de amortecimento seja desprezivel. Se
uma forga externa F(f) = F, cos wyt for aplicada, onde wy # w,
use o método dos coeficientes indeterminados para mostrar que
o movimento da massa € descrito pela Equacio 6.

Como no Exercicio 9, considere uma mola com uma massa m,
constante da mola & e constante de amortecimento ¢ = 0, e seja
o = k/m. Se uma forga externa F(f) = F, cos wt for aplicada
(a frequéncia aplicada € igual a frequéncia natural), use o método
dos coeficientes indeterminados para mostrar que 0 movimento
da massa € dado por

x(t) = ¢; cos wt + ¢, sen wt + Fy /2mwt sen wt

Mostre que se wy # o, mas w/wy € um nimero racional, entdo o
movimento descrito pela Equagdo 6 € periddico.

Considere uma massa presa a uma mola sujeita a uma forca de

atrito ou de amortecimento.

(a) No caso de amortecimento critico, 0 movimento € dado por
x = cie’" + cte”. Mostre que o gréfico de x cruza o eixo ¢
sempre que ¢, € ¢; tiverem sinais opostos.

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



(b) No caso de superamortecimento, o movimento é dado por

rit

x = cie"" + ce™, onde r; > r,. Determine uma condigio
sobre os médulos relativos de ¢ e ¢, sob a qual o grafico de

X cruza o eixo ¢ para um valor positivo de 7.

18.
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A figura exibe um péndulo com comprimento L e o dngulo 6 a
partir da vertical do péndulo. Pode ser mostrado que 6, como uma
funcdo do tempo, satisfaz a equacio diferencial ndo linear

d*o g
13. Um circuito em série consiste em um resistor com R = 20 (), um e + T sen =0
indutor com L = 1 H, um capacitor com C = 0,002 F, e uma pi- ) _ )
Iha de 12 V. Se a carga inicial e a corrente forem 0, encontre a onde g ¢ a aceleragio da gravidade. Para valores pequenos de 6
carga e a corrente no instante 7. podemos usar a aproximagao linear sen 6 = 6 e entdo a equacio
L . . . diferencial se torna linear.
14. Um circuito em série contém um resistor com R = 24 (), um in- . < . A
i ) (a) Determine a equacdo do movimento de um péndulo com
dutor com L = 2 H, um capacitor com C = 0,005 F e uma pilha . PR .
T B comprimento 1 m se 6 € inicialmente 0,2 rad e a velocidade
de 12 V. A carga inicial € Q = 0,001 C e a corrente inicial € 0. angular inicial & d6/dr = 1 rad/s.
(a) Determine a carga e a corrente no instante z. (b) Qual o 4ngulo maximo a partir da vertical?
(b) Faca o grafico das fungdes carga e corrente. (c) Qual o periodo do péndulo (isto €, o tempo necessario para
. . . . . ilaca ?
15. A pilha no Exercicio 13 € substituida por um gerador produzindo uma OSCﬂaQ?O cornpleta)/. o )
uma voltagem de E(rf) = 12 sen 10¢. Determine a carga no ins- (d) Quando o péndulo estard pela primeira vez na vertical?
tante 1 (e) Qual a velocidade angular do péndulo quando ele estd na
) . . . . vertical?
16. A pilha no Exercicio 14 € substituida por um gerador produzindo

uma voltagem de E(z) = 12 sen 101.

(a) Determine a carga no instante 7.

(b) Faca o grifico da funcdo carga. 0 L
. . |
17. Verifique se a solucdo para a Equacao 1 pode ser escrita na forma N | P
x(t) = Acos(wt + §). \\\\ J' g

(v} Solucdes em Séries

Muitas equagdes diferenciais ndo podem ser resolvidas explicitamente em termos de combi-
nagoes finitas de funcdes usuais simples. Isso € verdade mesmo para uma equacio com apa-
réncia bem simples, como

1]

Todavia, € importante poder resolver equagdes como a que foi dada acima, pois elas surgem
de problemas fisicos, especialmente em conexdo com a equagdo de Schrodinger na mecanica
quéntica. Em tais casos, vamos usar o método das séries de poténcia, isto €, procuraremos por
uma solucéo da forma

y' =2xy' +y=0

y=f(x)= ECnX"=C0+C1x+C2x2+63x3+
n=0

O método € substituir essa expressdo na equacio diferencial e determinar os valores dos
coeficientes ¢y, c1, C2, . . . . Essa técnica assemelha-se ao método dos coeficientes indetermi-
nados, discutido na Seg¢éo 17.2.

Antes de usarmos as séries de poténcias para resolver a Equagdo 1, ilustraremos o método
com uma equacio mais simples, y” + y = 0, no Exemplo 1. Realmente ja sabemos como re-
solver essa equacdo pelas técnicas da Secédo 17.1, contudo € mais facil entender o método das
séries de poténcias quando ele € aplicado a essa equagdo mais simples.

[EEINEN Use séries de poténcias para resolver a equacdo y” + y = 0.

SOLUCAD Vamos supor que haja uma solugio da forma

2]

y=co+cx+oxttex’+
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Escrevendo os primeiros termos de [4],
voc8 vera que sdo iguais a [3]. Para
obtermos [4], substituimos n porn + 2 e
comegamos a somatéria em 0 em vez de 2

Podemos derivar a série de poténcias termo a termo. Assim

M s
3

y =c +20x+3¢;x> + - = ) neux

1

n

%

E] V' =2c+23c3x 4 = > nn— De,x"2

n=2

A fim de compararmos as expressdes de y e y” mais facilmente, reescrevemos y” como segue:

[4] V=X (n+2)(n+ Dcpax”
n=0
Substituindo as expressdes nas Equagdes 2 e 4 na equacdo diferencial, obtemos

E (n + 2)(” + l)CtH—an + 2 Cnx" =0
n=0 n=0

ou

5] S 1+ 2000 + Dewes + e, ]x" =0

Se duas séries de poténcias sdo iguais, entdo os coeficientes correspondentes devem ser
iguais. Portanto, os coeficientes de x" da Equacdo 5 devem ser O:

n+2)n+ Dewsa + ¢, =0

Cn
Cpp = —————————— n=20,1,2,3,...
(€] n+ Dn+2) T
A Equagdo 6 é chamada relacdo de recorréncia. Se ¢, e ¢, forem conhecidos, essa equa-
¢do nos permite determinar os coeficientes restantes recursivamente, usandon = 0, 1, 2, 3, . ..
em sucessao.

Co
Usand =0: = —
sando n Cy 1 ) 2
Ci
Usando n = 1: -9
sando n C3 2 . 3
Cy Co Co
Usando n = 2: - - - S
sancon c 3.4 1-.2-3-4 41
Usando n = 3; -0 - _2
sandon =2 6T TS T 0. 3.4.5 s
Cy Co Co
Usando n = 4: = — = — - _ 0
sando n “T 756 415+ 6 6!
Usandon = 5: = — G _ < -_a

6-7  516-7 T
Agora, ja percebemos o seguinte padrio:

Co

(2n)!

Para os coeficientes pares, ¢z, = (—1)"

C1

Para os coeficientes impares, c,+1 = (—1)"——
P = D G

Colocando esses valores na Equacio 2, escrevemos a solugdo como
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y=cot+ ax+ cx*+ex®+oxt+osx’+ -

x2 x4 XG x2n
=cll——=+———=+ -+ (-1 e

2! 4! 6! (2n)!
x3 xS x7 x2n+l
tolx— =+ -+ - (-l ———+ -
3! 5! 7! 2n + 1!
) xzn © x2n+1
= 1) + -1y
€ EO( V' omr T ,Zo( ) on T 1)
Observe que ha duas constantes arbitrarias, co € ci. [ |

OBSERVACAD 1 Reconhecemos as séries obtidas no Exemplo 1 como as séries de Maclau-
rin para cos x e sen x. (Veja as Equagdes 11.10.16 e 11.10.15.) Portanto, podemos escrever a
solugdo como

y(x) = cocosx + ¢ senx

Entretanto, em geral ndo somos capazes de expressar solu¢des das equacdes diferenciais em
séries de poténcias em termos de funcdes conhecidas.

[EEE0F Resolvay” — 2xy’ + y = 0.

SOLUCAD Vamos supor que haja uma solugio da forma

y=2 cux"
n=0
Entio y = > nc,x""!
n=1
e V=Y nn—De,x" 2= (n+ 2)(n + 1)cpax”
n=2 n=0

como no Exemplo 1. Substituindo na equag@o diferencial, obtemos

Y(n+2)n+ Depax” —2x 2 nepx™ '+ Y ex” =0

n=0 n=1 n=0

Y (n+2)n+ Degax” — 2 2nc,x" + 2 cax" =0
n=0 n=1 n=0

S [(n+2)n+ Dewss — 2n— De,Jx" =0 S 2me "= S 2ne 1"
n=0 = H“u o
Essa equagdo estara satisfeita se o coeficiente de x" for 0:
(n+2)n+ Dewra— 2n—1)c, =0
2n — 1
c,,+2=n—c,, n=20,1,2,3,...
n+ 1n+2
Resolvemos essa relacio de recursdo usandon = 0, 1, 2, 3, ... sucessivamente na Equacéo 7:
-1
Usando n = 0: C = Co
1-2
1
Usando n = 1: ;= C
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Usando n = 2: _ 3 - 3 = 3
sando n = Z: C4—3 4C2 1.2.3.4(,’()— 4!00
Usando n = 3- 5 _ 1-5 15
sando n = J: 6‘5—4 5C3—2.3‘4 5C1_ 51 Ci
don — 4: 7 _ 3.7 37

Usando n = 4: CG_S-6C4__4!5 6co—— ol Co

9 1-5-9 1-5-9
Usando n = 5: = G 7cs= S16. 7 c = 7 C
Usando 1 — 6: 11 __3-7-11
sando n : Cs 7.3 Ce —8' Co

13 1-5-9-13
Usandon = 7: Cog = c; = Ci

8§-9 9!

Em geral, os coeficientes pares sdo dados por

3-7-11- - (4n—5)
2n)!

Con Co

e os coeficientes impares sdo dados por

159+ +(4n—3)

ot 2n + 1)! “
A solucdo é
y=cot+cax+cax’+ax®+text+ -
B 1, 3, 3.7, 3-7-11
—“(1‘? T T TR
ooy Lo 15 o 10509 L 105:9-13 ,
TR TR 7 9
ou
1 Z 3.7+ - (4n —5)
— 1__2_ 2n
’ < R (! x)
5159 (4n — 3)
+ + ) —
C‘<x E, 2n + 1)! x )

OBSERVACAD 2 No Exemplo 2, supusemos que a equacio diferencial tivesse uma solucio
em série. Mas agora podemos verificar diretamente que a fun¢do dada pela Equacéo 8 € de fato
uma solucio.

OBSERVACAD 3 Ao contririo da situagio do Exemplo 1, as séries de poténcias que surgem
na solugdo do Exemplo 2 ndo definem fungdes elementares. As fungdes

2n

_ _ _l_ 2 e 3 . 7 o e o O4n — 5)
=1 == 2 (2n)!

n

2n+1

Z 159+ (4n—3)
© yZ(x)szr,Zl 2n + 1)!
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sdo perfeitamente boas, entretanto ndo podem ser expressas em termos de fungdes familiares.

1043

Podemos usar essas expressoes em série de poténcia de y, e y, para calcular os valores aproxi- 2
mados das fungdes e até mesmo seus graficos. A Figura 1 mostra as primeiras somas parciais A |
To, Ts, Ty, . . . (polindmios de Taylor) para y;(x), € vemos como eles convergem para y;. Dessa o
maneira, podemos fazer ambos os graficos de y, e y, na Figura 2.
0BSERVACAD 4 Se nos pedirem para resolver o problema de valor inicial
-8
Y'=2xy ' +y=0 y(0) =0 y'(0) =1
FIGURA 1
devemos observar, do Teorema 11.10.5, que 5
/
c=y0)=0 a=y0) =1 y%’
Isso simplificaria os célculos no Exemplo 2, uma vez que todos os coeficientes pares seriam N —— = 2.5
0. A solugdo para o problema de valor inicial é »
/l
/
S 1+5-9-----(4n—-3) , ' _
X)) =x+ ntl 15
y(x) ,Zl Qn + 1)!
FIGURA 2
(V'8 Exercicios
1-11 Use séries de poténcias para resolver a equagdo diferencial. 12. A solugdo do problema de valor inicial
1. y —y=0 2. y =xy X2y +xy +xly=0 y(0) = 1 y(0) = 0
3.y =x% 4 (x—3)y +2y=0 ) .
5.y +xy +y=0 6. v =y é chamada fung¢@o de Bessel de ordem 0.
7. (k= Dy +y =0 8 ' =xy (a) Resolva o problema de valor inicial para determinar uma ex-
" ) _ o pansdo em série de poténcias da fun¢do de Bessel.
.-y my=0 y0=1 y0=0 7 (b)F réfico de vérios polindmios de Taylor até atingir um
0.y +x2y =0, y0) =1, y(0) =0 N aca o grifico de vérios polindmios de Taylor até atingir u

M. y"+x*' +xy=0, y0) =0, y(0)=1

% E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

n Revisao

que pareca uma boa aproximagao para a fungdo de Bessel no
intervalo [—35, 5].

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

Verificacao de Conceitos

1. (a) Escreva a forma geral de uma equag@o diferencial linear de se-
gunda ordem com coeficientes constantes.
(b) Escreva a equacao auxiliar.
(c) Como voceé usaria as raizes da equacdo auxiliar para resolver
a equagdo diferencial? Escreva a forma da solugéo para cada
um dos trés casos que podem ocorrer.
2. (a) O que € um problema de valor inicial para uma equagao dife-
rencial de segunda ordem?
(b) O que € o problema de contorno para tal equacio?
3. (a) Escreva a forma geral de uma equagao diferencial linear de se-
gunda ordem ndo homogénea com coeficientes constantes.

(b) O que € a equagdo complementar? Como ela pode ajudar a re-
solver a equagdo diferencial original?

(c) Explique o funcionamento do método dos coeficientes inde-
terminados.

(d) Explique o funcionamento do método da variacdo dos para-
metros.

Discuta duas aplica¢des das equacdes diferenciais lineares de se-

gunda ordem.

Como vocé€ usaria as séries de poténcia para resolver uma equa-

¢do diferencial?
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Testes Verdadeiro-Falso

Determine se a afirmacéo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique 3. A solugdo geral de y” — y = 0 pode ser escrita como
por qué. Caso contrério, explique por que ou d& um exemplo que mostre que
é falsa. y = ¢y cosh x + ¢, senh x
1. Se y, ey, forem solugdes de y” + y = 0, entdo y; + y, também . N .
. - ~ 4, A equacdoy” — y = e” tem uma solugdo particular da forma
¢ uma solu¢do da equagao.
2. Se y; e y, forem solugdes de y” + 6y’ + 5y = x, entdo y, = Ae*
ciyr + ¢y, também € uma solucdo da equagdo.
Exercicios
1-10 Resolva a equacdo diferencial. 17. Use séries de poténcias para resolver o problema de valor inicial.
1. 44" —y=0 Yt+xy+y=0  y0)=0 y0=1
18. Use a série de poténcia para resolver a equagio
2. y' =2y +10y=0 , ,
3. y"+3y=0 - .y > 2y- ’ :
19. Um circuito em série contém um resistor com R = 40 (), um in-
4 4H"+4y' ' +y=0 dutor com L = 2 H, um capacitor com C = 0,0025 F, e uma pi-
d?y dy ) lha de 12 V. A carga inicial ¢ Q = 0,01 C e a corrente inicial € 0.
FRCI 4 dx ty=e Encontre a carga no instante .
42y dy X 20. Uma mola com uma massa de 2 kg presa a ela tem uma constante
P + e 2y =x de amortecimento 16 e uma forca de 12,8 N mantém a mola es-
R ticada 0,2 m além de seu comprimento original. Determine a po-
d y2 ) dy +y = xcosx sicdo da massa no instante 7 se ela iniciar na posic¢ao de equilibrio
dx dx com velocidade de 2,4 m/s.
d’y T 4y = sen 2x 21. Suponha que a Terra seja uma esfera sélida de densidade uniforme
dx* y com massa M e raio R = 6 370 km. Para uma particula de massa
d*y dy . m a uma distancia r a partir do centro da Terra, a forca gravita-
dx?  drx by=1+e cional que atrai a particula para o centro é
2
10. ilix); +y=cossecx, 0<x< /2 F,:%

11-14 Resolva o problema de valor inicial.

"Ny +6y =0, y(1)=3, y(1)=12

12. y" — 6y’ + 25y =0, y(0)=2, y'(0)=1
13. y" = 5y' +4y=0, y0) =0, y(0)=1
18. 9y" +y=3x+e ", y(0) =1, y(0)=2

15-16 Resolva o problema de contorno, se possivel.
15. y" + 4y + 29y =0, y(0) =1, y(m) = —1
16. y" + 4y +29y =0, y(0) =1, y(m) = —e™

onde G € a constante gravitacional e M, € a massa de Terra den-

tro de uma esfera de raio r.
—GMm

(a) Mostre que F, = g r.

(b) Suponha que um buraco seja perfurado na Terra ao longo de
um diametro. Mostre que, se uma particula de massa m cair a
partir do repouso da superficie para dentro do buraco, entdo
adistancia y = y(¢) da particula a partir do centro da Terra no
instante ¢ € dada por

') = —k*y (1)
onde k* = GM/R® = g/R.
(c) Conclua, a partir da parte (b), que a particula estd submetida
a um movimento harmodnico simples. Encontre o periodo 7.
(d) Com que velocidade a particula passa pelo centro da Terra?



