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Superficies parametrizadas, estudadas
na Secdo 16.6, sdo frequentemente
utilizadas por programadores na criagdo
de filmes de animagdo. Nesta cena de
FormiguinhaZ, Princesa Bala esta
prestes a tentar resgatar Z, que estéa
preso em uma gota de orvalho. A
superficie parametrizada representa a
gota de orvalho, e uma familia de tais
superficies descreve o0 seu movimento.
Um dos programadores para este filme
disse: "Eu gostaria de ter prestado mais
atengdo na aula de célculo, quando
estdvamos estudando superficies
parametrizadas. Com certeza me
ajudaria hoje."

Calculo Vetorial

Dreamworks/Photofest

Neste capitulo, estudaremos os calculos de campos vetoriais. (Estes sdo as fungdes que asso-
ciam vetores a pontos no espago.) Em particular, definiremos integrais de linha (que podem
ser usadas para encontrar o trabalho realizado por um campo de forga para mover um obje-
to ao longo de uma curva). Em seguida, definiremos integrais de superficie (que podem ser
usadas para encontrar a taxa de fluxo do fluido através de uma superficie). As conexdes entre
esses novos tipos de integrais e as integrais unidimensionais, duplas e triplas que ja vimos
sdo dadas por versdes em maior dimensdo do Teorema Fundamental do Calculo: Teorema
de Green, Teorema de Stokes e o Teorema do Divergente.
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m Campos Vetoriais
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(a) 18:00, 1° marco de 2010

Os vetores da Figura 1 representam os vetores velocidade do ar e indicam a velocidade esca-
lar, a dire¢do e o sentido do vento em pontos a 10 m da superficie, na drea da Baia de Sdo
Francisco. N6s vemos num relance a partir das maiores setas na parte (a) que as velocidades
do vento maiores naquele tempo ocorreram quando entraram na baia do outro lado da Ponte
Golden Gate. A parte (b) mostra o padrido de vento muito diferente 12 horas antes. Associa-
do a cada ponto do ar, podemos imaginar um vetor velocidade do vento. Este € um exemplo
de campo vetorial de velocidade.
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(b) 6:00, 1° margo de 2010

FIGURA 1 Campos vetoriais de velocidade mostrando aspectos do vento na Bafa de Sdo Francisco

Outros exemplos de campos vetoriais de velocidade estdo ilustrados na Figura 2: correntes
oceanicas e do fluxo passando por um aerofélio.
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(a) Correntes ocednicas em frente a costa de Nova Escdcia (b) Escoamento do ar por um aerofélio inclinado

FIGURA 2 Campos vetoriais de velocidade

Outro tipo de campo vetorial, chamado campo de forca, associa um vetor forga a cada ponto
da regido. Um exemplo € o campo de for¢a gravitacional que examinaremos no Exemplo 4.

Em geral, um campo vetorial é uma funcéo cujo dominio ¢ um conjunto de pontos de R?
(ou R?) e cuja imagem é um conjunto de vetores em V, (ou V3).

|I| Definicdo Seja D um conjunto em R? (uma regido plana). Um campo vetorial em
R? ¢ uma funcéo F que associa a cada ponto (x, y) em D um vetor bidimensional

F(x, ).




A melhor maneira de enxergar um campo vetorial € desenhar a seta representando o vetor
F(x, y) comegando no ponto (x, y). E claro que é impossivel fazer isso para todos os pontos
(x, ), mas podemos visualizar F fazendo isso para alguns pontos representativos em D,
como na Figura 3. Uma vez que F(x, y) € um vetor bidimensional, podemos escrevé-lo em
termos de suas funcdes componentes P e Q da seguinte forma:

F(x,y) = P(r, y) i + O(x, y) j = (P(x, y), O(x, y))
ou, de forma mais compacta, F=Pi+Qj

Observe que P e Q sdo fungdes escalares de duas varidveis e sdo chamadas, algumas vezes,
campos escalares, para distingui-los dos campos vetoriais.

(2] Definicdo Seja E um subconjunto de R*. Um campo vetorial em R’ ¢ uma fun-
¢do F que associa a cada ponto (x, y, z) em E um vetor tridimensional F(x, y, z).

Um campo vetorial F em R? estd ilustrado na Figura 4. Podemos escrevé-lo em termos
das fungdes componentes P, Q € R como

F(x,y.2) = P(x,y,2)i+ O(x,y,2) j + R(x, y, ) k

Como nas fungdes vetoriais na Secao 13.1, podemos definir a continuidade dos campos veto-
riais e mostrar que F serd continua se e somente se suas fungdes componentes P, Q e R forem
continuas.

As vezes identificamos um ponto (x, y, z) com seu vetor posicdo X = (x, y, z) e escreve-
mos F(x) em vez de F(x, y, z). Entdo F se torna uma funcdo que associa um vetor F(x) a um
vetor X.

[EEIGEN Um campo vetorial em R? é definido por F(x, y) = —y i + x j. Descreva F es-
bogando alguns dos vetores F(x, y) como na Figura 3.

SOLUCAD Uma vez que F(1, 0) = j, desenhamos o vetor j = (0, 1) comegando no ponto
(1, 0) na Figura 5. Uma vez que F(0, 1) = —i, desenhamos o vetor {(—1, 0) com ponto ini-
cial (0, 1). Continuando desta maneira, podemos calcular varios outros valores representati-
vos de F(x, y) na tabela e extrair os vetores correspondentes para representar 0 campo
vetorial na Figura 5.

(x,y) F(x, y) (x,y) F(x, y)
(1, 0) 0, 1) (—1,0) 0, —1)
2,2) (=2,2) (=2, =2) (2, —2)
(3, 0) (0, 3) (=3,0) (0, —3)
0, 1) (—1, 0 o, —1) (1,0
(=2,2) (=2, -2) 2, -2) (2,2)
(0, 3) (=3, 0 0, —3) (3,0)

Na Figura 5, parece que cada seta € tangente a um circulo com centro na origem. Para
confirmarmos isso, vamos tomar o produto escalar do vetor posicdo x = xi + y j com o vetor
F(x) = F(x, y):

x Fx)=@xi+yj) - (—yi+txj)=—xy+yx=0

Isso mostra que F(x, y) é perpendicular ao vetor posi¢do (x, y) e, portanto, tangente ao cir-
culo com centro na origem e raio |x| = y/x2 + y2. Observe também que

|F(x,y) | = V(=yP + x2 = Vx> + y> = |x]

de modo que o comprimento do vetor F(x, y) € igual ao raio do circulo.

Alguns sistemas de computagdo algébrica sido capazes de tracar um campo vetorial em
duas ou trés dimensdes. Eles fornecem melhor visualizagdo do campo que o esbogo feito a
mao, pois o computador pode desenhar grande niimero de vetores representativos. A Figura
6 apresenta uma saida de computador para o campo vetorial do Exemplo 1; as Figuras 7 e 8
mostram outros dois campos vetoriais. Observe que o computador muda a escala de
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FIGURA 5
F(x,y)=—yi+xj
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FIGURA 6
F(x,y)=(=y,x)

FIGURA 10
Fx,y,z)=yi+zj+xk

comprimento do vetor para que ele ndo fique comprido demais, embora ainda seja propor-
cional ao verdadeiro comprimento.

6 5
i e e R Ve
it VA A AR A AV Y
R R i rrros-j-r2 11
~~~~ r ot ottt
L P B —— 6 75rf1,.,,,r]‘5
N E N 7 -l--r7r77
e~ e = - — VAV AV A A R4
e S e — e[ — o— ] S S
e Vel e AV
-6 =5
FIGURA 7 FIGURA 8
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[EETINF] Esboce o campo vetorial em R*dado por F(x, y, z) = z k.

SOLUCAD O desenho estd mostrado na Figura 9. Observe que todos os vetores sdo verticais,
apontando para cima, quando acima do plano xy ou para baixo, quando abaixo do plano xy.
O comprimento aumenta a medida que nos distanciamos do plano xy.

FIGURA 9
Fx,y,z)=zk

Somos capazes de desenhar o campo vetorial do Exemplo 2 a mdo, pois ele € especial-
mente simples. A maioria dos campos vetoriais tridimensionais, no entanto, sdo virtualmente
impossiveis de serem desenhados & méo e, por isso, precisamos recorrer a um sistema de com-
putacdo algébrica. Exemplos sao mostrados nas Figuras 10, 11 e 12. Observe que os campos
vetoriais nas Figuras 10 e 11 t€ém férmulas semelhantes, mas todos os vetores na Figura 11
apontam na dire¢@o geral do eixo negativo y porque seus componentes y sdo todos —2. Se o
campo vetorial na Figura 12 representa um campo de velocidades, entdo uma particula seria
levada para cima e iria espiralar em torno do eixo z no sentido horario quando visto de cima.

FIGURA 11 FIGURA 12
Fx,y,z)=yi—2j+xk

y . X
F(x,y,z):; i— j+t7 k



[EEIGE] Imagine um liquido escoando uniformemente em um cano e seja V(x, y, 7) 0
vetor velocidade em um ponto (x, y, z). Entdo V associa um vetor a cada ponto (x, y, z) de certo
dominio E (interior do cano) e assim, V é um campo vetorial em R3 chamado campo de ve-
locidade. Um possivel campo de velocidade € ilustrado na Figura 13. A velocidade em qual-
quer ponto € indicada pelo comprimento da seta.

Campos de velocidade ocorrem em outras dreas da fisica. Por exemplo: o campo vetorial
do Exemplo 1 pode ser usado como o campo de velocidade descrevendo a rotacdo no
sentido anti-horario de uma roda. Vimos outros exemplos de campo de velocidade nas Figu-
ras 1 e 2. [

[EEINNY A Lei da Gravitagdo de Newton afirma que a intensidade da forga gravitacional
entre dois objetos com massas me M é

mMG

r2

[F|=

onde r € a distincia entre os objetos e G € a constante gravitacional. (Este € um exemplo de
uma lei inversa da raiz quadrada.) Vamos supor que o objeto com massa M esteja localizado
na origem em R3. (Por exemplo, M pode ser a massa da Terra e a origem estaria em seu cen-
tro.) Seja o vetor posi¢cdo do objeto com massa m x = (x, y, z). Entdo r = |x|, logo,
r? = |x|?. A forga gravitacional exercida nesse segundo objeto age em dire¢do a origem e o
vetor unitdrio em sua direcdo €

_x
| x|

Portanto, a forga gravitacional agindo no objeto em x = (x, y, z) é

@ F(x) = _m_MGX
x|’

[Os fisicos usam frequentemente a notag@o r ao invés de x para o vetor posi¢ao, entdo vocé
pode ver a Férmula 3 escrita na forma F = —(mMG/r*)r.] A funcdo dada pela Equagio 3 é
um exemplo de campo vetorial, chamado campo gravitacional, porque associa um vetor [a
for¢ca F(x)] a cada ponto x do espaco.

A Férmula 3 € um modo compacto de escrever o campo gravitacional, mas podemos
escrevé-lo em termos de suas fungdes componentes, usando o fato de que x = xi + yj + zk

e |x| =/x2+y2+ 22:

F( ) —mMGx . —mMGy . —mMGz

LV, z) = i

Xy (xz + yz + 22)3/2 (xz + yz + ZZ)S/ZJ (xz + yz + 22)3/2

O campo gravitacional F estd ilustrado na Figura 14. |

[EEI0FE  Suponha que uma carga elétrica Q esteja localizada na origem. Pela Lei de Cou-
lomb, a forca elétrica F(x) exercida por essa carga sobre uma carga g localizada no ponto
(x, y, z) com vetor posi¢do X = (x, y, z) €

@ F(x)=ﬂx

onde € € uma constante (que depende da unidade usada). Para cargas de mesmo sinal, temos
qQ > 0 e a forga € repulsiva; para cargas opostas temos gQ < 0 e a forga € atrativa. Obser-
ve a semelhanca entre as Formulas 3 e 4. Ambas sdo exemplos de campos de forca.

Em vez de considerarem a forca elétrica F, os fisicos frequentemente consideram a forga
por unidade de carga:

eQ

X[ "

E(x) = iF(X) =
q

Entéo E é um campo vetorial em R* chamado campo elétrico de Q. [ |
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Em Visual 16.1 vocé pode girar 0s
campos de vetores nas Figuras 10-12, bem
como 0s campos adicionais.

X

FIGURA 13
Campo de velocidade do
escoamento de um fluido
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FIGURA 14

Campo de forga gravitacional
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m Exercicios

I Campos Gradiente

Se f ¢ uma funcdo escalar de duas varidveis, sabemos da Se¢do 14.6 que seu gradiente Vf (ou
grad f) € definido por

Vi@, y) = filx, )i+ filx, ») §

Portanto, Vf é realmente um campo vetorial em R? e é denominado campo vetorial gra-
diente. Da mesma forma, se f for uma funcio escalar de trés varidveis, seu gradiente € um
campo vetorial em R* dado por

Vi(x,y,2) = fulx, y, 91 + (x5, 3,2 ] + filx, ¥, Dk

[EEE0 Determine o campo vetorial gradiente de £ (x, y) = x%y — y*. Desenhe o campo
vetorial gradiente juntamente com um mapa de contorno de f. Como eles estdo relacionados?

SOLUCAD O campo vetorial gradiente é dado por

) d
VA9) = hi i = 2y (68 37

A Figura 15 mostra o mapa de contorno de f com o campo vetorial gradiente. Observe que os
vetores gradientes sdo perpendiculares as curvas de nivel, como deviamos esperar da Secao
14.6. Observe também que os vetores gradientes sdo mais longos onde as curvas de nivel estao
mais préximas umas das outras e mais curtos quando elas estdo mais distantes entre si. Isso
se deve ao fato de o comprimento do vetor gradiente ser o valor da derivada direcional de fe
a proximidade das curvas de nivel indicar uma grande inclinac¢do no gréfico. [

Um campo vetorial F é chamado campo vetorial conservativo se ele for o gradiente de
alguma funcéo escalar, ou seja, se existir uma fungfo f tal que F = Vf. Nessa situacdo, f é
denominada funcio potencial de F.

Nem todos os campos vetoriais s30 conservativos, mas estes campos aparecem frequen-
temente em fisica. Por exemplo: o campo gravitacional F do Exemplo 4 € conservativo, pois,
se definimos

mMG
fxy,2) = iy
entdo
af af af
Vil,yz)=——i+——j+—k
f(x,y,2) o ay 3
—mMGx . —mMGy . —mMGz

i+ k
(xz + yz + 22)3/2 (xz + yz + 22)3/2-] (xz + yz + 22)3/2
=F(x,y,2)

Nas Sec¢oes 16.3 e 16.5, aprenderemos a determinar se um campo vetorial € conservativo ou nao.

1-10 Esboce o campo vetorial F desenhando um diagrama como o 1. F(x,y,20=k 8 F(x,y,2)=—yk

da Figura 5 ou da Figura 9.

1.

3.

5.

E necessério usar um sistema de computaco algébrica

F(x,y) =0,3i—04j

F(x,y) = —3i+ (y — 0j

F(x,y) =

yi+xj

2. Fix,y) = %xi + yj

9. F(x,y,2) =xk 10. F(x,y,2) =j —1i

11-14 Faca a correspondéncia entre o campo vetorial F e a figura

8 Fi,y)=yi+@x+yj rotulada de I-IV. Justifique suas escolhas.
5. F(x,y) yi—xj 1. Fx,y) = (x, =y) 12. F(x, y) = (v, x, =y
. R
vy 13, F(r,y) = O,y + 2) 14, F(r, y) = (cos (x + ), x)

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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15-18 Faga a correspondéncia entre o campo vetorial F em R e a
figura rotulada de I-IV. Justifique suas escolhas.

15.

17.

F(x,y,z)=i+2j+3k 16. F(x,y,z)=i+2j+zk

F(x,y,z2)=xi+yj+3k

18. F(x,y,2) =xi+yj+zk

19.

SCA 20,

Se vocé dispde de um SCA que trace campos vetoriais (o co-
mando para fazé-lo no Maple € fieldplot e no Mathematica
é PlotVectorField ou VectorPlot), use-o para tragar

F(x,y) = (07— 2xy) i + BGxy — 6x)
Explique sua aparéncia, determinando um conjunto de pontos
(x, y) tal que F(x, y) = 0.

SejaF(x) = (r> — 2r)x, onde x = {x, y) e r = |x|. Use um SCA
para tragar esse campo vetorial em varios dominios, até conse-
guir visualizar o que ocorre. Descreva a aparéncia do desenho e
explique-o, determinando os pontos onde F(x) = 0.

21-24 Determine o campo vetorial gradiente f.

21. f(x,y) = xe”

22. f(x,y) = tg(Bx — 4y)

23. f(x,y,2) =~/x2+y*+2z2 24 f(x,y,7) = xcos(y/z)
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25-26 Determine o campo vetorial gradiente Vf de f e esboce-o.

25.

26. f(x,y) = /x2+ y?

f,yy=x—-y

27-28 Desenhe o campo vetorial gradiente de f juntamente com um
mapa de contorno de f. Explique como eles estdo relacionados entre si.

21.

f,y)=In(1 +x2+2y) 28. f(x,y) =cosx — 2seny

29-32 Faca uma correspondéncia entre as fungdes f e os desenhos
de seus campos vetoriais gradientes rotulados de I-IV. Justifique
suas escolhas.

29.

31.
I

1II

fy) =x+)y
fxy) =@+ y)y?

30. f(x,y) = x(x +y)

32. f(x,y) = seny/x* + y?
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33.

34.

35.

36.

Uma particula se move em um campo de velocidade
V(x, y) = (x% x + y?). Se ela estd na posicdo (2, 1) no instante
t = 3, estime sua posicdo no instante t = 3,01.

No instante + = 1, uma particula estd localizada na posigdo
(1, 3). Se ela se move em um campo de velocidade

F(x,y) = (xy = 2,y* = 10)
encontre sua posi¢do aproximada no instante t = 1,05.

As linhas de escoamento (ou linhas de corrente) de um campo

vetorial sdo as trajetdrias seguidas por uma particula cujo cam-

po de velocidade é¢ um campo vetorial dado. Assim, os vetores
do campo vetorial sdo tangentes a suas linhas de fluxo.

(a) Use um esbogo do campo vetorial F(x, y) = xi — y j para de-
senhar algumas linhas de escoamento. Desses seus esbogos
¢é possivel descobrir qual € a equagdo das linhas de escoa-
mento?

(b) Se as equagdes paramétricas de uma linha de escoamento sdo
x = x(1), y = y(t), explique por que essas fungdes satisfazem
as equagdes diferenciais dx/dt = x e dy/dt = —y. Entéo re-
solva as equacdes diferenciais para encontrar uma equagao
da linha de escoamento que passa através do ponto (1, 1).

(a) Esboce o campo vetorial F(x, y) =i + x j e algumas linhas
de escoamento. Qual € o formato que essas linhas de escoa-
mento parecem ter?

(b) Se as equagdes paramétricas das linhas de escoamento sio
x = x(1), y = y(), que equagdes diferenciais essas funcdes sa-
tisfazem? Deduza que dy/dx = x.

(c) Se uma particula estd na origem no instante inicial e 0 campo
de velocidade € dado por F, determine uma equag@o para a
trajetdria percorrida por ela.
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m Integrais de Linha

t

FIGURA 1

A fungd@o comprimento de arco s foi discutida na

FIGURA 2

Nesta secdo, definiremos uma integral que € semelhante a integral unidimensional, exceto
que, ao invés de integrarmos sobre um intervalo [a, b], integraremos sobre uma curva C. Tais
integrais sdo chamadas integrais de linha, embora "integrais de curva" seria melhor termi-
nologia. Elas foram inventadas no comego do século XIX para resolver problemas que envol-
viam escoamento de fluidos, forgas, eletricidade e magnetismo.

Comegamos com uma curva plana C dada pelas equagdes paramétricas

m x = x(1) y =y ast<b

ou, o que € equivalente, pela equag@o vetorial r(r) = x(¢) i + y(¢) j, e supomos que C seja uma
curva suave. [Isso significa que r’ € continua e r'(f) # 0. Veja a Secdo 13.3.] Se dividirmos o
intervalo do parmetro [a, b] em n subintervalos [fi-1, #;] de igual tamanho e se fizermos
x; = x(t;) e y; = y(t;), entdo os pontos correspondentes Pi(x;, y;) dividem C em n subarcos de
comprimentos A sy, Ass, . .., As,. (Veja a Figura 1.) Escolhemos um ponto qualquer P*(x*,
¥7*) no i-ésimo subarco. (Isto corresponde a um ponto #* em [t;-1, t;].) Agora, se f for uma fun-
¢do de duas varidveis cujo dominio inclui a curva C, calculamos f no ponto (x7*, y*), multi-
plicamos pelo comprimento A s; do subarco e somamos

i f &, y&) Asi
=

que € semelhante a soma de Riemann. Em seguida, tomamos o limite dessa soma e fazemos
a seguinte defini¢do, por analogia com a integral unidimensional:

@ Definicdo Se f¢€ definida sobre uma curva suave C dada pelas Equagdes 1, entdo
a integral de linha de f sobre C ¢

Lf(x, y)ds = lim Y, f(x¥, y¥) As;
=% =]

se esse limite existir.

Na Sec¢ao 10.2 verificamos que o comprimento da curva C é

() (5«

Argumentacido semelhante pode ser usada para mostrar que, se f é uma fungdo continua,
entdo o limite na Definicdo 2 sempre existe e a férmula seguinte pode ser empregada para
calcular a integral de linha:

5 o]

O valor da integral de linha ndo depende da parametrizac¢do da curva, desde que a curva seja
percorrida uma tnica vez quando ¢ cresce de a para b.
Se s(#) € o comprimento de C entre r(a) e r(f), entdo

ds _ [(dx)' (dv)’
dt dt dt

Um modo de memorizar a Férmula 3 € escrever tudo em termos do pardmetro #: Use a para-
metrizacdo para exprimir x € y em termos de ¢ e escreva ds como

dx \* dy \?
= —_— J’_ —_—

No caso especial em que C € um segmento de reta unindo (a, 0) a (b, 0), usando x como
parimetro, escrevemos as equagdes paramétricas de C da seguinte forma: x = x,y = 0, a < x
< b. A Férmula 3 fica

[ sy ds = [ px, 0) ax

e, nesse caso, a integral de linha se reduz a uma integral unidimensional.



Assim como para as integrais unidimensionais, podemos interpretar a integral de linha de
uma fun¢do positiva como uma area. De fato, se f (x, y) = 0, J‘C f(x,y) ds representa a drea
da “cerca” ou “cortina” da Figura 2, cuja base € C e cuja altura acima do ponto (x, y)

€f(x, ).

[EENEN Calcule [.(2 + x?y)ds, onde C é a metade superior do circulo unitério
X2+ yr=1.

SOLUCAO Para utilizar a Férmula 3, primeiro precisamos de equacdes paramétricas para
representar C. Recorde-se de que o circulo unitdrio pode ser parametrizado por meio das
equacoes

X =cost y=sent

e a metade superior do circulo € descrita pelo intervalo do pardmetro 0 < ¢ < 7 (veja a Figu-
ra 3). Portanto, a Férmula 3 da

L (2 + x%y)ds = fO (2 + cos’tsent) \/<d_)t€> + (d_)t)> d
- foﬂ (2 + cos’t sen f)y/sen’s + cos’t dt

. it
= L (2 + cos’t sent) dt = [2[ - CO; ]
0

=27 +3 -

Suponha agora que C seja uma curva suave por partes; ou seja, C € a unido de um
numero finito de curvas suaves C, Cs, . . ., C, onde, como ilustrado na Figura 4, o ponto ini-
cial de Ciy; € o ponto final de C;. Nesse caso, definimos a integral de f ao longo de C como
a soma das integrais de f ao longo de cada parte suave de C:

fcf(x, y) ds = jc.f(x’y) ds + fczf(x, yds+ -+ L’f(x,y) ds

[EEENF Calcule | 2x ds, onde C € formada pelo arco Cy da pardbola y = x*de (0, 0) a
(1, 1) seguido pelo segmento de reta vertical C, de (1, 1) a (1, 2).

SOLUCAO A curva C € mostrada na Figura 5. C; € o gréfico de uma funcéo de x, entdo pode-
mos escolher x como pardmetro e as equacdes de C,; se tornam

X=X y=x 0sx=<1

Portanto,

e dx \? dy \? ot ~
fc‘ Zxds—jo 2x\/<a> + (;) dx—f0 2x+/1 + 4x? dx
55 — 1
6

=120+ axryn] =

Em C, escolhemos y como parametro, e as equagdes de C, sdo

x=1 y=y Isy=<2

e fcz 2xds = flz 2(1)\/<Z—§>2 + <%)2 dy = ffzdy -2

Logo, 55 — 1 .
6

L 2xds = Ll 2xds + Lz 2x ds = 2 —

Qualquer interpretacio fisica de uma integral de reta ~['C f(x, y) ds depende da interpreta-
¢do fisica da fun¢do f. Suponhamos que p(x, y) represente a densidade linear de um ponto de
(x,y) deum fio fino com a forma de uma curva C. Entdo, a massa da parte do fio a partir de
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-1

FIGURA 3

FIGURA 4

Curva suave por partes

Ci

(1,2)

(1.1

(0,0)

FIGURA 5
C=C, UG,
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centro de
massa

FIGURA 6

P, até P;na Figura 1 € de cerca de p(x*, y*)As; e assim a massa total do fio € de cerca de
Sp(x*, y#)As:. Tomando cada vez mais pontos sobre a curva, obtemos o valor da massa m
do fio como o valor limite dessas aproximagdes:

m = lim 3 p(cF, y¥) Asi = | _p(x,y) ds

—0o
n =1

[Por exemplo, se f (x, y) = 2 + x%y representa a densidade de um fio semicircular, entio a
integral no Exemplo 1 representa a massa do fio.] O centro de massa do fio com a funcdo
densidade p encontra-se no ponto (x, y), onde

_ 1 _ 1
4] f=— [ xpeyds 3= yplny)ds

Outras interpretagdes fisicas das integrais de linha serdo discutidas adiante neste capitulo.

[EETEZGE] Um arame tem o formato de um semicirculo x> + y*= 1, y = 0, é mais grosso
perto da base do que perto do topo. Ache o centro de massa desse arame se a fung@o densi-
dade linear em qualquer ponto for proporcional a sua distancia aretay = 1.

SOLUCAD Como no Exemplo 1, usamos a parametrizagio x = cost,y = sent,0 <t <, e
determinamos que ds = dt. A densidade linear €

p(x,y) = k(1 — )
onde k € uma constante e, entdo, a massa do arame €
m= fck(l —y)ds = jo”k(l — sen?)dt = k|t + cost]) = k(m — 2)

Das Equagdes 4, temos

_ 1 1
y= ;Lyp(x,y) ds = mfcyk(l —y)ds

1 w 1 m
— fo (sen t — sen’?) dt=m[—c0st — 31+ jsen Zt]o
4 -7

2(m — 2)

Por simetria, vemos que x = 0, portanto o centro de massa é

4 —a
0, —— ) = (0,0,38
(05675 ) =00
(Veja a Figura 6.) [ |

Duas outras integrais de linha sdo obtidas trocando-se As; por Ax; = x; — x;-; ou
Ay; = y; — yi-1 na Defini¢do 2. Elas sdo chamadas, respectivamente, integrais de linha de
faolongo de C com relacio axe y:

5] J £y dx = tim 3. a7, 57) A

5] J, 7y dy = im 3 7757 Ay

Quando queremos distinguir a integral de linha original J‘c f(x,y) ds das Equagdes 5 e 6, esta
¢ chamada de integral de linha com relacdo ao comprimento do arco.
As férmulas seguintes dizem que as integrais de linha com relacdo a x e y podem ser cal-

culadas escrevendo-se tudo em termos de . x = x(), y = y@), dx = x'(t) dt,
dy = y'(¢t) dt.
b !
[_reeyyae = [ f(x, y0) ¥ 0) ar

[y dy = {7 10, y0) y ) e
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Frequentemente acontece de as integrais de linha com relagdo a x e y ocorrerem em con-
junto. Quando isso acontece, € costume abreviar escrevendo

L P(x,y) dx + L Q(x,y)dy = jc P(x,y) dx + Q(x,y) dy

Quando estamos nos preparando para resolver uma integral de linha, as vezes o mais difi-
cil € pensar na representa¢do paramétrica da curva cuja descricdo geométrica foi dada. Em
especial, frequentemente precisamos parametrizar um segmento de reta e, portanto, € util
lembrar que a representacio vetorial do segmento de reta que inicia em ry e termina em r; €
dada por

r() =(1 —Hro+tr 0sr=<1

(Veja a Equacdo 12.5.4.)

[EEENEN Calcule [ y*dx + x dy, onde (a) C = C) € o segmento de reta de (—5, —3) a (0,

2)e (b) C = C,é o arco da pardbolax = 4 — y*de (=5, —3) a (0, 2). (Veja a Figura 7.) (0,2)

SOLUCAO c/ \C\

(a) A representacdo parametrizada para o segmento de reta é 0 / >
x=5t—-5 y=5t—3 0sr=<1| x=4-y2

(Utilize a Equagdo 8 comry = (—5, —3)er; = (0, 2).) Assim, dx = 5dt,dy = 5dte aFor-  (=5.73)

mula 7 fornecem

1 FIGURA 7
fc v dx + xdy = L (5t — 325 dr) + (5t — 5)(5 di)

=5 jo' (25> — 25¢ + 4) dr

250 252 ‘ 5
=5 =L - var| = -2

(b) Como a pardbola ¢ dada em funcdo de y, usamos y como pardmetro e escrevemos C,
como

x=4—y y=y —3=sy=<?2

Entdo dx = —2y dy e, pela Férmula 7, temos
2
[Lyax+xay = |7 y(=25)dy + (4~ y))dy
= f: (=2y" =y + 4)dy

[ oy ]2 5
=|-—=—-"—+4y =40z [ |
2 3 4
Observe que as respostas para os itens (a) e (b) do Exemplo 4 sdo diferentes, apesar de as
duas curvas terem as mesmas extremidades. Assim, em geral, o valor de uma integral de
linha depende ndo apenas das extremidades da curva, mas também da trajetéria. (Mas veja a
Secdo 16.3 para as condi¢gdes em que a integral € independente do caminho.)
Observe também que as respostas do Exemplo 4 dependem da orientac¢do ou sentido em
que a curva € percorrida. Se —C representa o segmento de reta que vai de (0, 2) a (=5, —3),
vocé pode verificar, usando a parametrizacao

x = —5t y=2-—5t O0sr=1
e 2 -3
qu LCIY dx + xdy =3

Em geral, dada a parametrizacdo x = x(f), y = y(f), a < t < b, esta determina-se uma
orientacdo da curva C, com a orientac@o positiva correspondendo aos valores crescentes do
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a b
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A
FIGURA 8

FIGURA 9

parametro ¢ (veja a Figura 8, onde o ponto inicial A corresponde ao valor do parametro a e o
ponto terminal B corresponde a t = b).

Se —C denota a curva constituida pelos mesmos pontos que C, mas com orientacio con-
traria (do ponto inicial B para o ponto terminal A na Figura 8), entdo temos

[ feeyyar=—[ foeyac [ _feydy=—[ fxdy

Mas, se integrarmos em rela¢do ao comprimento de arco, o valor da integral de linha ndo se
altera ao revertermos a orientacao da curva:

LC fx,y)ds = fC f(x,y) ds

Isso ocorre porque A s; € sempre positivo, enquanto Ax; e Ay; mudam de sinal quando inver-
temos a orientacao de C.

N Integrais de Linha no Espaco

Suponhamos agora que C seja uma curva espacial suave dada pelas equagdes paramétricas
x = x(1) y =y z=2z(0) asts<b

ou por uma equacao vetorial r(f) = x(f) i + y(¢) j + z(®) k. Se f € uma fungio de trés varia-
veis que € continua em alguma regido contendo C, entdo definimos a integral de linha de f
ao longo de C (com relagido ao comprimento de arco) de modo semelhante ao feito nas cur-
vas planas:

Lf(x, y,z)ds = lim 2, f(x¥, y¥, zF) As;
N =]

Calculamos essa integral utilizando uma férmula anédloga a Equacio 3:

3 s = (e[S + (L) + (£) a

Observe que as integrais das Equagdes 3 e 9 podem ser escritas de modo mais compacto pela
notagdo vetorial

b
RO
Para o caso especial em que f (x, y, z) = 1, temos
f ds = fb |r'(r)|dr =L
C a

onde L € o comprimento da curva C (veja a Sec¢do 13.3.3).
Também podemos definir integrais de linha ao longo de C em relagdo a x, y e z. Por
exemplo,

[ Gy 2 dz = tim 3 p(x, i, ) Az
=% =]

= [* £, Y0, 2(0) 20

Portanto, como para as integrais de linha no plano, podemos calcular integrais da forma

L P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x, y, z) dz

escrevendo tudo (x, y, z, dx, dy, dz) em termos do parametro ¢.

[EETENE Calcule J‘c y sen z ds, onde C € a hélice circular dada pelas equagdes x = cos ¢,
y=sent,z=10=<1t=<2m. (VejaaFigura9.)

SOLUCAO A Férmula 9 nos dé

o dx \? dy \? dz \?
f ysenzds = fz (senf)sen t )+ (2 (&) @
c 0 dt dt dt




= fzw sen’ty/sen?t + cos?t + 1dt = \/fjozﬂ (1 — cos 21) dt

0

=g[t—;sen2t]zﬁ=\/zrr _—

[EEENA Caleule [.ydx + zdy + xdz, onde C consiste no segmento de reta C; de
(2,0,0) a (3, 4,5), seguido pelo segmento de reta vertical C,> de (3, 4, 5) a (3, 4, 0).

SOLUCAO A curva C é mostrada na Figura 10. Usando a Equacio 8, escrevemos C; como
r() = (1 —1{2,0,0) + §3,4,5) = (2 + ,4t, 50
ou, na forma paramétrica, como
x=2+t y =4t z=>5t 0=sr=<1
Logo,
Llydx +zdy + xdz = fol (@) dr + (504 dr + (2 + 15 dr

1
[2
= fol (10 + 29¢) dt = 10t + 29 ?] =245

0

Da mesma maneira, pode-se escrever C, na forma
r() =1 —nH3,4,5) +13,4,00=(3,4,5 — 51)
ou
x=3 y=4 z=5->5t 0=sr=<1
Entdo dx = 0 = dy, logo

L ydx + zdy + xdz = jO‘ 3(=5)dt = —15
Somando os valores das integrais, obtemos
fcydx+zdy+xdz=24,5—15=9,5 -

I Integrais de Linha de Campos Vetoriais

Lembre-se, da Secéo 6.4, no Volume I, de que o trabalho feito por uma forca variavel f (x) que
move uma particula de a até b ao longo do eixo x é dado por W = J: f(x) dx. Depois, na Se¢io
12.3, vimos que o trabalho feito por uma forca constante F para mover um objeto de um ponto
P para outro ponto Q do espaco € W = F - D, onde D = PQ € o vetor deslocamento.

Suponha agora que F = Pi + Q j + R k seja um campo de forca continuo em R3, tal
como o campo gravitacional do Exemplo 4 da Secdo 16.1 ou o campo de forga elétrica do
Exemplo 5 da Se¢do 16.1 (um campo de forca em R? pode ser visto como um caso especial
onde R = 0 e Pe Q dependem s6 de x e y). Queremos calcular o trabalho exercido por essa
for¢a ao mover uma particula ao longo de uma curva suave C.

Dividimos C em subarcos P;—1P; com comprimentos A s; através da divisdo de intervalos
de pardmetros [a, b] em subintervalos de igual largura. (Veja a Figura 1 para o caso bidi-
mensional, ou a Figura 11, para o caso tridimensional.) Escolha um ponto P (x#, y¥, z) no
i-ésimo subarco correspondente ao valor do pardmetro #*. Se As; € pequeno, 0 movimento
da particula de P, para P; na curva ocorre aproximadamente na direcdo de T(#*), vetor tan-
gente unitario a Pi*. Entdo, o trabalho feito pela forca F para mover a particula de P;—, para
P; € aproximadamente

F(xF, y¥, ziF) - [Asi T ()] = [F(xF, v, zF) - T(5)] As;

e o trabalho total executado para mover a particula ao longo de C € aproximadamente

1] 2 [F(xF, i, 2F) - T(xf, yF, 2] As;
i=1
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FIGURA 10
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FIGURA 11
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AFigura 12 mostra o campo de forga e a
curva do Exemplo 7. O trabalho realizado é
negativo porque o campo impede 0
movimento ao longo da curva.

FIGURA 12

A Figura 13 mostra a ctbica retorcida (no
Exemplo 8 e alguns vetores tipicos
atuando sobre trés pontos em (.

N~ N\
1,5
z 1
0,5
0
0
1 L
y 25 1
X
FIGURA 13

onde T(x, y, z) € o vetor tangente unitdrio no ponto (x, y, z) em C. Intuitivamente, vemos que
estas aproximagdes devem se tornar melhor quando n torna-se maior. Portanto, definimos o
trabalho W feito por um campo de for¢a F como o limite da soma de Riemann dada por
, ou seja,

@ W=LF(x,y,z)-T(x,y,z)ds=LF-Tds

A Equacdo 12 nos diz que o trabalho é a integral com relacdo ao comprimento do arco da
componente tangencial da forca.

Se a curva C € dada pela equacdo vetorial r(r) = x() i + y(®) j + z(®) k, entdo
T(@) = r' (/I r' (9], e, pela Equagdo 9, podemos reescrever a Equagéo 12 como

b r'(f) , b ,
W= | R0 ()| dr = [ Fe(0) - )
Essa ultima integral € frequentemente abreviada como ch F - dr e ocorre também em outras
dreas da fisica. Portanto, definimos a integral de linha de qualquer campo vetorial continuo
como a seguir:

@ Definicdo Seja F um campo vetorial continuo definido sobre uma curva suave C
dada pela funcéo vetorial r(¢), a < ¢ < b. Entdo, a integral de linha de F ao longo de
Ccé

LF - dr = LbF(r(t)) cr(f) dt = LF - T ds

Ao utilizar a Defini¢do 13, tenha em mente que F(r(f)) € apenas uma abreviacdo de F(x(7),
(), z(1)), entdo podemos avaliar F(r(f)) simplesmente colocando x = x(f), y = y(f) e z = z(f) na
expressdo para F(x, y, z). Observe também que podemos formalmente escrever que dr = r'(¢) dt.

[E@INFA Determine o trabalho feito pelo campo de forca F(x, y) = x%i — xy j ao se mover
uma particula ao longo de um quarto de circulo r(f) = cos ri +sentj,0<t<7.
SOLUCAD Uma vez que x = cos t e y = sen ¢, temos
F(r(r)) = cos’ti — costsentj
e r'(t)y= —senti+ costj

Portanto, o trabalho realizado é

LF i f”/zF(r(t)) X di = f”“(—zcoszt sen 1) dt

0 0

3 /2 )
-5 cos’t __< .
3 3

0

OBSERVACAO Apesar de f Fedr= f < F - T ds e as integrais em relagdo ao comprimen-
to do arco ndo trocarem de sinal quando a orientag¢do do caminho for invertida, € verdade que

[ F-ar=—[F-ar
-C C
pois o vetor tangente da unidade T € substituido por sua negativa quando C € substituido por

—C.

EXEMPLO 8 @E1 @I j‘c F-dr,onde F(x,y,7) = xyi+ yzj + zx k e C € a cubica retorcida
dada por

SOLUCAD Temos
rf)=ti+7~j+~Frk
r'()=i+2tj+ 3Pk
Fr() =~i+rj+rk
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Logo, ﬁjF‘-dr== ﬁ:F(rUD - r(t) dr
1 S Y
=f(t3+5t6)dt=—+— == -
0 4 71, 28
Finalmente, observamos a relag¢@o entre as integrais de linha de campos vetoriais e as inte-
grais de linha de campos escalares. Suponha que o campo vetorial F em R? seja dado na
forma de componente, a equacdo F = Pi + Q j + R k. Usamos a Defini¢do 13 para calcu-
lar a sua integral de linha ao longo de C:
[ F-ar=["FG@) - v () ai
b
= ["Pi+ Qi+ RI) - (xO i+ YW+ 70K ar
b ! ! !
= [ [P0, y(0), z0) () + Q(x(0), ¥(0), 20)y' (D) + R(x(0), y(0), 20)) 2 ()] e
Mas essa tltima integral € exatamente a integral de linha de [10]. Portanto, temos
f F-drzj Pdx+ Qdy+Rdz ondeF=Pi +0j+Rk
C C
Por exemplo, a integral fc ydx + zdy + xdz do Exemplo 6 poderia ser expressa como
fc F - dr, onde
F(x,y,z) =yi+zj+xk
m Exercicios
1-16 Calcule a integral de linha, onde C € a curva dada. 13. [ xyeidy, Cix=t1 y=0£ z=¢£ 0<:<]I
1. vfcy‘%ds, Cx=¢ y=t 0=<r=<2 14. J‘Czdx-i-xdy-i-ydz, Cx=£ y=¢ z=£ 0 <1
2. J'C xyds, C:x=¢£ y=2 0=<r=<l1 15. [. 22dx+x*dy +y*dz,  C consiste nos segmentos de reta
. . de (1,0,0)a (4,1, 2).
3. [.xy*ds,  Céametade direita do circulo x> + y* = 16.
X ) ) 16. [ (y+2dx+ (x+2)dy, + (x+y)dz,  C consiste nos seg-
4. _|Cx sen y ds, C ¢ o segmento de reta que liga (0, 3) a (4, 6). mentos de reta de (0,0, 0) a (1,0, 1) e de (1,0, 1) a (0, 1, 2).
5. [ (*y' = Va)dy.Céoarcodacurva y = Vx de (1, 1)a(4,2). 17. Seja F o campo vetorial mostrado na figura.

6. ([.xe’ dx,Céoarcodacurvax = e'de(1,0)a (e, 1). . . )
le (1, OateD determine se fcl F - dr € positivo, negativo ou zero.

7. f.(x +2y)dx+ 2 dy, C consiste nos segmentos de reta (b) Se C; € o circulo de raio 3 e centro na origem percorrido no
de (0,0)a (2, 1) ede (2, 1) a (3, 0). sentido anti-hordrio, determine se |c, F - dr ¢ positivo, ne-
gativo ou zero.
8. fc Xy + y* dy, C consiste na metade superior da circunfe- y
réncia x> + y? = 4 de (2, 0) a (0, 2) e no segmento de reta de A o S N A W
0.2)a 3. el SR
. VA RNV VAN
9, chyzds, C:x=2sent, y=t, z=—2cost, O0st=m RS SN
10. _fc xyz* ds, C é o segmento de retade (—1, 5,0) a (1, 6, 4). T f % ! / ; b % ! 'L
: 3ol o O] f ipl gx
1. |, xe*ds, C ¢é o segmento de reta de (0, 0, 0) a (1, 2, 3). RA RN =t oy /
12. J'C(x2+y2+zz)ds, C:x=1t y=cos2t z=sen2t, AN Y R </
0<t<2m NANNS =l r Y
NN o Bte— o o 7 )/
E necessdrio usar uma calculadora gréfica ou computador E necessério usar um sistema de computaco algébrica

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

(a) Se C, € o segmento de reta vertical de (—3, —3) a (—3, 3),
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A figura mostra um campo vetorial F e duas curvas C; e C,.

As integrais de linha de F sobre C, e C, sdo positivas, negativas ou
nulas? Explique.

19-22 Calcule a integral de linha [.F - dr, onde C ¢ dada pela fun-
¢do vetorial r(r).

19.
20.

21.

22,

O0sr=1

F(x,y) = xyi + 3y*j, r@) = 11#i + £j,

F(x,y,2)=(x+yi+ @y —2j+ 2k,
r)=ri+rj+rk 0<r=<1
F(x,y,z) =senxi+cosyj+ xzk,
rt)=Fri—~j+tk, 0<r=<l1

F(x,y,z2) =xi+yj—xyk,
r(f) =costitsentj+tk, O0st=mw

23-26 Use uma calculadora ou um SCA para calcular a integral de
linha correta até a quarta casa decimal.

23.

24.

25.

26

fc F-dr,onde F(x,y) = xyi+senyjer() = e'i+ e"j,

str<?2

‘fc F-dr,onde F(x,y,z) =ysenzi+zsenxj+xsenyke
r(f) =costi+sentj+senStk,0<r<mw

Jo xsen(y + z) ds, onde C tem equagdes paramétricas x = 7,

y=0,z=t40<r<5

|C ze ™ ds, onde C tem equacOes paramétricas x = 1,y = t 2,
z=e ", 0=<r<1

27-28 Use um grafico do campo vetorial F e a curva C para dizer se
a integral de linha de F ao longo de C € positiva, negativa ou nula.
Em seguida, calcule a integral.

21.

28.

F(x,y) = (x —y)i+ xyj, Céoarcode circulo x*> + y* = 4 per-
corrido no sentido horério de (2, 0) a (0, —2)
X -
i
2y Vaity
Céapardbolay =1+ x>de (—1,2)a(l,?2)

F()C, y) = \/X 2 j’

29.

30.

(a) Calcule a integral de linha ch - dr, onde
F(x,y) = e 'i+ xyje Cédadoporr(t) = i+ £},
O0sr=<1.

(b) Iustre a parte (a) utilizando uma calculadora gréifica ou um
computador para desenhar C e os vetores do campo vetorial
correspondentes a ¢t = 0, 1/ ﬁ e 1 (como na Figura 13).

(a) Calcule a integral de linha J‘CF - dr, onde
F(x,y,z) =xi— zj + yke C ¢ dado por
r() =2ti+3tj—F~k, —1<tr<1.

(b) Ilustre a parte (a) utilizando um computador para desenhar C
e os vetores do campo vetorial correspondentes a
t=*le = % (como na Figura 13).

3.

32.

33.

34.

35.

36.

31

38.

39.

40.

a.

42.

Encontre o valor exato de fcx3yzz ds, onde C € a curva com equa-
¢Oes paramétricas x = e 'cos4t,y = e 'sendt,z =e',
O0sr=2m

(a) Determine o trabalho realizado pelo campo de forga
F(x, y) = x*i + xy j sobre uma particula que d4 uma volta no
circulo x2 + y* = 4 orientada no sentido anti-hordrio.

(b) Utilize um sistema de computagao algébrica para desenhar o
campo de forca e o circulo na mesma tela. Use essa figura
para explicar sua resposta para a parte (a).

Um arame fino € entortado no formato da semicircunferéncia
x2+ y*= 4, x = 0. Se a densidade linear for uma constante k, de-
termine a massa e o centro de massa do arame.

Um arame fino tem a forma da parte que estd no primeiro qua-
drante da circunferéncia com centro na origem e raio a. Se a fun-
¢do densidade for p(x, y) = kxy, encontre a massa e o centro de
massa do arame.

(a) Escreva férmulas semelhantes a Equacéo 4 para o centro de
massa (X, ¥, z) de um arame fino com forma da curva espa-
cial C se o fio tem funcdo densidade p(x, y, z).

(b) Determine o centro de massa de um arame com formato da
hélicex = 2sent,y = 2cost,z = 3t,0 <t < 27, se aden-
sidade for uma constante k.

Determine a massa e o centro de massa de um arame com for-
mato da hélicex =¢,y =cost,z =sent,0 <= 2, se aden-
sidade em qualquer ponto for igual ao quadrado da sua distincia
do ponto a origem.

Se um arame com densidade linear p(x, y) estd sobre uma curva
plana C, seus momentos de inércia em relagdo aos eixos x e y
sdo definidos por

I, = J‘Cyzp(x, y) ds I, = fc x’p(x,y) ds
Determine os momentos de inércia do arame do Exemplo 3.

Se um arame com densidade linear p(x, y, z) estd sobre uma
curva espacial C, seus momentos de inércia em relagio aos
eixos x, y e z sdo definidos por

I = jC (y* + 2)p(x, y, 2) ds

_ 2 2
1= (2 + P)p(xy,2) ds

L= &+ y)p(x. v, 2) ds
Determine os momentos de inércia do arame do Exercicio 35.

Determine o trabalho realizado pelo campo de forca
F(x,y) = xi+ (y + 2) j sobre um objeto que se move sobre um
arco da cicloide r(f) = (t —sen )i + (1 —cos ) j,0 <t <2m.

Determine o trabalho realizado pelo campo de forca
F(x,y) = 21 + ye* j em uma particula que se move sobre a pa-
rdabolax = y>+ 1 de (1,0)a (2, 1).

Determine o trabalho realizado pelo campo de forga
F(x,y,z) = (x — y%, y — 2% z — x* sobre uma particula que se
move ao longo do segmento de reta de (0, 0, 1) a (2, 1, 0).

A forca exercida pela carga elétrica colocada na origem sobre
uma particula carregada em um ponto (x, y, z) com vetor posi-
¢dor = (x,y, z) € F(r) = Kr/|r|? onde K é uma constante. (Veja
o Exemplo 5 da Segdo 16.1.) Encontre o trabalho feito quando
a particula se move ao longo de uma linha reta de (2, 0, 0) a
2,1,5).



44,

45,

46.

47.

48.

49.

50.

51.

A posicdo de um objeto com massa m no instante ¢ €

r) =arfi+brj0<t<1.

(a) Qual € a forga que age sobre o objeto no instante 7?

(b) Qual € o trabalho realizado pela forga durante o intervalo de
tempo 0 <r=<1?

Um objeto com massa m se move com fungdo posicdo
r(f) =asenti+ bcostj,ctk,0=<rt= 27w Encontre o traba-
lho realizado sobre o objeto durante este periodo de tempo.

Um homem de 160 libras carrega uma lata de 25 libras de tinta
subindo uma escada helicoidal que circunda um silo com um
raio de 20 pés. Se o silo € de 90 pés de altura e 0 homem faz
exatamente trés rotacdes completas para subir ao topo, de quanto
é o esforgo feito pelo homem contra a gravidade?

Suponha que exista um furo na lata de tinta do Exercicio 45 e 9
Ib de tinta vazam da lata de modo continuo e uniforme durante
a subida do homem. Quanto trabalho é realizado?

(a) Mostre que um campo de forca constante realiza trabalho
nulo sobre uma particula que d4 uma unica volta completa
uniformemente na circunferéncia x2 + y*= 1.

(b) Isso também € verdadeiro para um campo de forca F(x) = kx,
onde k é uma constante e x = (x, y)?

A base de uma cerca circular com raio de 10 m € dada por
x=10cos t,y = 10 sen t. A altura da cerca na posigdo (x, y) €
dada pela fungdo A(x, y) = 4 + 0,01(x> — y?), de modo a altura
varia de 3 m a 5 m. Suponha-se que 1 L de tinta cubra 100 m2.
Faca um esbogo da cerca e determine de quanta tinta vocé pre-
cisard para pintar os dois lados da cerca.

Se C € uma curva suave dada por uma fungdo vetorial r(z),
a <t < b, e véum vetor constante, mostre que

v dr=v-[rb) —r(a)]

Je
Se C € uma curva suave dada por uma fungdo vetorial r(z),
a <t < b, mostre que
Jo r-de =3 [Ird)” = Ir(@))?]
Um objeto se move sobre a curva C, mostrada na figura, de
(1,2) a (9, 8). Os comprimentos dos vetores do campo de forga

52.
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F sdo medidos em newtons pela escala nos eixos. Estime o tra-
balho realizado por F sobre o objeto.

y
(metros)
C
/ L7
A
pd
L7 7
1 C
0 1 X
(metros)

Experiéncias mostram que uma corrente continua / em um fio
comprido produz um campo magnético B que € tangente a qual-
quer circulo em um plano perpendicular ao fio cujo centro seja
o eixo do fio (como na figura). A Lei de Ampére relaciona a cor-
rente elétrica ao campo magnético criado e afirma que

LB-dr:MOI

onde / € a corrente total que passa por qualquer superficie limi-
tada por uma curva fechada C, e o € uma constante chamada
permeabilidade no vacuo. Tomando C como um circulo de raio
r, mostre que o médulo B = |B| do campo magnético a uma dis-
tancia r do centro do fio € dado por

Mol
27r

B =

m 0 Teorema Fundamental das Integrais de Linha

Lembre-se, da Se¢do 5.3, no Volume I, que a Parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo
pode ser escrita como

] j " F'(x) dx = F(b) — F(a)

onde F’ é continua em [a, b]. A Equacdo 1 é também chamada Teorema da Variago Total:
a integral de uma taxa de variacdo € a variacdo total.
Se consideramos o vetor gradiente Vf de uma fungdo f de duas ou trés varidveis como
uma espécie de derivada de f, entdo o teorema seguinte pode ser visto como uma versdao do
Teorema Fundamental do Calculo para as integrais de linha.

@ Teorema Seja C uma curva suave dada pela funcédo vetorial r(¢), a < t < b. Seja f
uma fungio diferencidvel de duas ou trés varidveis cujo vetor gradiente Vfé continuo

em C. Entao

fc Vf+dr = f(x(b) — f(x(a))
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FIGURA 1

(b)

OBSERVACAO O Teorema 2 diz que podemos avaliar a integral de linha de um campo veto-
rial conservativo (o campo vetorial gradiente da funcio potencial f) simplesmente sabendo o
valor de f nos pontos finais de C. De fato, o Teorema 2 diz que a integral de linha de Vf ¢ a
variagdo total em f. Se f € uma funcdo de duas varidveis e C € uma curva plana com o ponto
inicial A(xi, yi) e ponto terminal B(x, y,), como na Figura 1, entdo o Teorema 2 torna-se

L Vfedr = f(x2,y2) = flxi, y1)

Se f' ¢ uma fungdo de trés varidveis e C, uma curva espacial ligando o ponto A(xi, yi, z1) a0
ponto B(xz, y2, z2), entdo temos

L Vf-dr = f(x2, y2,22) — f(x1, y1, 21)

Vejamos agora a demonstragdo do Teorema 2 para este caso.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2 Usando a Definigdo 16.2.13, temos

L Vf-dr = f "V () - r'() de

9, 0,
p(re,vd v,
a \ dx dt dy dt dz dt

b d
= f f(l'(l‘)) dt (pela Regra de Cadeia)
a dt

= f(x(b)) — f(r(a))

O ultimo passo segue do Teorema Fundamental do Célculo (Equagao 1). [

Apesar de termos demonstrado o Teorema 2 para curvas suaves, ele também vale
para curvas suaves por partes. Isso pode ser confirmado subdividindo C em um nimero
finito de curvas suaves e somando as integrais resultantes.

[E@I0EN Determine o trabalho realizado pelo campo gravitacional
mMG

TP

X

ao mover uma particula de massa m do ponto (3, 4, 12) para o ponto (2, 2, 0) ao longo da
curva suave por partes C. (Veja o Exemplo 4 da Se¢édo 16.1.)

SOLUCAD Da Secdo 16.1, sabemos que F € um campo vetorial conservador e, de fato,
F = Vf, onde
mMG

f(x,y,2)=ﬁ

Portanto, pelo Teorema 2, o trabalho realizado €
W= LF - dr = fCVf- dr

=f(2,2,0) — f(3,4, 12)

_ mMG _ mMG — MG 1 _L
V22 +22 SBrrarizz P\ 22 13 -

I Independéncia do Caminho

Suponha que C; e C, sejam curvas suaves por partes (denominadas caminhos) que t€ém o
mesmo ponto inicial A e o mesmo ponto final B. Sabemos do Exemplo 4 da Se¢do 16.2 que,
em geral, ‘fcl F - dr # fc; F - dr. Mas uma decorréncia do Teorema 2 € que

L Vi dr = fCZVf- dr



sempre que Vf for continua. Em outras palavras, a integral de linha de um campo vetorial
conservativo depende somente das extremidades da curva.

Em geral, se F for um campo vetorial continuo com dominio D, dizemos que a integral
de linha f F - dr ¢ independente do caminho se | F-dr= JC F - dr para quaisquer
dois caminhos C, e C; em D que tenham os mesmos pontos iniciais e finais. Com essa ter-
minologia, podemos dizer que as integrais de linha de campos vetoriais conservativos sdo
independentes do caminho.

Uma curva € denominada fechada se seu ponto final coincide com seu ponto inicial, ou
seja, r(b) = r(a) (veja a Figura 2). Se fc F - dr € independente do caminho em D e C é uma
curva fechada em D, podemos escolher quaisquer dois pontos A e B sobre C e olhar C como
composta por um caminho C; de A a B seguido de um caminho C, de B a A. (Veja a Figura
3.) Entédo

[[Frdr=| Fedr+| Frdr=| Fedar—| F-dar=0

ja que C; e —C, tém 0s mesmos pontos inicial e final.

Por outro lado, se € verdade que Lfc F - dr = 0 sempre que C for um caminho fechado em
D, podemos demonstrar a independéncia do caminho da seguinte forma. Tome quaisquer
dois caminhos C; e C> de A a B em D e defina C como a curva constituida por C; seguida
por —C,. Entdo

O=LF-dr=fClF-dr+f_CZF-dr=J.CIF-dr—LZF-dr

€ assim J‘C‘ F-.dr= J‘Cz F - dr. Assim, demonstramos o seguinte teorema:

@ Teorema fc F - dr ¢ independente do caminho em D se e somente se fc F:-dr=0
para todo caminho fechado C em D.

Como sabemos que a integral de linha de qualquer campo vetorial conservativo F € inde-
pendente do caminho, segue que j‘c F - dr = 0 = 0 para qualquer caminho fechado. A inter-
pretacdo fisica € que o trabalho realizado por qualquer campo de forga conservativo (tal
como o campo gravitacional ou o campo elétrico da Secdo 16.1) para mover um objeto ao
redor de um caminho fechado € 0.

O teorema a seguir diz que fodos os campos vetoriais independentes do caminho sdo con-
servativos. Ele foi enunciado e demonstrado para curvas planas, mas existe uma versio espa-
cial desse teorema. Admita que D seja aberto, o que significa que para todo ponto P em D
existira uma bola aberta com centro em P inteiramente contida em D. (Portanto, D nédo tem
nenhum ponto de sua fronteira.) Além disso, vamos supor que D seja conexo por caminhos:
isso significa que quaisquer dois pontos em D podem ser ligados por um caminho que se
encontra em D.

@ Teorema Suponha que F seja um campo vetorial continuo em uma regido aberta
conexa por caminhos D. Se f - F « dr for independente do caminho em D, entéo F €
um campo vetorial conservativo em D, ou seja, existe uma fungdo f tal que Vf = F.

DEMONSTRACAQ Seja A(a, b) um ponto fixo em D. Vamos construir a fun¢do potencial f
desejada definindo

flxy) = f(” - dr

para qualquer ponto (x, y) em D. Como fc F - dr ¢ independente do caminho, ndo interessa
qual o caminho C de integragdo utilizado de (a, b) a (x, y) para calcular f (x, y). Como D ¢é
aberto, existe uma bola aberta contida em D com centro em (x, y). Escolha qualquer ponto
(x1, y) no disco com x; < x e considere C como qualquer caminho C; de (a, b) a (x, y), segui-
do pelo segmento de reta horizontal C, de (xi, ¥) a (x, y). (Veja a Figura 4.) Entdo

f(x.y) =J'CIF-dr + jClF-dr=f:;)y)F-dr + fCZF-dr

Observe que a primeira dessas integrais nao depende de x, e assim

CALCULO VETORIAL 965
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Uma curva fechada
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G
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FIGURA 4
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0 X
FIGURA 5
simples, nao simples,
nao fechada ndo fechada
simples, ndo simples,
fechada fechada
FIGURA 6

Tipos de curva

regido simplesmente conexa

regides que ndo sao simplesmente conexas

FIGURA 7

9 9 ¢
-af@ﬁ—0+5;LF-ﬁ

Se escrevemos F = Pi + Q j, entdo
LFwﬁzLPw+Q@

Em C,, y € constante, portanto dy = 0. Usando # como pardmetro, onde x; < ¢t < x, temos
d d d [x
——f(y) === Pdx+ Qdy=——["Pty) di = P(x,)
ox ox JC, 0X Jx

pela Parte 1 do Teorema Fundamental do Célculo (veja a Se¢@o 5.3, no Volume I). Uma argu-
mentacdo semelhante, usando um segmento de reta vertical (veja a Figura 5), mostra que

9 d ¢ d _
oy /0 = | Pdvt 0dy =25 [ 06 0 di = 0 )

. L_of . 9f.
Logo, F=Pi+Q0j=—i+—j=Vf
0x dy
o que mostra que F é conservativo. [

A questdo permanece: como € possivel saber se um campo vetorial F € conservativo ou
ndo? Suponha que saibamos que F = P i + Q j € conservativo, onde P e Q t€m derivadas
parciais de primeira ordem continuas. Entdo existe uma fungdo f tal que F = Vf, ou seja,

af af

P=— e =—
ox 0 dy

Portanto, pelo Teorema de Clairaut,
w_ o _ ¥ _ 90
Jdy Jdy 0x dx dy 0x

[5] Teorema Se F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x, y) j ¢ um campo vetorial conservativo, onde
P e Q t&m derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio D, entdo em
todos os pontos de D temos

9P _ 90

ay ox

A reciproca do Teorema 5 s6 € verdadeira para um tipo especial de regifdo. Para expli-
carmos isso, precisamos do conceito de curva simples, que € uma curva que ndo se autoin-
tercepta em nenhum ponto entre as extremidades. [Veja a Figura 6; r(a) = r(b) para uma
curva fechada simples, mas r(#) # r(f;) quando a < t, <, < b.]

No Teorema 4 precisamos de regido conexa por caminhos. Para o préximo teorema, preci-
saremos de uma condi¢ao mais forte. Uma regido simplesmente conexa no plano € uma regiao
conexa por caminhos D tal que toda curva fechada simples em D inclui apenas os pontos que
estdo em D. Observe a partir da Figura 7 que, intuitivamente falando, uma regifio simplesmen-
te conexa ndo contém nenhum buraco e ndo podem consistir em duas regides separadas.

Para regides simplesmente conexas podemos agora enunciar a reciproca do Teorema 5, que
fornece um processo conveniente para verificar se um campo vetorial em R? € conservativo. A
demonstragdo serd esbogada na préxima se¢éo, como consequéncia do Teorema de Green.

@ Teorema Seja F = P i + Q j um campo vetorial em uma regido aberta simples-
mente conexa D. Suponha que P e Q tenham derivadas continuas de primeira ordem e
que

oP d
— = —Q em todo o D
ay ox

Entao F € conservativo.




@[T Determine se o campo vetorial
F,y)=(x—yi+tx—-2)j

€ ou ndo conservativo.

SOLUCAD Sejam P(x,y) = x — y e Q(x, y) = x — 2. Entlio
oP 0
L 90 _
ay 0x

Como dP/dy # dQ/dx, pelo Teorema 5, F ndo € conservativo.

[EEIGE] Determine se o campo vetorial
FOx,y) =3+ 2xy)i+ (x2—3y?) j
€ ou ndo conservativo.
SOLUCAOD Seja P(x,y) = 3 + 2xy e Q(x, y) = x> — 3y% Entdo
JP J
o _, 99
Jdy ox

Além disso, o dominio de F € o plano inteiro (D = R?), que € aberto e simplesmente cone-
x0. Portanto, podemos aplicar o Teorema 6 e concluir que F € conservativo. [

No Exemplo 3, o Teorema 6 diz que F € conservativo, mas ndo mostra como encontrar a
fungdo (potencial) f tal que F = Vf. A demonstragdo do Teorema 4 nos d4 uma pista de como
encontrar f. Usamos "integrac@o parcial”, como no exemplo a seguir.

| EXEMPLO 4
(a) Se F(x, y) = (3 + 2xy) i + (x* — 3)?) j, encontre uma funcéo de ftal que F = V¥.

(b) Calcule a integral de linha ‘fc F - dr, onde C € a curva dada por
r(t) = e'senti + e'costj, o<r<.

SOLUCAO
(a) Do Exemplo 3 sabemos que F € conservativo e, assim, existe uma fungo fcom Vf = F,
ou seja,

fie,y) =3 + 2xy
8] Silx,y) = x2 = 3y’

Integrando | 7 | com relagfo a x, obtemos

(9] fxy) =3x+ 2y + g0)

Observe que a constante de integragdo € uma constante em relagdo a x, ou seja, uma fungao
de y, que chamamos g(y). Em seguida, derivamos ambos os lados de [9] em relacdo a y:

Sy =x+4'0)
Comparando [8] e [10], vemos que
g'(y) = =3y
Integrando com relagdo a y, obtemos
gy =—y +K
onde K € uma constante. Substituindo em @, temos
fx,y)=3x+x>y —y+K
como a funcdo potencial desejada.

(b) Para aplicarmos o Teorema 2, devemos conhecer os pontos inicial e final de C, isto €, r(0)
= (0, 1) e r(m) = (0, —e™). Na expressdo para f (x, y) da parte (a), qualquer valor da cons-
tante K serve. Entdo tomemos K = 0. Assim, temos
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As Figuras 8 e 9 mostram os campos vetoriais dos
Exemplos 2 e 3, respectivamente. Os vetores da
Figura 8 que comegam na curva fechada C
parecem apontar aproximadamente para a mesma
direcdo que C. Assim, parece que J‘C F-dr>0
e portanto F nao seria conservativo. Os calculos
no Exemplo 2 confirmam essa impressdo. Alguns
dos vetores perto das curvas C; e C, na Figura 9
apontam aproximadamente para a mesma diregao
que as curvas, enquanto outros apontam para a
direcdo oposta. Portanto, parece razoével que as
integrais de linha sobre toda curva fechada sejam
0. 0 Exemplo 3 mostra que, de fato, F é
conservativo.
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FIGURA 9
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LF < dr = fCVf- dr = £(0, —e™) — £(0,1) = ™ — (=1) = &’ + 1
Esse método € mais curto que o método direto de cdlculo para as integrais de linha que apren-
demos na Seg¢do 16.2. [

Um critério para determinar se um campo vetorial F em R?* € conservativo é dado na
Secdo 16.5. Entretanto, o exemplo seguinte demonstra que a técnica para encontrar a fungéo
potencial é da mesma forma que nos campos vetoriais em R2

EEEOHE Se F(x, v, 2) = y2i + 2xy + %) j + 3ye*Kk, encontre uma fungio f tal que Vf

=F.
SOLUCAO Se existe tal fungdo f, entdo
[11] [y, 2) =y
[12] filx, y,2) = 2xy + €%
[13] fix, . 2) = Bye*
Integrando |11 em relacdo a x, obtemos
f(xy,2) = x*+ 9, 2)

onde ¢g(y, z) € uma constante em relacio a x. Em seguida, derivando [14] em relagdo a y, temos
Fix, y,2) = 2xy + g(v, 2)
e, comparando com [12] vem
gy, 2) = €*
Entdo g(y, z) = ye* + h(z) e reescrevemos [14] como
JF(xy,2) = xy* + ye¥ + h(2)

Finalmente, derivando em relagdo a z e comparando com [13], obtemos 4’(z) = 0 e, portanto,
h(z) = K, uma constante. A fun¢do desejada é

fO,y,2) =xy*+ ye¥ + K
E facil verificar que Vf = F. [

BN Conservacio de Energia

Vamos aplicar as ideias deste capitulo a um campo de for¢a continuo F que move um obje-
to ao longo de um caminho C dado por r(¢), a < t < b, onde r(a) = A € o ponto inicial e
r(b) = B € o ponto terminal de C. De acordo com a Segunda Lei do Movimento de Newton
(ver Secdo 13.4), a for¢a F(r(f)) a um ponto em C estd relacionada com a aceleragio
a(r) = r'(¢) pela a equagio

F(r(t)) = mr'(f)

Assim, o trabalho realizado pela forca sobre o objeto €
W= j F-dr= fb F(r(s) - x'(1) dt = fb mr”(t) - ¥'(t) dt
C a a

m b d
= — —I[r'(y) - ()] dt (Teorema 13.2.3, Férmula 4)
2 dt
a

m (b d m
= ? L E ‘ r’(t) yzdt = ? [| r’(t) |2]Z (Teorema Fundamental do Calculo)

=2 (vl - Ir@l)
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Portanto,
[15] W = sm|v(b)|* — sm|v(a) |

onde v = r' € a velocidade.

A quantidade 3 m |v(#)|?, ou seja, a metade da massa multiplicada pelo quadrado da velo-
cidade escalar, € chamada energia cinética do objeto. Portanto, podemos reescrever a Equa-
¢30 15 como

W = K(B) — K(A)
que diz que o trabalho realizado pelo campo de forgas ao longo do caminho C € igual a varia-
¢do da energia cinética nas extremidades de C.

Agora vamos admitir que F seja um campo de forgas conservativo, ou seja, podemos
escrever F = Vf. Em fisica, a energia potencial de um objeto no ponto de (x, y, z) € defini-
da como P(x, y, z) = —f (x, y, z), portanto temos F = —VP. Entdo, pelo Teorema 2, temos

W= | F-dr=—| VP-dr=—~[Pt(®) ~ P((@)] = P(A) ~ P(B)
Comparando essa equacio com a Equacdo 16, vemos que
P(A) + K(A) = P(B) + K(B)

que diz que, se um objeto se move de um ponto A para outro B sob a influéncia de um campo
de forcas conservativo, entdo a soma de sua energia potencial e sua energia cinética perma-
nece constante. Essa € a chamada Lei da Conservacdo de Energia e € a razdo pela qual o
campo vetorial é denominado conservativo.

m Exercicios

969

A figura mostra uma curva C e um mapa de contorno de uma 4. F(x,y)=e"senyite'senyj
fungéo f cujo gradiente € continuo. Determine | o Vf-dr. 5. F(x,y) = e cosyi+ e senyj
Y 6. F(r,y)=G2—2)i+ @dxy+3)j
\EGQ 1. F(x,y) = (ye + sen y) i + (¢ + xcos y) j
c 40 8 Floy)=Q@uy+y)it @ —2p)jy<0
o \ 9. F(r.y) = (ny+ 209+ G+ xiy) j
10 10. F(x,y) = (xy coshxy + senh xy) i + (x? cosh xy) j
\\ \\ 11. A figura mostra o campo vetorial F(x, y) = (2xy, x?) e trés cur-
vas que comecam em ( 1, 2) e terminam em (3, 2).
0 X (a) Explique por que |.F - dr tem o mesmo valor para as trés

curvas.

) ) (b) Qual € esse valor comum?
2. E dadauma tabela de valores de uma funcao f com gradiente con-

tinuo. Determine .fc Vf - dr, onde C tem equacdes paramétricas y
x=7£+1, y=8£+1, o0str<1. ..
3 T -
N 0 1 2
X -
0 1 6 4 -
2 +
1 3 5 7 ‘
2 8 2 9
1 +
3-10 Determine se F € ou nio um campo vetorial conservador. Se
for, determine uma funcgéo f tal que F = Vf.
0 -
3. F(ry)=(2x—3y)i+ (-3x+4y—8)j !

E necessério usar um sistema de computaco algébrica 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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12-18 (a) Determine uma fungio f tal que F = Vfe (b) use a parte 2]. SeF(x,y) =senyi+ (1 + xcosy)j,use um grafico para con-

(a) para calcular | .F - dr sobre a curva C dada.

Je
12. F(x,y) = x*i +3y?j,

C é o arco da pardbolay = 2x* de (—1,2) a (2, 8)
13. F(x,y) = xy%i + x%j,

C:r() = (t + sen %m, t + cos %m), 0<sr<1

14. F(x,y) = (1 + xy)eVi + x2%Vj,
C:ir()=costi+2sentj0<t<m/2

15. F(x,y,z) =yzi+xzj+ (xy + 22Kk,
C é o segmento de retade (1,0, —2) a (4, 6, 3)

16. F(x,y,2) = 0%z +2xD) i+ 2xyzj + (0 + 2x%2) K,
C:x=\ﬁ,y=t+1,z=t2,0$zgl

17. F(x,y,z7) = yze®i + e j + xye<Kk,
Cr=CF+Di+EFE-Dj+ -2k, 0<tr<2

18. F(x,y,z) =senyi+ (xcosy + cosz)j — ysenzk,
Cr=senti+tj+2k 0<r<q/2

19-20 Mostre que a integral de linha € independente do caminho e
calcule a integral.
19. fctgydx + xsec ydy,

C é qualquer caminho de (1, 0) a (2, 7/4)

20. fc(l —ye ) dx + e *dy,
C ¢é qualquer caminho de (0, 1) a (1, 2)

21. Suponha que vocé seja solicitado a determinar a curva que exige
o minimo de trabalho para um campo de for¢a F para mover uma
particula de um ponto a outro ponto. Vocé decide verificar pri-
meiro se F € conservativo, e de fato verifica-se que ela é. Como
vocé responde a solicitagdo?

22. Suponhamos que uma experiéncia determine que a quantidade
de trabalho necessdria para um campo de forca F para mover
uma particula do ponto (1, 2) para o ponto de (5, —3) ao longo
de uma curva C, € de 1,2 J e do trabalho realizado por F em
mover a particula ao longo de outra curva C; entre 0s mesmos
dois pontos € de 1,4 J. O que vocé pode dizer sobre F? Por qué?

23-24 Determine o trabalho realizado pelo campo de for¢a F ao
mover um objeto de P para Q.

23. F(r,y) = 2y”i+3x/yji  P(1,1),002,4)

P, 1), 0(2,0)

25-26 A partir do grafico de F vocé diria que o campo € conserva-
tivo? Explique.

24 F(x,y)=ei—xej;

25. 26.
y y
\‘\ [V DI AN ~ > = |7 1 '\B\
A e TN ~ L S NN
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jecturar se F € conservativo. Entdo, determine se sua conjectura
estava correta.

28. SejaF = V£, onde f(x,y) = sen(x — 2y). Encontre curvas C, e
C> que ndo sejam fechadas e satisfacam a equagao.

(a)JC‘F-erO (b)LzF-drzl

29. Mostre que, se um campo vetorial F = Pi + O j + Rk € con-
servativo e P, Q, R tém derivadas parciais de primeira ordem
continuas, entdo

oP 90 P 4R 90 IR

dy ox 9z ox 0z dy

30. Use o Exercicio 29 para mostrar que a integral de linha
‘fc ydx + xdy + xyz dz ndo € independente do caminho.

31-34 Determine se o conjunto dado € ou ndo: (a) aberto, (b)
conexo por caminhos e (c) simplesmente conexo.

3. {(x,I0<y<3) 32 {(x, »IT <Ixl <2}
3B, (Y1 <=2+y'<4,y=0}

M (Ll y) #(2,3))

Tyitxj

35. jaF = .
Seja F(x,y) oty

(a) Mostre que dP/dy = dQ/dx.

(b) Mostre que fc F - dr ndo € independente do caminho. [Dica:
Calcule [ F - dre [ F - dr, onde Ci e C; sdo as metades
superior e inferior do circulo x* + y?>= 1de (1,0)a (-1, 0).]
Isto contradiz o Teorema 6?

36. (a) Suponha que F seja um campo vetorial inverso do quadrado,

ou seja,
cr

e’

para alguma constante ¢, onder = xi + y j + zk. Determine
o trabalho realizado por F ao mover um objeto de um ponto
P, por um caminho para um ponto P, em termos da distan-
cia d, e d, desses pontos a origem.

(b) Um exemplo de um campo de quadrado inverso € o campo
gravitacional F = —(mMG)r/|r|? discutido no Exemplo 4 na
Secdo 16.1. Use a parte (a) para determinar o trabalho reali-
zado pelo campo gravitacional quando a Terra se move do
afélio (em uma distAncia mdxima de 1,52 X 10% km do Sol )
ao periélio (em uma distAncia minima de 1,47 X 108 km).
(Use os valores m = 5,97 X 10*kg, M = 1,99 X 10*¥kge
G = 6,67 X 107" N-m%*/kg>)

(b) Outro exemplo de campo inverso do quadrado € o campo elé-
trico F = gqQr/|r|? discutido no Exemplo 5 da Segdo 16.1.
Suponha que um elétron com carga de —1,6 X 107"°C esteja
localizado na origem. Uma carga positiva unitéria € colocada
a distancia de 1072 m do elétron e se move para uma posi-
¢do que estd a metade da distancia original do elétron. Use a
parte (a) para determinar o trabalho realizado pelo campo
elétrico. (Use o valor € = 8,985 X 10°.)

F(r) =
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O teorema de Green fornece a relagdo entre uma integral de linha ao redor de uma curva
fechada simples C e uma integral dupla sobre a regido do plano D delimitada por C. (Veja a
Figura 1. Assumimos que D € constituido por todos os pontos dentro de C, bem como todos
os pontos de C.) Ao enunciarmos o Teorema de Green, usamos a convengdo de que a orien-
tacdo positiva de uma curva fechada simples C refere-se ao sentido anti-hordrio de C, per-
corrido uma s6 vez. Assim, se C é dada pela fungdo vetorial r(7), a < ¢ < b, entdo a regido
D esta sempre do lado esquerdo quando r(¢) percorre C. (Veja a Figura 2.)

FIGURA 2 (a) Orientagdo positiva (b) Orientac@o negativa

Teorema de Green Seja C uma curva plana simples, fechada, continua por partes, orien-
tada positivamente, e seja D a regido delimitada por C. Se P e Q tém derivadas par-
ciais de primeira ordem continuas sobre uma regido aberta que contenha D, entdo

[f Pax+ Qdy=ﬂ <%—%> dA

OBSERVACAO A notagio

§Cde+Qdy ou <ﬁde+Qdy

€ algumas vezes usada para indicar que a integral de linha € calculada usando a orientagao
positiva da curva fechada C. Outra notacdo para a curva na fronteira de D, positivamente
orientada e dD, dai a equacdo do Teorema de Green pode ser escrita como

(1] ﬂ <£—£)dA=LDde+Qdy

ox ay

O Teorema de Green pode ser olhado como o correspondente do Teorema Fundamental
do Cilculo para integrais duplas. Compare a Equag¢do 1 com o enunciado da segunda parte
do Teorema Fundamental do Célculo, na seguinte equagao:

j "F'(x) dx = F(b) — F(a)

Em ambos os casos existe uma integral envolvendo as derivadas (F’, dQ/dx e dP/dy) do lado
esquerdo da equagdo. E em ambos os casos, o lado direito envolve os valores das fungdes
originais (F, Q e P) apenas na fronteira do dominio. (No caso unidimensional, o dominio ¢
um intervalo [a, b] cuja fronteira consiste em apenas dois pontos, a e b.)

O Teorema de Green ndo € ficil de demonstrar no caso geral apresentado no Teorema 1,
mas faremos uma demonstracdo para o caso especial onde a regido € tanto de tipo I como de
tipo II (veja a Secdo 15.3). Chamamos tais regides de regides simples.

DEMOSTRAgi\O DO TEOREMA DE GREEN NOS CASOS ONDE D E UMA REGIAO SIMPLES Observe
que o Teorema de Green estard demonstrado se mostrarmos que

2] Jpan=—[[ S an

g fow [ %

y

FIGURA 1

Lembre-se de que o lado esquerdo desta
equacdo é outra forma de escrever
| F-drondeF=Pi+Qj.

George Green

0 teorema de Green tem esse nome por
causa do cientista autodidata inglés George
Green (1793-1841). Ele trabalhou em tempo
integral na padaria de seu pai a partir dos 9
anos de idade e aprendeu sozinho a
matematica em livros da biblioteca. Em
1828, Green publicou An Essay on the
Application of Mathematical Analysis to
the Theories of Electricity and Magnetism,
contudo, somente foram impressas 100
cbpias, a maioria presenteada a seus
amigos. Esse panfleto continha um teorema
equivalente ao que conhecemos como
Teorema de Green hoje, mas ndo se tornou
conhecido na época. Finalmente, aos 40
anos, Green entrou para a Universidade de
Cambridge como aluno de graduacao,
porém morreu quatro anos apos ter se
formado. Em 1846, William Thompson
(lorde Kelvin) encontrou uma cépia dos
ensaios de Green, percebeu sua
importancia e os reimprimiu. Green foi a
primeira pessoa a tentar formular uma
teoria matematica da eletricidade e do
magnetismo. Seu estudo serviu de base
para os trabalhos de teoria do
eletromagnetismo subsequentes de
Thomson, Stokes, Rayleigh e Maxwell.
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FIGURA 3

0, 1)

y=1—x

0,0

FIGURA 4

Vamos demonstrar a Equacio 2 exprimindo D como uma regido do tipo I:

D={xnNasx<b gk <ys<sgk)

onde g, e g» sdo fungdes continuas. Isso nos permite calcular a integral dupla do lado direito
da Equacdo 2, como segue:

1) [ anm [ [ e s - et

onde o ultimo passo segue do Teorema Fundamental do Calculo.

Vamos agora calcular o lado esquerdo da Equagao 2, quebrando C como a unifio das qua-
tro curvas C, C,, C3 e C; mostradas na Figura 3. Sobre C, tomamos x como parametro e
escrevemos as equacdes paramétricas como x = x, y = ¢1(x), a < x < b. Logo,

L P(x,y)dx = Lb P(x, gi(x)) dx

Observe que Cs vai da direita para a esquerda, mas —Cj; vai da esquerda para a direita, entdo
podemos escrever as equagdes paramétricas de —Cs como x = X, y =g»(x), a < x < b. Portanto,

fa P(x,y)dx = —LQ P(x,y)dx = —Lb P(x, g2(x)) dx

Sobre C, ou Cs4 (qualquer uma delas pode se reduzir a um Unico ponto), x € constante e,
assim, dx = 0e

LZ P(x,y)dx=0= fa P(x,y) dx

Portanto,

L P(x,y) dx = Jc. P(x,y) dx + fcz P(x,y) dx + LJ P(x,y) dx + L P(x,y) dx
b b
= [" P, gi(0) dx — [ P(x, ga() dx
Comparando essa expressao com a da Equagdo 4, vemos que

f P(x,y) dx = —H—dA

A Equacdo 3 pode ser demonstrada de forma semelhante, exprimindo D como regido do
tipo II (veja o Exercicio 30). Entdo, somando as Equagdes 2 e 3, obtemos o Teorema de
Green. [

[EETENEN Calcule [ x*dx + xy dy, onde C é a curva triangular constituida pelos segmen-
tos de reta de (0, 0) a (1, 0),de (1,0) a (0, 1), e de (0, 1) a (0, 0).

SOLUCAD Apesar desta integral poder ser calculada pelos métodos usuais da Segdo 16.2, isto
envolveria o cdlculo de trés integrais separadas sobre os trés lados do tridngulo. Em vez
disso, vamos usar o Teorema de Green. Observe que a regido D englobada por C € simples
e que C tem orientacdo positiva (veja a Figura 4). Se tomarmos P(x, y) = x*
e O(x, y) = xy, entdo teremos

d JaP X
jCX4dx+xydy:ﬂ<a_§ dy > _jfl y = 0)dydx
D
= [y ax =4[ 0 - vax
_é(l —x)3]:)=é .

[EEENF Calcule . (3y — ™) dx + (7x + V/y*+ 1)dy dy, onde C é o circulo

X2+ y*=09.

SOLUCAD A regido D delimitada por C é o circulo x> + y*< 9, entdo vamos mudar para coor-
denadas polares depois de aplicar o Teorema de Green:

§C By — ™) dx + (7x + y* + 1) dy
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- f;” f; (7= 3)rdrdo= 4f02”d0 jj rdr = 36m —

Nos Exemplos 1 e 2, consideramos que a integral dupla era mais facil de calcular que a inte-
gral de linha. (Tente configurar a integral de linha no Exemplo 2 e em breve vocé vai ser con-
vencido!) Mas as vezes € mais simples calcular a integral de linha, e, nesses casos, usaremos o
Teorema de Green na ordem inversa. Por exemplo, se sabemos que P(x, y) = Q(x, y) = 0 sobre
uma curva C, entdo o Teorema de Green fornece

ﬂ( )dA jpdx+Qdy—o

ndo importando quais os valores das funcdes P e Q em D.
Outra aplicacdo da direcao inversa do Teorema de Green estd no cdlculo de dreas. Como
a drea de uma regido D € JJD 1 dA, desejamos escolher P e Q tais que

9Q P _
ox ady
Existem vdrias possibilidades:
P(x,y) =0 P(x,y) = —y P(x,y)=—1y
O, y) = x O,y =0 Ox,y) = 5 x

Assim, o Teorema de Green dé as seguintes férmulas para a drea de D

_ - _ 1 _
@ A—§dey— ff;cydx 2§dey ydx
2 yZ
[EE[ITE] Determine a drea delimitada pela ehpse =+ = 1.

SOLUCAO A elipse tem equagdes paramétricas x = acostey = b sen t, onde 0 < 1 < 2.
Usando a terceira férmula da Equacdo 5 temos

AZ%Lxdy—ydx

1 fzn (acos t)(bcos t) dt — (bsen t)(—asent) dt

b
- “2 "dt = wab p—

A férmula 5 pode ser usada para explicar como planimetros trabalham. Um planimetro
€ um instrumento mecanico usado para medir a drea de uma regido, tragando a curva limite.
Esses dispositivos sdo uteis em todas as ciéncias: em biologia para medir a drea de folhas ou
asas, na medicina para medir o tamanho da secg¢do transversal de 6rgdos ou tumores, em sil-
vicultura, para estimar o tamanho das regides florestais a partir de fotografias.

A Figura 5 mostra o funcionamento de um planimetro polar: o polo € fixo e, como o tra-
¢ador € movido ao longo da curva limite da regido, a roda desliza parcialmente e parcial-
mente rola perpendicular ao brago do tragador. O planimetro mede a distincia a que a roda
gira e € proporcional a drea da regifo fechada. A explicagdo como consequéncia de Férmu-
la 5 pode ser encontrada nos seguintes artigos:

= R. W. Gatterman, “The planimeter as an example of Green’s Theorem”. Amer. Mat.
Monthly, Vol. 88 (1981), p. 701- 4.

» Tanya Leise, “As the planimeter wheel turns”. College Math. Journal, Vol. 38
(2007), p. 24 -31.
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Em vez de utilizarmos as coordenadas
polares, podemos simplesmente usar o fato
de que D é um circulo de raio 3 e escrever

ﬂzdi =4 737 = 367

D

Braco polar

N

Ponto central

Braco tragador

Tracador

FIGURA 5
Um planimetro polar Keuffel e Esser
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I Versoes estendidas do Teorema de Green

Apesar de termos demonstrado o Teorema de Green somente para o caso particular onde D &
simples, podemos estendé-lo agora para o caso em que D € a unido finita de regides simples.
Por exemplo, se D € uma regido como a mostrada na Figura 6, entdo podemos escrever D =
D, U D,, onde D, e D, sdo ambas simples. A fronteira de D, € C; U C; e a fronteira de D, €
C, U (—G3); portanto, aplicando o Teorema de Green em D; e D, separadamente, obtemos

Pdx+ Qdy= 99 _op dA
[ pac oo (2

ay

9 aP
L%um+Q@=ﬂ(§___>m

UGy b, \ 0X dy

Se somarmos essas duas equagdes, as integrais de linha sobre Cs; e —Cj3 se cancelam e obtemos

Jouorars 0= [I(22 - 2 ) a

que € o Teorema de Green para D = D; U D, uma vez que sua fronteira é C = C, U C,.
O mesmo tipo de argumentacdo nos permite estabelecer o Teorema de Green para qual-
quer unido finita de regides simples que nio se sobreponham (veja a Figura 7).

[EETENN Calcule 3€C y2dx + 3xy dy, onde C é o limite da regiio semianular D contida no
semiplano superior entre os circulos x> + y>= 1 e x> + y* = 4,

SOLUCAD Observe que, apesar de D ndo ser simples, o eixo y divide em duas regides simples
(veja a Figura 8). Em coordenadas polares, podemos escrever

D={r.0ll<r<20<6<m)

Portanto, o Teorema de Green fornece
2 8 a 2
§ydx+3xydy= — (Bxy) ——(y°) |dA
c 0x dy
D

=gydA=Lﬂf12(rsen6)rdrd0

H - 14
= [sentat [*rar = [costls [ f =

O Teorema de Green pode ser aplicado para regides com furos, ou seja, regides que nao
sdo simplesmente conexas. Observe que a fronteira C da regido D na Figura 9 € constituida
por duas curvas fechadas simples C; e C». N6s assumimos que estas curvas de contorno sao
orientadas de modo que a regido D estd sempre do lado esquerdo enquanto a curva C € per-
corrida. Assim, o sentido anti-hordrio € positivo para a curva exterior C;, mas no sentido
horério para o interior da curva C,. Se dividirmos D em duas regides D' e D", pela introdu-
¢do das retas mostradas na Figura 10, e entdo aplicarmos o Teorema de Green a cada uma
das regides D' e D", obteremos

(22 aue [ (2-2)one [ (2 2)on

"

:fande+ QOdy + LD”de+ Ody

Como as integrais de linha sobre a fronteira comum sdo em sentidos opostos, elas se can-
celam e obtemos

aQ  oP _ _
jj (E_é_y) dA—fCIde-I— Qdy + fC:de+ Qdy—jCde-F O dy
D

que € o Teorema de Green para a regido D.



[EEENHE Se F(x, y) = (—yi + x j)/(x* + y?), mostre que [.F - dr = 277 para todo cami-
nho fechado simples que circunde a origem.

SOLUGAD Como C ¢ um caminho fechado arbitrdrio contendo a origem em seu interior, € difi-
cil calcular a integral dada diretamente. Entdo, vamos considerar um circulo anti-hordrio orien-
tado C’ com origem no centro e raio a, onde a € escolhido para ser pequeno o suficiente para
que C’ esteja contido em C (ver Figura 11). Seja D a regido limitada por C e C’. Entdo a orien-
tagdo positiva do limite € C U (—C") e, aplicando a versdo geral do Teorema de Green, temos

fCde+ Qdy+f7C’de+ Qdy=ﬂ <£—£) dA

ox ay
2 2 2 2
y - X y - X
:jj[(x2+ 2)2_(2+ 2)2:|dA:0
s y X y
Logo, J.Cde-I-Qdy:fC’de-FQdy
isto ¢, [Frar=| F-ar

Agora podemos calcular facilmente essa ultima integral usando a parametrizacdo dada por
r(t) =acosti+asentj 0=<r=< 2w Logo,

jc F-dr= fcr F-dr= jo”F(r(t)) - r'(d) dr

2 (—asent)(—asent) + (acost)(acost 2
=f”( )(2 2) 2( X ) Var= [T ar=2m -
0 a“cos’t + a“sen’t 0

Terminaremos esta se¢ao utilizando o Teorema de Green para discutir um resultado enun-

ciado na secdo anterior.

ESBOCO DA DEMONSTRACAO DO TEOREMA 16.3.6 Assumimos que F = Pi + Q j é um campo
vetorial em uma regido simplesmente conexa D, que P e Q tém derivadas parciais de primeira
ordem continuas e que

9P _ 90
ay 0x

em todo o D

Se C € um caminho fechado simples qualquer em D e R € a regido envolvida por C, o Teo-
rema de Green nos da

§CF-dr=§cde+Qdy=ff<%—%>dA=g0dA=0

Uma curva que ndo seja simples se autointercepta em um ou mais pontos e pode ser dividi-
da em diversas curvas fechadas simples. Mostramos que as integrais de linha de F sobre
essas curvas simples sdo todas 0 e, somando essas integrais, podemos ver que f cFrdr=0
para qualquer curva fechada C. Portanto, f ¢ F + dr € independente do caminho em D pelo
Teorema 16.3.3. Segue entdo que F € um campo vetorial conservativo. [ |

(7" Exercicios
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FIGURA 11

1-4 Calcule a integral de linha por dois métodos: (a) diretamente e 4. §.xy'dx +xydy, C consiste no arco da pardbola y = x?
(b) utilizando o Teorema de Green. de (0,0)a (1, 1) e os segmentos de reta de (1, 1) a (0, 1) e de
1. §.(x— ydx+ (x +ydy, 0,1)a(0,0)

C € o circulo com centro na origem e raio 2 5-10 Use o Teorema de Green para calcular a integral de linha ao
2. §.xydx + x’dy, longo da curva dada com orientag#o positiva.

C:é o retangulo com vértices (0, 0) (3, 0), (3, 1) e (0, 1) 5. fc xyldx + 2:%y dy,
3. §.xydx +x*y’dy, C ¢ o tridngulo com vértices (0, 0), (2,2) e (2, 4)

C € o triangulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 2)

/A4 E necessdrio usar uma calculadora gréfica ou computador E necessario usar um sistema de computacao algébrica

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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9.
10.
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f. cos ydx + x*sen y dy,

C ¢ o retangulo com vértices (0, 0), (5, 0), (5,2) e (0, 2)

‘fc (y + e‘/;) dx + (2x + cos y?) dy,

C € o limite da regido englobada pelas pardbolas y = x*e x = )2
f. xe>dx + (x* + 2x2y?) dy, C ¢ o limite da regido entre os
circulos x>+ y*= lex*+y?=4

Joy*dx — x*dy, C é o circulo x* + y> = 4

f (1 —y)de+ (@ + e—Vz) dy, C € o limite da regido entre os
circulos x>+ y’=4ex*+y>=9

11-14 Use o teorema de Green para calcular fc F - dr. (Verifique a
orientagdo da curva antes de aplicar o teorema.)

1.

12.

13.

14.

F(x,y) = (y cos x — xy sen x, xy + x cos x),

C é o triangulo de (0, 0) a (0,4) a (2,0) a (0, 0)

F(x,y) = (e + 2, e + 1),

C consiste no arco da curvay = cos x de (—/2, 0) a (7/2, 0)
e o segmento de reta de (7/2, 0) a (—/2, 0)

F(x,y) = (y = cos y, x sen y),

C é o circulo (x — 3)*> + (y + 4)* = 4 orientado no sentido ho-
rério

F(x,y) = («/? +1, tg’1x>, C é o tridngulo de (0,0)a (1, 1) a
0, 1)a(0,0)

15-16 Verifique o Teorema de Green usando um sistema de compu-
tacdo algébrica para calcular tanto a integral de linha como a inte-

gral
15.

16.

dupla.

P(x,y) =y, Qx,y) = x%,

C consiste no segmento de reta de (—1, 1) a (1, 1) seguido
pelo arco da pardbolay = 2 — x*de (1, 1) a (=1, 1)

Plx,y) =2x =y, O, y) = x5,
Céaelipse 4x> + y> =4

17.

18.

19.

20.

21.

Use o Teorema de Green para achar o trabalho realizado pela
forga F(x, y) = x(x +y) i + xy?j a0 mover uma particula da ori-
gem ao longo do eixo x para (1, 0), em seguida ao longo de um
segmento de reta até (0, 1), e entdo de volta a origem ao longo
do eixo y.

Uma particula inicialmente no ponto (—2, 0) se move ao longo
do eixo x para (2, 0), e entdo ao longo da semicircunferéncia
y = /4 — x%até o ponto inicial. Utilize o Teorema de Green
para determinar o trabalho realizado nessa particula pelo campo
de forga F(x, y) = (x, X + 3xy?).

Use uma das férmulas em | S | para achar a drea sob um arco da
cicloidex =t —sent,y =1 — cos t.

Se uma circunferéncia C de raio 1 rola ao longo do interior da
circunferéncia x? + y? = 16, um ponto fixo P de C descreve uma
curva chamada epicicloide, com equagdes paramétricas
x =5cost —cos St,y = 5sent — sen 5t. Faga o grafico da epi-
cicloide e use |3 | para calcular a drea da regido que ela envolve.

(a) Se C € o segmento de reta ligando o ponto (xi, y1) a0 ponto
(x2, y2), mostre que

fcxdy —ydx =Xx1y2 — X2

23.

24.

25.

26.

21.

28.

29.

30.

31.

(b) Se os vértices de um poligono, em sentido anti-horario, sdo
(X1, y1), (02, ¥2), -+« - (Xn, y») mostre que a drea do poligono é

A =5 [y: — xap) + (tays — xay) + - -

+ (xnflyn - xnynfl) + (Xn}ﬁ - x]yn)]
(c) Encontre a drea do pentdgono com vértices (0, 0), (2, 1), (1,
3),(0,2)e (=1, 1).
Seja D a regido limitada por um caminho fechado simples C no

plano xy. Utilize o Teorema de Green para demonstrar que as
coordenadas do centroide (x, y) de D sdo

-_ b 2 —___ o
x—ZAfi;dey y= 7A Cy dx

onde A € a area de D.

Use o Exercicio 22 para encontrar o centroide de um quarto de
uma regido circular de raio a.

Use o Exercicio 22 para encontrar o centroide da regido trian-
gular de vértices (0, 0), (a, 0) e (a, b),onde a > 0e b > 0.
Uma lamina plana com densidade constante p(x, y) = p ocupa
uma regido do plano xy limitada por um caminho fechado sim-
ples C. Mostre que seus momentos de inércia em relagdo aos
eixos sio

I,-=—§§Cy3dx I).=§§Cx3dy

Utilize o Exercicio 25 para achar o momento de inércia de um
circulo de raio a com densidade constante p em relagdo a um
diametro. (Compare com o Exemplo 4 da Sec¢do 15.5.)

Use o método do Exercicio 5 para calcular |C F - dr, onde

_2pit (P -x))
F(X, Y) - (x2 N y2)2

e C € qualquer curva fechada simples positivamente orientada
que envolve a origem.

Calcule J'C F - dr, onde F(x, y) = (x> +y, 3x — y*) e C € a fron-
teira positivamente orientada de uma regido D que tem drea 6.
Se F € o campo vetorial do Exemplo 5, mostre que |C F-dr=0
para todo caminho fechado simples que ndo passe pela origem
e nem a circunde.

Complete a demonstracdo do Teorema de Green demonstrando
a Equagdo 3.

Utilize o Teorema de Green para demonstrar a férmula de mu-
danca de varidveis para as integrais duplas (Férmula 15.10.9)
para o caso onde f (x, y) = 1:

f avas =

R N

a(x, y)
u, v)

du dv

Aqui, R € a regido do plano xy que corresponde a regido S no
plano uv sob a transformagéo dada por x = g(u, v), y = h(u, v).
[Dica: Observe que o lado esquerdo € A(R) e aplique a primeira
parte da Equacdo 5. Converta a integral de linha sobre dR para
uma integral sobre S e aplique o Teorema de Green no plano uv.]
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Nesta se¢do, definiremos duas operagdes que podem ser realizadas com campos vetoriais e
que sdo essenciais nas aplicagdes de calculo vetorial em mecanica dos fluidos e em eletrici-
dade e magnetismo. Cada operagdo lembra uma derivagdo, mas uma produz um campo veto-
rial enquanto a outra gera um campo escalar.

I Rotacional

SeF=Pi+ Qj+ RKkéum campo vetorial em R? e as derivadas parciais de P, Q e R exis-
tem, entdo o rotacional de F é o campo vetorial em R?* definido por

OR a0 \ . oP oR \ . a0 opP
m otF=|\———]i+|————)j+|——-——Jk
dy 0z 0z ox 0x Jdy

Para auxiliarmos na memorizacdo, vamos reescrever a Equacdo 1 usando notacgio de ope-
radores. Introduziremos o operador diferencial vetorial V (“del”’) como
I I 9
V=i——+j——+k—
0x ady 0z

Quando ele opera sobre uma fungdo escalar, produz o gradiente de f:

) ) ) ) ad )
R S S A ST AT
ox ady 0z 0x dy 0z

k

Se pensarmos em V como um vetor de componentes d/dx, d/dy e d/dz, podemos também con-
siderar o produto vetorial formal de V pelo campo vetorial F como segue:

i

VXF=|— —

OR d P oR d P
= ___Q i+ —_ j+ _Q__ k
ay 0z 0z ox 0x Jy

Assim, o modo mais facil de lembrar a Defini¢do 1 € pela expressdo simbdlica

@ rotF=VXF

IEEENEN Se F(x, v, z) = xzi + xyzj — y*k, determine rot F.
SOLUCAO Usando a Equagdo 2, temos
i J k
9 9 9
curl F=VXF= — — —
dx Jdy 0z
xz xyz —y’

9 2 _ 9 N PN .
=[a—y(—y) aZ(xyZ)]l [ax(y) aZ(XZ)]J

9 9 A maioria dos sistemas de computagao
+ | — (xyz) - (xz) k algébrica tem comandos para calcular
0x Jy

rotacional e divergéncia de campos

— (—Zy _ xy)i _ (0 _ x)J 4 (yz _ O) k vetoriais. Se vocé tem acesso a um SCA,

use esses comandos para verificar as

=—y2+x)i+xj+yzk . respostas dos exemplos e exercicios desta

5eGa0.
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Observe a semelhanga com o que sabemos
da Segdo 12.4:a X a = 0 para cada vetor
tridimensional a.

Compare isso com o Exercicio 29 da
Secdo 16.3

Lembre-se de que o gradiente de uma funcgdo f de trés varidveis € um campo vetorial
sobre R3, de modo que podemos calcular seu rotacional. O préximo teorema diz que o rota-
cional do gradiente de um campo vetorial € 0.

@ Teorema Se f € uma fungdo de trés varidveis que tem derivadas parciais de se-
gunda ordem continuas, entdo

rot (Vf) =0
DEMONSTRACAO Temos
i j k
9 9 9
rot(Vf) =V X (Vf) =| ox dy oz
o o
ox dy oz

f If . f If . >f Of
= - i+ - it - k
dy 0z d0z dy 0z dx 0x 0z dx dy dy dx

—0i+0j+0k=0

pelo Teorema de Clairaut. [ |

Como um campo vetorial conservativo € da forma F = Vf, o Teorema 3 pode ser rees-
crito como segue:
Se F € conservativo, entdo rot F = 0.

E assim obtemos um modo de verificar que um campo vetorial ndo € conservativo.

[EETINF Mostre que o campo vetorial F(x, y, z7) = xzi + xyz j — y*k nio € conservativo.
SOLUCAO No Exemplo 1, mostramos que

rotF=—y2+x)i+xj+yzk
Isso mostra que rot F 7 0 e portanto, pelo Teorema 3, F ndo € conservativo. [

Em geral, a reciproca do Teorema 3 ndo € verdadeira, mas o préximo teorema afirma que,
se F for definido em todo o espacgo, a reciproca vale. (Mais especificamente, a reciproca vale
se o dominio € simplesmente conexo, ou seja, “nao apresenta furos”.) O teorema 4 € a ver-
sdo tridimensional do Teorema 16.3.6. Sua demonstrag@o requer o teorema de Stokes e serd
esbocada no final da Secdo 16.8.

E Teorema Se F for um campo vetorial definido sobre todo R? cujas fun¢des com-
ponentes tenham derivadas parciais de segunda ordem continuas e rot F = 0, F serd um
campo vetorial conservativo.

|EXEMPLO 3]

Mostre que

F(x, y,2) = y*2*i + 2xy2°j + 3x°22k
€ um campo vetorial conservativo.
(b) Determine uma fung@o f tal que F = Vf.

SOLUCAO
(a) Calculemos o rotacional de F:
i j k
d a a
rotF=VXF= — — —
ox Jdy 0z

y2z® 2xyz® 3xy’z?
= (6xyz? — 6xyz*)i — (3y?z* — 3y’z%)j + (Qyz* — 2yz*)k
=0
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Como rot F = 0 ¢ o dominio de F é R?, F é um campo vetorial conservativo pelo Teorema 4.
(b) A técnica para encontrar f foi dada na Secdo 16.3. Temos

(5] v, 2) =y
(6] fHxy, z) = 2xy7°
fix,y, 2) = 3xy’z?

Integrando |5 | em relac@o a x, obtemos
fxy,2) =02 + gy, 2)

Derivando [8] em relagio a y, obtemos f,(x, y, z) = 2xyz> + g,(y, z). Comparando com [6],
obtemos g,(y, z) = 0. Assim, g(y, z) = h(z) e

flx,y,2) = 3x0°22+ h'(2)
Entdo | 7] fornece h'(z) = 0. Portanto,

f,y,2)=x2 +K [

A razdo para o nome rotacional é que o vetor rotacional estd associado com rotacdes.
Uma conexao serd explicada no Exercicio 37. Outra ocorre quando F representa um campo
de velocidade em mecéanica dos fluidos (veja o Exemplo 3 na Secdo 16.1). Particulas perto
de (x, y, z) no fluido tendem a rodar em torno do eixo que aponta na dire¢do de rot F (x, y, *\
z), € o comprimento do vetor rotacional € a medida de quao rdpido as particulas se movem 7 ;
em torno desse eixo (veja a Figura 1). Se rot F = 0 no ponto P, entdo o fluido € isento de
rotagdes em P e F € chamado irrotacional em P. Em outras palavras, ndo hd nenhum turbi- (X, v, 2)
Ihdo ou redemoinho em P. Se rot F = 0, uma pequena roda de pds move-se com o liquido, \j
mas ndo roda em torno do seu eixo. Se rot F # 0, a roda com pés giraria em torno de seu
eixo. Veremos mais detalhes sobre essa explanagdo na Sec¢do 16.8, como consequéncia do
Teorema de Stokes.

FIGURA 1

I Divergente

SeF=Pi+ Qj+ Rk éum campo vetorial em R* e dP/dx, Q/dy e IR/9z existem, entdo
o divergente de F ¢ a funcdo de trés varidveis definida por

P d oR
[2] give =22 92, IR
ox ay 0z

Observe que rot F ¢ um campo vetorial, mas div F € um campo escalar. Em termos do ope-
rador gradiente V = (d/dx) i + (d/dy) j + (9/9z) k, o divergente de F pode ser escrito sim-
bolicamente como o produto escalar de V e F:

divF=V-F

[EEENN Se F(x, v, z) = xzi + xyz j — ¥k, determine div F.
SOLUCAO Pela defini¢do de divergente (Equagdo 9 ou 10), temos

d d d
divF=V-F=— (2 +—(xyz) + —(—y?) =z + xz [
ox ay dz

Se F é um campo vetorial sobre R3, entdo rot F também é um campo vetorial sobre R
Como tal, podemos calcular seu divergente. O préximo teorema mostra que o resultado € 0.

[11] Teorema Se F = Pi+ Qj + Rk é um campo vetorial sobre R*e P, Q ¢ R tém de-
rivadas parciais de segunda ordem continuas, entdo

divrotF =0

979

rot F(x, y, z)
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Observe a analogia com o produto misto:

a-(axXb)=0.

A razdo para essa interpretagdo de div F
seré explicada ao final da Secdo 16.9 como
consequéncia do Teorema do Divergente.

DEMONSTRACAO Usando as defini¢des de divergente e rotacional, temos
divrotF =V - (V X F)

:i(%_%g+10£_%>+ieg_£>
ox \ dy 0z dy \ oz 0x Jdz \ ox ay
PR _¥Q P PR PO FP

0x 0z dy 9z dz 0x dz dy

dx dy
=0

dy ox

pois os termos se cancelam aos pares, pelo Teorema de Clairaut. [

@0 Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xz1i + xyz j — y* k ndo pode ser es-
crito como o rotacional de outro campo vetorial, ou seja, F # rot G.

SOLUCAD No Exemplo 4 mostramos que
divF =7+ xz
e, portanto, F # 0. Se fosse verdade que F = rot G, entdo o Teorema 11 daria
divF =divrotG =0

o que contradiz F # 0. Portanto F ndo € o rotacional de outro campo vetorial. [

Novamente, a razdo para o nome divergente pode ser entendida no contexto da mecani-
ca dos fluidos. Se F(x, y, z) é a velocidade de um fluido (ou gés), entdo div F(x, y, z) repre-
senta a taxa de variacdo total (com relacido ao tempo) da massa do fluido (ou gés) escoando
do ponto (x, y, z) por unidade de volume. Em outras palavras, div F(x, y, z) mede a tendén-
cia de o fluido divergir do ponto (x, y, z). Se F = 0, entdo F € dito incompressivel.

Outro operador diferencial aparece quando calculamos o divergente do gradiente de um
campo vetorial Vf. Se ' é uma fungio de trés varidveis, temos

of  Pf | P
div(Vf) =V - (Vf) =— + — + —
VTN =V (V) =S5+ 5+ o
e essa expressdo aparece tdo frequentemente que vamos abrevia-la como V2f. Esse operador
V:=Vv.V
¢ chamado operador de Laplace por sua relacdo com a equacao de Laplace
0’ 9 0
R A

0
ax* oy a2

V=

Podemos também aplicar o laplaciano V> a um campo vetorial

F=Pi+Qj+RKk
em termos de suas componentes:

V2F = V?Pi + V20 j + V2R k

I Formas Vetoriais do Teorema de Green

Os operadores divergente e rotacional nos permitem escrever o Teorema de Green em uma
versdo que serd util futuramente. Consideramos uma regido plana D, sua curva fronteira C e
fungdes P e Q que satisfacam as hipdteses do Teorema de Green. Em seguida, consideramos
o campo vetorial F = Pi + Q j. A sua integral de linha é

§F-m=§Pm+Q@
C C
e, considerando F como um campo vetorial em R? com terceira componente 0, temos

i i Kk

d ] d 00 oP
rotF=| — -— — =]k
ox ay 0z ox ay

P(x,y) Q(x,y) 0



Portanto, 5 0P 5 op
(ot F) - k = 99 9P K- _90 9P
0x Jdy ox ady

e podemos reescrever a equagdo do Teorema de Green na forma vetorial

2] §CF-dr=H(rotF)-de

A Equagdo 12 expressa a integral de linha da componente tangencial de F ao longo de C
como uma integral dupla da componente vertical rotacional F sobre a regido D delimitada por
C. Vamos deduzir, agora, uma férmula semelhante, envolvendo a componente normal de F.

Se C ¢ dada pela equacio vetorial

r() = x(0i+ y@] ast<b
entdo o vetor tangente unitdrio (veja a Se¢do 13.2) €
(¢ (¢
= S0, Y0
r@] @]
Vocé pode verificar que o vetor normal unitario externo a C € dado por

y@ . X0 .
EOIEE

(Veja a Figura 2). Entdo, da Equagdo 16.2.3, temos

<J£CF ‘nds = L” (F - n)(0) | /(1) | dt

f b [P(x(t)»y(t))y’(t) _0(x(0),y®) x'(9)
[r'(6) Ir'(7) |

n(s) =

a

] |r'(1)] dt
:f”WMMWMm—mwmmnmm

~ [ pay—oae=[[ (£ +22) as

pelo Teorema de Green. Mas o integrando na integral dupla € o divergente de F. Logo, temos
uma segunda forma vetorial do Teorema de Green:

© §CF-nds=ﬂ div F(x, y) dA

Essa versdo diz que a integral de linha da componente normal de F ao longo de C € igual a
integral dupla do divergente de F na regido D delimitada por C.

m Exercicios
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y
o
r(t)
D n(t)
C
0
FIGURA 2

1— . . . il 1
8 Determine (a) o rotacional e (b) o divergente do campo vetorial 5. F(xy,z) =

1. F(x,y,2) =xyzi —xyk

VX2 4y + 22

(xi+yj+:zk)

6. F(x,y,z) =eYsenzj+ytg l(x/z)k

2. F(x,y,2) = x*yzi+ xy%2j + xy72k

1. F(x,y,2) = (e'seny, e'sen z, €° sen x)

3. F(x,y,2) =xyefi+ yze'k

8. Fyo=(-2°
4. F(x,y,z) =senyzi + senzxj + senxyk ) )z vz x

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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9-11 O campo vetorial F € mostrado no plano xy e € o mesmo em
todos os planos horizontais (em outras palavras, F € independente
de z e sua componente z € 0).

(a) O div F sera positivo, negativo ou nulo? Explique.

(b) Determine se rot F = 0. Se ndo, em que direcéo rot F aponta?

9. Y oA} 10. y////
. s
TTTT ST T

—_ — — —

1. y
—_— — —> —
—_ > — —>
-> --> -> -->
- - - -
-— — — -
0 X

12. Sejafum campo escalar e F um campo vetorial. Diga se cada ex-
pressdo tem significado. Em caso negativo, explique por qué.
Em caso afirmativo, diga se € um campo vetorial ou escalar.

(a) rotf (b) grad f
(¢)divF (d) rot(grad f)

(e) grad F (f) grad(div F)

(g) div(grad f) (h) grad(div f)

(i) rot(rot F) (j) div(div F)

(k) (grad f) X (divF) (1) div(rot(grad 1))

13-18 Determine se o campo vetorial € conservativo ou ndo. Se for
conservativo, determine uma funcio f tal que F = Vf.

13. F(x,y,2) = y*2’i + 2xy2°j + 3x°2°k

14. F(x,y,2) = xy22i + 222 j + 1z k

15. F(x,y,2) = 3xy°2%i + 2x%2°j + 3x%%°k
16. F(x,y,z) =i+ senzj+ ycoszk

17. F(x,y,2) = i + xze*j + xye* k

18. F(x,y,z) =e"senyzi+ ze*cosyzj + ye'cos yzk

19. Existe um campo vetorial G em R*tal que
rot G = (x sen y, cos y, z — xy)? Explique.

20. Existe um campo vetorial G em R3tal que
rot G = {(xyz, —y’z, yz5? Explique.
21. Mostre que qualquer campo vetorial da forma
F,y, 2 =f(0)i+g»j+hak
onde f, g e h sdo diferencidveis, € irrotacional.

22. Mostre que qualquer campo vetorial da forma

FC,y,2) =f(, 21 +g(x, 2)j + h(x, y) k
¢é incompressivel.

23-29 Demonstre a identidade, admitindo que as derivadas parciais
apropriadas existem e s3o continuas. Se f for um campo escalar e F, G
forem campos vetoriais, entdo fF, F - G e F X G serdo definidos por

(fBx, y,2) =fxy, 2 Fx,y,2)
F-G)x,y,2) =Fx, 5,2 Gxy,2)
F X G)x,y,2) =Fx, 5,2 X Gx, y, 2)

23 divlF+ G)=divF +divG

24, rot(F + G) =rotF + rot G

25. div (fF)=fdivF+ F-Vf

26. rot (fF)=frotF+ (Vf) XF

2]. div(F XG) =G -rotF — F - rot G
28. div(VfX Vg =0

29. rot (rot F) = grad(div F) — V°F

30-32 Sejamr=xi+yj+zker=|r|

30. Verifique as identidades.
@V-r=3
() VrP= 12r

)V - (r) =4r

31. Verifique as identidades.
(@) Vr =r1/r
(©) V(l/r)y = =1/

®VXr=0
(D Vinr=r/r?

32. Se F = r/r?, determine div F. Existe um valor de p para que
divF = 0?

33. Use o Teorema de Green na forma da Equagdo 13 para de-
monstrar a primeira identidade de Green:

ﬂfvzgdA :§Cf(vg) “nds — ﬂ Vf- VgdA

onde D e C satisfazem as hipdteses do Teorema de Green e as
derivadas parciais apropriadas de f e g existem e sdo continuas.
(A quantidade Vg - n = D,g aparece na integral de linha. Essa €
a derivada direcional na direcio do vetor normal n e € chamada
derivada normal de g.)

34. Use a primeira identidade de Green (Exercicio 33) para de-
monstrar a segunda identidade de Green:

([ (rvig = gvirraa=1{ (Vg = gvf) - nds

onde D e C satisfazem as hipdteses do Teorema de Green e as
derivadas parciais apropriadas de fe g existem e s@o continuas.

35. Lembre-se, da Se¢do 14.3, de que uma fung¢do g € chamada har-
monica em D se satisfaz a equacdo de Laplace, isto &, V?g = 0
em D. Utilize primeira identidade de Green (com as mesmas hi-
péteses que no Exercicio 33) para mostrar que se g € harmonica
em D, entdo fﬁc Dng ds = 0. Aqui, D,g € a derivada normal de g
definida no Exercicio 33.

36. Use a primeira identidade de Green para mostrar que se f for
harménica em D, e se f (x, y) = 0 na curva limite C, entdo
{51 Vf |* dA = 0. (Suponha que sdo vilidas as mesmas hipéte-
ses que no Exercicio 33.)

37. Este exercicio ilustra a relacdo entre vetor rotacional e rotacdes.
Seja B ser um corpo rigido girando sobre o eixo z. A rotacio



pode ser descrita pelo vetor w = wk, onde w € a velocidade an- divE =0
gular de B, ou seja, a velocidade tangencial de qualquer ponto P 1 oH
em B dividida pela distdncia d do eixo de rotagdo. Seja rotE = — = o

r = (x, y, z) 0 vetor posicdo de P.

(a) Considerando o angulo 6 da figura, mostre que o campo de
velocidade de B € dado porv = w X r.

(b) Mostre que v = —wyi + wx j.

(c) Mostre que rot v = 2w.

trar o seguinte:

(@ VX(VXE)=—

z

w
1 9°E
(©) V’E = PERFTE
(d) VH = L ’'H
c? o9t

~

gunta € “Nio

c? ot?

(b) V X (V X H) = ——
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onde ¢ € a velocidade da luz. Use essas equagdes para demons-

39. Vimos que todos os campos vetoriais da forma F = Vg satisfa-
zem a equacdo rot F = 0 e que todos os campos vetoriais da
forma F = rot G satisfazem a equagdo div F = 0 (supondo a con-
tinuidade das correspondentes derivadas parciais). Isto sugere a
pergunta: existe alguma equacdo que todas as funcdes da forma
f=div G devam satisfazer? Mostre que a resposta para essa per-

demonstrando que foda fungdo continua fem R3

é a divergéncia de algum campo de vetores. [Dica: Seja

38. As equagdes de Maxwell relacionam o campo elétrico E e o
campo magnético H, quando eles variam com o tempo em uma
regido que néo contenha carga nem corrente, Como segue:

m Superficies Parametrizadas e suas Areas

G(x,y,2) = {g(x, y,2), 0, 0), onde g(x, y, ) = [ f(1, y,2) dr.]

Até agora temos considerado tipos especiais de superficies: cilindros, superficies quddricas,
graficos de fungdes de duas varidveis e superficies de nivel de fungdes de trés varidveis. Aqui,
usaremos funcdes vetoriais para descrever superficies mais gerais, chamadas superficies
parametrizadas e calcularemos suas dreas. A seguir, tomaremos a formula para a drea de
superficies gerais e veremos como se aplica a superficies especiais.

I Superficies Parametrizadas

De modo muito semelhante a nossa descricdo de curvas espaciais por uma fungéo vetorial r(f)
de um unico parametro f, podemos descrever uma superficie por uma fungdo vetorial
r(u, v) de dois pardmetros u e v. Suponhamos que

(1] r(u, v) = x(u, V)i + y(u, v) j + z(u, V) k

seja uma funcdo a valores vetoriais definida sobre uma regiao D do plano uv. Entdo x, y e z,
os componentes de funcdes de r, serdo fungdes das duas varidveis u e v com dominio D. O
conjunto de todos os pontos (x, y, z) em R tal que

[2] x = x(u, v) y = y(u, v) 7z = z(u, V)

e (u, v) varia ao longo de D, é chamado de superficie parametrizada S ¢ Equacdes 2 sdo
chamados equacgdes parametrizadas de S. Cada escolha de u e v resulta um ponto em S;
fazendo todas as escolhas, temos todos os pontos de S. Em outras palavras, a superficie é
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FIGURA 1
Uma superficie parametrizada

FIGURA 2

0,3,2)

FIGURA 3

Visual 16.6 mostra versoes

animadas de Figuras 4 e 5, com o
movimento das curvas de grade, para
diversas superficies parametrizadas.

FIGURA 4

tracada pela ponta do vetor posi¢do r(u, v) enquanto (u, v) se move ao longo da regido D.
(Veja a Figura 1.)

(u, v)

r(u, v)

[EEI0EN Identifique e esboce a superficie com equagio vetorial

r(u,v) =2cosui+vj+2senuk

SOLUCAD As equagdes paramétricas para essa superficie sio

x=2cosu y=v z=12senu
entdo, para qualquer ponto (x, y, z) da superficie, temos

X2+ 2= 4 cos’u + 4 sen’u = 4
Isso significa que todas as se¢des transversais paralelas ao plano xz (isto €, com y constante)
sdo circunferéncias de raio 2. Como y = v e ndo existe restricdo ao valor de v, a superficie
¢ um cilindro circular de raio 2 cujo eixo € o eixo y (veja a Figura 2). [
No Exemplo 1 ndo existiam restricdes quanto aos parimetros u € v e assim obtivemos o
cilindro inteiro. Se, por exemplo, restringissemos u e v, escrevendo o dominio dos parame-
tros como

Oosusa2 O<sv=<3

Entdo x = 0,z = 0, 0 =< y =< 3 e obterifamos o quarto do cilindro de comprimento 3 ilustra-
do na Figura 3.

Se uma superficie parametrizada S € dada por uma fungio vetorial r(x, v), entdo existem
duas familias de curvas tteis contidas em S, uma familia com u constante e outra com v cons-
tante. Essas familias correspondem a retas verticais e horizontais no plano uv. Se mantiver-
mos u constante, impondo u = u, entdo r(u, v) se torna uma fungio vetorial com um tnico
parametro v que define uma curva C, sobre S. (Veja a Figura 4.)

R

Da mesma forma, se mantivermos v constante tomando v = v,, obteremos a curva C, dada
por r(u, Ly) que estd sobre S. Chamamos essas curvas curva da grade. (No Exemplo 1, por
exemplo, as curvas da grade obtidas tornando u constante sdo linhas horizontais, enquanto
as curvas da grade obtidas com v constante sdo circuferéncias.) Na verdade, quando um com-
putador elabora em grafico uma superficie parametrizada, que normalmente apresenta a
superficie tracando as curvas da grade, como podemos ver no exemplo a seguir.



[EEITF] Use um sistema de computacdo algébrica para tracar o grafico da superficie
r(u, v) = {(2 + sen v) cos u, (2 + sen v) sen u, u + cos v)
Quais sdo as curvas da grade com u constante? Quais tém v constante?

SOLUCAD Tragamos o pedago da superficie com os parAmetros delimitados por 0 < u < 4,
0 < v = 27 na Figura 5. Esse grafico tem a aparéncia de um tubo espiral. Para identificar-
mos as curvas da grade, escrevemos as equacdes paramétricas correspondentes:

x= (2 + senv)cosu y = (2 + sen v)sen u zZ=u-+cosv

Se v € constante, entdo sen v e cos U sdo constantes, portanto, as equagdes paramétricas se
assemelham as da hélice no Exemplo 4 na Secao 13.1. Assim, as curvas de grade com v cons-
tante sdo as curvas em espiral na Figura 5. Deduzimos que as curvas de grade com u cons-
tante devem ser curvas que parecem circulos na figura. Maior evidéncia dessa afirmacao €
que, se mantivermos u constante, # = i, entdo as equacgdes z = o + cos v mostram que 0s
valores de z variam de uo — 1 até uy + 1. |

Nos Exemplos 1 e 2 nos foi dada uma equacgado vetorial e pedido o grafico da superficie
parametrizada correspondente. Nos exemplos seguintes, entretanto, teremos o problema
mais desafiador de achar a funcio vetorial que representa uma superficie dada. No restante
deste capitulo, teremos de fazer exatamente isso muitas vezes.

[EEITE] Determine a funcio vetorial que representa o plano que passa pelo ponto Py com
vetor posi¢do ry e que contenha dois vetores ndo paralelos ae b

SOLUGCAO Se P € qualquer ponto no plano, podemos ir de Py até P movendo uma certa dis-
tancia na dire¢do de a e uma outra distancia na direcdo de b. Entdo, existem escalares u e v
tais que 1307 =ua + vb. (A Figura 6 ilustra como isto funciona, por meio da lei do parale-
logramo, para o caso em que u e v s@o positivos. Veja também o Exercicio 46 na Secao 12.2.)
Se r € o vetor posicao de P, entdo

— —>
r=0Po+P0P=ro+ua+vb
Assim, a equagdo vetorial do plano pode ser escrita como
r(u,v) =ro+ ua + vb

onde u e v sdo nimeros reais.
Se escrevermos r = {x, y, z), Fo = {Xo, Yo, 20), @ = (a1, a2, az) € b = (b1, b, b3), podemos
escrever as equagdes paramétricas do plano pelo ponto (xo, yo, o) COMo segue:

X = X0 + ua, + vb, Y =yo + ua, + vb, 7 =2z0 t uas + vb; |

[EE[I0N] Determine uma representagio parametrizada da esfera

x2 + y2 + Z2 — a2
SOLUCAD A esfera tem uma representacio simples p = a em coordenadas esféricas, entdo
vamos escolher os dngulos ¢ e 6 das coordenadas esféricas como pardmetros (veja a Secdo

15.9). Tomando p = a nas equagdes para conversdo de coordenadas esféricas para coorde-
nadas retangulares (Equagao 15.9.1), obtemos

x=asen¢cosf® y=asen¢psenf z=acos¢
como equacdes parametrizadas da esfera. A equag@o vetorial correspondente €
r(p,0) =asendpcosfi+asen¢dsendj+ acosdk

Temos 0 =< ¢p < me 0 < 6 < 2, de modo que o dominio dos pardmetros é o retangulo
D = [0, 7] X [0, 2r]. As curvas da grade com ¢ constante sdo as circunferéncias de latitu-
de constante (incluindo o equador). As curvas da grade com 6 constante sdo os meridianos
(semicircunferéncias), que ligam os Polos Norte e Sul (veja a Figura 7). [
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v constante

FIGURA 6
0
27T
D
d=c
Al 0=k
o . )

FIGURA 7
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Um dos usos de superficies parametrizadas
é na computagao gréfica. A Figura 8 mostra
o resultado de tentar tragar a esfera

x*+ y>+ z2 = 1 resolvendo a equagao
para z e tragando os hemisférios de cima e
de baixo separadamente. Parte da esfera
parece estar ausente por causa do sistema
de grade retangular utilizado pelo
computador. A imagem, muito melhor na
Figura 9, foi produzida por um computador,
utilizando as equagdes parametrizadas
encontradas no Exemplo 4.

Em Module 16.6 vocé pode
investigar varias familias de superficies
parametrizadas.

Para alguns propésitos, as representagdes
parametrizadas das Solugdes 1 e 2 sdo
igualmente boas, mas a Solugdo 2 pode ser
preferivel em certas situagdes. Se
estivermos interessados somente na parte
do cone que estd abaixo do planoz = 1,
por exemplo, tudo que devemos fazer na
Solugdo 2 é mudar o dominio do pardmetro
para

=
[«
A
5=
N
[ 8]
3

Osr=

OBSERVACAO Vimos no Exemplo 4 que as curvas de grade para uma esfera sdo curvas de
latitude e longitude constantes. Para uma superficie parametrizada geral, estamos realmente
fazendo um mapa e as curvas da grade sdo semelhantes a linhas de latitude e longitude. Des-
crever um ponto sobre uma superficie parametrizada (como o da Figura 5) dando valores
especificos de u e v é como dar a latitude e a longitude de um ponto.
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FIGURA 8 FIGURA 9

[EETI0HE Determine uma representacdo parametrizada do cilindro
X+ yr=4 0<sz=<l
SOLUCAO O cilindro tem representacdo r = 2 em coordenadas cilindricas; assim escolhemos

como parametros 6 e z das coordenadas cilindricas. Entdo as equacdes paramétricas do cilin-
dro sdo

x=2cos 6

onde0<0<2mel=<z=<1.

y=2senf 2=z

@I Determine uma funcio vetorial que represente o paraboloide eliptico
— 42 2
7 =x>+ 2y~

SOLUCAO Se olharmos para x € y como parimetros, as equagdes paramétricas ficam sim-
plesmente

y=y z=x1+ 2y
e a equagdo vetorial €

r(x,y) =xi+yj+ @+ 2y»)k |

Em geral, uma superficie dada como o gréfico de uma fungio de x e y, ou seja, com equacgio
da forma z = f (x, y), pode sempre ser olhada como uma superficie parametrizada, tomando
X e y como pardmetros e escrevendo as equagdes paramétricas como

z=f(x)

RepresentacOes parametrizadas (também chamadas parametrizacGes) de superficies ndo sio
Unicas. O préximo exemplo mostra dois modos de parametrizar um cone.

X=X y=y

[E@TI0FA Determine uma representaciio parametrizada para a superficie z = 24/x2 + y2,
ou seja, a metade superior do cone 72 = 4x% + 4y2.

SOLUCAD 1 Uma possivel representacdo € obtida escolhendo-se x € y como pardmetros:

t= 2T

X=X y=y

Assim, a equacdo vetorial é

r(x,y) =xi+yj+2/x2+y2k

SOLUCAD 2 Outra representacdo resulta da escolha das coordenadas polares r e 6. Um ponto
(%, y, z) sobre o cone satisfazx =rcos 0,y =rsenfez = 2\ + y2 = 2r. Assim, uma equa-
¢do vetorial para o cone €

r(r,0) =rcosfi+rsenfj+2rk

onder=0e0 =<0 =<2



I Superficies de Revolucgao

As superficies de revolu¢do podem ser representadas na forma parametrizada e, portanto,
seus graficos podem ser tragados usando-se um computador. Por exemplo, vamos considerar
a superficie S obtida pela rotagdo da curva y = f(x), a < x < b, sobre 0 eixo x, onde f (x) =
0. Seja 0 o angulo de rotagdo, como mostrado na Figura 10. Se (x, y, z) € um ponto em S,
entao

@ X=X y = f(x)cos 6 z=f(x)sen 0

Portanto, tomamos x e # como parametros e olhamos as Equagdes 3 como equacdes para-
métricas de S. O dominio do pardmetro € dado pora < x < b,0 < 0 < 27.

23F0EE Encontre equagdes paramétricas para a superficie gerada pela rotacdo da curva
y = senx, 0 < x < 2 sobre o eixo x. Use essas equagdes para o grafico da superficie de re-
volugdo.

SOLUCAD Das Equagdes 3, as equagdes paramétricas sio
xX=x y = sen x cos 6 z =sen x sen 0

e 0 dominio do pardmetro € 0 < x < 27, 0 < 0 < 2. Usando um computador para tragar
essas equagdes e girar a imagem, obtemos o grafico da Figura 11. [ |

Podemos adaptar as Equagdes 3 para representar uma superficie obtida pela revolucdo em
torno do eixo y ou do eixo z (veja o Exercicio 30).

N Planos Tangentes

Agora vamos determinar o plano tangente a uma superficie parametrizada determinada por
uma fungfo vetorial

r(u, v) = x(u, V)i + y(u, v) j + z(u, v) k
em um ponto Py com vetor posicdo r(ug, ¥9). Se mantivermos u constante usando
u = uo, entdo r(uo, v) torna-se uma funcio vetorial do parametro tnico v e define uma curva

de grade C; em S. (Veja a Figura 12.) O vetor tangente a C; em P, € obtido tomando-se a
derivada parcial de r em relagdo a v:

ox ., 9 ., 0z
@ r, = — (uo, vo)i + o (o, v0) j + —— (uo, vo) k
v v o

v 4

(uo, UO)
V=10

FIGURA 12

Da mesma forma, se mantivermos v constante tomando v = v, obteremos a curva da grade
C, dada por r(u, vo) que estd sobre S, e cujo vetor tangente em Py €

0x . J . 0z
@ r, = — (Lto, 1)0)1 + —y (l/l(), Uo)J + — (uo, Uo)k
ou du Ju

Ser, X r,ndo € 0, entdo a superficie S € dita suave (sem “bicos”). Para uma superficie suave,
o plano tangente € o que contém os vetores tangentes r, € r, e r, X r, € 0 vetor normal ao
plano tangente.

CALCULO VETORIAL
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AFigura 13 mostra a superficie que se
autointercepta no Exemplo 9 e seu plano
tangente em (1, 1, 3).

[EETINFE] Determine o plano tangente A superficie com equagdes paramétricas x = u?, y
=%z =u + 2v no ponto (1, 1, 3).

SOLUCAO Primeiro, vamos calcular os vetores tangentes:

ox Jdy . dz .
r,=—i+—j+—k=2ui+k
Ju Ju Ju

ax | ay . 0z .
r,=—i+—j+ —k=2vj+2k
v Jv Jv

Assim, o vetor normal ao plano tangente €

FIGURA 13 i j Kk
r,Xr,=|2u 0 1|=—-20vi—4uj+ 4wk
0 2v 2

Observe que o ponto (1, 1, 3) corresponde aos valores dos parametros u = 1 e v = 1, de
forma que o vetor normal ali é

—2i—4j+4k
Portanto, uma equagio do plano tangente em (1, 1, 3) €
2x—-1)—-40-1)+4z—-3)=0
ou x+2y—2z+3=0 L

I Area da Superficie

Definiremos agora a drea de uma superficie parametrizada geral dada pela Equagéo 1. Para
simplificar, vamos considerar inicialmente uma superficie cujo dominio dos parimetros D é
um retangulo, que dividiremos em sub-retdngulos R;. Vamos escolher (¢, v/*) como o canto

v z
R;j
}Az: r
~——
/ Au
FIGURA 14 (uj, vj)
A imagem do sub-retangulo 0 u

R.

i €oretalho §;;

inferior esquerdo do retdngulo R;. (Veja a Figura 14.)
A parte Sj; da superficie S que corresponde a R;; € chamada de retalho e tem um ponto P;;
com vetor posi¢do r(uf, v¥) como um de seus cantos. Sejam

r¥ = r,(u¥, v¥) e r§ = r(u¥, vjf¥)

os vetores tangentes em P; calculados pelas Equacdes 5 e 4.

A Figura 15(a) mostra como os dois lados do retalho que se encontram em P; podem ser
aproximados por vetores. Esses vetores, por sua vez, podem ser aproximados pelos vetores
Aur}eAvry porque as derivadas parciais podem ser aproximadas pelos quocientes de dife-
rencas. Assim, aproximamos S; pelo paralelogramo determinado pelos vetores Au r;f e
Awv r¥. Esse paralelogramo estd representado na Figura 15(b) e estd contido no plano tan-
gente a S em Pj. A drea desse paralelogramo é

[(Aurs) X (Avrd)| = |r¥ X ¥ AulAv



e entdo uma aproximagdo da drea de S €

'Ms
D=

| e X | Au Av

A intui¢do nos diz que essa aproximagao fica melhor 2 medida que aumentamos o nimero
de sub-retingulos e reconhecemos a soma dupla como a soma de Riemann para a integral
dupla [fp Ir, X r,| du dv. Isso justifica a seguinte defini¢do:

@ Definicdo Se uma superficie parametrizada suave S € dada pela equacdo
r(u, v) = x(u, v) i + y(u, v) j + z(u, v) k (u,v) e D

e S € coberta uma tnica vez quando (u, v) abrange todo o dominio D dos parametros,
entdo a area da superficie de S é

A(S) =ﬂ v, X r,| dA

) d d ) d d
=_x‘+_yj+_zk rvz_x‘+_y'+_zk

onde I, i 1 J
u u u Jv v Jdv

[EEEINET] Determine a 4rea da esfera de raio a.
SOLUCAOD No Exemplo 4 encontramos a representa¢io parametrizada
X = asen ¢ cos O y = asen ¢ sen 6 z=acos ¢
onde o dominio dos pardmetros é
D={(,0)0<¢d=m0=<0<2m}

Vamos calcular primeiro o produto cruzado dos vetores tangentes:

i j k

ox dy 0z i j k
reX ry= ﬁ ﬁ £= acos¢ cosf acos¢ senf —asend

ax dy 0z —asen¢ senf asen¢ cosf 0

90 96 96

= a’sen’p cos i+ a’sen’p sen B j + a’sen ¢ cos ¢ k

Logo,

|ry X ro| = yJa*sen*p cos?0 + a*sen*p sen’ + a*sen’p cos’¢p

= Ja*sen*p + a*sen’p cos2p = a?+/senp = a?sen ¢

uma vez que sen ¢ = 0 para 0 < ¢ < 7. Portanto, pela Definicéo 6, a drea da esfera €

A= [ [raxrida=["["a*senp dep o
D

= jj” do jo” send dp = a’(2m)2 = dwa’ -

B Area de Superficie do Grafico de uma Funcio

Para o caso especial de uma superficie S com equagdo z = f (x, y), onde (x, y) estiem D e ftem
derivadas parciais continuas, tomamos x € y como parametros. As equagdes paramétricas sao

X=x y=y 2=f(xy)

) 9
assim, r.=1i-+ <—f> k r,=j+ <—f> k
0x dy

CALCULO VETORIAL 989

Aury

(b)

FIGURA 15
Aproximando um retalho
por um paralelogramo
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Observe a semelhanga entre a formula da
érea da superficie da Equacdo 9 e a
formula do comprimento do arco

b dy 2
L= 1+ |—| d
L V (dx> o

da Segdo 8.1, no Volume |.

FIGURA 16

e
i j k
) ) ad
rrXr,=1 0 —f =——fi——fj+k
ox 0x dy
d
dy

Entao temos

e N T

e a férmula de drea da superficie na Definicdo 6 fica

9z \? 9z \?
(9] A(S) = 1+(=) +(=) a4
ox Jdy
D
etermine a drea da parte do paraboloide z = x> + y* que estd abaixo do plano
D i drea da parte do paraboloid 2+ y2q i abaixo do pl

z=0.

SOLUCAO O plano intercepta o paraboloide no circulo x> + y> = 9, z = 9. Portanto, a super-
ficie dada fica acima do disco D com centro na origem e raio 3. (Veja a Figura 16.) Usando
a Férmula 9, temos

A=g \/1 + (%)2+ <§—§>2 dA=g JT+ 202 + (2y)2 dA

= || VT+ 467+ da

Convertendo para coordenadas polares, obtemos

A= [T VT ar rdrao=["ao [ rJT+ 47 ar
= 2a(1)2(0 + 422 = %(37\/ﬁ —1) —

Precisamos ainda verificar se nossa definicio da drea de superficie [6] é coerente com a
férmula da drea de superficie obtida no cdlculo com uma Unica varidvel (8.2.4).

Consideremos a superficie S obtida pela rotagdo da curvay = f (x), a < x < b, em torno
do eixo x, onde f (x) = 0 e f' € continua. Da Equacéo 3, sabemos que as equagdes paramé-
tricas de S sdo

xX=Xx y=f(x)cos @ z=f(x)sen0 asx<b 0=s60=27
Para calcularmos a drea da superficie S, precisamos dos vetores tangentes
r,=i+f'(x)cos@j+f'(x)senfk
ro=—f(x)senfj+ f(x)cosOk

Logo,
i j k
r.Xry,= |1 f'(x)cos® f'(x)sen6
0 —f(x)sen6 f(x)cos6
=f(x)f'(x)i — f(x)cos 0 j — f(x)sen 6 k
E também

|1 X 1o = VIFOPLF P + [f(0)]Pcos?d + [f(x)]*sen’d

= VI/@PI + [P = fGV1 + [f ()P



Y
<]

porque f (x) = 0. Portanto, a drea de S €
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A=ﬂ T, X r0|dA=j:”Lbf(x)mdxde

=27 L” FONVT + LS OF dx

Isso € precisamente a formula que usamos para definir a drea de uma superficie de revolugao

no célculo com uma unica variavel (8.2.4).

m Exercicios

1-2 Determine se os pontos P e Q estdo na superficie dada.

1. r(u,v)=<2u+3v,1+5u—1),2+u+1)>
P(7,10,4), OG5, 22,5)

2. r(u,v)={u+v,u*—v,u+ v
P@3,-1,5),0(-1,3,4)

3-6 Identifique a superficie que tem a equacdo paramétrica dada.
3 rwv)=u+vi+@3-v)jt+d+4u+50k

4. r(u,v)=2senuit3cosujtok Osv=<2

5 r(s,f) = (s, 1,2 — s

6. r(s,7) = (s, sen 2, 5%, s cos 2t)

7-12 Use um computador para tracar o grafico da superficie para-
metrizada. Imprima o resultado e indique sobre essa impressdo
quais sdo as curvas da grade que t€ém u constante e quais tém v cons-
tante.

1. r(u,v)=<u2,v2,u+v>, —l=sus<l,—-1=<sv=<1
8 ru,v)=w—v), -2<u<2 -2<p<?2
9. r(,v)=(ucosv,usenv,u’), —1l<u<1,0<v<2mw

10. r(u, v) = {u, sen (u + v), sen v),
TTSUST, " TSUST

1. = sen v, y = cos u sen 4v, z = sen 2u sen 4v,

X
Osu<2m —mRsv=ma/2

12 x=senu, y=cosusenv, z=senv,
Osu<2m O0sv=<27

13-18 Faca uma correspondéncia entre as equacdes e os graficos
identificados por I-VI e justifique sua resposta. Determine quais
familias de curvas da grade t€ém u constante e quais t€ém v constante.

13. r(u,v) =ucosvi+usenvj+ vk
14. r(u,v) =ucosvitusenvj+senuk, —wT<u<mw
15. r(u,v) = senvi + cosusen2vj + sen u sen 2vk

16. x = (1 — u)(3 + cos v) cos 47ru,

y = (1 — u)(3 + cos v) sen 4,
z=3u+ (1l —u)senv
E necessério usar uma calculadora gréfica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

17. x = cos’u cos®v, y = sen’u cos’v, z = sen’v

-

2]

=
Il

(1 = lul)cosv,y= (1 — |ul)senv,z =u

19-26 Determine uma representagio parametrizada para a superficie.

19. O plano que passa pela origem que contém os vetoresi — j e
j—k

20. O plano que passa pelo ponto (0, —1, 5) e contém os vetores
(2,1,4)e(=3,2,5)

E necessério usar um sistema de computacdo algébrica
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

CALCULO

A parte do hiperboloide 4x*> — 4y* — z2 = 4 que estd em frente
do plano yz

A parte do elipsoide x? + 2y* + 372 = 1 que se encontra 2 es-
querda do plano xz

A parte da esfera x>+ y*> + z> = 4 que se situa acima do cone

N

A parte da esfera x>+ y* + z> = 16 que se encontra entre 0s pla-
nosz=—2ez=2

A parte do cilindro y*> + 72 = 16 que se encontra entre os planos
x=0ex=5

A parte do plano z = x + 3 que estd dentro do cilindro x*> +y* = 1

27-28 Use um sistema de computagdo algébrica para produzir um
gréfico semelhante ao das figuras.

28.

29.

Y
<]

30.

Y
<]

32.

Determine as equacdes paramétricas da superficie obtida pela
rotagdo da curvay = e™%, 0 < x < 3, em torno do eixo x e use-
-as para tracar o grafico da superficie.

Determine as equacdes paramétricas da superficie obtida pela
rotagdo da curva x = 4y?> — y*, =2 < y < 2, em torno do eixo y
e use-as para tragar o grafico da superficie.

(a) O que acontecerd com o tubo espiral do Exemplo 2 (veja a
Figura 5) se substituirmos cos u por sen u € sen u por cos u?

(b) O que acontece se substituirmos cos # por cos 2u e sen u por
sen 2u?

A supertficie com as equagdes paramétricas
x =2cos 6 + rcos(6/2)
y =2sen 6 + rcos(0/2)
z = rsen(6/2)
onde — % sr=< % e 0 < 6 < 2m, é chamada Faixa de Mdbius.

Trace o grafico dessa superficie sob varios pontos de vista. O
que ha de estranho nela?

33-36 Determine uma equacdo do plano tangente a superficie para-
metrizada dada no ponto especificado.

33.

34.

35.

36.

x=u+v, y=3u2 z=u—v, (2,3,0)

x=u*+1, y=v’+1, z=u+v; 5,2,3)
r(u,v) =ucosvitusenvj+ovk, u=1,0v=x/3

r(u,v) =senui+cosusenvj+senvk; u=mw/6,v=m/6

37-38 Determine uma equacio do plano tangente a superficie para-
metrizada dada no ponto especificado. Desenhe a superficie e o
plano tangente.

37.

38.

r(u,v) = w?i +2usenvj+ucosvkiu=1,0v=0

rw,v) =1 —w*=v)i—vj—uk;(—1,—-1,-1)

39-50 Determine a drea da superficie.

39.

40.

a.

42,

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

A parte do plano 3x + 2y + z = 6 que estd no primeiro octante

A parte do plano com equacio vetorial
r(u, v) = (u + v,2 — 3u, 1 + u — v) que € dada por
Oo<su<2 —-1=s9v=<1

A parte do plano x + 2y + 3z = 1 que estd dentro do cilindro
X*+y*=3

A parte do cone z = 4/x2 + y2 que se encontra entre o plano
y=xeocilindroy = x?

A superficie z = %(x—*’2 +y?),0sx<1,0sys<1

A parte da superficie z = 1 + 3x + 3y? que esté acima do tridn-
gulo com vértices (0, 0), (0, 1) e (2, 1)

A parte da superficie z = xy que esta dentro do cilindro
xX2+y2=1

A parte do paraboloide x = y* + 72 que estd dentro do cilindro
yV+22=9

A parte da superficie y = 4x + z? que se encontra entre os pla-
nosx=0,x=1,z=0ez=1

O helicoide (ou rampa em espiral) com equacio vetorial
r(u,v) =ucosvitusenvj+ovk,0<u<l1,0<v=<w

2

A superficie com equagdes paramétricas x = u?, y = uv,

1
z=30L0=<u<1,0<v=<2

A parte da esfera x> + y* + z2= b? que estd dentro do cilindro
X2+ y*=a’onde0<a<b

51.

Se a equagio de uma superficie S € z = f(x, y), onde x*> + y*< R?,
e vocé sabe que |f;| < 1e |f,| =<1, 0 que vocé pode dizer sobre
A(S)?

52-53 Encontre a drea da superficie com precisdo de quatro casas
decimais, expressando-a em termos de uma integral unidimensional
e usando sua calculadora para estimar a integral.

52.

53.

A parte da superficie z = cos (x* + y?) que estd dentro do cilin-
drox*+y*=1

A parte da superficie z = ¢™ ™" que estd acima do circulo
X+ <4

SCA| 54.

55.

SCA| 56.

Determine, com precisdo de quatro casas decimais, a drea da
parte da superficie z = (1 + x?)/(1 + y?) que estd acima do qua-
drado |x| + |y| =< 1. Ilustre, tracando o gréfico dessa parte de
superficie.

(a) Use a Regra do Ponto Médio para integrais duplas (veja a
Secdo 15.1) com seis quadrados para estimar a drea da su-
perficiez = 1/(1 + x> +y»),0<x<6,0<y<4.

(b) Use um sistema de computagdo algébrica para aproximar
area de superficie da parte (a) até a quarta casa decimal.
Compare com sua resposta para a parte (a).

Determine a drea da superficie de equag@o vetorial
r(u, v) = {cos’u cos*v, sen’u cos’v, sen’v), 0 < u < ,



CALCULO VETORIAL 993

0 < v < 2. Dé sua resposta com precisdo de quatro casas de- 62. A figura mostra a superficie criada quando o cilindro
cimais. y? + 72 = 1 intercepta o cilindro x> + z2 = 1. Encontre a drea
desta superficie.

ScA| 57. Determine a drea exata da superficie z = 1 + 2x + 3y + 4y2,

&

(%)

Y
<]

l<x<40<y<l ZT

58. (a) Determine, mas ndo calcule, a integral dupla da 4rea da su-
perficie com as equagdes paramétricas x = au cos 0,
y=busenv,z=u,0<u<2,0<v<2m.

(b) Elimine os pardmetros para mostrar que a superficie € um x -
paraboloide eliptico e escreva outra integral dupla que for- \‘. \ J
neca sua area.

(c) Use as equagdes paramétricas da parte (a) coma = 2 e

b = 3 para tragar o grafico da superficie. 63. Encontre a drea da parte da esfera x> + y? + z2 = a? que estd
(d) Para o caso a = 2, b = 3, use um sistema de computagio al- dentro do cilindro x* + y* = ax.
gébrica para achar a drea da superficie com precisao de qua- 64. (a) Determine a representacdo parametrizada do toro obtido ao

tro casas decimais.

girar pelo eixo z o circulo no plano xz com centro (b, 0, 0) e

59. (a) Mostre que as equacgdes paramétricas x = a sen u cos v, raio a < b. [Dica: Tome-se como parametros os 4ngulos 6 e
o mostrados na figura.]

(b) Use as equagdes paramétricas encontradas na parte (a) para
tracar o gréafico do toro para diversos valores de a e b.

(c) Use a representagdo parametrizada da parte (a) para achar a
rea do toro.

y=bsenusenv,z=ccosu,0<u<m,0<v=<2mre-
presentam um elipsoide. s
(b) Use as equagdes paramétricas da parte (a) para tracar o gra-
fico do elipsoide paraocasoa = 1,b =2, ¢ = 3.
(c) Determine, mas ndo calcule, uma integral dupla que d4 a drea
de superficie da parte do elipsoide da parte (b).

60. (a) Mostre que as equagdes paramétricas x = a cosh u cos v,
y = b cosh u sen v, z = ¢ senh u representam um hiperbo-
loide de uma folha.

(b) Use as equagdes paramétricas da parte (a) para tracar o gra-
fico do hiperboloide paraocasoa = 1,b =2,¢ = 3.

(c) Determine, mas ndo calcule, a integral dupla que d4 a drea de
superficie da por¢do do hiperboloide da parte (b) que estd
entre os planos z = —3 ez = 3.

61. Encontre a drea da parte da esfera x> + y> + 72 = 4z que esté den-
tro do paraboloide z = x* + )2

{77/ Integrais de Superficie

A relacdo entre integral de superficie e drea de superficie € semelhante aquela entre a inte-
gral de linha e o comprimento de arco. Suponha que f seja uma fungdo de trés varidveis cujo
dominio inclui uma superficie S. Definiremos a integral de superficie de f sobre S de tal
forma que, no caso em que f (x, y, z) = 1, o valor da integral de superficie seja igual a drea
da superficie de S. Comegamos com superficies parametrizadas e trataremos em seguida o
caso especial onde S € o grafico de uma funcdo de duas varidveis.

B Superficies parametrizadas

Suponha que a superficie S tenha equagdo vetorial
r(u, v) = x(u, V)i + y(u, v)j + z(u, V) k (u,v) e D

Vamos admitir inicialmente que o dominio dos pardmetros D seja um retdngulo e vamos divi-
di-lo em sub-retdngulos R; com dimensdes A u e Av. Entdo, a superficie S € dividida em reta-
lhos correspondentes S;, como na Figura 1. Calculamos f em um ponto P de cada retalho,
multiplicamos pela drea A S;; do retalho e formamos a soma de Riemann

INZE

i

2 f(PF) AS;
1 j=1
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v R; A seguir, tomamos o limite quando o nimero de retalhos aumenta e definimos a integral de
o superficie de f na superficie S como
| A 1] ([ reey,20as = tim 33 e As,
| s MmN =] j=1
0 . . . . .
“ Observe a analogia com a defini¢do de integral de linha (16.2.2) e também a analogia com a

definicdo de integral dupla (15.1.5).

Para calcularmos a integral de superficie na Equacdo 1, aproximamos a drea do retalho
AS; pela drea de um paralelogramo aproximador no plano tangente. Em nossa discussdo
sobre a drea de superficie na Se¢do 16.6, fizemos a aproximagdo

AS; = |r, X1, AuAv

ax ., ay . 0z ox ady ., dz

onde r,=—i+_—j+——k r=—i+—j+—k
Jdu ou Jdu v v v

sdo os vetores tangentes em um canto de S;. Se as componentes sdo continuas e r, € I, sdo

ndo nulos e ndo paralelos no interior de D, pode ser mostrado, da Defini¢do 1, mesmo quan-

do D néo € retangular, que

2] [ 7y 22 ds = [[ reet ) | x v, aa

FIGURA 1 Compare com a férmula para a integral de linha:

[ fCyazyds = [T e ar

Nds assumimos que a superficie é coberta

apenas uma vez quando (i, v) varia ao Observe também que

longo de D. O valor do integral de

superficie ndo depende da parametrizagdo ﬂ 1dS = _ﬂ |l'u X l'v| dA = A(S)
usada. N D

A Férmula 2 permite calcular uma integral de superficie, convertendo-a em uma integral
dupla sobre o dominio do parametro D. Ao usar essa férmula, lembre-se de que f (r(u, v)) €
avaliado ao escrever x = x(u, v), y = y(u, v) e z = z(u, v) na férmula f (x, y, z).

[EETETER Calcule a integral de superficie ([ x* dS, onde S é a esfera unitdria
Xy + =1,
SOLUCAD Como no Exemplo 4 da Secdo 16.6, utilizamos a representa¢io parametrizada
x=sen¢cosf y=sendcsenb Z=cos ¢ Os¢d=7m O0=s6=27w
isto &, r(¢, 6) =sen¢p cos fi+ sendsendj+ cos ¢k
Como no Exemplo 10 da Secdo 16.6, podemos obter que
[ry X 1ol = sen ¢

Portanto, pela Férmula 2,

Aqui, usamos as identidades Jf x*dS = ff (sen cosf)’[ry X 14| dA
cos? f = % (1 + cos 26) S b
2h=1-— 2 _ 2w ([t 2 ) _ 2 ) T 3
sen’ ¢ cos* fo J;) sen’d cos’d sen¢ d¢ db jo cos’0 do fo sen’d dep

Em vez disso, poderiamos usar as Férmulas

64 e 67 da Tabela de Integrais. 2 | -
= fO 3(1 + cos 20) df L (sen¢ — sen¢ cos’ep) dd

4ar
3
As integrais de superficie tém aplicacdes semelhantes aquelas das integrais que estuda-
mos anteriormente. Por exemplo, se uma folha fina (digamos, uma folha de aluminio) tiver
a forma de uma superficie S e se a densidade (massa por unidade de 4rea) no ponto (x, y, z)
for p(x, y, z), entdo o total da massa da folha serd

= 1[0 + tsen20]" [~cosep + Lcos’p); = [
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m= [ plx.y,2) ds
S
e o centro de massa ser4 (X, y, z), onde

)_c=%fsf xp(x,y,z)dS §=%g yp(x,y,z)dS E=%g zp(x,y,z)dS

Os momentos de inércia também podem ser definidos como antes (veja o Exercicio 41).

I Graficos

Qualquer superficie S com equagdo z = g(x, y) pode ser considerada uma superficie parame-
trizada com equacdes parametrizadas

x=x y=y =g, y)
. . dg . dg
e, entilo, temos rr=i+|—]k rh=j+|——]k
ax dy
de modo que
d d
(3] rx><ry=——gi——gj+k
ox ay

9z \? 9z \?
e |, X ry| = P + o +1
x y

Logo, neste caso, a Férmula 2 se torna

[4] ﬂ flx,y,2) dS = ﬂ flxy. g, y))\/<%>2 + <2—;>2 + 1dA

Existem férmulas andlogas para quando for mais conveniente projetar S no plano yz ou
no plano xz. Por exemplo, se S for a superficie com equacdo y = h(x, z) e D for sua projecio
no plano xz, entdo

ﬂ flx,y,2)dS = ﬂ f(x, h(x, z), z) \/<%>2 + <%>2 +1dA

N D

Calcule (. y dS, onde S é a superficie z = x + V,0=sx<1,0<y=<2.(Vejaa
JsY p )
Figura 2.)

SOLUCAO Uma vez que

Jz Jdz )
= = e = =
ox ay Y

jsfyds=gy\/1 + <%>2+ (2—;>2 dA

= Ll f:ym dy dx

a Férmula 4 da

1 2
=f0dxﬁjoyvl+2y2dy FIGURA 2

132

1)2 2
= V2(1)30 + 292y = : -
Se S € uma superficie suave por partes, ou seja, uma unido finita de superficies suaves S,
S», ..., Sa que se interceptam somente ao longo de suas fronteiras, entdo a integral de super-

ficie de f sobre S € definida por
ﬂf(x, y,2)dS = ﬂf(x, v,z)dS + -+ + ﬂf(x, y,2)dS
N S Su
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[EEENE]  Calcule [ zdS, onde S é a superficie cujo lado S, é dado pelo cilindro
x2+ y? =1, cujo fundo S, € o circulo x> + y* =<1 no plano z = 0, e cujo topo S; € a parte do
plano z = 1 + x que estd acima de S,.

SOLUCAD A superficie S é mostrada na Figura 3 (trocamos a posi¢@o usual dos eixos para
enxergar melhor S). Para S}, usamos como parametros 6 e z (veja o Exemplo 5 da Secdo 16.6)
e escrevemos suas equacgdes parametrizadas como

x =cos @ y = sen 6 2=z
onde 0=0=<2mw e O0sz=1+x=1+cos¥f
Portanto,
i j k
ro X r.= |—senf cosf Of=cosfi+ senf j
0 0 1

FIGURA 3

e |rg X r.| = y/cos? + sen’0 = 1

Entdo, a integral de superficie em S, €
zdS = || z|ry X r.|dA
o=

_ jj” L”“"“’zdz d6 = ﬁf”%(l + cos 0)2d0

= %f;ﬁ[l + 2cos @ + 2(1 + cos 20)] d6

= 3
= %[%0 + 2senf + isenze](z) _ o

Como S estd no plano z = 0, temos
gzds=goczs=0

A superficie superior S3 se encontra acima do disco D e faz parte do plano z = 1 + x.
Assim, tomando g(x, y) = 1 + x na Férmula 4 e convertendo para coordenadas polares,

temos
az \? dz \?
szS=ﬂ(l+x) 1+(Z) +(Z£) aa
ox ay
5 D
= thol (1 +rcos@)/1+1+0rdrdd
= \/Erﬁr (r + r?cos 6) dr do
0 0
o 27 1 1
= \/Efo (3 + 1cos 6) do
2
0 0
V2| =+ 22| = an
2 3 ],
Portanto,
zdS= || zdS + || zdS + || zdS
R R
3w 3
=7+0+ﬁw=(5+ﬁ)w -
P
‘\ s .
- 4 B Superficies Orientadas
T S 2 Para definir integrais de superficie de campos vetoriais, precisamos descartar superficies ndo
orientdveis tais como a faixa de Mobius mostrado na Figura 4. [Nomeado assim por causa
FIGURA 4 do gedmetra alemado August Mobius (1790-1868).] Vocé pode construir uma tomando uma

Uma faixa de Mobius faixa retangular longa de papel, dando-lhe uma meia-tor¢do e juntando as arestas curtas,
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como na Figura 5. Se uma formiga andasse sobre uma faixa de Mobius comecando no ponto
P, ela acabaria do “outro lado” da faixa (ou seja, com sua parte de cima apontando para o
sentido oposto). Entdo, se a formiga continuasse a andar na mesma dire¢@o, ela acabaria de
volta no mesmo ponto P sem ter nunca cruzado uma aresta (se vocé€ construiu uma faixa de
Mobius, tente desenhar uma linha a 14pis pelo meio). Portanto, uma fita de Mobius realmen- Visual 16.7 mostra uma faixa de Mo-
te tem apenas um lado. Vocé pode tracar a faixa de Mobius usando as equagdes parametri-  bius com um vetor normal que pode ser mo-

zadas no Exercicio 32 da Secdo 16.6. vido ao longo da superficie.
B o L
A D e «C

FIGURA 5

Construcdo de uma faixa de Mobius

Daqui para a frente consideraremos somente as superficies orientdveis (com dois lados). z n
Comecaremos com uma superficie S que tenha um plano tangente em todos os pontos (x, y, jpu—)
z) em S (exceto nos pontos da fronteira). Existem dois vetores normais unitdrios n; e / \
n, = —n;em (x, y, 7) (veja a Figura 6).

Se for possivel escolher um vetor normal n em cada ponto (x, y, z) de modo que n varie S

continuamente sobre S, entéio S € chamada superficie orientada e a escolha dada de n for- nZ Q
. ~ . .. . ~ L, . 2 \ J
nece S com uma orientacdo. Existem duas possiveis orientagdes para qualquer superficie o \
orientada (veja a Figura 7). /\ y
X y
FIGURA 6

FIGURA 7

As duas orientacdes de
uma superficie orientdvel

Para uma superficie z = g(x, y) dada como o grifico de g, usamos a Equacdo 3 e vemos
que a orientacdo induzida € dada pelo vetor normal unitario

99 . 99
_,
ox ay

CE

Como a componente na dire¢do de k € positiva, isso fornece a orientagdo ascendente da
superficie.

Se S for uma superficie orientada suave dada na forma parametrizada pela equacdo veto-
rial r(u, v), entdo ela estd automaticamente associada a orientagdo do vetor normal unitario.

jtk

r, Xr,

@ n:|r,,><rv|

e a orientacdo oposta € dada por —n. Por exemplo, no Exemplo 4 na Se¢do 16.6 nés encon-
tramos a representagcdo parametrizada

r(p,0) =asendpcosfi+asen¢dsendj+ acospk
para a esfera x> + y? + 72 = a*. Entdo, no Exemplo 10 da Sec¢do 16.6, encontramos que

ry X rg = a®sen’¢p cos 6 i + a® sen’d sen 0 j + a® sen ¢ cos ¢ k

e |l'¢><1'9| =a2 senc[)

Assim, a orientacdo induzida por r(¢, 0) € definida pelo vetor normal unitdrio
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(
e

FIGURA 10
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Iy X 1y . . 1
n=-————=send¢ cosfi+ seng send j + cosd k =—r(d, )
|l'¢ X l'9| a
Observe que n aponta na mesma direcdo que o vetor posicao, ou seja, para fora da esfera
(veja a Figura 8). A orientacdo oposta (para dentro) poderia ser obtida (veja a Figura 9) se
tivéssemos trocado a ordem dos parametros, porque ry X ro= —r¢ X Ip.

X

FIGURA 8 FIGURA 9
Orientagdo positiva Orienta¢do negativa

Para uma superficie fechada, isto é, uma superficie que seja a fronteira de uma regido
sélida E, a convencdo € que a orientacao positiva ¢ aquela para a qual os vetores normais
apontam para fora de E, e os vetores normais que apontam para dentro correspondem a
orientagdo negativa (veja as Figuras 8 € 9).

N Integrais de Superficie de Campos Vetoriais

Suponha que S seja uma superficie orientada com vetor unitdrio normal n, e imagine um flui-
do com densidade p(x, y, z) e campo de velocidade v(x, y, z) que flui através de S. (Pense em
S como uma superficie imagindria que ndo impede o fluxo de fluido, tal como uma rede de
pesca por um fluxo.) Em seguida, a taxa de fluxo (massa por unidade de tempo) por unida-
de de drea € pv. Se dividirmos S em pequenos retalhos S, como na Figura 10 (compare com
a Figura 1), entdo S; é aproximadamente plana, de modo que podemos aproximar a massa
de fluido que passa por S; na dire¢do da normal n por unidade de tempo pela quantidade

(pv - MA(S;)

onde p, v e n sdo avaliados em algum ponto em Sj;. (Recorde-se de que o componente do vetor
de pv na direc@o da unidade de vetor n € pv - n.) Somando essas quantidades e tomando o limi-
te, obtemos, de acordo com a Definicdo 1, a integral de superficie da fung@o pv - n sobre S:

([ pv-nds = [ px.y.2v(x.y,2) - n(x, y, 2) ds

e ela € interpretada fisicamente como a vazdo através de S.
Se escrevermos F = pv, entdo F também € um campo vetorial em R* e a integral da Equa-

¢do 7 fica
gF-ndS

Uma integral de superficie dessa forma aparece frequentemente em fisica, mesmo quando F
ndo € pv, e é denominada integral de superficie (ou integral de fluxo) de F em S.

Definicdo Se F for um campo vetorial continuo definido sobre uma superficie
orientada S com vetor normal unitdrio n, entdo a superficie integral de F sobre S ¢

ﬂF-ds=£fF-ndS

N
Essa integral € também chamada fluxo de F através de S.

Em palavras, a Defini¢ao 8 diz que a integral de superficie de um campo vetorial sobre S €
igual a integral de superficie de sua componente normal em S (como definido anteriormente).



Se S € uma fung¢@o vetorial dada por r(u, v), entdo n € dado pela Equacédo 6 da Definicao
8 e, da Equacdo 2, temos

MX v
jF.dS=ﬂF.LdS
s |r. X r,|
s
r, Xr,
= jj\ [F(r(u, v)) 'W]h‘u X l'v| dA

D

onde D € o dominio dos pardmetros. Assim, temos

3] ﬂF-dssz-(ruxrv)dA

N D

[EEINNY Determine o fluxo do campo vetorial F(x, y, z) = zi + y j + x k através da es-
fera unitdria x> + y> + 22 = 1.

SOLUCAO Como no Exemplo 1, utilizamos a representagdo parametrizada
r(¢p,0) =sen¢cosfi+sen¢senfj+cosodk 0<op=nw 0<¢<2m

Entdo F(r(¢, 0)) = cos ¢ i+ sen ¢ sen 6 j + sen ¢ cos ¢ k

e, do Exemplo 10 da Secéo 16.6,
rs X ryp = sen’p cos 0 i + sen’p sen 0 j + sen ¢ cos ¢ k
Portanto,
F(r(¢, 0)) - (ry X ry) = cos ¢ sen’d cos 6§ + sen’p sen’d + sen’¢ cos ¢ cos 0

e, pela Férmula 9, o fluxo é

ﬂF-dS=ﬂF-(r¢Xrg)dA

N

= f:w Lﬁ (2 sen’p cos ¢ cos @ + sen’d sen’d) do do
_ T 5 2 T 3 2 2
= 2j0 sen’¢ cos ¢ do fo cos 6 db + fo sen’¢ dop L senf db

T 3 27 5 "om ‘
=0+ sen’¢ d¢ sen6 do uma vez que .U cos 0 df =0
0 0 . )

pelos mesmos célculos que no Exemplo 1. [

Se, por exemplo, o campo vetorial do Exemplo 4 € um campo de velocidade descreven-
do o escoamento de um fluido de densidade 1, entdo a resposta 477/3 representa a vazao atra-
vés da esfera unitdria em unidade de massa por unidade de tempo.

No caso de uma superficie S dada por um grafico z = g(x, y), podemos considerar x e y
como parametros e usar a Equacéo 3 para escrever

ag . @
—gi——gj+k>

F-(@:Xr)=(Pi+ Qj+RK)- <—
ox ay

Logo, a Férmula 9 se torna

jF-dS=ﬂ<—P%—Qg—i

o)

S D
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Compare a Equagdo 9 com a expressao
analoga para o calculo da integral de linha
de campos vetoriais da Definicdo 16.2.13:

JC F - dr = J’: F(r() - r'(d) dr

AFigura 11 mostra o campo vetorial F do
Exemplo 4 em pontos da esfera unitéria

S\

NI

FIGURA 11
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FIGURA 12

CALCULO

Esta férmula pressupde uma orientacdo ascendente de S; para uma orientacio descendente,
multiplicamos por —1. Férmulas semelhantes podem ser trabalhadas se S € dada por y = h(x,
z) oux = k(y, z). (Veja os Exercicios 37 e 38.)

[EETETE Calcule ([ F - dS, onde F(x, y,z) = yi+ xj + zk e S é o limite da regido s6-

lida E delimitada pelo paraboloide z = 1 — x> — y*> e o plano z = 0.

SOLUCAO A superficie S € constituida pela superficie parabélica superior S e pela superficie
circular do fundo S, (veja a Figura 12). Como S ¢ uma superficie fechada, usamos a con-
vencdo de orientagdo positiva (para fora). Isso significa que S, € orientada para cima e pode-
mos usar a Equacio 10 com D sendo a projecao de S sobre o plano xy, ou seja, o circulo
x2+ y>< 1. Como

Px,y,2) =y 0(x,y,2) =x R(x,y,2) =z=1—x2—)?

d d
sobre S; e 9 - —2x . —2y
ox ay
temos
d d
) F-ds=ﬂ —P—g—Q—g+R>dA
0x ay
Si I
= ﬂ [—y(—2x) — x(=2y) + 1 — x* — y*]dA
D
= H (1 + 4xy — x> — y?)dA
D
= fznfl (1 + 4r*cos@ senb — r?)rdrdo
0 0
J‘ZWJ‘I 3 3
= (r —r’ + 4r’cos® sen@) dr do
0 0
. 27 1 o o
= fo (; + cos@ senf) do = ;(2m) + 0 = 5
O disco S, € orientado para baixo, entdo seu vetor normal unitdrio € n = —Kk e temos

ﬂ'F'dsng'(_k)dszg(—Z)dA=fo0dA=o

S

uma vez que z = 0 em S,. Finalmente, calculamos, pela definicéo, HS F - dS como a soma
das integrais de superficie de F sobre as partes S; e Sa:

ﬂF-dS=gF-dS+gF-d5=g+O g —

N

Embora tenhamos exemplificado a integral de superficie de um campo de vetores com
seu uso em mecanica dos fluidos, esse conceito também aparece em outras situacdes fisicas.
Por exemplo, se E € um campo elétrico (veja o Exemplo 5 da Se¢do 16.1), entdo a integral
de superficie

[[E-as

N
chama-se a fluxo elétrico de E através da superficie S. Uma importante lei de eletrostética é
a Lei de Gauss, que diz que a carga total englobada por uma superficie S é

] Q=£0HE-dS

onde &y € uma constante (denominada permissividade no vacuo) que depende das unidades

usadas (no sistema SI, gy = 8,8542 X 107'2C?% N-m?). Portanto, se o campo vetorial F do

Exemplo 4 representa um campo elétrico, podemos concluir que a carga envolvida por S é
4

0 = 3mey.
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Outra aplicagdo de integrais de superficie ocorre no estudo de fluxo de calor. Suponha
que a temperatura em um ponto (x, y, Z) em um corpo seja u(x, y, z). Entdo, o fluxo de calor
€ definido como o campo vetorial

F=—-KVu
onde K € uma constante determinada experimentalmente, chamada condutividade da subs-
tancia. A taxa de transmissdo de calor através da superficie S no corpo € entdo dada pela inte-
gral de superficie
[[F-as=—k{f vu-as
N N
G0N A temperatura  em uma bola metélica € proporcional ao quadrado da distincia
do centro da bola. Determine a taxa de transmissao de calor através de uma esfera S de raio a
e centro no centro da bola.
SOLUCAO Tomando o centro da bola como origem, temos
u(x,y,z) = C(x*+ y*+ 2%
onde C € a constante de proporcionalidade. Entdo o fluxo de calor é
F(x,y,2) = —KVu= —KCQ2xi+ 2yj+ 2zk)
onde K € a condutividade do metal. Em vez de usar a parametrizacdo usual da esfera dada
no Exemplo 4, observamos que o vetor normal a esfera x> + y? + 72 = a* que aponta para fora
no ponto (x, y, z) é
1
n=—(xi+yj+:zk)
a
. 2KC
e assim F:n=——"—((x*+y>+ 2%
a
Mas, sobre S temos x*> + y*> + 72 = @, entdo F - n = —2aKC. Portanto, a taxa de transmis-
sdo de calor através de S €
([ ¥-ds=[[ F-nds = —2aKC [ as
N N N
= —2aKCA(S) = —2aKC(4ma*) = —8KCma® [ ]

m Exercicios
1. Seja S asupertficie que € fronteira da caixa delimitada pelos pla- 5-20 Calcule a integral de superficie.

nosx =0,x=2,y=0,y=4,z=0e z = 6. Aproxime -

J[se 70169 d§ usando uma soma de Riemann, como na Defi- 5 JlsG+y+2)ds, } )

ni¢do 1, tomando os retalhos S; como os retidngulos que sdo as S € o paralelogramo com equagdes paramétricas x = u + v,

faces da caixa S e os pontos Pj como os centros destes retangulos. y=u—-vz=l+2utv0sus<20sv=<l
2. Uma superficie S é formada pelo cilindro x> + y*> = 1, 6. ||S xyz ds, } .

—1 =< z =< 1, e por circulos no fundo e no topo Suponha que S € o cone com equagdes paramétricas X = u COS U,

vocé saiba que f'€ uma func¢do continua com

y=usenv,z=u,0su<1,0sv=m/2

f(£1,0,00=2  f(0,x1,0)0=3  f(0,0,x1)=4 1. [[;ydS, S é o helicoide com equagdo vetorial

Estime o valor de [[s f (x, y, z) dS usando a soma de Riemann,
toman@g como retalhos Sj; os circulos do fundo e do topo e a la- 8 Hs o + y?) dS,
teral dividida em quatro partes.

3. Seja H o hemisfério x> + y* + z2 = 50, z = 0, e suponha que f
seja uma funcdo continua com f(3,4,5) =7, (3, —4,5) = 8, 9. [[%zds
f(=3,4,5) =9ef(—3, —4,5) = 12. Ao dividir H em quatro e ’
partes, estime o valor de [, f (x, y, z) dS. gulo [0, 3] X [0, 2]

4. Suponha que f(x,y,z) = g(v/x> +y> + z2), onde g ¢ uma 10. ([, xzdS
fungdo de uma varidvel tal que g(2) = —5. Calcule ([, f(x, y, 2) PP

< 24 24 2=
dS, onde S € aesferax* + y*+ 72 = 4. tante

E necessério usar um sistema de computaco algébrica 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

r(u,v) =(ucosv,usenv,v),0<u<1,0sv<m

S € o superficie com equacdo vetorial
r(u, v) = Quv, 1> — V2, >+ v), i+ v* < 1

S € a parte do plano z = 1 + 2x + 3y que estd acima do retan-

S € a parte do plano 2x + 2y + z = 4 que estd no primeiro oc-
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1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

CALCULO

[fsx ds.
S € aregido triangular com vértices (1, 0, 0), (0, —2, 0)
e(0,0,4)

[l ds, i
Séasuperficiez =52+ y?),0<x<1,0sy<1

Ji, .
S € a parte do cone 72> = x* + y 2 que estd entre os planos z = 1
ez=3

I, <
Séasuperficiex =y +22,0<y<1,0<z<1

Ils v as.
S € a parte do paraboloide y = x? + z? que esté dentro do
cilindro x> + z2= 4

Ifs ¥*ds,
S € a parte da esfera x* + y*> + 72 = 4 que estéd dentro do
cilindro x> + y* = 1 e acima do plano xy

.Hs (*’z + y*) dS,
S € o hemisfério x> + y*+ 2=4,2=0

Ji,xzds.
S € o limite da regido delimitada pelo cilindro y> + z2=9 e
pelos planosx =0ex +y =5

[Js @ + *%y) ds,
S € a parte do cilindro y* + z2 = 1 que est4 entre os planos
x = 0 ex = 3 no primeiro octante

JJs 2+ y* + 22 dS,
S € a parte do cilindro x*> + y*> = 9 entre os planos z = 0 e
z = 2, juntamente com os discos inferior e superior

21-32 Avalie a integral de superficie [[s F - dS para o campo veto-
rial dado F e a superficie orientada S. Em outras palavras, localize o
fluxo de F através de S. Para superficies fechadas, use a orienta¢do

(para o exterior) positiva.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

2]1.

F(x,y,z) = ze¥i — 3ze¥ j + xy kK,
S € o paralelogramo do Exercicio 5 com orientagio ascen-
dente.

F(x,y,z) =zi+yj +xk,
S € o helicoide do Exercicio 7 com orientacio ascendente.

F(x,y,2) =xyi+yzj+ zxk,
S € a parte do paraboloide z = 4 — x> — y? que estd acima do
quadrado 0 =< x < 1,0 < y =< 1, e com orientacdo ascendente.

F(x,y,2) = —xi—yj+ 'k,
S € a parte do cone z = m que estd entre os planos
z = 1 ez = 3 com orientagdo descendente

F(x,y,z) =xi—zj+yk,
S € parte da esfera x> + y* + z> = 4 no primeiro octante,
com orientagio para a origem

F(x,y,z) = xzi + xj + yk,
S € 0 hemisfério x> + y> + 22 = 25,y = 0,
orientado na direcdo do eixo positivo y

F(x,y.2) =yj—zk,
S é formada pelo paraboloide y = x>+ 72,0 < y < 1,
epelodiscox*+ 2< 1,y =1

28.

29.

30.

31.

32.

F(x,y,2) = xyi+4x2j + yz Kk,
Séasuperficiez =xe’,0<=sx<1,0sy=<1,
com orientagdo ascendente

F(x,y,2) =xi+2yj+ 3zk,
S € o cubo com vértices (=1, £1, =1)

Fix,y,z2) =xi+yj+5Kk,
S € o limite da regido delimitada pelo cilindro x> + z2= 1 ¢
pelos planosy =0ex +y =2

F(x,y,2) =i+ y’j + 2Kk,
S é o limite do semicilindro sélido 0 < z< /1 — 2 0<x<2

Fix,y,2)=yi+ (@@ —-yj+xk,
S € a superficie do tetraedro com vértices (0, 0, 0), (1, 0, 0),
0,1,00e(0,0, 1)

3.

34

35.

SCA| 36.

37.

38.

39.

40.

a.

42.

43.

44.

Calcule [[s (x* + y* + z?) dS com precisdo de quatro casas deci-
mais, quando S € a superficiez = xe’, 0 =x<1,0sy=<1

Determine o valor exato de [[s x? yz dS, onde S ¢ a superficie
z=xy,0sxs1,0sys1

Determine o valor de [fs x?y*z?dS correto até a quarta casa deci-
mal, onde S € a parte do paraboloide z = 3 — 2x? — y? que estd
acima do plano xy.

Determine o fluxo de

F(x, y,z) = sen(xyz)i + x*y j + 2% k
através da parte do cilindro 4y? + 72 = 4 que esté acima do plano
Xy e entre os planos x = —2 e x = 2 com orientacio ascendente.

Ilustre, usando um sistema de computacao algébrica para dese-
nhar o cilindro e o campo vetorial na mesma tela.

Determine uma férmula para [ F + dS semelhante 2 Férmula
10 para o caso onde S € dada por y = h(x, z) e n € o vetor nor-
mal unitdrio que aponta para a esquerda.

Determine uma férmula para [[F - dS semelhante & Férmula
10 para o caso onde S € dada por x = k(y, z) e n € o vetor nor-
mal unitdrio que aponta para a frente (ou seja, para o observador,
quando os eixos estdo desenhados na posi¢do usual).

Determine o centro de massa do hemisfério x* + y*> + 72 = a2,
7= 0, se ele tiver densidade constante.

Determine a massa de um funil fino com o formato do
cone z = /x2 + y%, 1 < z < 4, se sua fungdo densidade ¢
plx,y,z) =10 — z.

(a) D& uma expressio integral para o momento de inércia /. em
torno do eixo z de uma folha fina no formato da superficie S
se a func¢do densidade € p.

(b) Determine o momento de inércia em torno do eixo z do funil
do Exercicio 40.

Seja S a parte da esfera x* + y? + z2 = 25 que estd acima do plano
z = 4. Se S tem densidade constante k, determine (a) o centro da
massa e (b) o momento de inércia em torno do eixo z.

Um fluido tem densidade 870 kg/m® e escoa com velocidade
v =zi+ y?*j + x*k, onde x, y e z s30 medidos em metros e as
componentes de v, em metros por segundo. Encontre a taxa de
vazdo para fora do cilindro x> + y*= 4,0 <z < 1.

A 4dgua do mar tem densidade 1.025 kg/m? e flui em um campo
de velocidade v = y i + x j, onde x, y e z sdo medidos em me-



tros e as componentes de v, em metros por segundo. Encontre a
taxa de vazdo para fora do hemisfério x> + y*+ z2= 9,z = 0.
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de transmisséo de calor nessa substincia para dentro superficie
cilindrica y>*+ 2= 6,0 < x < 4.

A temperatura em um ponto de uma bola com condutividade K
¢é inversamente proporcional a distincia do centro da bola. De-
termine a taxa de transmissdo de calor através de uma esfera S

45. Use a Lei de Gauss para achar a carga contida no hemisfério s6- 48.
lido x> + y* + < a?, z = 0, se o campo elétrico for
E(x, y,2)=xi+yj+ 2zk. 5
de raio a e centro no centro da bola.
46. Use a Lei de Gauss para achar a carga dentro de um cubo com 49

vértices (=1, £1, *1) se o campo elétrico for
E(x,y,2)=xi+yj+zk.

Seja F um campo inverso do quadrado, ou seja, F(r) = cr/|r|?
para alguma constante ¢, onde r = xi + y j + z k. Mostre que
o fluxo de F através de uma esfera S com o centro de origem €
independente do raio de S.

47. A temperatura no ponto (x, y, z) em uma substincia com uma
condutividade K = 6,5 é u(x, y, z) = 2y* + 2z>. Determine a taxa

m Teorema de Stokes

O Teorema de Stokes pode ser visto como uma versdo em dimensdo maior do Teorema de
Green. Enquanto o Teorema de Green relaciona uma integral dupla sobre uma regido plana
D com uma integral de linha em torno de sua curva limite plana, o Teorema de Stokes rela-
ciona uma integral de superficie sobre uma superficie S com uma integral em torno da curva
da fronteira S (que € uma curva no espaco). A Figura 1 mostra uma superficie orientada com
vetor normal unitdrio n. A orientacdo de S induz a orientacao positiva da curva fronteira
C mostrada na figura. Isso significa que, se vocé andar na dire¢@o positiva ao redor da curva
C com sua cabeca na direcao e sentido de n, entdo a superficie estard sempre a sua esquerda.

Teorema de Stokes Seja S uma superficie orientada, suave por partes, cuja fronteira é
formada por uma curva C fechada, simples, suave por partes, com orientacdo positi-
va. Seja F um campo vetorial cujas componentes t€ém derivadas parciais continuas em
uma regido aberta de R* que contém S. Entdo

LF-drzg curl F - dS

Como

jCF-dr=LF-Tds e fsf curlF-ds=ij curl F - n dS

o Teorema de Stokes nos diz que a integral de linha em torno da curva fronteira de S da com-
ponente tangencial de F € igual a integral de superficie sobre S da componente normal do
rotacional de F.

A curva na fronteira orientada positivamente da superficie orientada S € com frequéncia
denotada por 4S5, de modo que o Teorema de Stokes pode ser escrito como

m ﬂ curlF-dS=LSF-dr
N

Existe uma analogia entre o Teorema de Stokes, o de Green e o Teorema Fundamental do
Célculo. Como anteriormente, existe uma integral envolvendo derivadas do lado esquerdo da
Equacdo 1 (lembre-se de que rot F € uma espécie de derivada de F) e do lado direito, envol-
vendo valores de F calculados somente na fronteira de S.

De fato, no caso especial em que a superficie S € plana e pertence ao plano xy, com orien-
tagdo ascendente, o vetor normal unitdrio € Kk, a integral de superficie se transforma em uma
integral dupla, e o Teorema de Stokes fica

fCF - dr = fsf curl F - dS = Jsf (curl F) - k dA
Essa € precisamente a forma vetorial do Teorema de Green dada na Equagdo 16.5.12. Assim,
vemos que o Teorema de Green € realmente um caso especial do Teorema de Stokes.
Apesar de o Teorema de Stokes ser muito dificil de demonstrar no caso geral, podemos
fazer uma demonstracdo quando S for um grafico e F, S e C forem bem comportados.

FIGURA 1

George Stokes

0 Teorema de Stokes tem seu nome em
homenagem ao fisico matematico irlandés
sir George Stokes (1819-1903). Stokes era
professor na Universidade de Cambridge
(ele detinha a mesma cadeira de Newton,
Lucasian Professor of Mathematics) e se
sobressaiu por seus estudos sobre vazao de
fluidos e luz. O teorema que hoje
chamamos Teorema de Stokes foi, na
verdade, descoberto pelo fisico escocés sir
William Thompson (1824- 1907, conhecido
como lorde Kelvin). Stokes soube desse
teorema por uma carta de Thomson em
1850 e pediu a seus estudantes que o
demonstrassem em um exame em
Cambridge, em 1854. Nao se sabe se
algum de seus estudantes foi capaz de
fazé-lo.
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FIGURA 2
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DEMONSTRACAOQ DE UM CASO ESPECIAL DO TEOREMA DE STOKES Admitiremos que a equagio
de S € z = g(x, ), (x,y) € D, onde g tem derivadas parciais de segunda ordem continuas, e
que D seja uma regido plana simples cuja curva fronteira C; corresponde a C. Se a orienta-
¢do de S for ascendente, a orientacdo positiva de C corresponde a orientagdo positiva de C;.
(Veja a Figura 2.) Foi-nos dadoque F = Pi + Q j + R Kk, onde as derivadas parciais de P,
QO e R sdo continuas.

Como S € um gréfico de uma funcdo, podemos aplicar a Férmula 16.7.10 com F substi-
tuido por rot F. O resultado ¢

2] [[ rotF -as

R 90 oz oP AR\ oz 00  oP
=ﬂ L OF RN % L (222 s
dy 0z 8x 0z ox / dy ox dy
D
onde as derivadas parciais de P, Q e R sdo calculadas em (x, y, g(x, ¥)). Se
x = x(1) y = y(1) ast<b

¢é a representacdo parametrizada de Cj, entdo a representacdo parametrizada de C €

x = x(1) y=y® z = g(x(0), y(1)) ast<b

Isso nos permite, com ajuda da Regra da Cadeia, calcular a integral de linha como segue:

v d d
LF-dr=j<P—x+Q—+R Z)dt

d d
dy + R Ed—er%d—y dt
ox dt dy dt

dx dy
P+R—|—+ +R— | —|dt
f[( )dt (0n5) 5]
0z
j <P+R—>dx+ <Q+R—>dy
dy
9z d 0z
= ﬂ O +R ——|P+R—||dA
6y ay 0x
D
onde usamos o Teorema de Green no ultimo passo. Entdo, utilizando novamente a Regra da

Cadeia e lembrando que P, Q e R sdo funcdes de x, y e z e que z €, por sua vez, funcdo de x e
y, obtemos

90 90 9z IR 9z IR Iz 9z 9’z
fF dr +——+——+———+R
ox dz 0x ox dy Jdz Ox dy dx dy

P 9P oz OR 9z AR 0z 9z 9%z
-+ ——+ + dA

ay dz dy dy ox dz dy ox dy dx

Quatro dos termos da integral dupla se cancelam, e os seis restantes podem ser rearranja-
dos para que coincidam com o lado direito da Equagao 2. Portanto

fCF-dr=ﬁrotF-dS [ |
S

[EEETEN Calcule | F - dr, onde F(x, y,z) = —y*i + xj + 22k e C é a curva da interse-
¢éo do plano y + z = 2 com o cilindro x? + y*> = 1. (Oriente C no sentido anti-horario quando
observado de cima.)

SOLUCAD A curva C (uma elipse) estd mostrada na Figura 3. Apesar de fc F - dr poder ser cal-
culada diretamente, € mais simples usar o Teorema de Stokes. Vamos inicialmente calcular



i j K
J d d

rotF=|— — —[=(+2yk
dx Jdy Oz
-y x  Z

Apesar de existirem muitas superficies com fronteira C, a escolha mais conveniente € a
regido eliptica S no plano y + z = 2 cuja fronteira € C. Se orientarmos § para cima, em segui-
da, C tem a orientagdo induzida positiva. A projecdo D de S no plano xy é o disco x2 + y* <
1 e portanto, usando a Equagdo 16.7.10 com z = g(x, y) = 2 — y, temos

fCF-dr=H rotF-dS=ﬂ (1 + 2y) dA

If%fl (1 + 2rsen®) rdrdo
0 0

1

o | 2 r? 27
=L |:7+2?sen0]0d0=f0 (3 + 2sen6) do

=;2m+0=m _—

[EENF] Use o Teorema de Stokes para calcular a integral [f rotF - dS, onde
F(x,y,z) = xzi + yzj + xyk e S é a parte da esfera x> + y> + z2 = 4 que estd dentro do ci-
lindro x*> + y*= 1 e acima do plano xy. (Veja a Figura 4.)

SOLUCAOD Para acharmos a curva fronteira C, resolvemos as equagdes x>+ y>+ 2= 4 e x>+
y?= 1. Subtraindo, obtemos z>= 3 e, portanto, z = ﬁ (uma vez que z > 0). Entdo C € a cir-
cunferéncia dada pelas equacdes x>+ y>= 1, z = /3. A equacio vetorial de C é

r() =costi+sentj+ Bk 0<t<2m

Assim, r'(f)y = —senti+ costj
Temos também

F(r(r)) = /3 costi+ /3 sentj + costsenrk

Portanto, pelo Teorema de Stokes,

[[rotF-as = F-ar=|"Fe@) - r@)a
N
= f:ﬂ (—«/? costsent + /3 sentcos t) dt

=ﬁf02”0dr=0 —

Observe que no Exemplo 2, calculamos uma integral de superficie simplesmente conhe-
cendo os valores de F na fronteira C. Isso significa que, se tivermos outra superficie orientada
com a mesma fronteira C, obteremos o mesmo valor para a integral de superficie!

Em geral, se S, e S, sdo superficies orientadas com mesma fronteira orientada C e ambas
satisfazem as hipéteses do Teorema de Stokes, entdo

(3] ﬂrOtF'dszLF'dl'=ﬂrotF'dS
5 S

Esse fato € muito ttil quando for dificil integrar sobre uma das superficies, mas for mais facil
integrar sobre a outra.

Usaremos agora o Teorema de Stokes para tentar explicar o significado do vetor rotacio-
nal. Suponha que C seja uma curva fechada orientada e v represente o campo de velocidade
de um fluido. Considere a integral de linha

fcv-dr=jcv-Tds

e recorde que v - T € a componente do vetor v na dire¢do do vetor tangente unitdrio T. Isto
significa que quanto mais perto a direcdo de v € a dire¢do de T, maior € o valor de v - T.
Assim, ‘(C v - dr é a medida da tendéncia de o fluido se mover em torno de C e € chamada
circulacio de v em torno de C. (Veja a Figura 5.)

CALCULO VETORIAL

FIGURA 3

FIGURA 4
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FIGURA 5

Imagine uma roda pequena formada por
pés colocadas em um fluido em um ponto
P, como na Figura 6; essa roda vai girar
mais rapidamente quando seu eixo for
paralelo a rot v.

rotv

7
\_’ >

C v v
(a) j.C v - dr >0, circulagdo positiva (b) .|‘c v - dr <0, circulagdo negativa
Seja agora Po(xo, Yo, z0) um ponto do fluido e seja S, um pequeno circulo com raio a e cen-
tro Py. Entdo (rot F)(P) = (rot F)(P) para todos os pontos P em S, porque rot F € continuo.

Entdo, pelo Teorema de Stokes, temos a seguinte aproximacio do fluxo em torno do circulo
fronteira C,:

Jcav - dr :gmtV' dsS = grotv -ndsS
~ ﬂ rot v(Py) * n(Py)dS = rot v(Py) + n(Py)ma’
Sa

Essa aproximagao se torna melhor quando a — 0 e temos

1
E] rot v(Py) * n(Py) = lim 5 j v - dr
a—0 qra Ca

A Equacdo 4 fornece a relacio entre o rotacional e a circulag¢do. Ela mostra que rot v - n €
uma medida do efeito de rotacio do fluido em torno do eixo n. O efeito de ondula¢io € maior
sobre o eixo paralelo a rot v.

Finalmente, mencionamos que o Teorema de Stokes pode ser usado para demonstrar o Teo-
rema 16.5.4 (que afirma que, se rot F = 0 sobre R, entdo F € conservativo). Do nosso traba-
lho anterior (16.3.3 e 16.3.4 Teoremas), sabemos que F € conservativo se fc F - dr = 0 para
cada caminho fechado C. Dado C, suponha que possamos encontrar uma superficie orientdvel
S cuja fronteira € C. (Isso pode ser feito, mas a demonstracao exige técnicas avancadas.) Em
seguida, o teorema de Stokes fornece

LF-dr=ﬂrotF-dS=ﬁ0-dS=0
S S

Uma curva que nao seja simples pode ser quebrada em diversas curvas simples e as integrais
ao longo dessas curvas simples sdo todas 0. Somando essas integrais, obtemos fc F-dr=0

FIGURA 6
para qualquer curva fechada C.
Exercicios
1. Um hemisfério H e uma por¢do P de um paraboloide sdo mostra- 2-6 Use o Teorema de Stokes para calcular || s curl F - dS.
dos. Suponha que F seja um campo vetorial sobre R? cujas com- -
ponentes tenham derivadas parciais continuas. Explique por qué 2. F(x,y,z) =2ycoszi+ e senzj+ xe'k, S € o hemisfério

H 1ot F - dS = ﬂ ot F - dS X2+ 2+ 2= 9, z = 0, de orientagdo ascendente
H P

3. F(x,y,2) = x2%i + y’2%j + xyz k, S € a parte do paraboloide
z = x>+ y* que estd dentro do cilindro x> + y* = 4, com orien-
tacdo ascendente

4 Fx, y,z) = tg! (PyH)i +xj+ 222Kk, S € o cone
x =+/y* — 25,0 < x < 2, orientado na direcfo do eixo positivo x

5. F(x,y,2) =xyzi + xyj + x*yzk, S é formada pelo topo e pelos
quatro lados (mas ndo pelo fundo) do cubo com vértices
(=1, =1, £1), com orientacdo para fora.

6. F(x,y,2) =evi+ e“j+ x*zk, S é ametade do elipsoide

E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estéo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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4x* + y? + 472 = 4 que se situa a direita do plano xz orientado na 13. F(x,y,z)=—yi+xj— 2Kk,
dire¢do do eixo positivo y S € ocone 72 = x?+ y%, 0 < z < 4, com orientagio descendente

7-10 Use o Teorema de Stokes para calcular fCF +dr. Em cada 14. F(x,y,z) = —2yzi+ yj+ 3xk,
caso, C € orientado no sentido anti-hordrio quando visto de cima. S € a parte do paraboloide z = 5 — x* — y? que estd acima do

plano z = 1, com orientacio ascendente
7. Fx,y,20=@+y)i+@+Dj+ (z+ 1)k, Céo tridngulo

com vértices (1, 0, 0), (0, 1,0) e (0,0, 1) 15. F(x,y,z) =yi+zj+xKk,
_ S € o hemisfério x> + y? + z2 = 1, y = 0, orientado na direcdo
8. F(x,y,2)=i+(x+y2)j+ (xy—V2)Kk, Céo limite da parte do eixo positivo y

do plano 3x + 2y + z= 1 no primeiro octante
. . 16. Seja C uma curva fechada simples suave que se situa no plano
8. F(x,y,2) =yzi+ 2xzj+ e”k, Céocirculox’ + y* = 16,z =5 x +y + z = 1. Mostre que a integral de linha

10. F(x,y,z) =xyi+ 2zj+ 3yk, Céa curva da intersegio do [.zdx — 2xdy + 3ydz
plano x + z = 5 e ocilindro x> + y> =9

depende apenas da drea da regido englobada por C e ndo da

11. (a) Use o Teorema de Stokes para calcular J'C F - dr, onde forma de C ou de sua posi¢do no plano.
— 251 23 2
F(x,y,2) = x¥zi + xp*j + 22k 17. Uma particula se move ao longo de segmentos de reta da ori-
e C ¢ a curva da intersecgdo do planox + y + z =1 com o gem aos pontos (1,0, 0), (1, 2, 1), (0, 2, 1), e de volta para a ori-
cilindro x> + y* = 9 com orientag&o no sentido anti-horério gem sob a influéncia do campo de forgas

quando visto de cima.

. . =Zi+ 2y + 4y’
(b) Trace o gréfico do plano e do cilindro com dominios esco- Fxy,2) =21+ 2] + 4°k

lhidos de forma a ver a curva C e a superficie que vocé usou Encontre o trabalho realizado.
na parte (a).
parte (a). o 18. Calcule
(c) Determine equagdes paramétricas para C e use-as para tragar
o gréfico de C. Jo(y +senx)dx + (z* + cosy) dy + xdz
onde C ¢ a curva curva r(f) = (sen t, cos t, sen 21),

12. (a) Use o Teorema de Stokes para calcular J'CF - dr, onde

SYASS . ica: q ici = .
F(x,y,2) =x*yi+ % x*j + xyke Cé acurva da intersecgdo 0= #=2m. [Dica: observe que C estd na superficie 2 = 2xy.]

do paraboloide hiperbélico z = y* — x* e o cilindro x* + y? 19. Se S € uma esfera e F satisfaz as hipéteses do Teorema de Sto-
= 1 com orientac@o no sentido anti-hordrio quando visto de kes, mostre que |'|"S rot F-dS =0.
cima.

(b) Trace o gréfico do paraboloide hiperbdlico e do cilindro com 20. Suponha que Se C sati.sfagam as hipéteses do Teorema de Sto-
dominios escolhidos de forma a ver a curva C e a superficie kes e fe g tenham derivadas parciais de segunda ordem conti-
que vocé usou na parte (a). nuas. Use os Exercicios 24 e 26 da Secdo 16.5 para demonstrar

(c) Determine equagdes paramétricas para C e use-as para tracar 0 seguinte:

o grifico de C. (@) [ (fVg) - dr = [[,(VfX Vg) - dS
13-15 Verifique que o Teorema de Stokes € verdadeiro para o (b) J‘C (fVf)-dr=0
campo vetorial dado F e a superficie S. () [C (fVg +gVf)-dr=0

TRES HOMENS E DOIS TEOREMAS

A ilustragdo mostra um vitral da Universidade Apesar de dois dos mais importantes teoremas em cdlculo vetorial terem seus nomes em homenagem a
de Cambridge em homenagem a George Green. George Green e George Stokes, um terceiro homem, William Thomson (também conhecido como lorde
Kelvin), teve um papel muito importante na formulacéo, disseminagio e aplicacdo dos dois resultados. Os trés

homens estavam interessados em como usar os dois teoremas para explicar e predizer fendmenos fisicos em
eletricidade e magnetismo e em escoamento de fluidos.

Escreva um trabalho sobre as origens histéricas dos Teoremas de Green e de Stokes. Explique as semel-
hangas e as relagdes entre os teoremas. Discuta o papel que Green, Thomson e Stokes tiveram na descoberta
desses teoremas e em torna-los conhecidos. Mostre como esses teoremas apareceram em pesquisas em elet-
ricidade e magnetismo e foram depois usados no estudo de diversos outros problemas fisicos.

O diciondrio editado por Gillispie [2] é uma boa fonte tanto para dados biograficos como para infor-
magoes cientificas. O livro de Hutchinson [5] trata da vida de Stokes e o livro de Thomson [8] € uma biografia
de lorde Kelvin. Os artigos de Grattan-Guinness [3] e Gray [4] e o livro de Cannell [1] fornecem uma
descrigdo da vida extraordindria e dos trabalhos de Green. Informacoes adicionais histéricas e matematicas

podem ser encontradas nos livros de Katz [6] e Kline [7].

Buiisl) de.Mas_ters o FeI_Iows G Bl @ G 1. D. M. Cannell. George Green, Matemdtico e Fisico 1793—1841: O fundo para sua vida e obra (Filadél-
College, University of Cambridge, Inglaterra i K R X
fia: Society for Industrial and Applied Mathematics, 2001.

2. C. C. Gillispie, (Ed.). Dictionary of Scientific Biography. Nova York: Scribner’s, 1974. Veja o artigo em
Green por P. J. Wallis no Volume XV e os artigos no Thomson por Jed Buchwald e em Stokes por E. M.
Parkinson no Volume XIII.
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3. 1. Grattan-Guinness. "Por que George Green escrever seu ensaio de 1828 sobre eletricidade e magnet-
ismo?" Amer. Mat. mensal, Vol. 102 (1995), p. 387-96.

J. Gray. "Houve um moleiro alegre". The New Scientist, Vol. 139 (1993), p. 24-27.
G. E. Hutchinson. The Enchanted Voyage and Other Studies. Westport, CT: Greenwood Press, 1978.
Victor Katz. A History of Mathematics: An Introduction. Nova York: HarperCollins, 1993, p. 678-80.

N S oA

Morris Kline. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Nova York: Oxford University
Press, 1972, p. 683-85.

8.  Sylvanus P. Thompson. The Life of Lord Kelvin. Nova York: Chelsea, 1976.

m 0 Teorema do Divergente

0 Teorema do Divergente é as vezes
chamado Teorema de Gauss, em
homenagem ao grande matematico alemao
Karl Friedrich Gauss (1777 —1855), que
descobriu esse teorema durante suas
pesquisas sobre eletrostatica. Em muitos
paises da Europa, o Teorema do Divergente
é conhecido como Teorema de
Ostrogradsky, em homenagem ao
matematico russo Mikhail Ostrogradsky
(1801-1862), que publicou esse resultado
em 1826.

Na Secdo 16.5, reescrevemos o Teorema de Green na versdo vetorial
LF ‘nds = ﬂ div F(x, y) dA

D
onde C ¢ a fronteira positivamente orientada da regido do plano D. Se quisermos estender esse
teorema para campos de vetores em R?, podemos fazer a suposigéo de que

[1] ([ F-nas= [ divECey,2) av

onde S € a superficie fronteira da regido sélida E. A Equagdo 1 € verdadeira sob hipéteses
apropriadas e € chamada Teorema do Divergente. Observe sua semelhanca com os Teoremas
de Green e de Stokes, pois ele relaciona a integral da derivada de uma func¢do (div F, nesse
caso) sobre uma regido com a integral da funcio original F sobre a fronteira da regido.

Nesta fase vocé pode querer rever os varios tipos de regides sobre as quais calculamos
integrais triplas na Secdo 15.7. Enunciaremos e demonstraremos o Teorema do Divergente
para regides E que sdo, simultaneamente, dos tipos 1, 2 ¢ 3 e que chamamos de regides soli-
das simples. (Por exemplo, as regides delimitadas por elipsoides ou caixas retangulares sao
simples regides sé6lidas.) A fronteira de E € uma superficie fechada e usaremos a convengao,
introduzida na Secdo 16.7, de que a orientacao positiva € para fora, ou seja, o vetor normal
unitdrio n apontard para fora de E.

0 Teorema do Divergente Seja E uma regido sélida simples e seja S a superficie fron-
teira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial cujas fun-
¢des componentes tenham derivadas parciais continuas em uma regido aberta que

contenha E. Entdo
g F-dS =j£ divF dv

Portanto, o Teorema do Divergente afirma que, sob as condi¢des dadas, o fluxo de F pela
fronteira de E € igual a integral tripla da divergéncia de F em E.

DEMONSTRACAO SejaF = Pi+ Qj+ R k Entﬁo

d
diivE =L 22,
P

[ o= [ 2 v {22+ %

Se n € o vetor normal unitdrio para fora de S, entdo a 1ntegral de superficie do lado esquer-
do do Teorema do Divergente &

assim,

ﬁF-ds=ﬂF-nds=ﬂ(Pi+Qj+Rk)-nds

:gpi-ndS+JSfQj-ndS+£ka-ndS



Portanto, para demonstrar o Teorema do Divergente, € suficiente demonstrar as trés seguin-
tes equacoes:

2] HPi-ndS=H %dv

N E

3] foQj-ndS=gf%dV
0 ng-ndS=ng—1§dV

Para demonstrarmos a Equagao 4, usamos o fato de que E € uma regido do tipo 1:
E={xy2]xy €D uxy <2< ulxy)
onde D € a projecdo de E sobre o plano xy. Pela Equacado 15.7.6, temos

128 av= | 7 2 e an

e, portanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo,
it OR
5] (I 52 av = [ [RGx.y. 1. 3)) = R(x.y. ()] da
E D

A fronteira S € constituida por trés partes: a superficie inferior S, a superficie superior
S, e, possivelmente, uma superficie vertical S, que se situa acima da curva fronteira de D.
(Veja a Figura 1. S3 pode ndo aparecer, tal como no caso de uma esfera.) Observe que em S3
temos k - n = 0, porque k € vertical e n € horizontal, e assim

ng-ndS=goczs=o

Logo, independentemente da existéncia de uma superficie vertical, podemos escrever

5] ﬂRk-ndszﬂRk-ndSJrﬂRk-ndS

N

A equagdo de S» € 7z =uux(x, y), (x,y) € D, e o vetor normal que sai de n aponta para cima.
Da Equagdo 16.7.10 (com F substituido por R k), temos

ﬂ RKk-ndS = ﬂ R(x, v, ux(x, y)) dA

Sobre S; temos z = u;(x, y), mas aqui a normal n aponta para baixo, entdo multiplicamos
por —1:

ﬂ RKk-ndS = —ﬂ R(x, v, ui(x, y)) dA
Sy D
Portanto, a Equacio 6 fornece

ﬂ Rk-ndS= ﬂ [R(x, v, uz(x, y)) — R(x, v, ui(x, y))] dA

Comparando com a Equacdo 5, temos que

[ Ric-mas = [[] 2 av

N E

As Equacgdes 2 e 3 sdo demonstradas de modo anélogo, usando as expressdes para £ como
uma regido do tipo 2 ou do tipo 3. [ |

[ZEIEN Determine o fluxo do campo vetorial F(x, y, 7) = zi + y j + x k sobre a unidade
esférica x>+ y* + 2= 1.

SOLUCAO Primeiro calcularemos o divergente de F:

d d d
divF=—@) +— () +—@=1
iv P (2) ay (y) 97 (x)

CALCULO VETORIAL 1009

FIGURA 1

Observe que 0 método de demonstracdo do
Teorema do Divergente é muito semelhante
ao do Teorema de Green.
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A solugdo do Exemplo 1 deve ser

comparada com a solugdo do Exemplo 4 na

Secdo 16.7.

FIGURA 2

n,

FIGURA 3

z=1—x?

A esfera unitéria S € a fronteira da bola unitéria B dada por x> + y*> + z2< 1. Entéo, o Teo-
rema do Divergente da o fluxo como

jsj F-dS =f£jdidev=f£j LdV _ gy = 1 1)’ Z%

ETEUA Calcule j j F - dS, onde
S

F(x,y,2) =xyi+ (*+ ) j + sen (xy) k
E S € a superficie da regifo E delimitada pelo cilindro parabdlico z = 1 — x? e os planos
z=0,y=0ey+ z=2.(Vejaa Figura 2.)
SOLUCAO Seria extremamente dificil calcular a integral de superficie determinada direta-

mente (terifamos de calcular quatro integrais de superficies correspondentes as quatro partes
de S). Além disso, o divergente de F € muito menos complicado que o préprio F:

. d 0, > 0
divF = — (xy) + — (y> + ¢) + — (senxy) =y + 2y = 3y
0x ay 0z

Portanto, usamos o Teorema do Divergente para transformar a integral da superficie dada em
uma integral tripla. O modo mais facil de calcular a integral tripla € escrever E como uma
regido do tipo 3:

E:{(x,y’lﬂ_lgxgl,o Z$1—x20<y 2_Z}

Assim, temos

gF-dS=fg dideV=f£f 3y dv

=3 fjl jol_xz foz_zydy dzdx =73 jj] jol_xz 2= ; 2 dz dx

3 (! 2 -2z o 1 (! 2 3
:Ejl[—T:L dx=—§ﬁ][(x + 1) — 8]dx

184
=—J. (X +3x*+3x>— N dx = — 35 [ |

Apesar de termos demonstrado o Teorema do Divergente somente para o caso de regides
sOlidas simples, ele pode ser demonstrado para regides que sao a unido finita de regides soli-
das simples. (O procedimento € semelhante ao usado na Secdo 16.4 para estender o Teore-
ma de Green.)

Por exemplo, vamos considerar a regido E que estd entre as superficies fechadas S; e S,
onde §; estd dentro de S,. Sejam n, e n, as normais apontando para fora de S; e S,. Entdo, a
fronteirade E€S = S, U S, e asuanormal n é dadaporn = —n; em S; e n = n, em S (veja
a Figura 3). Aplicando o Teorema do Divergente para S, obtemos

fifdiVFdVZgF'dS:st-ndS

ﬂF (- nl)dS+HF n, ds

—ﬂF ds+ﬂF ds

EEETHE No exemplo 5 na Secdo 16.1 consideramos o campo elétrico
Q

TxF*

E(x) =

onde a carga elétrica Q estd localizada na origem e x = (x, y, z) € um vetor posicdo. Use o
Teorema do Divergente para mostrar que o fluxo elétrico de E através de qualquer superficie
fechada S, que inclui a origem &

{2 E - dS = 4meQ



SOLUCAO A dificuldade € que néio temos uma equacdo explicita para S, porque S, € qualquer
superficie fechada envolvendo a origem. O exemplo mais simples de tal superficie seria uma
esfera. Seja entdo ) uma pequena esfera de raio a e centrada a origem. Vocé pode verificar
que div E = 0. (Veja a Exercicio 23.) Portanto, a Equacdo 7 da

ﬂE-dszile-ds+QfdivEdv=gE-ds=gE-nds

S
O ponto importante nesse cdlculo € que podemos calcular a integral de superficie sobre S
porque S, é uma esfera. O vetor normal em x € x/|x|. Portanto,

eQ .(X>_8Q eQ &0

TP\ T XYY T R @

x|
uma vez que a equagio de S; € |x| = a. Assim, temos

E-n

ﬂE-dS=gE-ndS =‘Z—%gds=i—?/4(sl) =i—‘;’4m2=4mg

Isso mostra que o fluxo elétrico de E € 4meQ através de qualquer superficie fechada S, que
contenha a origem. [Esse € um caso especial da Lei de Gauss (Equagdo 16.7.11) para uma
tnica carga. A relagdo entre € e g € € = 1/(41ey).] [

Outra aplicacdo do Teorema do Divergente aparece no escoamento de fluidos. Seja
v(x, ¥, z) o campo de velocidade de um fluido com densidade constante p. Entdo F = pvé a
taxa de vazdo do fluido por unidade de area. Se Po(xo, Yo, zo) € um ponto no fluido e B, € uma
bola com centro em Py e raio muito pequeno a, entdo div F(P) = div F(P) para todos os
pontos em B, uma vez que div F € continuo. Aproximamos o fluxo sobre a fronteira esféri-
ca S, como segue:

ﬁ F-dS = M div F dV =~ M div F(Py)dV = div F(P,)V(B,)

Sa

Essa aproximacdo se torna melhor a medida que a — 0 e sugere que

. L 1 .
div F(Py) = 212(1) V() g F - dS

CALCULO VETORIAL 1011

Arttthrr s
A Equagdo 8 diz que div F(Po) € a taxa liquida de fluxo para o exterior por unidade de volu- Attt oA
me em Py. (Esta € a razdo para o nome divergente). Se div F(P) > 0, o fluxo liquido ¢ exte- e /.1: L,
riormente perto de P e P é chamado uma fonte. Se div F(P) < 0, o escoamento total perto — o - RN
de P € para dentro e P € denominado sorvedouro. B SR
Para o campo vetorial da Figura 4, parece que os vetores que terminam proximo de P, — - - - — —x
sd0 menores que 0s vetores que iniciam perto do mesmo ponto P;. Entdo, o fluxo total € para > - PN
fora perto de P, assim, div F(P;) > 0 e P, é uma fonte. Por outro lado, perto de P,, os veto- O
res que chegam sdo maiores que os que saem. Aqui o fluxo total € para dentro, assim P A A EEE R
div F(P,) < 0 e P, € um sorvedouro. Podemos usar a férmula para F para confirmar essa Sttt 2
impressdo. Uma vez que F = x? i + y? j, temos div F = 2x + 2y, que € positivo quando
y > —x. Assim, os pontos acima da linha y = —x so fontes e os que estdo abaixo sdo sor-  FIGURA 4
vedouros. Campo vetorial F = x? i+ y?
m Exercicios
1-4 Verifique se o Teorema do Divergente € verdadeiro para o 3. F(x,v,2={(zy x),
campo vetorial F na regido E. E é abola sélida x> + y> + 72< 16
1. F(x,y,z) =3xi+ xyj+ 2xzk, E € o cubo limitado pelos pla- 4. F(x,v,2) =2 —y, 2),
nosx=0,x=1,y=0,y=1,z=0ez=1 E é o cilindro s6lido y* + 72 < 9,0 < x < 2
2. F(x,y,z) =x*i+xyj+ zk, E ¢ o sélido delimitado pelo para- 5-15 Use o Teorema do Divergente para calcular a integral de
boloide z = 4 — x*> — y* e pelo plano xy superficie ([, F - dS; ou seja, calcule o fluxo de F através de S.

E necessério usar um sistema de computaco algébrica 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

CALCULO

F(x,y,2) = xye’i + xy%2°j — ye' K,
S € a superficie da caixa delimitada pelos planos coordenados
e pelos planos x =3,y =2,z =1

F(x,y,2) = ¥yzi + 0%z + xy2’k,
S ¢ a superficie da caixa delimitada pelos planos x = 0, x = a, y
=0,y=b,7=0ez=c,ondea, b e c sdo nimeros positivos

F(x,y,2) = 3xy%i + xe* j + 2°k,
S € a superficie do sélido limitado pelo cilindro y*> + 2=l ¢
osplanosx = —lex =2

F(,y.) = (& +)i+ (P +Dj+ @+ )k
S € a esfera com origem no centro e raio 2

F(x,y,z) =x*senyi+ xcosyj — xzsenyKk,
S € a “esfera gorda” x* + y* + 78 = 8

F(x,y,2) =zityj— zxKk,

S € a superficie do tetraedro limitado pelos planos coordena-
dos e o plano

+

Q| =
S =

+2=1
c

onde a, b e ¢ sdo nimeros positivos

F(x,y,2) = (cosz + xy?) i + xe 2 j + (seny + x%2) k,
S € a superficie do sélido limitado pelo paraboloide
z=x>+y*eoplanoz =4

F(x,y,2) = x*i — X*22j + 402k,
S € a superficie do sélido limitado pelo cilindro
xX’+y*=1leosplanosz=x+2ez=0

F=rlrl,onder =xi+yj+ zKk,

S consiste no hemisfério z = /1 — x? — y2 e no disco
x* + 2 < 1 no plano xy

= |r/’r,onder =xi+yj+zk,
S € a esfera com raio R e origem no centro

F(x,y,z) = e’tgzi+ y/3 — x2 j + xsenyKk,
S € a superficie do sélido que estd acima do plano xy e abaixo
dasuperficiez =2 —x*—y", -1l <sx<1,-1<y<1

16.

17.

18.

19.

Use um sistema de computacdo algébrica para tragar o campo
vetorial F(x, y, z) = sen x cos?y i + sen’y cosz j + sen’z cos®x k
no cubo obtido cortando o primeiro octante pelos planos
x = /2,y = w2 e z = /2. Em seguida, calcule o fluxo atra-
vés da superficie do cubo.

Use o Teorema do Dlvergente para calcular U F - dS, onde
F(x,y,7) = z2%xi + (3y +tgz)j+ Pz +y) k

e S é a metade superior da esfera x> + y*> + z> = 1. [Dica: Note
que S ndo € uma superficie fechada. Calcule primeiro as inte-
grais sobre S € S, onde S € o disco x> + y*> < 1, orientado para
baixo,e S, = S U S1.]

SejaF(x,y,z) = ztg7' ()i + 22In(x*> + 1) j + z k. Determine
o fluxo de F através da parte do paraboloide x> + y* + z = 2 que
estd acima do plano z = 1 e tem orientag@o descendente.

Um campo vetorial F € mostrado. Use a interpretagdo do Diver-
gente deduzida nesta seciio para determinar se div F € positivo
ou negativo em P e em P,.

2
ANV VIV VNN
D Y
\A\Pl\\lt\\\\ﬁ
2= —2
—-—~ Cpp
A TR NN
QM VL[V AVNY
-2

20. (a) Os pontos P; e P, sdo fontes ou sorvedouros no campo veto-
rial F mostrado na figura? D€ uma explicacdo baseada ex-
clusivamente na figura.

(b) Dado que F(x, y) = (x, y?), use a defini¢io de divergente para
verificar sua resposta da parte (a).

2
AXAXIE TP AR
NAAR sy

) P —2
P
NS IR I
KAV Lr Ay

)

21-22 Trace o campo do vetor e adivinhe onde div F > 0 e onde

div F < 0. Entdo calcule div F para verificar o seu palpite.

21. F(x,y) = (xy,x + % 22. F(x,y) =% %)

e0
x|’

23. Verifique se div E = 0 para o campo elétrico E(x) = X.

24. Use o Teorema do Divergente para avaliar

f Qx+2y + 2 dS

N
onde S € aesfera x>+ y>+ 2= 1.

25-30 Demonstre cada identidade, supondo que S e E satisfacam as
condig¢des do Teorema do Divergente e que as funcdes escalares e as
componentes dos campos vetoriais tenham derivadas parciais de
segunda ordem continuas.
25. J j a-ndS = 0, onde a € um vetor constante

N

6. V(E)=1 fJ‘F-ds,ondeF(x,y,z) —xityj+zk
S

21. ﬂrotF-dSZO
ﬂVde

29, Jj (ng)-ndS=M (fVi + Vf-Vg)dv

28. J' Da fdS =

0. [ (/9 — gV -nas= ||| (yV% — gV av

31. Suponha que S e E satisfagam as condi¢des do Teorema do Di-
vergente e que f seja uma funcdo escalar com derivadas parciais
continuas. Demonstre que

js fndS=fg Vfav

Estas integrais de superficie e triplos de funcdes vetoriais sao
vetores definidos por meio da integragdo de cada fung¢do do com-
ponente. [Dica: Comece por aplicar o Teorema do Divergente
para F = f¢, onde ¢ € um vetor constante arbitrario.]



32. Um s6lido ocupa uma regido E com superficie S e € imerso num

liquido com uma densidade constante p. Escolhemos um sistema
de coordenadas de modo que o plano xy coincida com a super-
ficie do liquido e valores positivos de z sejam medidos para
baixo, adentrando o liquido. Entdo, a pressdo na profundidade z
é p = pgz, onde g € a aceleracdio da gravidade (veja a Secdo 6.5,

CALCULO VETORIAL 1013

F=-— f j pnds
N
onde n € o vetor normal unitdrio apontando para fora. Use o re-
sultado do Exercicio 31 para mostrar que F = —WKk, onde W é

o peso do liquido deslocado pelo sélido. (Observe que F € diri-
gida para cima porque z € dirigida para baixo.) O resultado € o

no Volume I). A for¢a de empuxo total sobre o sélido devida a
distribuicao de pressdo € dada pela integral de superficie

m Resumo

Principio de Arquimedes: A forca de empuxo sobre um objeto é
igual ao peso do liquido deslocado.

Os principais resultados deste capitulo sdo versdes em dimensdo maior do Teorema Funda-
mental do Calculo. Para facilitarmos a memorizacdo, reunimos os teoremas (sem suas hip6-
teses) para que vocé possa visualizar mais facilmente suas semelhangas essenciais. Observe
que em cada caso temos uma integral de uma “derivada” sobre uma regido do lado esquer-
do e do lado direito temos os valores da funcdo original somente na fronteira da regido.

Teorema Fundamental do Célculo 'F '(x) dx = F(b) — F(a) . .
a a b
()
Teorema Fundamental para as Integrais de Linha L Vf-dr = f(r(b)) — f(r(a) N
r(a) ¢
C
d JP
Teorema de Green jj <—Q - —) dA = f Pdx + Qdy
0x dy c
D
n
Teorema de Stokes ﬂ rotF - dS = jc F - dr
S
C
n
S
Teorema do Divergente w divF dV = ﬂ F - dS -
E S
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n Revisao

Verificacado de Conceitos

1.

O que € um campo vetorial? D€ trés exemplos com significado
fisico.

(a) O que € um campo vetorial conservativo?
(b) O que € uma fungdo potencial?

(a) Escreva a defini¢do da integral de linha para uma funcéo es-
calar f ao longo de uma curva suave C em relagdo ao com-
primento de arco.

(b) Como calcular tal integral?

(c) Escreva expressdes para a massa e para o centro de massa de
um arame fino com o formato da curva C se o arame tiver
fun¢io densidade linear p(x, ).

(d) Escreva as defini¢des das integrais de linha sobre C de uma
funcdo escalar f com relagdo a x, y € 2.

(e) Como calcular essas integrais de linha?

(a) Defina a integral de linha do campo vetorial F ao longo da
curva suave C dada pela fungéo vetorial r(?).

(b) Se F ¢ um campo de forca, o que essa integral de linha re-
presenta?

(c) Se F = (P, O, R), qual é a relagdo entre a integral de linha de
F e as integrais de linha das componentes P, Q e R?

Enuncie o Teorema Fundamental das Integrais de Linha.

(a) O que significa dizer que J'C F - dr € independente do cami-
nho?

(b) Se vocé souber que J'C F - dr ¢ independente do caminho, o
que podera dizer sobre F?

Enuncie o Teorema de Green.

Escreva expressdes para a drea delimitada pela curva C em ter-
mos da integral de linha em torno de C.

Suponha que F seja um campo vetorial sobre R3.
(a) Defina rot F. (b) Defina div F.

Teste — Verdadeiro ou Falso

Determine se a afirmagdo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por
qué. Caso contrério, explique por que ou d& um exemplo que mostre que é falsa.

1.

2.

Se F for um campo vetorial, entdo div F é um campo vetorial.
Se F for um campo vetorial, entdo rot F € um campo vetorial.

Se f tem derivadas parciais de todas as ordens continuas sobre
R3, entdo div(rot Vf) = 0.

Se ftem derivadas parciais continuas sobre R? e C for um circulo
qualquer, entdo [ Vf+ dr = 0.

SeF=Pi+ Qje P, = Q,em uma regido aberta D, entdo F ¢
conservativo.

Joe fly)ds = = f(x.y) ds

Se F e G sdo campos vetoriais e F = div G, entdo F = G.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

10.

1.

12.

(c) Se F for um campo de velocidade em um fluido, qual a in-
terpretacéo fisica de rot F e de div F?

SeF = Pi+ Q j, como € que vocé testa para determinar se F €
conservativo? E se F for um campo vetorial em R3?

(a) O que € uma superficie parametrizada? O que sdo suas cur-
vas de grade?

(b) Escreva uma expressdo para a drea de uma superficie para-
metrizada.

(c) Qual € a drea da superficie dada pela equagdo z = g(x, y)?

(a) Escreva a definicdo da integral de superficie de uma funcio
escalar f sobre uma superficie S.

(b) Como calcular tal integral se S for uma superficie parame-
trizada dada por uma fungdo vetorial r(x, v)?

(c) E se S for dada pela equacio z = g(x, y)?

(d) Se uma folha fina tem o formato de uma superficie S e a den-
sidade em (x, y, z) € p(x, y, z), escreva expressdes para a
massa e o centro de massa da folha.

(a) O que € uma superficie orientada? D& um exemplo de su-
perficie ndo orientdvel.

(b) Defina a integral de superficie (ou fluxo) de um campo ve-
torial F sobre uma superficie orientada S com vetor normal
unitdrio n.

(c) Como calcular tal integral se S for uma superticie parame-
trizada dada por uma fung¢ao vetorial r(u, v)?

(d) E se S for dada pela equacdo z = g(x, y)?

Enuncie o Teorema de Stokes.
Enuncie o Teorema do Divergente.

Quais as semelhancas entre o Teorema Fundamental das Inte-
grais de Linha, o Teorema de Green, o Teorema de Stokes e o
Teorema do Divergente?

O trabalho feito por um campo de for¢a conservativo em movi-
mento de uma particula em torno de um caminho fechado ¢ igual
a zero.

Se F e G sdo campos vetoriais, entdo
rot(F + G) = rotF + rotG
Se F e G sdo campos vetoriais, entido
rot(F - G) = rotF - rotG

Se S € uma esfera e F € uma constante de campo vetorial, entdo

[[,F-dS=0.
Existe um campo vetorial F tal que

rot F =xi + yj + zk



Exercicios

1.

Sao mostrados um campo vetorial F, uma curva C e um ponto P.
(a) j‘C F - dr € positivo, negativo ou zero? Explique.
(b) div F(P) € positivo ou negativo? Explique.

NN~

2-9 Calcule a integral de linha.

2. J‘C x ds, C é o arco de pardbolay = x> de (0,0) a (1, 1)

3. J‘Cyzcosxds,C:x=t,y=3cost,z=3sent,0<t$77

4. [.ydx+ (x +y)dy, Céaelipse 4x> + 9y> = 36 com a orien-
tacdo anti-horaria

5 [.»*dx + x*dy, Céoarcodapardbolax =1 — y*de (0, —1)a
©, 1)

6. [.Vxydx+e'dy+ xzdz, Cédadoporr(t)=ri+rj+r
kosr<1

1. fc xy dx + y*dy + yz dz, C é o segmento de reta de (1,0, —1) a
(3,4,2)

8. J‘C F - dr, onde F(x, y) = xy i + x* j, e C é dado por
r) =senti+ (1 +0nj0<t<mnw

9. [.F-dr,ondeF(x,y,z) =ei+azj+ (x+ykeCédado por
r)=r~ri+Ffj—tk0=<r=<1

10. Encontre o trabalho feito pelo campo de forga.

F(x,y,z)=zi+xj+yk

ra¥
ao mover uma particula do ponto (3, 0, 0) ao ponto (0, 7/2, 3) ao

longo
(a) de uma reta
(b)dahélicex =3cost,y=tz=3sent

11-12 Mostre que F € um campo vetorial conservativo. Entdo deter-
mine uma funcdo ftal que F = Vf.

1.

12.

F(x,y) = (1 + xy)e”i + (¢ + x%®) j

F(x,y,z) =senyi+ xcosyj— senzk

13-14 Mostre que F € conservativo e use esse fato para calcular
fc F - dr ao longo da curva dada.

13.

14.

F(x, y) = (4% — 20 i + 2x*y — 3x%* + 4% j,
Cr(t)=@+senm)i+ 2t +cosm)j0str=<1

F(x,y,2) = i+ (xe’ + €) j + ye* Kk, C € o segmento de reta
que liga (0,2,0)a (4,0, 3)

E necessdrio usar uma calculadora grifica ou computador

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

23.

24.

25.

26.
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Verifique que o Teorema de Green € verdadeiro para a integral
de linha [ xy*dx — x?y dy, onde C consiste na pardbola y = x>
de (—1,1)a (1, 1) e no segmento de retade (1, 1) a (—1, 1).

Use o teorema de Green para calcular

J"C V1 + x3dx + 2xydy

onde C € o tridngulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 3).

Use o Teorema de Green para calcular J‘c x%y dx — xy*dy, onde
C € o circulo x? + y* = 4 orientado no sentido anti-horério.

Determine rot F e div F se
F(x,y,z) =e*senyi+e¥senzj+ e “senxk

Mostre que ndo existe um campo vetorial G tal que
rot G = 2xi + 3yzj — x22k

Mostre que, sob algumas condi¢des a serem enunciadas sobre
campos vetoriais F e G,

rot(F X G) =FdivG — GdivF + (G- V)F — (F- V)G

Se C € uma curva fechada simples suave por partes e f e g sdo
fun¢des diferencidveis, mostre que J'C f)dx +g(y)dy =0.

Se fe g sdo fungdes com derivadas de segunda ordem, mostre que
Vi(fg) = V29 +gVif+2Vf- Vg

Se fé uma fungdo harménica, ou seja, V>f = 0, mostre que a in-
tegral de linha | fydx — f. dy € independente do caminho em
qualquer regido simples D.

(a) Esboce a curva C com equacdes paramétricas
X =cost O0st<2mw
(b) Determine

. 2xe¥dx + (2x%® + 2y cotg z) dy — y*cossec’zdz.

y=sent Z=sent

Determine a drea da parte da superficie z = x* + 2y que estéd
acima do tridngulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 2).

(a) Determine uma equacdo do plano tangente no ponto
(4, —2, 1) a superficie parametrizada S dada por
rw,v) =vi—-wj+u*k 0<u<3 -3<v=<3

(b) Use um computador para tragar o grafico da superficie S e do
plano tangente encontrado na parte (a).

(c) Escreva, mas nio calcule, uma integral que dé a drea da su-
perficie S.

(d) Se

F(x,y,z) =

22 . x2 y2

+ j+
lerzl 1+y2'] 1+ 22

Encontre HS F - dS correta até a quarta casa decimal.

27-30 Calcule a integral de superficie.

21.

28.

29.

[.z dS, onde S é a parte do paraboloide z = x ue estd
[f, 2 dS, onde S & a parte do paraboloid 24 42 g
abaixo do plano z = 4

{J; &%z + y %) dS, onde S € a parte do plano z = 4 + x + y que
estd dentro do cilindro x*> + y*> = 4

[ F - dS, onde F(x, y, z) = xzi — 2y j + 3xk e S é a esfera
x2+ y*+ 72 = 4 com orientacao para fora

E necessério usar um sistema de computaco algébrica
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30. ([,F-dS,ondeF(x,y,z) =x%i +xyj+ zkeSéaparte do pa-
raboloide z = x*> + y* abaixo do plano z = 1 com orientagéo as-
cendente

31. Verifique se o Teorema de Stokes € verdadeiro para o campo ve-
torial F(x, y, z) = x*i + y*j + z°k, onde S € a parte do parabo-
loide z = 1 — x* — y? que estd acima do plano xy e S tem
orientacio ascendente.

32. Use o Teorema de Stokes para calcular Hs rot F - dS, onde
F(x, y,2) = x%yzi + y22j + 2% k, § é a parte da esfera
X2+ y*+ 72 = 5 que estd acima do plano z = 1 e S tem orienta-
¢do ascendente.

33. Use o Teorema de Stokes para calcular ‘C F - dr, onde
F(x,y,z) = xyi+ yzj + zx k e C € o tridngulo com vértices
(1,0,0),(0,1,0) e (0, 0, 1), orientado no sentido horario, como
visto de cima.

34. Use o Teorema do Divergente para calcular a integral de super-
ficie Ug F - dS, onde F(x, y, 2) = i+ y»j+ 7Kk
e S ¢ a superficie do s6lido delimitado pelo cilindro x> + y*= 1
e pelos planos z = 0 ez = 2.

35. Verifique se o Teorema do Divergente € verdadeiro para o campo
vetorial F(x, y, z) = xi + y j + z Kk, onde E € a bola unitdria x*
+y +2<1.

36. Calcule o fluxo para fora de

_ xit+yj+:zk

F(-x9 Y, Z) - (X2 + yz + 22)3/2

através do elipsoide 4x? + 9y? + 622 = 36.
37. Seja
F(x,y,2) = Gx¥yz —3y)i+ &z —3x) j+ Py + 229k

Calcule ‘fc F - dr, onde C é a curva com inicio em (0, 0, 2) e tér-
mino em (0, 3, 0), como mostrado na figura.

Problemas Quentes

a.

Seja

X7+ 2xy° — 1+ + 2x7y + 2x

2x* +2xy* — 2y)i + (2y° + 2x%y + 24)
x?+y?

F(x,y) =

Calcule 4>C F - dr, onde C estd representado na figura.

y
g\\/\cw
(/{ﬁj x
Determine ([ F - ndS, onde F(x,y,2) =xi+yj+ zkeSéa

superficie mostrada na figura, com orientagao para fora (o limite
do cubo com um cubo unitario removido).

0, 2,2)

Se as componentes de F tém derivadas parciais de segunda
ordem continuas e S € a superficie limite de uma regido sélida
simples, mostre que ([ rot F - dS = 0.

Se a é um vetor constante, r = xi + yj + zk e S € uma super-
ficie orientada suave com uma curva fronteira C fechada sim-
ples, suave e positivamente orientada, mostre que

HZa-dS=fc(a><r)-dr

N

1. Seja S uma superficie parametrizada suave e seja P um ponto tal que cada reta que comece
em P intercepte S no maximo uma vez. O angulo sélido ()(S) subentendido por S em P
é o conjunto de retas a partir de P e passando por S. Seja S(a) a intersegdo de ()(S) com a
superficie da esfera com centro em P e raio a. Entdo, a medida do dngulo sélido (em es-
tereoradianos) é definida como

QS| =

area de S(a)
aZ

Aplique o Teorema do Divergente para a parte de ()(S) entre S(a) e S e mostre que

o) | = [ =5 as

E necessario usar uma calculadora grafica ou computador
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onde r € o vetor radial de P a um ponto qualquer sobre S, r = |r[, e o sentido do vetor
normal unitdrio n € dirigido para longe de P.

Isso mostra que a defini¢do de medida de um angulo sélido independe do raio a da esfera.
Assim, a medida do angulo sélido € igual a drea subtendida sobre uma esfera unitdria
(observe a analogia com a defini¢do da medida em radianos). O angulo sé6lido total sub-
tendido por uma esfera em seu centro &, portanto, 47 esterradianos.

Encontre uma curva fechada simples C para a qual o valor da integral de linha
L = y)dx — 2x3dy
€ maxima.
Seja C uma curva espacial simples fechada suave por partes que esteja contida em um
plano com vetor unitario normal n = {a, b, ¢) e orientada positivamente em rela¢do a n.
Mostre que a drea do plano delimitada por C é
%fc (bz — cy)dx + (cx — az) dy + (ay — bx) dz

Investigue a forma da superficie com as equagdes parametrizadas x = sen u, y = sen v,
z = sen(u + v). Comece tragando a superficie sob diversos pontos de vista. Explique a
aparéncia dos gréﬁcos determinando os cortes nos planos horizontais z = 0,
z=*lez==*3

Demonstre a seguinte identidade:
VF-G)=F -V)G+ (G- V)F+FXrotG+ G XrotF

A figura retrata a sequéncia de eventos em cada cilindro de um motor de quatro cilindros
de combustdo interna. Cada pistdo se move para cima e para baixo e estd ligado por um
brago-pivd ao virabrequim. Sejam P(¢) e V(¥) a pressao e o volume dentro de um cilindro
no instante 7, onde @ < ¢ < b € o tempo necessario para um ciclo completo. O grafico mos-
tra como P e V variam durante um ciclo em um motor de quatro tempos.

P
)
® c
®
@ ®
- 0
Volante Brago v
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Durante o estdgio de induggo (de @ a @) a mistura de ar e gasolina a pressdo atmosférica
¢ aspirada para o interior do cilindro pela valvula de entrada a medida que o pistdo se
move para baixo. Ento, o pistdo comprime rapidamente a mistura com a vdlvula fechada,
no estiagio de compressao (de @ a @), durante o qual a pressdo aumenta e o volume di-
minui. Em ® uma fafsca proveniente da vela de igni¢do provoca a combustao da mistura,
elevando a temperatura e a pressao com um volume praticamente constante até @. Em se-
guida, com a valvula fechada, uma rdpida expansao do volume forga o pistdo para baixo
durante o estdgio de poténcia (de @ a ®). A valvula se abre, a temperatura e a pressao
caem e a energia mecinica armazenada no volante em rotacdo impulsiona o pistdo para
cima, forcando a saida dos gases que se formaram no interior pela valvula, no estdgio de
exaustdo. A valvula de exaustdo se fecha e a vdlvula de entrada se abre. Estamos de volta
a @ e o ciclo se reinicia.
(a) Mostre que o trabalho realizado pelo pistdo durante um ciclo de um motor de quatro
tempos é W = [P dV, onde C € a curva no plano PV mostrada na figura.
[Dica: Seja x(t) a distdncia do pistdo até o topo do cilindro e observe que a forga sobre
o pistdo é F = AP(7) i, onde A € a drea do topo do pistdo. Entdo W = [ F - dr, onde
C, é dado por r(¥) = x(f) i, a =< t < b. Um modo alternativo é trabalhar diretamente
com as somas de Riemann.]
(b) Use a Férmula 16.4.5 para mostrar que o trabalho € a diferenga das areas englobadas

pelos dois lacos de C.



