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Integrais Multiplas

Os gedlogos estudam como as cadeias de
montanhas foram formadas e estimam o trabalho
necessario para eleva-las em relacéo ao nivel do
mar. Na Secdo 15.8 € solicitado que vocé use a

Pichugin Dmitry/Shutterstock

integral tripla para calcular o trabalho realizado
na formagédo do Monte Fuji, no Jap@o.

Neste capitulo estendemos a ideia de integrais definidas para integrais duplas e triplas
de funcGes de duas ou trés varidveis. Essas ideias serdo usadas para calcular volumes,
areas de superficies, massas e centroides de regides mais gerais do que as consideradas
nos Capitulos 6 e 8, no Volume I. Usaremos também as integrais duplas para calcular
probabilidades quando duas varidveis aleatdrias estiverem envolvidas.

Veremos que as coordenadas polares sdo tteis no célculo de integrais duplas em
alguns tipos de regido. De modo parecido, introduziremos dois novos sistemas de
coordenadas no espago tridimensional — coordenadas cilindricas e coordenadas esféricas
—, que simplificam muito o célculo de integrais triplas em certas regides sélidas que
ocorrem frequentemente.
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m Integrais Duplas sobre Retangulos

A tentativa de resolvermos o problema de determinar dreas nos levou a defini¢do de integral
definida. Aplicaremos um procedimento semelhante para calcular o volume de um sélido, e
este processo nos levard a defini¢do de integral dupla.

I Revisao da Integral Definida

Antes de tudo, vamos relembrar os fatos basicos relativos a integral definida de funcdes de uma
variavel real. Se f(x) € definidaem a < x < b, comegamos subdividindo o intervalo [a, b] em
n subintervalos [x;—i, x;] de comprimento igual Ax = (b — a)/n e escolhemos pontos de
amostragem x;* em cada um desses subintervalos. Assim, formamos a soma de Riemann

(1] éf (xF) Ax

e tomamos o limite dessa soma quando n — o° para obter a integral definida de a até b da fun-
¢éo f.

2] [/ ) dx = tim 3 £x7) Ax

No caso especial em que f(x) = 0, a soma de Riemann pode ser interpretada como a soma
das dreas dos retdngulos aproximadores da Figura 1 e ‘f f(x) dx representa a drea sob a curva
y = f(x) de a até b.

y
Ax
I
:\ =T | N
[ T | ' ' I
| | T ] ]
T T
| | IR AN |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
0 aT X, I X, Ix3 x,,IT X; X, -1 I b X
FIGURA 1 X x¥ xF x5 x¥

I Volumes e Integrais Duplas

De modo semelhante, vamos considerar uma fun¢do f de duas varidveis definida em um re-
tangulo fechado

R=[a,b]X[c,d]={(x,y)ER2|a$x$b, c$y$d}

e vamos inicialmente supor que f(x,y) = 0. O gréfico de f € a superficie com equacdo
z = f(x, y). Seja S o sélido que estd acima da regido R e abaixo do grafico de f, isto &,

S={(x,y,z)€R3|0$z$f(x,y), (x,y)ER}

(Veja a Figura 2.) Nosso objetivo € determinar o volume de S.

FIGURA 2 O primeiro passo consiste em dividir o retingulo R em sub-retAngulos. Faremos isso divi-
dindo o intervalo [a, b] em m subintervalos [x;-, x;] de mesmo comprimento Ax = (b — a)/m
e dividindo o intervalo [¢,d] em n subintervalos [y;—;, y;] de mesmo comprimento
Ay = (d — ¢)/n. Tragando retas paralelas aos eixos coordenados, passando pelas extremida-
des dos subintervalos, como na Figura 3, formamos os sub-retdngulos



Rij = [xi-1, %] X [yj-1, 3] = {(x, Wlxasx<ux, ysys y,»}

cada um dos quais com drea AA = Ax Ay.

y
X, Vi
b ____ i ./I ij . ( l.yj> :
Vil e e ] .! NV I R S G )
R — BN o
e _____ i . ,.. o . . .
c _______ hd . L] . .
(550 25 R K K A A A A E E E N
I Y A Y A R R R
I N R R R A
| | | | | | | | | | |
0 a X X Xiop X b X
Ax

Se escolhermos um ponto arbitrdrio, que chamaremos ponto de amostragem, (x;f, y¥),
em cada R;;, poderemos aproximar a parte de S que estd acima de cada R;; por uma caixa re-
tangular fina (ou “coluna”) com base R;; e altura f(x;¥, y;¥), como mostrado na Figura 4. (Com-
pare com a Figura 1.) O volume dessa caixa € dado pela sua altura vezes a drea do retangulo

da base:
fif, yif) AA

Se seguirmos com esse procedimento para todos os retangulos e somarmos os volumes das cai-
xas correspondentes, obteremos uma aproximacgao do volume total de S:

Fxi, i) AA

n
=1

(3] V=2,

J

(Veja a Figura 5.) Essa soma dupla significa que, para cada sub-retdngulo, calculamos o va-
lor de f no ponto escolhido, multiplicamos esse valor pela drea do sub-retangulo e entdo adi-

cionamos os resultados.

FIGURA 4 FIGURA 5

Nossa intui¢do diz que a aproximacdo dada em |3 | melhora quando aumentamos os valo-
res de m e n e, portanto, devemos esperar que

INTEGRAIS MULTIPLAS

FIGURA 3
Dividindo R em sub-retangulos
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0 significado do limite duplo na Equagdo 4
& que podemos tornar a somatdria dupla
tdo préxima quanto desejarmos do nimero
V [para qualquer escolha de (x¥, y¥) em
R;] tomando m e n suficientemente
grandes.

Observe a semelhanca entre a Definigdo 5
e a definicdo de integral unidimensional na
Equacdo 2.

Embora tenhamos definido a integral dupla
dividindo R em sub-retangulos de mesmo
tamanho, poderfamos ter usado sub-retan-
gulos R; de tamanhos diferentes. Mas
entdo terfamos de garantir que todas as
dimensdes deles tendessem a zero no
processo de limite.

m n

lim Y Y Flxi, yif) AA

m e =] j=1

] V-

Usamos a expressao da Equacdo 4 para definir o volume do sélido S que corresponde a re-
gido que estd abaixo do grafico de fe acima do retdngulo R. (Pode-se mostrar que essa defi-
ni¢do € coerente com nossa férmula de volume da Secdo 6.2.)

Limites do tipo que aparecem na Equacio 4 ocorrem muito frequentemente, ndo somente
quando estamos determinando volumes, mas também em diversas outras situagcdes — como serd
visto na Se¢do 15.5 — mesmo f'ndo sendo uma funcdo positiva. Assim, faremos a seguinte de-
finicao:

@ Definicdo A integral dupla de f sobre o retangulo R é

lim X X f(xif, yi) AA

mn= =] j=1

ﬂf(x, y) dA =

se esse limite existir.

O significado preciso do limite da Definicdo 5 € que para todo £ > 0 existe um inteiro N
tal que

m n

([ 70y aa = 3 3 piai v 24| <6

R i=1 j=1

para todos os inteiros m e n maiores que N e para qualquer escolha de (x¥, y¥) em R;;.

Uma funcio f ¢ dita integravel se o limite na Defini¢do 5 existir. E mostrado em cursos
de célculo avancado que todas as fungdes continuas s@o integraveis. Na realidade, a integral
dupla de f existe contanto que f “ndo seja descontinua demais”. Em particular, se f for limi-
tada [isto €, existe uma constante M tal que | f(x, y)| < M para todo (x, y) em R], e se f for
continua ali, exceto em um ndmero finito de curvas suaves, entdo f ¢ integravel em R.

O ponto de amostragem (x;¥, y;¥) pode ser tomado como qualquer ponto no sub-retingulo
Rjj, porém, se o escolhermos como o canto superior direito de R;; [ou seja, (x;, y;), veja a Fi-
gura 3], a expressao da soma dupla ficard mais simples:

m n

(6] [y da= tim 33 fx.y) a4

R i=1 j=1

Comparando as Defini¢des 4 e 5, vemos que o volume pode ser escrito como uma integral du-
pla:

Se f(x,y) = 0, entéo o volume V do sélido que estd acima do retingulo R e abaixo da
superficie z = f(x, y) é

v= ([ £ty aa

A soma na Definicdo 5,

3

> fxiE, viF) AA
1j=1

1

€ chamada soma dupla de Riemann e € usada como uma aproximacao do valor da integral du-
pla. [Observe a semelhanca dessa soma com a de Riemann em | 1 | para fun¢des de uma tinica va-
ridvel.] Se ffor uma fun¢ao positiva, entao a soma dupla de Riemann representa a soma dos vo-
lumes das colunas, como na Figura 5, e € uma aproximacao do volume abaixo do gréfico de f.



[EEIEN Estime o volume do sélido que estd acima do quadrado R = [0, 2] X [0, 2] e
abaixo do paraboloide eliptico z = 16 — x* — 2y Divida R em quatro quadrados iguais e es-
colha o ponto de amostragem como o canto superior direito de cada quadrado R;;. Faga um es-
boco do sélido e das caixas retangulares aproximadoras.

SOLUCAO Os quadrados estdo ilustrados na Figura 6. O paraboloide eliptico € o grafico de
f(x,y) = 16 — x* — 2y* e a 4rea de cada quadrado é AA = 1. Aproximando o volume pela
soma de Riemann com m = n = 2, temos

2 2
V= 2 Ef(xi’yj)AA
i=1j=1
=f(1,1)AA + f(1,2) AA + f(2, 1) AA + f(2,2) AA
= 13(1) + 7(1) + 10(1) + 4(1) = 34
Esse € o volume das caixas aproximadoras mostradas na Figura 7. [

Obtemos melhores aproximagdes do volume no Exemplo 1 quando aumentamos o nimero
de quadrados. A Figura 8 mostra como as colunas comegam a parecer mais com o sélido ver-
dadeiro e as aproximagdes correspondentes vao se tornando mais precisas quando usamos 16,
64 e 256 quadrados. Na préxima se¢d@o mostraremos que o volume exato € 48.

S

P

(Qm=n=4,V~415 (b)ym=n=8,V~ 44875 (©)m=n=16,V~ 46,46875

L

EEENF SeR={(x,y)| -1 < x <1, -2 <y < 2}, calcule a integral

[ V= aa

SOLUCAO Seria muito dificil calcular a integral diretamente da Defini¢do 5, mas, como
/1 —x* =0, podemos calcular a integral interpretando-a como um volume. Se
z=+/1—2x2,entdo x*+ z2 =1 e z = 0, logo a integral dupla dada representa o volume
do sélido S que estd abaixo do cilindro circular x* + z2 = 1 e acima do retdngulo R. (Veja a
Figura 9.) O volume de S € a drea de um semicirculo com raio uma vez o comprimento do
cilindro. Portanto

ﬂmdfx=§w(1)2x4=2w —

R

INTEGRAIS MULTIPLAS 877

(2,2)

o

FIGURA 7

FIGURA 8

As aproximacdes para as somas

de Riemann do volume abaixo de

z =16 — x> — 2y? ficam mais precisas
quando m e n aumentam.

FIGURA 9
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y
2 2.2
3 *Ry, * Ry,
2
* Ry * Ry
1 | |
| |
| |
| |
| |
0 1 2 X
FIGURA 10
Nuimero de Aproximacdo
sub-retangulos pela Regra do
Ponto Médio
1 —11,5000
4 —11,8750
16 —11,9687
64 —11,9922
256 —11,9980
1024 —11,9995

N A Regra do Ponto Médio

Os métodos usados para aproximar as integrais de fungdes de uma varidvel real (a Regra do
Ponto Médio, a Regra dos Trapézios, a Regra de Simpson) tém seus correspondentes para in-
tegrais duplas. Consideraremos aqui somente a Regra do Ponto Médio para integrais duplas.
Isso significa que usaremos a soma dupla de Riemann para aproximar a integral dupla, na qual
o ponto de amostragem (x;¥, y¥) em R;; é tomado como o ponto central (x;, y;) de R;;. Em ou-
tras palavras, X; é o ponto médio de [x;—1, x;] € y; é o ponto médio de [ y;—1, ;1.

Regra do Ponto Médio para Integrais Miltiplas

([ rtey)ar=3 3 f(z.5) A1

i=1j=1

onde X; é o ponto médio de [x;—1, x;] € y; € o ponto médio de [ y;—1, y;].

[E@TI0E] Use a Regra do Ponto Médio com m = n = 2 para estimar o valor da integral
[, (x = 3y*)dA,onde R={(x,y) |0<x<2,1<y<2}

SOLUCAD Usando a Regra do Ponto Médio com m = n = 2, calcularemos f(x, y) =x— 3y
no centro dos quatro sub-retdngulos mostrados na Figura 10. Logo, X = 3, X, =3, Y1 =}
Y2 =1. A area de cada sub-retingulo é AA = ;. Assun,

.ﬁx—w%ma S 3 £(5.5) 84

i=1 j=1

f(xl,yl) AA +f(x1,y2) AA +f()C2,y1) AA +f(x2,y2) AA
PG AA+ 1) AA +£(3) AA + £(3.7) AA
(%1 + (=5%): + (=5)1 + (=%)z

—2 = —11,875

Portanto, temos ﬂ (x — 3y?)dA = —11,875 ]
R

OBSERVACAO Na proxima se¢io desenvolveremos um processo eficiente para calcular in-
tegrais duplas e veremos que o valor exato da integral dupla do Exemplo 3 € —12. (Lembre-
-se de que a interpretacdo da integral dupla como volume s6 € vélida quando a fungéo f € uma
fungdo positiva. O integrando no Exemplo 3 ndo € uma fun¢@o positiva, dessa forma, a inte-
gral dupla ndo é um volume. Nos Exemplos 2 e 3 na Se¢@o 15.2, discutiremos como interpretar
integrais de uma fung¢io que nio € sempre positiva em termos de volumes.) Se continuarmos
dividindo cada sub-retdngulo da Figura 10 em quatro menores, todos com a mesma forma, ob-
teremos as aproximacdes pela Regra do Ponto Médio exibidas no grafico na margem. Ob-
serve como esses valores estdo se aproximando do valor exato da integral dupla, —12.

I valor Médio

Na Secdo 6.5, no Volume I, mostramos que o valor médio de uma fung¢do f de uma varidvel
definida em um intervalo [a, b] €

1 b
fosa = 5= [ f(@) dx

De modo semelhante, definimos o valor médio de uma fun¢?o f de duas variaveis em um re-
tangulo R contido em seu dominio como

foe = ﬁuwm

A(R)

onde A(R) € a drea de R.



Se f(x,y) = 0, a equagdo

AR) X foea = [[ £05 ) dA

diz que a caixa com base R e altura fi,.s tem 0 mesmo volume que o sélido sob o grafico de f.
[Se z = f(x, y) descreve uma regido montanhosa e vocé corta os topos dos morros na altura
Jmed, €ntlo pode usa-los para encher os vales de forma a tornar a regidao completamente plana.
Veja a Figura 11.]

G0N O mapa de contorno na Figura 12 mostra a precipitacdo de neve, em polegadas,
no estado do Colorado em 20 e 21 de dezembro de 2006. (O Estado tem a forma de um re-
tangulo que mede 388 milhas de Oeste a Leste e 276 milhas do Sul ao Norte.) Use o mapa de
contorno para estimar a queda de neve média em todo o Estado do Colorado naqueles dias.

SOLUCAO Vamos colocar a origem no canto sudoeste do estado. Entdo, 0 < x < 388,
0<y=<276e f(x,y) é a queda de neve, em polegadas, no local x milhas para leste e y
milhas para norte da origem. Se R € o retangulo que representa o estado do Colorado, entdo
a precipitagdo média de neve no Colorado em 20 e 21 de dezembro foi

Snea = ﬁ fff(x’ y) dA

onde A(R) = 388 + 276. Para estimarmos o valor dessa integral dupla, vamos usar a Regra do
Ponto Médio com m = n = 4. Em outras palavras, dividimos R em 16 sub-retangulos de ta-
manhos iguais, como na Figura 13. A drea de cada sub-retdngulo é

AA = 15(388)(276) = 6 693 mi>

INTEGRAIS MULTIPLAS 879

FIGURA 11

FIGURA 12
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FIGURA 13

Integrais duplas se comportam assim
porque as somas duplas que as definem se
comportam dessa forma.

276

0 388 X

Usando o mapa de contorno para estimar o valor de f no ponto central de cada sub-retin-
gulo, obtemos

4 4
)l ey da~ 3 3 7. 5) A
R ==
~AA[0+15+8+7+2+25+ 185+ 11
+45+28 +17+ 135+ 12 + 15+ 17,5 + 13]

= (6 693)(207)
(6 693)(207)
Logo, ned = ——————— ~ 12,9
080 Tt = ~(388)(276)
Em 20 e 21 de dezembro de 2006, o Colorado recebeu uma média de aproximadamente 13 po-
legadas de neve. [

BN Propriedades das Integrais Duplas

Listaremos aqui trés propriedades das integrais duplas que podem ser demonstradas como na
Secdo 5.2, no Volume 1. Admitiremos que todas as integrais existam. As Propriedades 7 e 8
sdo conhecidas como linearidade da integral.

7] [0y + gyl da = [[ rxy) da+ [[ g y) da

R R

ﬂ cf(x,y)dA = ¢ ﬂ f(x,y) dA, onde ¢ é uma constante
R R
Se f(x,y) = g(x, y) para todo (x, y) em R, entdo

[9] ﬂ f(x,y)dA = f g(x,y) dA

R R
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1. (a) Estime o volume do sélido que estd abaixo da superficie
z = xy e acima do retangulo

R={(x»y)|0$x$6,()gy$4}

Utilize a soma de Riemann com m = 3, n = 2 e tome como
ponto de amostragem o canto superior direito de cada sub-re-
tangulo.

(b) Use a Regra do Ponto Médio para estimar o volume do sélido
da parte (a).

2. Se R=1[0,4] X [—1, 2], use a soma de Riemann com m = 2,
n = 3 para estimar o valor de [[, (1 — xy®) dA. Tome os pontos
de amostragem como (a) os cantos inferiores direitos e (b) como
os cantos superiores esquerdos dos retangulos.

3. (a) Use uma soma de Riemann com m = n = 2 para estimar o
valor de [[, xe ™ dA, onde R = [0, 2] X [0, 1]. Tome os pon-
tos de amostragem como os cantos superiores direitos.

(b) Use a Regra do Ponto Médio para dar uma estimativa da in-
tegral do item (a).

4. (a) Estime o volume do sélido que estd abaixo da superficie
z =1+ x* + 3y e acima do retdngulo R = [1, 2] X [0, 3].
Use a soma de Riemann com m = n = 2 e escolha os pontos
de amostragem como os cantos inferiores esquerdos.

(b) Use a Regra do Ponto Médio para estimar o volume do item
) (a).

5. E dada a tabela de valores de uma fungdo f (x, y) definida em
R =1[0,4] X [2,4].

(a) Estime (f, f(x,y) dA utilizando a Regra do Ponto Médio
comm=n=2.

(b) Estime a integral dupla com m = n = 4, escolhendo como
pontos de amostragem os pontos mais préximos da origem.

S| 20| 25 | 30 | 35 | 40
0 -3 -5 | =6 | -4 | -1
1 -1 =2 | =3 | -1 1
2 1 0 | -1 1 4
3 2 2 1 3| =7
4 3 4 2 5 9

6. Uma piscina de 8 por 12 metros esta cheia de dgua. A profundi-
dade € medida em intervalos de 2 metros, comegando em um
canto da piscina, e os valores foram registrados na tabela. Estime
o volume de dgua na piscina.

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

1.

0 2 4 6 8 10 12
0 1 1,5 2 2,4 2,8 3
2 1 1,5 2 2,8 3 3,6
4 1 1,8 | 2,7 3 3,6 4 32
6 1 1,5 2 2,3 2,7 3 2,5
8 1 1 1 1 1,5 2 2

Seja V o volume do sdlido que estd abaixo do grifico de
f(x,y) = /52 — x> —y*> e acima do retingulo dado por
2<x=<4,2=<y=6.Usamos asretas x = 3 ey = 4 para di-
vidir R em sub-retangulos. Sejam L e U as somas de Riemann cal-
culadas utilizando como pontos de amostragem os cantos infe-
riores esquerdos e os cantos superiores direitos, respectivamente.
Sem calcular os nimeros V, L e U, coloque-os em ordem cres-
cente de valor e explique seu raciocinio.

A figura mostra curvas de nivel da fungdo f no quadrado
R=1[0,2] X [0,2]. Use a Regra do Ponto Médio com
m = n = 2 para estimar HR f(x,y) dA. Como vocé melhoraria
sua estimativa?

—

A figura mostra o mapa de contorno de f no quadrado

R =[0,4] X [0, 4].

(a) Use a Regra do Ponto Médio com m = n = 2 para estimar o
valor de [, f(x, y) dA.

(b) Estime o valor médio de f.

y

10 |0 0 10 {20 30

20

30\ \
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10. O mapa de contorno mostra a temperatura, em graus Fahrenheit, as " ”R 3dA, R={(xy) | —2<x<21<y<6}
4 horas da tarde do dia 26 de fevereiro de 2007, no Estado do Co- o
lorado. (O Estado mede 388 milhas de Leste a Oeste ¢ 276 milhas 12. ”R (5-xdA, R={(xy) |0<x=<50<y<3}
de norte a sul.) Utilize a Regra do Ponto Médio comm = n = 4
para estimar a temperatura média do Colorado nessa hora. 1. ”R (4 —2y)dA, R=10,1] [0, 1]

14. Aintegral [, /9 — y* dA, onde R = [0, 4] X [0, 2], representa
o volume de um sélido. Esboce o sélido.

15. Utilize uma calculadora programével ou computador (ou o co-
mando de soma de um SCA) para estimar

ﬂ J1 + xe " dA

onde R = [0, 1] X [0, 1]. Utilize a Regra do Ponto Médio com os
seguintes nimeros de quadrados de tamanhos iguais: 1, 4, 16, 64,
256 e 1 024.
16. Repita o Exercicio 15 para a integral [[, sen(x + /) dA.
17. Se f¢é uma fungio constante, f(x,y) = ke R = [a, b] X [c, d],
mostre que
ffR kdA =k(b — a)d — ¢).

18. Use o resultado do Exercicio 17 para mostrar que

1
O$ﬂ sen 7 x cos Ty dA <§
R

11-13 Calcule a integral dupla, identificando-a antes com o volume
de um sélido. onde R = [0,1] x [L,1].

m Integrais Iteradas

Lembremos que geralmente ¢ dificil calcular as integrais de fungdes de uma varidvel real di-
retamente da defini¢@o de integral, mas que o Teorema Fundamental do Célculo fornece um
método mais facil para calculd-las. O calculo de integrais duplas pela defini¢do € ainda mais
complicado, porém, nesta se¢do, veremos como expressar uma integral dupla como uma in-
tegral iterada, cujo valor pode ser obtido calculando-se duas integrais unidimensionais.

Suponha que f seja uma funcdo de duas varidveis que € integrdavel no retangulo
R = [a, b] X [c, d]. Usaremos a notacdo | f(x, y) dy significando que x ¢ mantido fixo e
f(x,y) é integrada em relacdo a y de y = c até y = d. Esse procedimento é chamado inte-
gragdo parcial em relagdo a y. (Observe a semelhanga com a derivada parcial.) Como
fcd f(x,y) dy é um nimero que depende do valor de x, ele define uma fungéo de x:

A = [l y) dy

Se agora integrarmos a funcdo A com relacdo a varidvel x de x = a a x = b, obteremos

[1] f: A(x) dx = Lb [fcdf(x, y) dy] dx

A integral do lado direito da Equacédo 1 € chamada integral iterada. Em geral, os colchetes
sdao omitidos. Assim,

[2] Lh ff (x,y) dy dx = J.ah |:de f(x,y) dy] dx

significa que primeiro integramos com relacio a y de ¢ a d e depois em relagdo a x de a até b.
Da mesma forma, a integral iterada
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3] [ sy dxdy = | [ ["reey dx] dy

significa que primeiro integramos com relacdo a x (fixando y) de x = a ax = b e em seguida
integramos a fun¢do de y resultante com relagdo a yde y = c a y = d. Observe que em am-
bas as Equagdes, 2 e 3, trabalhamos de dentro para fora.

[EEIGEN Calcule o valor das integrais iteradas
3 (2 5 2 (3 5
(a) J‘U jl x“ydydx (b) L L x“ydxdy

SOLUCAO
(a) Olhando x como constante, obtemos

2 P2 2 2
2 5 2 Y of 2 o 1 3.2
xydy=[x —] =x<—>—x<—>=x
f. 2 | 2 2)

Portanto, a fung¢do A da discussdo precedente € dada por A(x) = 2 x? neste exemplo. Integra-
mos agora essa fun¢do de x de O até 3:

[ savas=[)|[era]a
3

3 27
:fzdex:x_] - =
0 2

0

(b) Aqui integraremos primeiro em relacdo a x:

Pl i Devaar- [ [55] o

Foay =] =2 —
f A 2, 2

Observe que no Exemplo 1 obtemos a mesma resposta se integramos primeiro em relagido
a y ou a x. Em geral acontece (veja o Teorema 4) de as duas integrais iteradas das Equagdes
2 e 3 serem sempre iguais, ou seja, a ordem da integracdo ndo € importante. (Isso é semelhante
ao Teorema de Clairaut sobre as igualdades das derivadas parciais mistas.)

O seguinte teorema fornece um método pratico para calcular uma integral dupla, expres-
sando-a como uma integral iterada (em qualquer ordem).

@ Teorema de Fubini Se f for continua no retdngulo

R={(x,y)|a<x<b,c<y=<d} entio

nha descontinuidades apenas em um ndmero finito de curvas suaves e que a integral ite-
rada exista.

A demonstracdo do Teorema de Fubini foge ao escopo deste livro, mas podemos ao me-
nos fornecer uma justificativa razodvel de sua validade quando f(x, y) = 0. Lembremos que
se f € positiva, podemos interpretar a integral dupla UR f(x,y) dA como o volume V do sélido
S que estd acima de R e abaixo da superficie z = f(x, y). Contudo, temos outra férmula usada
para calcular volume, vista no Capitulo 6, no Volume I, que €

883

0 Teorema 4 tem 0 nome do matemético
italiano Guido Fubini (1879 -1943), que
demonstrou uma versao geral desse

H f(x,y)dA = jb jdf(x, y)dy dx = Jd jbf(x, y) dx dy teorema em 1907. Mas a vers&o para as
% a e € e fung@es continuas era conhecida pelo
menos um século antes pelo matematico
De modo mais geral, esse resultado vale se supusermos que f seja limitada em R, f te- francas Augustin-Louis Cauchy.
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FIGURA 1

Visual 15.2ilustra o Teorama de
Fubini mostrando uma animag&o das
Figuras 1e 2.

FIGURA 2

Observe a resposta negativa no Exemplo 2;

ndo ha nada errado com isso. A fungdo f
nao é positiva e a integral ndo representa
um volume. Da Figura 3 vemos que, se f
for sempre negativa em R, o valor da
integral € menos o volume que esta acima
do gréfico de f e abaixo de R.

FIGURA 3

V= Lb A(x) dx

onde A(x) € a drea da secgdo transversal de S em um plano x perpendicular ao eixo x. Vocé pode
ver a partir da Figura 1 que A(x) € a drea abaixo da curva C cuja equacdo é z = f(x, y), onde
x é mantido constante e ¢ < y < d. Portanto,

A = ["fx, ) dy
€ temos

ﬁf(x, y)dA =V = Lh A(x) dx = Lh fjf(x, y) dy dx

Uma argumentacio semelhante, usando a seccdo transversal perpendicular ao eixo y como na
Figura 2, mostra que

([ reeyyan =" rx v axdy

R

[EEENF] Calcule a integral dupla ([, (x — 3y*)dA, onde R={(x,y)|0<x<2,
1 <y < 2}. (Compare com o Exemplo 3 da Secdo 15.1.)

SOLUCAD 1 O Teorema de Fubini nos d4

[ 3van = [ srasae = o~

2

2 x?
—J;) (x—7)dx—7—7x] =—-12

0

SOLUGCAD 2 Novamente, aplicando o Teorema de Fubini, mas dessa vez integrando com rela-
¢do a x primeiro, temos

ﬂ (x — 3y dA = le Lz (x — 3y*)dx dy

2|:x2 ]x—2
= — — 3xy? dy
J‘l 2 x=0
2 2 32
= ["e-eay =2y -2y = -12 —

[EEENE] Calcule [f, y sen(xy) dA, onde R = [1,2] X [0, .

SOLUCAD 1 Se integrarmos primeiro em rela¢do a x, obteremos

[Fystoan = [ [ vt s = [ -t

R
= jov (—cos 2y + cos y) dy

= —1sen2y + seny]g =0
SOLUCAD 2 Se invertermos a ordem de integragfo, obteremos

ﬂ ysen(xy) dA = f foﬁ ysen(xy) dy dx

R

Para calcularmos a integral interna, usamos a integragao por partes com



u=y dv = sen(xy) dy
cos(x
du = dy v= _ cos(wy)
X
y=m
™ cos(x 1 =
e, entdo, f ysen(xy) dy = _y—(y)] + —f cos(xy) dy
0 X =0 x Jo
T COS TX 1 y=r
= ——— + —[sen(xy) .=
—— + 5 [sen(ep)] 5]
| mCOSTX | senTX
X x?
Se agora integrarmos o primeiro termo por partes com u = —1/x e dv = 7 cos 7x dx, obte-

remos du = dx/x*, v =senmwxe

T COS TX senTmx sen mx
— " ) dx = — —f  dx
X X X
T COS TX sen wx sen T x
- + | dx = ——

X X X

2
jz J.Wysen(xy) dydx = [__sen 7-rx:|
1 Jo x |

Logo,
e, assim,

sen 2
= —T—}— sen7 =0

G0N Determine o volume do sélido S que é limitado pelo paraboloide eliptico
x* + 2y* 4+ z = 16, pelos planos x = 2 e y = 2 ¢ pelos trés planos coordenados.

<

SOLUCAD Observemos primeiro que S é o sélido que estd abaixo da superficie
7z =16 — x* — 2y? e acima do quadrado R = [0, 2] X [0, 2]. (Veja a Figura 5.) Esse s6lido
foi considerado no Exemplo 1 da Sec¢do 15.1, mas agora temos condicdes de calcular a inte-
gral dupla usando o Teorema de Fubini. Portanto,

V= g (16 — x> — 2y?) dA = f: joz (16 — x> — 2y*)dx dy
= f: [16x —ix’ = 2y2x]:z dy
= T3 -4y ay = [Ty — 5], = 48

No caso especial em que f(x, y) pode ser fatorado como o produto de uma fungéo s6 de x
por uma funcdo s6 de y, a integral dupla de f pode ser escrita de forma particularmente sim-
ples. Para sermos especificos, suponha que f(x, y) = g(x)h(y) e R = [a, b] X [c, d]. Entdo,
o Teorema de Fubini nos dd

Jﬁmwm=ffmwwmw=fhﬁmmw4@

Na integral interna, y € uma constante, entdo 4(y) € uma constante e podemos escrever

fd [ Lb g(x) h(y) dx] dy = fd [h(y)(ff 9(x) dx)] dy = Lb g(x) dx f “h(y) dy

ja que J: g(x) dx é uma constante. Portanto, nesse caso, a integral dupla de f pode ser escrita
como o produto de duas integrais unidimensionais:
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Para uma fungdo f com valores positivos e
negativos, |[, f(x, y) dA é a diferenca dos
volumes: V; — V5, onde V, é o volume
acima de R e abaixo do gréficode fe V, €
0 volume abaixo de R e acima do gréfico.

0 fato de a integral do Exemplo 3 ser O
significa que os dois volumes V; e V, sdo
iguais. (Veja a Figura 4.)

FIGURA 4

No Exemplo 2, as Solugdes 1 e 2 sdo
igualmente simples, mas no Exemplo 3 a
primeira solugdo é muito mais simples que
a segunda. Portanto, ao calcular uma
integral dupla, é recomendavel escolher a
ordem de integracdo que fornega integrais
mais simples.

R
R
W
‘\‘\2\“\“‘\\“ \
RN
RN “‘\“\‘\\\\“
z J RS
z X ‘\‘; N

FIGURA 5
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(5] j f g(x) h(y) dA = L” g(x) dx f h(y)dy  ondeR = [a,b] X [c, d]

[EETENHE Se R = [0, /2] X [0, 7/2], entdo, pela Equacio 5,

Afungdo f(x,y) = sen x cos ydo
Exemplo 5 é positiva em R, assim, a
integral representa o volume do sélido que
estd acima de R e entre o grafico de f,
como mostrado na Figura 6.

FIGURA 6

m Exercicios

T,
0

ﬁ sen x cosydA = foﬂ/z sen x dxf ? cosydy
R

77/2_

= [—cosx]g/2 [seny]0 =1-1=1

1-2 Determine [} f(x, y) dxe [, f(x,y) dy.

1 flxy) = 1247y 2 flx,y)=y+xe

3-14 Calcule a integral iterada.

3. f joz (6x* — 2x) dy dx 4. fO‘ f (4x® — 9x%y?) dy dx
5. szoﬂ/z x senydydx 6. f://: fl cosydxdy
1. f; Lﬁ/z (y + y*cosx)dxdy 8. Jlol fz xel dy dx

Ly
10. fol f; e dx dy

12. fol fol xy/x2 + y*dydx
[ [ s+ dsdr

9. f f (; + z> dy dx
1. fol fol v(u — v*)* du dv

13. J: JOW rsen’d d dr

15-22 Calcule a integral dupla.

15. ﬂ sen(x + y)dA,R={(x,y) |0 <x<=7w/2,0<y<m/2}
R

16. ﬂ(y-l—xy*Z)dA, R={(uy)|0=x=21=y=2}

2

R
xy
17. gszrldA, R={xy|0<x<1, -3<y<3}

18. ﬂii
R

19. j j xsen(x + y)dA, R = [0, w/6] X [0, /3]

2
;ZdA, R={xy|0sx<1,0=<y<1}

M &4 ol Z
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador
1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

" X
zu.g g} R=10,1] X [0, 1]
2. ﬂ ye ™ dA, R =[0,2] X [0, 3]
R

1
. P E— = X
2 ngerdA, R=1[1,3] x[1,2]

23-24 Esboce o sélido cujo volume é dado pela integral iterada.
1 (1
23. L JO (4 — x — 2y)dxdy

24, fol fol 2 —x*—y?dydx

25. Determine o volume do sélido que se encontra abaixo do plano
4x + 6y — 2z + 15 = 0 e acima do retangulo
R={(x,y)|-1<sx<2,-1<y<Il1}

26. Determine o volume do sélido que se encontra abaixo do para-
boloide hiperbdlico z = 3y*> — x*> + 2 e acima do retingulo
R=[-1,1] X [-2,2].

2]. Determine o volume do sélido que estd abaixo do paraboloide
eliptico x*/4 + y*/9 + z = 1 e acima do retangulo
R=[-1,1] X [-2,2].

28. Determine o volume do sélido limitado pela superficie
z=1+e"seny epelosplanos x = *1,y =0,y = me
z=0.

29. Determine o volume do sélido limitado pela superficie
7z = xsec’yepelosplanosz = 0,x = 0,x =2,y = Oe
y = /4.

30. Encontre o volume do sé6lido no primeiro octante limitado pelo ci-
lindro z = 16 — x? e pelo planoy = 5.

E necessdrio usar um sistema de computagdo algébrica
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31. Determine o volume do sdlido limitado pelo paraboloide 37-38 Utilize a simetria para calcular a integral dupla.

z=2+x>+ (y—2)Pepelosplanos z=1,x=1,x = —1,

y=0ey=4 y'g1—+ﬁdA R={xy)|-1<x<l0<y<1}

[A4 32. Desenhe o sélido que estd entre a superficie z = 2xy/ x*+ e

o plano z = x + 2y e € limitado pelos planos x = 0, x = 2, 38. ﬂ (1 + ¥seny + y*senx)dA, R=[-m m] X [-7 7]
R

y = 0ey = 4. A seguir, determine seu volume.

33. Utilize um sistema de computacio algébrica para determinar o va-
lor exato da integral [[, x’y’e*”dA, onde R = [0, 1] X [0, 1].
Em seguida, use o SCA para desenhar o sélido cujo volume ¢é x-y
dado pela integral. f f (x +y) dy dx

scA| 34. Desenhe o sélido contido entre as superficies

z=e" cos(x’> + y)ez=2— x> — y?para |x| <1
o . ~ e acontece.
|y| < 1. Utilize um sistema de computagio algébrica para

aproximar o volume desse sélido até a quarta casa decimal.
Ihantes?

35-36 Determine o valor médio de f sobre o retdngulo dado.
35. f(x,y) = x*y, R possui vértices (—1,0), (—1,5), (1, 5), (1, 0)

36. f(x,y) =e'Vx + e, R=][0,4] % [0,1]

paraa < x < b, ¢ <y < d, mostre que g, =

m Integrais Duplas sobre Regides Gerais

g(x,y) =

Xy
(x +y)°

sca| 39. Utilize seu SCA para calcular as integrais iteradas

= k7

Suas respostas contradizem o Teorema de Fubini? Explique o que

dx dy

40. (a) Em que aspectos os teoremas de Fubini e Clairaut sdo seme-
(b) Se f(x, y) é continuo em [a, b] X [c,d] e

fff@ﬁmm

Gox = f(x, y).

Para as integrais de funcdes de uma varidvel real, a regido sobre a qual integramos € sempre
um intervalo. Porém, para integrais duplas, queremos integrar a fungdo f ndo somente sobre
retangulos, como também sobre uma regido D de forma mais geral, como a ilustrada na Fi-
gura 1. Vamos supor que D seja uma regido limitada, o que significa que D pode estar contida
em uma regido retangular R como na Figura 2. Definimos, entdo, uma nova funcdo F, com do-
minio R, por

f(x,y) se (x,y)estiem D
[1] Flx,y) = ) )

0 se (x,y) estd em R mas ndo em D

Y y
R
D D
0 x 0 "
FIGURA 1 FIGURA 2

Se F for integravel em R, entdo definimos a integral dupla de f em D por

(2] ﬁ flx,y) dA = H F(x,y)dA  onde F ¢ dada pela Equacio 1
D R

A Definigdo 2 faz sentido porque R € um retangulo e, portanto, J|R F(x, y) dA ja foi defi-
nida na Se¢do 15.1. O procedimento usado € razodvel, pois os valores de F(x, y) sdo 0 quando

FIGURA 3

Q/{( gréfico de f
| ‘
|
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(x, y) esté fora de D e dessa forma ndo contribuem para o valor da integral. Isso significa que
ndo importa qual o retdngulo R tomado, desde que contenha D.
\}/ grafico de F No caso em que f(x, y) = 0, podemos ainda interpretar ([, f(x, y) dA como o volume do
I \
|

N

\ sélido que estéd acima de D e abaixo da superficie z = f(x, y) (o gréfico de f). Vocé pode cons-

tatar que isso € razodvel comparando os graficos de f'e F nas Figuras 3 e 4 e lembrando que
|[. F(x, y) dA é o volume abaixo do gréfico de F.

5 7 ) A Figura 4 mostra também que F provavelmente tem descontinuidades nos pontos de li-

| mite de D. Apesar disso, se f for continua em D e se a curva limite de D for “comportada” (em

- um sentido que estd fora do escopo deste livro), entdo pode ser mostrado que HR F(x,y) dA

existe e, portanto, ff , f(x,y) dA existe. Em particular, esse € o caso para os dois tipos de re-

FIGURA 4 e .
gides listados a seguir.
Uma regido plana D € dita do tipo I se for a regido entre o grafico de duas func¢des conti-
nuas de x, ou seja,
D={xy|a<x<b g(x) <y<g}
onde g, e g» sdo continuas em [a, b]. Alguns exemplos de regides do tipo I estdo mostrados na
Figura 5.
’ y=62(%) ' y=9:(%) ’ y=9:(%)
D
D | D | |
| | | | |
I I | | y=g1(x) |
I y=agi(x) I I y=g X \ | |
| | | | | |
0 a b X 0 a b X 0 4 b X

FIGURA 5 Algumas regides do tipo I

Para calcularmos ﬂD f(x,y) dA quando D € do tipo I, escolhemos um retingulo
R = [a, b] X [c, d] que contenha D, como na Figura 6, e consideramos a fungio F definida
na Equag@o 1; ou seja, F coincide com fem D e F € 0 fora da regido D. Entdo, pelo Teorema

L Y _gi(x) de Fubini,
b (d
D ﬂf(x,y)dA=ﬂ F(x,y) dA=L f F(x,y) dy dx
D R
‘T | I y=g,Wl Observe que F(x,y) = 0se y < g1(x) ou y > ga(x) porque (x, y) estd fora da regido D. Por-
: : ' tanto
0 a X b X ’

d _ g2(x) . ga(x)
FIGURA 6 f Fly)dy=| “Fxy)dy=| “flxy)dy

9

porque F(x, y) = f(x, y) quando g(x) < y < g»(x). Portanto, temos a seguinte férmula, que
nos permite calcular a integral dupla como uma integral iterada.

(3] Sefé continua em uma regido D do tipo I tal que

D={xy)|a<x<b g <y=g}

entdo, ﬂ flx,y)dA = Lb Lg‘(:) f(x,y)dydx
D

A integral do lado direito de |3 | € uma integral iterada semelhante as consideradas na se-
¢do anterior, exceto que na integral de dentro consideramos x constante ndo s6 em f (x, y), mas
também nos limites de integragdo gi(x) e ga(x).



Consideraremos também regides planas do tipo I, que podem ser expressas como

[4] D={xy|c<y<d h)<x<hO)

onde h, e h, sdo continuas. Essas duas regides estao ilustradas na Figura 7.
Utilizando o mesmo método que usamos para estabelecer [3], podemos mostrar que

5] ff fx,y) dA = f ‘ jhh(i’)) f(x, y) dx dy

D

onde D € uma regido do tipo II dada pela Equacéo 4.

[EEENER Calcule ([ (x + 2y) dA, onde D é a regido limitada pelas pardbolas y = 2x° e
y=1+x%

SOLUCAOD As parabolas se interceptam quando 2x* = 1 + x?% ou seja, x> = 1, logo, x = *1.
Observamos que a regido D, ilustrada na Figura 8, € uma regido do tipo I, mas ndo do tipo I,
e podemos escrever

D={(ny|-l<x<1 2x2<y<1+x}

Como o limite inferior é y = 2x%e o superior é y = 1 + x% a Equacdo 3 leva a

ﬂ (x +2y)dA = f_ll L:xz (x + 2y) dy dx

D

= £1 [xy + yzkz;)ﬂ dx
= |1, L+ )+ (4 27 = 2(20) = (20 Jdx

= f_ll (=3x* = x*+2x + x + 1) dx

5 4 3 2
X

1
=3 L 0t | ==
54 3 27

OBSERVACAO Quando escrevemos uma integral dupla como no Exemplo 1, € essencial dese-
nhar um diagrama. Frequentemente € titil desenhar uma seta vertical, como na Figura 8. Assim,
os limites de integracdo da integral de dentro podem ser lidos do diagrama desta forma: a seta
comega na fronteira inferior y = g¢;(x), que fornece o extremo inferior da integral, e termina na
fronteira de cima y = g»(x), que dd o extremo superior de integracdo. Para uma regido do tipo
I, a seta € desenhada horizontalmente da fronteira esquerda para a fronteira direita.

[EE[ITF Determine o volume do sélido que estd abaixo do paraboloide z = x* + y*e
acima da regido D do plano xy limitada pela reta y = 2x e pela pardbola y = x?.

SOLUCAOD 1 Da Figura 9 vemos que D € uma regido do tipo I e

D={(x,y)|0$x$2, x2$y$2x}
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FIGURA 7
Algumas regides do tipo II

y
— 2
(-1,2) y‘l\” 1,2)
D
y=2x?
. 1 X
FIGURA 8
y
(2,4)
y=2x
y=x’
D
0 i é X
FIGURA 9

D como uma regido do tipo |
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y Portanto, o volume abaixo de z = x> + y” e acima de D &
4+ (2, 4)
1 - 2 2 — [P (¥ (.2 2
x=1y Vv _g (x*+ y*)dA JO L (x* 4+ y*)dydx
x=\y N 3 = ) 3 2y3
[ > 2
= j |:x2y + L] dx = j |:x2(2x) + @) _ x’x? - u] dx
D 0 3 |- 0 3 3
6 3 7 5 477
0 > =j2 X a2 206
o 3 3 21 5 6 |, 35
FIGURA 10

D ia ipo 11 . . . - .
como uma regido do tipo SOLUCAO 2 Da Figura 10, vemos que D pode ser descrita como uma regido do tipo II:

D={xy|0<y=4ty<x=.y}

Logo, outra expressao para V €

4y
V= ﬁ (x> 4+ y?)dA = fo jl T2+ y3)dx dy
A Figura 11 mostra o sélido cujo volume é D 2
calculado no Exemplo 2. Ele esté acima do

i i x=vy 3/2 3 3
plano xy, abaixo do paraboloide 4 53 4y y y
z=x*+yeentreoplanoy = 2xeo :J' —+y2x dy=j +y5/2———— dy
i Al 2 o3 _1 3 24 2
cilindro parabélico y = x>.

xX=3y 0

_ 252,272 __ 13 4]4_&
=3yt 3y %Y lo = 35 L

Sragy,

LLT7

M
205447 Ay

[EEETEN Calcule ([, xy dA, onde D ¢ a regido limitada pela reta y = x — 1 pelas para-
bola y? = 2x + 6.

SOLUCAO A regido D é mostrada na Figura 12. Novamente, D pode ser vista tanto como uma
Y regido do tipo I como uma regido do tipo II, mas a descricdo de D como regido do tipo I €
FIGURA 11 mais complicada, porque o limite inferior € constituido de duas partes. Portanto, preferimos
expressar D como uma regido do tipo II:

1

D={(x,y)|—2$y$4, gyz—SSx<y+l}

y y
(5,4) r (5,4)
y= \/2x +6 + x=75 -3
l y=x—1 > x=y+1
-3 ‘ 0 X 0 X
i van (-1.-2) (-1, =2) T 2
y=—V2x+6
FIGURA 12 (a) D como uma regido do tipo I (b) D como uma regido do tipo II

Entdo, [5] dd

oot [2]
D 1y i

x=3y2=3

=3[l + 17 = Gy =30 ay



(4 y5
=§j —T+4y3+2y2—8y dy
-2

y° y? '
= -L 2l | =36
YR 3 ]

Se tivéssemos expressado D como uma regido do tipo I usando a Figura 12(a), obterfamos

ﬂ xydA = f:; fﬁ xydydx + f: L{Z:?xy dy dx
D

mas isso daria muito mais trabalho que o outro método. [

[EEENNY Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos x + 2y + z = 2, x = 2y,
x=0ez=0.

SOLUCAO Em uma questdo como essa, € prudente desenhar dois diagramas: um do sélido tri-
dimensional e outro da regido plana D sobre a qual o sélido se encontra. A Figura 13 mos-
tra o tetraedro T limitado pelos planos coordenados x = 0, z = 0, pelo plano vertical x = 2y
e pelo plano x + 2y + z = 2. Como o plano x + 2y + z = 2 intercepta o plano xy (cuja
equagdo € z = 0) na reta x + 2y = 2, vemos que T estd acima da regido triangular D no
plano xy limitado pelas retas x = 2y, x + 2y = 2 e x = 0. (Veja a Figura 14.)

Oplano x + 2y + z = 2 pode ser escrito como z = 2 — x — 2y, de modo que o volume
pedido estd sob o grifico da funcdoz = 2 — x — 2y e acima de

D={xy|0o=sx<1 x2<y<1-x/2}

Portanto,
V= g (2 — x — 2y)dA = jol f;/;*/z (2 — x — 2y) dy dx

y=1-x/2

= fol [2y — Xy - yz]y:x/l dx

1 ) X | x\? x*  x? 4
= —x—x1-=)-(1-%) —x+=—+=—
L X —x 5 5 X+ ol K

1 x3 : 1
=j(x2—2x+1)dx=——x2+x =— ]
0 3 o 3

[E0EE0E Calcule a integral iterada [ [ sen(y?) dy dx.

SOLUGCAD Se tentarmos calcular a integral na forma pela qual ela se apresenta, teremos ini-
cialmente de resolver o problema de calcular f sen(y?) dy. Mas isso é impossivel de fazer em
termos finitos, uma vez que f sen(y?)dy ndo é uma fungio elementar. (Veja o final da Secio
7.5.) Precisamos entdo mudar a ordem de integracdo, o que pode ser conseguido escrevendo-
-se inicialmente a integral iterada dada como uma integral dupla. Usando na ordem
inversa, temos

Ll L] sen(y*)dy dx = ﬁ sen(y?) dA

onde D={(x,y)|0$xSl,x$y$1}

Esbocamos essa regido D na Figura 15. Entéo, da Figura 16, vemos que um modo alternativo
de descrever D é

D={(x,y)|0$y$1,0sx$y}
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S

0,0,2)

x:2y X+2y+Z:2
0
X
FIGURA 13
y
x+2y=2
14 (ouy=1—x/2)
1
D (13)
y=ux/2
0 1
FIGURA 14
y
y=1
D
y=x
0 ; X
FIGURA 15

D como uma regido do tipo |

y
1,.
|
x=0 D
X=y
0 X
FIGURA 16

D como uma regido do tipo 11
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y
D, D,
0
FIGURA 17
FIGURA 18

Isso nos permite usar 5] para exprimir a integral dupla como uma integral iterada na ordem
reversa:

JOI LI sen(y*)dy dx = H sen(y?)dA

- jol J;j sen(y*)dxdy = fol [x sen(yz)];:g dy

1
= JO ysen(y?)dy = —1 cos(y)];
=11 - cos1) [ |

BN Propriedades das Integrais Duplas

Suponha que todas as seguintes integrais existam. As primeiras trés propriedades das integrais
duplas sobre uma regido D seguem imediatamente da Defini¢ao 2 desta secdo e das Proprie-
dades 7,8 e 9 da Secdo 15.1.

(6] [ LrGry) + gleylda = [[ £ory) da + [ g(x.y) da

D D

([ eftey)da=c ] f(x.) da
Se f(x,y) = g(x,y) para todo (x, y) em R, entdo

[ £y da= [ g(x.y) da

D

A préxima propriedade de integral dupla é semelhante a propriedade de integral de uma
funcdo de uma varidvel real, dada pela equagéo f: f(x)dx = J: f(x) dx + JL" f(x) dx.

Se D = D, U D,,onde D, e D, ndo se sobrepdem exceto talvez nas fronteiras (veja a Fi-
gura 17), entdo

El [ £Geyda = [[ £oey)da + [ fx.y) aa

A Propriedade 9 pode ser usada para calcular integrais duplas sobre regides D que nao sejam nem
do tipo I nem do tipo II. A Figura 18 ilustra esse procedimento. (Veja os Exercicios 55 e 56.)

D,

(a) D ndo ¢ do tipo I nem do tipo II. (b) D=D, U D,, D, édotipo I, D, é do tipo II.
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A préxima propriedade de integrais diz que, se integrarmos a fungéo constante f(x,y) = 1
sobre uma regido D, obteremos a drea de D:

j 1 dA = A(D)

D

A Figura 19 ilustra por que a Equagao 10 € verdadeira: um cilindro sélido, cujabase é D e a
altura é 1, tem volume A(D) - 1 = A(D), mas sabemos que também podemos escrever seu vo-
lume como |J,, 1 dA.

Finalmente, podemos combinar as Propriedades 7, 8 e 10 para demonstrar a seguinte pro- ~ FIGURA 19
priedade. (Veja o Exercicio 61.) Cilindro com base D e altura 1

@ Se m < f(x,y) < M para todo (x, y) em D, entéo

mA(D) < f j f(x,y) dA < MA(D)

GO  Utilize a Propriedade 11 para estimar a integral [{,, e*"*“*¥dA, onde D ¢ o disco
com centro na origem e raio 2.

SOLUCAD Como —1<senx<1le —1<cosy=<1,temos —1 <senxcosy < 1 e, por-
tanto,

e*l < pSenrcosy < el =¢

Assim, usando m = e ' = 1/e, M = e e A(D) = 7(2)? na Propriedade 11, obtemos

%y
— = f e "V dA < dmre |
e

D
1-6 Calcule a integral iterada.

m Exercicios

(a) do tipo I, mas ndo do tipo II

4
Jy 12
1. fo f L xy? dx dy 2. fo LX (x — y)dydx (b) do tipo II, mas néo do tipo I
12. Desenhe um exemplo de uma regido que seja
1 px 2 2y p 2130 q 2]
3 fo jiz (I +2y) dy dx 4 f f Y dxdy (a) tanto do tipo I quanto do tipo II
5 fO‘ fo‘ cos(s’) dt ds 6. fO‘ fo” V1= o2 dudp (b) nem do tipo I nem do tipo II

13-14 Expresse D como a regido do tipo I e também como uma regido

do tipo II. Em seguida, calcule a integral dupla de duas maneiras.
7-10 Calcule a integral dupla.

13. Jf xdA, D é limitada pelas retasy = x,y = 0,x = 1
1 [[yda, D={y)|-1=y=1-y-2=x=y
D

D
14. ﬂ xy dA, D é limitada pelas curvas y = x?,y = 3x
D

8. ﬂ Y —aA, D={xy|0=x<10=<y<xs}
D

X+ 1
0, f f xdA, D={(xy)|0<x<m0<y<senx} 15-16 Defina as integrais iteradas para ambas as ordens de integrac@o.
D Entdo, calcule a integral dupla usando a ordem mais fécil e explique
10. ﬂ xdA, D={(x.y)|[Il<x<e 0<y<Inx} por que ela é mais facil.
D

15. [ yda, D ¢limitada pory = x = 2,x = ?
11. Desenhe um exemplo de uma regido que seja 5

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador E necessdrio usar um sistema de computacio algébrica
1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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16. [[ %" A, D ¢ limitada pory = x,y = 4,x = 0
D

17-22 Calcule a integral dupla.

17. ﬂ xcosydA, D élimitadapory =0,y =x%, x =1

18. j)j (x* + 2y) dA, D é limitadapory = x,y = x>, x = 0

19. ff y*dA,Déa regido triangular com vértices (0, 1), (1, 2), (4, 1)

20. f[ xy?dA, D élimitadaporx = 0ex = /1 — y2

21. j} (2x — y) dA, D é limitada pelo circulo de centro na origem e
raio 2

22. ﬂ 2xy dA, D € a regido triangular com vértices (0, 0), (1, 2) e
(0.3)

23-32 Determine o volume do sélido dado.

23. Abaixo do plano x — 2y + z = 1 e acima da regifo limitada por
x+y=lex*+y=1

24. Abaixo da superficie z = 2x + y* e acima da regido limitada por
x=yex=y>

25. Abaixo da superficie z = xy e acima do tridngulo e vértices (1, 1),
4, e(l,2)

26. Limitado pelo paraboloide z = x*> + 3y? e pelos planos x = 0,
y=1,y=x,2z=0

27. Limitado pelos planos coordenados e pelo plano
3x+2y+z=6

28. Limitado pelos planosz =x,y =x,x +y=2ez=0

29. Limitado pelos cilindros z = x?, y = x* e pelos planos z = 0,
y=4

30. Limitado pelo cilindro y* + z2 = 4 e pelos planos x = 2y, x = 0,
z = 0 no primeiro octante

31. Limitado pelo cilindro x> + y* = 1 e pelos planos y = z, x = 0,
z = 0 no primeiro octante

32. Limitado pelos cilindros x> + y*> = r2e y> + 2 = r?

33. Utilize uma calculadora grafica ou um computador para estimar
a coordenada x dos pontos de intersec¢do da curvay = x* e
y= 3x — x%. Se D ¢ a regido limitada por essas curvas, estime
{J, xdA.

34. Encontre o volume aproximado do sé6lido no primeiro octante li-
mitado pelos planos y = x, z = 0 e z = x e pelo cilindro
y = cos x. (Utilize uma ferramenta grafica para estimar os pon-
tos de intersecg¢do.)

35-36 Determine o volume do sélido por subtragio de dois volumes.

35. O sélido limitado pelos cilindros parabdlicos y = 1 — x?,
y=x>—lepelosplanosx +y+z=2,2x+2y—z+10=0

36. O sélido limitado pelo paraboloide cilindrico y = x? e pelos pla-
nosz=3y,z=2+y

37-38 Esboce o sélido cujo volume € dado pela integral iterada.
a0 -x-yayar 3 flfl"‘z(l—x)dydx
0 Jo 0 Jo

39-42 Use um sistema de computagdo algébrica para determinar o vo-
lume exato do sélido.

SCA| 39. Abaixo da superficie z = x*y* + xy? e acima da regido limitada pe-

lascurvasy = x* —xey = x>+ xparax =0

40. Entre os paraboloides z = 2x2 + y*e z = 8 — x2 — 2y? e dentro
do cilindro x*> + y* = 1

4. Limitadoporz=1—x>—)’ez=0

42. Limitado porz = x> + y*e z = 2y

43-48 Esboce a regido de integra¢do e mude a ordem de integragao.

43. fol J(: f(x,y) dy dx 44. sz: f(x,y) dydx

7/2 (fcosx 2 (VE-2
45, fo \ f(x,y) dydx 46. J_z fo f(x,y)dxdy

. [ ) dy s B ) g f 0y

49-54 Calcule a integral trocando a ordem de integracéo.

49. J;: J:.exzdx dy 50. ‘:ﬁ J‘:/;COS(XZ) dx dy
42 1 A
51. fo fﬁ V1 dy dx

53. fol fﬂ/z cos x /1 + cos?x dx dy

resen y

52. .(ol Ll e dy dx

54, f; J2C ¢ dx dy

55-56 Expresse D como a unifo de regides do tipo I ou do tipo Il e cal-
cule a integral.
5. [ x*da

D

52, ﬂ v dA
D

-1

57-58 Use a Propriedade 8 para estimar o valor da integral.
517. J‘J e W dA, Q é o quarto de circulo com centro na origem e
0

raio 3 no primeiro quadrante
58. ff sen*(x + y) dA, T é o tridngulo limitado pelas retas y = 0,

T
y=2xex=1

59-60 Encontre o valor médio de f'na regido D
59. f(x,y) = xy, D é o tridngulo com vértices, (0, 0), (1, 0) e (1, 3)
60. f(x,y) = xseny, D ¢ limitada pelas curvasy = 0,y = x>’ex = 1

61. Demonstre a Propriedade 11.
62. No célculo de uma integral dupla sobre uma regido D, obtivemos
uma soma de integrais iteradas como a que segue:

([reeyyaa= "7 reyydxay + [ fx, ) dxay

Esboce aregido D e expresse a integral dupla como uma integral
iterada com ordem de integracdo contréria.



INTEGRAIS MULTIPLAS 895

63-67 Use a geometria ou simetria, ou ambas, para calcular a integral 65. f f (2x + 3y)dA,Déoretingulo 0 < x < a,0<y<b
dupla.

D
o f[ v+ 208 D= {en]0=y= =) o [ +ey ysnian, D={e <] =1y|= 1)
D

67. ﬂ (ax® + by’ + Ja> — X)) dA, D =[—a,a] X [—b,b]
64. ﬂ VR — x* — yZ dA, D é o disco com centro na origem e raio R D
D

ScA| 68. Desenhe o sélido limitado pelo plano x + y + z = 1 e pelo pa-
raboloide z = 4 — x* — y? e determine seu volume exato. (Uti-
lize seu SCA para fazer esse desenho, para achar as equagdes dos
limites da regido de integragdo e para calcular a integral dupla.)

(L7/Y Integrais Duplas em Coordenadas Polares

Suponha que queiramos calcular a integral dupla ff . f(x,y) dA,onde R é uma das regides mos-
tradas na Figura 1. Em qualquer dos casos, a descri¢ao de R é complicada em coordenadas re-
tangulares, mas a descricao de R fica mais facil utilizando-se coordenadas polares.

y y
xX+yr=1 X+y'=4
R
R
0 X
[
0 X+y'=1 *
FIGURA 1 @R={(r,0)|0=r=<1,0=0<2m) ) R={(r, 6) | 1<r=<2,0<0< 7}

Lembre-se, a partir da Figura 2, de que as coordenadas polares (r, ) de um ponto estdo

relacionadas com as coordenadas retangulares (x, y) pelas equacdes Y
P(r, 0) = P(x,y)
rr=x>+y? X =rcos 6 y=rsenf r
y
(Veja a Secio 10.3.) 19
As regides da Figura 1 séo casos especiais de um retangulo polar 0 x *
FIGURA 2

R={(r,«9)]asrsb,as < B}

que é apresentado na Figura 3. Para calcularmos a integral dupla J‘fR f(x,y) dA,onde R é um
retingulo polar, dividimos o intervalo [a, b] em m subintervalos [r;—, r;] de larguras iguais
Ar = (b — a)/m e dividimos o intervalo [a, 8] em n subintervalos [6—1, 6;] de larguras
iguais A@ = (B — a)/n. Entio, os circulos r = r; e os raios 8 = 6, dividem o retdngulo po-
lar R nos retangulos polares menores R; mostrados na Figura 4.
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=10,
\ 0=20;_
j—1
r=b R;; \ .
0=p T ARG
R
) 20 /) ?
/ %// /
/r=a _ 1,477 r=r
/ b= e ’
/g -~ = r=ri
/v\// ///////4//
—~ ’\a z
o o

FIGURA 3 Retangulo polar FIGURA 4 Divisdo de R em sub-retangulos polares

O “centro” do sub-retangulo polar
Rl‘j = {(r, 0) | rolsSrsr, 0]'—1 SEESS 0]}
tem coordenadas polares

* 1 * 1
r = 5(rier + 1) 0 =3(0-1 + 6)
Calculamos a drea de R;; usando o fato de que a drea de um setor de circulo de raio r e angulo
<1 . ) . n
central 6 € 57°0. Subtraindo as 4reas de dois desses setores, cada um deles com angulo cen-
tral A6 = 6; — 60—, descobrimos que a drea de R;; é

AA,' = %rier - %V,-Z,l A = %(}",‘2— ri{l)AH

= 3(ri + 1) — rioy) AG = ¥ Ar AQ
Apesar de termos definido a integral dupla HR f(x,y) dA em termos de retingulos conven-
cionais, podemos mostrar que, para as fungdes continuas f, obtemos a mesma resposta usando re-
tangulos polares. As coordenadas retangulares do centro de R;; sdo (r* cos 65, ri* sen 6°), por-
tanto, uma soma de Riemann tipica é

m n

E] > X f(rF cos F, rF sen 0F) AA; = X, X, f(r¥ cos 0, rif sen 0F) ri* Ar AQ

i=1j=1 =1 j=1

Se escrevermos g(r, 0) = rf(rcos 6, r sen 0), a soma de Riemann na Equagdo 1 pode ser rees-
crita como

mn

> g(ri, 0F) Ar A0
=

i

que é a soma de Riemann para a integral dupla

f "' L” g(r, ) dr do

Portanto, temos

f f ooy dA = lim D S F(rF cos 6, r¥ sen ) AA,

% i=1j=1

= lim Y Y g(r¥, 6]) ArA6 = fﬁ fb g(r, 0) dr do

T = j=1
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= fﬁ fbf(r cos 0, rsen 0) rdrdb

@ Mudanca para Coordenadas Polares em uma Integral Dupla Se f € continua no retin-
gulopolarRdadopor 0 sa<sr<b,a< 0= B,onde0 < B — a < 27, entdo

ﬂf(x,y) dA = ﬂ; Lbf(r cos 0, rsen0) rdrdo

R

A férmula em [2] diz que convertemos coordenadas retangulares para coordenadas pola-
res em uma integral dupla escrevendo x = rcos 8 e y = rsen6, usando os limites de inte-
gragio adequados para r e 6 e substituindo dA por r dr d6. Cuidado para ndo esquecer o fator  [@]
adicional r no lado direito da Férmula 2. Um método cldssico para se lembrar disso estd na
Figura 5, onde podemos pensar nos retangulos polares “infinitesimais” como retdngulos con-

“z

vencionais com dimensdes r df e dr e, portanto, com “drea” dA = r dr do.

dA
df)}// <

d.

///’S// 7
///// rdo
o7
=
Z
0 FIGURA 5

[EEENEN Calcule (f, (3x + 4y*)dA, onde R ¢ a regido no semiplano superior limitada
pelos circulos x* + y* = lex? + y> = 4.

SOLUCAD A regido R pode ser descrita como
R={(x,y) |y=0, 1$x2+y2$4}

E a metade do anel mostrado na Figura 1(b), e em coordenadas polares é dado por | < r < 2,
0 < 0 < . Portanto, pela Férmula 2,

ﬁ (Bx + 4y*)dA = fov Lz (Brcosf + 4r?sen’d) r dr d
R

= foﬂ jlz (3r?cos@ + 4r’sen®d) dr do

Aqui usamos a identidade trigonométrica

= r [r3cos® + r*sen’0|_} do = fﬂ (7cos® + 15sen’d) do !
X b sen’d = 5 (1 — cos 20)

Veja a Segdo 7.2, no Volume |, para infor-

_ f” [7 cos 6 + %(1 — cos 20)] do mlagﬁes slob_re a integragdo de fungdes
0 trigonométricas.
150 15 " 15w
=T7senf + — — —sen20 | = —— .
2 4 o 2

[EE[ITF Determine o volume do sélido limitado pelo plano z = 0 e pelo paraboloide
z=1-—x*—y.

SOLUGCAD Se tomarmos z = 0 na equagéo do paraboloide, obteremos x*> + y> = 1. Isso signi-
fica que o plano intercepta o paraboloide no circulo x> + y* = 1 e o sélido estd abaixo do
paraboloide e acima do disco circular D dado por x*> + y* < 1 [veja as Figuras 6 e 1(a)]. Em
coordenadas polares, D é dadopor0 < r < 1,0 < §<27.Como 1 — x* —y* =1 — r?,
o volume é
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FIGURA 6
0= r=h,(0)
D
/
/
/ 0=«
SAa
o r=h,(6)
FIGURA 7

D={(r, 0) | < 6= P, h(6)<r=hy6)}

FIGURA 8

V=ﬂ (1 — x> — y*)dA =f02“f01 (1 = r)rdrd

2 4

1
_(* Lo .3 - r_ry1_m
= fo dO.[O (r—17r)dr 277[ 2 1 ] 5

0

Se trabalhdssemos com coordenadas retangulares em vez de coordenadas polares, obteriamos

V= ﬂ(l—x —y3)dA = j f (1 —x*—=y?dydx

que ndo ¢ fécil de calcular, pois envolve determinar [ (1 — x?)?dx. [

O que fizemos até aqui pode ser estendido para tipos de regido mais complicados, como
o mostrado na Figura 7. Isso € semelhante a regido com coordenadas retangulares do tipo II
vista na Se¢@o 15.3. De fato, combinando a Férmula 2 desta se¢do com a Férmula 15.3.5, ob-
temos o seguinte.

@ Se fé continua em uma regido polar da forma
—{r.0)|a=6=p, n(6) =r=hmo)

N (B [(mO
entio gf(x, y)dA = L Jh,«a) f(rcos6,rsen @) rdrd

Em particular, tomando f(x,y) = 1, h1(6) = 0 e hy(6) = h(6) nessa férmula, vemos que
a drea da regifio D limitada por 0 = «, 0 = Ber = h(0) é

A(D) =ﬂ 1 dA=Lﬁf:<a)rdrd0
D

2 | 1(6)
=j3 [%] a6 = " {[n(o) do

a

que coincide com a Férmula 10.4.3.

[EE@IUE] Use a integral dupla para determinar a drea contida em um laco da rosdcea de
quatro pétalas r = cos 26.

SOLUCAD Do esbogo da curva na Figura 8, vemos que um lago da rosdcea de quatro pétalas
corresponde a regiao

D={(r,0)|—77/4$9$ 77/4,0$r$c0s20}

Entdo, a drea é

AD) = j f dA = ﬂ; fo“’”ardr d6
D

_ j‘ﬂ'/4 ] 2 Los%’do — %J‘WM COS220 do
—m/4

/4

= ijj/; (1 + cos46) do = 1[0 + isen40]f/:/4 = % [ |
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[EEI0N] Determine o volume do sélido que estd sob o paraboloide z = x? + y?, acima
do plano xy e dentro do cilindro x* + y* = 2x.
SOLUCAD O sélido esta acima do disco D cujo limite tem equagdo x> + y*> = 2x ou, apds
completar os quadrados,
(x—12+y*=1
(Veja as Figuras 9 e 10.)
z
y
(x=1*+y*=1
(ou r=2cos 6)
D ==
0 1 5 X S== :
N SSE222
y
FIGURA 9 FIGURA 10
Em coordenadas polares, temos x>+ y*=r*e x = rcos 6, assim, o limite circular fica
r? = 2rcos @ ou r = 2 cos 6. Portanto, o disco D é dado por
D ={(r,0) | -m/2<6<m/2,0<r< 2cos0}
e, da Férmula 3, temos
y r4 2cos 6
/2 2cos 6
v= [+ yaa=[" | rzrdrd0=f o L
—a/2 Jo 4 |,
D
/2 /2 w2 [ 1+ cos26\?
= 4f cos*0do = 8f cos*0df = Sf <— do
—a/2 0 0 2
/2 1
= 2fo [1 + 2cos 26 + L(1 + cos 46)] a6
/2 3 aw 3
= 2020 + sen20 + Lsendd]]" =2| = [ = ) = == -
2 2 2
(L' Exercicios
1-4 Uma regido R € mostrada. Decida se vocé deve usar coordenadas 3 y 4 y
polares ou retangulares, e escreva fJR f(x,y) dA como uma integral | 6
iterada, onde f ¢ uma funcdo qualquer continua em R. 3
1. y 2. y
. Hoy=1-x 0
-1 0 1 x
0 4 x
-1 0 1 X
5-6 Esboce a regido cuja drea é dada pela integral e calcule-a.

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

5. f:m Lz rdrdf 6. j:/z foz ot rdrdf
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7-14 Calcule a integral dada, colocando-a em coordenadas polares.

1. [f,x’ydA, onde D é a metade superior do disco com centro na
origem e raio 5

8. [[, (2x — y) dA,onde R é aregido do primeiro quadrante limitada
pelo circulo x> + y>? =4 easretasx =0ey = x

9. [f,sen(x*> + y?) dA, onde R é a regido do primeiro quadrante en-

tre os circulos com centro na origem e raios 1 e 3
2

HR > dA, onde R é
+y
x2+y*a2 X+y’=bcom0<a<b

¢ a regido que fica entre os circulos

1. JiD e 7" dA, onde D é a regido limitada pelo semicirculo

x=+4 —y2eoeixoy
2 JiD cos /x> + y* dA, onde D é o disco com centro na origem e

raio 2

13. ([, arctg(y/x) dA, onde
R={(x,y)|1<sx*+y’<4,0<y<ux}

14. ”D x dA, onde D ¢ a regifio no primeiro quadrante que se encon-
tra entre os circulos x> + y> =4ex? + y> = 2x

15-18 Utilize a integral dupla para determinar a 4rea da regido.

15. Um lago da rosdcea r = cos 36

16. A regido limitada por ambos os cardioides r =1 + cosf e
r=1— cosf

17. A regido dentro do circulo (x — 1)? + y? = 1 e fora do circulo
xX2+yr=1

18. A regido dentro do circulo r =1 + cos 6 e fora do circulo
r=3cosf

19-27 Utilize coordenadas polares para determinar o volume do sé-

lido dado.

19. Abaixo do cone z = 4/x2+ y? e acima do disco x> + y* < 4

20. Abaixo do paraboloide z = 18 — 2x* — 2y e acima do plano xy

21. Limitado pelo hiperboloide —x> — y* + 72 =
z=2

22. Dentro da esfera x* + y* + 72 = 16 e fora do cilindro x> + y* = 4

1 e pelo plano

23. Uma esfera de raio a

24. Limitado pelo paraboloide z = 1 + zx? + zy? e pelo plano z = 7
no primeiro octante

25. Acima do cone z = 4/x? + y? e abaixo da esfera
xX2+yr+ =1

26. Limitado pelos paraboloides z = 3x2 + 3y’ez =4 — x> — y?

2]7. Dentro tanto do cilindro x* + y* =
43+ 42+ 2=064

4 quanto do elipsoide

28. (a) Uma broca cilindrica de raio | € usada para fazer um furo que
passa pelo centro de uma esfera de raio r,. Determine o vo-
lume do sélido em formato de anel resultante.

(b) Expresse o volume da parte (a) em termos da altura / do anel.
Observe que o volume depende somente de / e ndo de r; ou r,.

29-32 Calcule a integral iterada, convertendo-a antes para coordena-

das polares.

29, f fm sen(x* + y*) dy dx  30. fa fo e x?ydx dy

31. fj 32, Jj * R T Y dy dx

33-34 Expresse a integral dupla em termos de uma integral unidi-

(x + y) dx dy

mensional com relagdo a r. Em seguida, use a calculadora para ava-

liar a integral correta com quatro casas decimais.

33. ([, e“ ™7 dA, D onde esté o disco com centro na origem e raio 1

34. ‘U'D xyv/1 + x> + y? dA, onde D é a porgio do disco
x? + y? < 1 que fica no primeiro quadrante

35. Uma piscina circular tem didmetro de 10 metros. A profundidade
é constante ao longo das retas de leste para oeste e cresce linear-
mente de 1 metro na extremidade sul para dois metros na extre-
midade norte. Encontre o volume de dgua da piscina.
36. Um pulverizador agricola distribui 4gua em um padro circular
de 50 m de raio. Ele fornece dgua até uma profundidade de e™"
metros por hora a uma distancia de r metros do pulverizador.
(a) Se 0 < R = 50, qual a quantidade total de 4gua fornecida por
hora para a regido dentro do circulo de raio R centrada no pul-
verizador?

(b) Determine uma expressdo para a quantidade média de dgua
por hora por metro quadrado fornecida a regido dentro do cir-

1/4/** + y* naregido

culo de raio R.
37. Encontre o valor médio da fungdo flx, y) =
< b*,onde 0 < a < b.
38. Seja D o disco com centro na origem e raio a. Qual € a distancia

anular @® < x* + *

média dos pontos em D em relacio a origem?
39. Utilize coordenadas polares para combinar a soma

jl/v f xydydx-i—Jﬁf xydydx+j j

em uma Unica integral dupla. Em seguida calcule essa integral du-
pla.
40. (a) Definimos a integral imprépria (sobre todo o plano R?)

B R

xy dy dx

= lim ff ~(ty )dA

a—%

onde D, é o0 dlSCO com raio a e centro na origem. Mostre que

f J‘ e W gA =

(b) Uma definigdo equivalente da integral imprdpria da parte (a) €

[ et da = tim [[ e aa

R T
onde S, é o quadrado com vértices (*a, *a). Use isto para
mostrar que
r e dx J.l e’ dy=m

—%

(c) Deduza que
Jlx e dx = \/;
(d) Fazendo a mudanca de varidvel t = ﬁ X, mostre que
f_x e Pdx = 2

(Esse € um resultado fundamental em probabilidade e esta-
tistica.)
41. Utilize o resultado do Exercicio 40, parte (c), para calcular as se-
guintes integrais.

(a) f:xze_“ldx (®) j:\/; edx
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Ja vimos uma aplica¢@o da integral dupla: o cdlculo de volumes. Outra aplicacdo geométrica
importante é a determinag@o de dreas de superficies, o que serd feito na préxima se¢do. Nesta
secdo, vamos explorar as aplicacdes fisicas, tais como célculo de massa, carga elétrica, cen-
tro de massa e momento de inércia. Veremos que essas ideias fisicas também sdo importan-
tes quando aplicadas a func¢des densidade de probabilidade de duas varidveis aleatdrias.

I Densidade e Massa

Na Secao 8.3, no volume I, calculamos momentos e centro de massa de placas finas ou lami-
nas de densidade constante usando as integrais unidimensionais. Agora, com auxilio das in-
tegrais duplas, temos condicdes de considerar as laminas com densidade varidvel. Suponha que
uma lamina ocupe uma regido D do plano xy e que sua densidade (em unidades de massa por
unidade de drea) no ponto (x, y) em D é dada por p(x, y), onde p é uma fungdo continua em
D. Isso significa que

Am

s :1 A 4
plx,y) = lim—=

onde Am e AA sdo a massa e a drea de um pequeno retingulo que contém (x, y) e tomamos o
limite quando as dimensdes do retdngulo se aproximam de O (veja a Figura 1).

Para determinarmos a massa total m da lamina, dividimos o retdngulo R contendo D em
sub-retangulos R;;, todos do mesmo tamanho (como na Figura 2), e consideramos p(x, y) como
0 fora de D. Se escolhermos um ponto (x5, yi) em R;;, entdo a massa da parte da 1amina que
ocupa R;; € aproximadamente p(x}, y¥) AA, onde AA € a drea de R;;. Se somarmos todas es-
sas massas, obteremos uma aproximacao do valor da massa total:

=~

m = p(xi, yi) AA

i=1j=1

Aumentando o nimero de sub-retdngulos, obtemos a massa total m da lamina como o valor-
-limite das aproximacdes:

A=y =1

(1] m=lim 3 3 p(ck, ) A = [[ p(x,y) da

Fisicos consideram ainda outros tipos de densidade que podem ser tratados da mesma ma-
neira. Por exemplo: se uma carga elétrica estd distribuida sobre uma regido D e a densidade
de carga (em unidades de carga por unidade de drea) é dada por o(x, y) em um ponto (x, y)
em D, entdo a carga total Q € dada por

2] 0= o(x.y) da

[EEIGEN Uma carga esté distribuida na regifio triangular D da Figura 3 de modo que a
densidade de carga em (x,y) é o(x,y) = xy, medida em coulombs por metro quadrado (C/m?).
Determine a carga total.

SOLUCAO Da Equagdo 2 e da Figura 3, temos

0= g o(x,y) dA = L] J‘]l,x xy dy dx

FIGURA 1

(«VZF,', Yf/)

if

FIGURA 2

(L 1)

FIGURA 3
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I
i
FIGURA 4
y
(0’ 2)”
y=2-2x
(; 11
o< \8°16
D
0 (1,0)

FIGURA 5

- jol [Xy?z] —1- dx = Jol%[p — (1 —x)’]dx

2 x* ]1 5

Logo, a carga total é 5; C. [

I Momentos e Centros de Massa

Na Secdo 8.3, no Volume I, determinamos o centro de massa de uma ldmina de densidade cons-
tante; aqui, consideraremos uma lamina de densidade varidvel. Suponha que a 1amina ocupe
uma regido D e que tenha p(x, y) como fun¢io densidade. Lembre-se de que no Capitulo 8 de-
finimos o momento de uma particula em relacdo a um eixo como o produto de sua massa pela
distancia (perpendicular) ao eixo. Dividimos D em retangulos pequenos, como na Figura 2.
Entdo a massa de R;; € aproximadamente p(xj;, yii) AA, e podemos aproximar o0 momento de
R;j com relagdo ao eixo x por

[p(x, yi) AA] Y

Se somarmos essas quantidades e tomarmos o limite quando o nimero de sub-retangulos cresce
indefinidamente, obteremos 0 momento da ldmina inteira em relacio ao eixo x:

m n

(3] Mo= lim > ¥ yf p(xf,yf) AA = H yp(x,y) dA
D

m,nT> =1 j=1

Da mesma forma, 0o momento em relacio ao eixo y é

m n

4] My= 1im 3 X b p(xf,v5) A4 = [[ xp(x,y) da
D

e |

Como anteriormente, definimos o centro de massa (X, y) de modo que mx = M, e my = M,.
O significado fisico disso € que a 1amina se comporta como se toda sua massa estivesse con-
centrada em seu centro de massa. Assim, a 1amina permanece horizontal quando equilibrada
em seu centro de massa (veja a Figura 4).

@ As coordenadas (x, y) do centro de massa de uma lamina ocupando a regido D e
tendo funcdo densidade p(x, y) séo

§=%=%gw(x,y)d/4 §=M’x=%f0fyp(x,y)dA

n m

onde a massa m é dada por

= [] o) d

[E@I0F] Determine a massa e o centro de massa de uma lamina triangular com vértices
(0,0),(1,0) e (0, 2), se a fungdo densidade for p(x,y) = 1 + 3x + y.

SOLUCAD O tridngulo estd mostrado na Figura 5. (Observe que a equagio do limite superior
éy =72 — 2x.) Amassa da lamina é

m= ﬁ p(x,y) dA = fol LPZX (1 +3x+y)dydx
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y=2-2x

1 y2
= j y+ 3xy + — dx
0 2 =0
y

3 1
_ Vo 2 _ _r =§
—4}0 (1 —x*)dx 4[x 3 ] 3

Entdo, as férmulas em fornecem

=1

= %ﬂ xp(x,y) dA = %fol jjizx (x + 3x> + xy) dy dx
D

3 . yz y=2—2x
=§j0 xy+3x2y+x7 dx

y=0

1
3 R 3 x* x* 3
= — —_ d=____ _ —
7y = 2[2 4]0 8

5= vpteyaa =5 [ [+ 3w+ ) ay s
D

3

3 | 5 P y=2—2x
=§j [y?+3xy—+y—] dxzifo'(7—9x—3x2+5x3)dx
0

2 3 1
1 2 x] n
=—|Tx=-9——x+5—| =—
4 2 4 [, 16
O centro de massa € o ponto (3,%) [

[EEITE] A densidade em qualquer ponto de uma ldmina semicircular é proporcional
distancia ao centro do circulo. Determine o centro de massa da lamina.

SOLUCAD Vamos posicionar a ldmina na metade superior do circulo x* + y* = a>. (Veja a
Figura 6.) Entdo a distincia do ponto (x, y) ao centro do circulo (origem) é 4/x2 + y2. Por-
tanto, a funcdo densidade é

y
P(x»y)szx2+yz a 242 2
x*+y =a
onde K ¢ alguma constante. Tanto a funcdo densidade como o formato da lamina sugerem a con- D 2
versdo para coordenadas polares. Entdo /x2 + y?> = r e aregido D é dada por 0 < r < a, ( ﬁ)
0 = 6 =< 7. Logo, a massa da lamina é
—a 0 a

m= ﬂ p(x,y) dA = H K/x2 + y? dA

= j: J: (Kr)rdrdf = Kfoﬂ do f: ridr rIGURRE

a
r Kma®
= Kr—| =

3], 3
Tanto a ldmina como a fun¢do densidade sdo simétricas com relagdo ao eixo y e, assim, o cen-

tro de massa precisa estar sobre o eixo y, ou seja, x = 0. A coordenada y é dada por
Compare a localizagdo do centro de massa

-1 3 7 (a no Exemplo 3 com o Exemplo 4 na Segdo
y= mgyp(x,y)dA— jo forsenO(Kr)rdrdO

Kma® 8.3, no Volume I, onde encontramos que o
centro de massa da lamina com 0 mesmo
3 4] formato, mas com densidade uniforme,
T a 3 T r Z .
= 3 f sen6 do f r’dr = 3 [—cos 0]0 — esté localizado no ponto (0, 4a/(31)).
Ta’ Jo 0 Ta 4,
3 2a*  3a
ma® 4 2

Portanto, o centro de massa estéd localizado no ponto (0, 3a/(2)). [ |
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I Momento de Inércia

O momento de inércia (também chamado segundo momento) de uma particula de massa m
em relagdo a um eixo é definido como mr?, onde r ¢ a distincia da particula ao eixo. Esten-
demos o conceito a uma ldmina com fung¢do densidade p(x, y) e que ocupa uma regido D pelo
mesmo processo que fizemos para os momentos normais. Dividimos D em pequenos retan-
gulos, aproximamos o momento de inércia de cada sub-retdngulo em relac@o ao eixo x e to-
mamos o limite da soma quando o nimero de sub-retdngulos aumenta indefinidamente. O re-
sultado € o momento de inércia da 1dmina em relacao ao eixo x:

m n

(6] L= lim X Y (y¥)’p(xi,yi) AA = ﬁ y’p(x,y) dA

mnTe =1 j=1

Da mesma forma, o momento de inércia em relacao ao eixo y é

L= lim Y () p(xi,yi) AA = jj p(x, y) dA
D

MmN ey j=1

E de interesse, ainda, considerar o momento de inércia em relacio a origem, também cha-
mado momento polar de inércia:

M =] j=1

= tim 33 [ + O] e A4 = ([ (2 + ¥l y) da

Observe que I, = I, + I,.
[0 Determine os momentos de inércia I, I, € Iy do disco homogéneo D com den-
sidade p(x, y) = p, centro na origem e raio a.

SOLUCAD O limite de D € o circulo x* + y* = a?, que em coordenadas polares D € descrito
por 0 < 6 =< 2,0 < r < g. Vamos calcular /, primeiro:

Iy = ﬂ (x> + y?)pdA = pfozv f: r2rdrdo
D

4 |4 4
_ 2 a 3 _ r_ _ mpa
= pfo dOJ;) rdr 277p[ 7 :|0 >

Em vez de calcularmos /, e I, diretamente, vamos usar o fatode que I, + I, = Ipe I, = I, (da
simetria do problema). Assim

No Exemplo 4, observe que a massa do disco é
m = densidade X drea = p(mwa?)

de modo que o momento de inércia do disco em torno da origem (como uma roda em torno
de seu eixo) pode ser escrito como
wpa*

Iy = S = Hpma®)a® = sma®

Portanto, se aumentarmos a massa ou o raio do disco, aumentaremos o momento de inércia.
Em geral, o momento de inércia tem um papel em um movimento de rotacdo semelhante ao
que a massa tem em um movimento linear. O momento de inércia de uma roda € o que torna
dificil comegar ou parar a rotacio da roda, assim como a massa do carro dificulta seu movi-
mento inicial e a frenagem.



O raio de giracio de uma lamina em relacao a um eixo é o niimero R tal que

[9] mR* = I

onde m é a massa da ldmina e / € o momento de inércia em relagdo ao eixo dado. A Equacdo
9 nos diz que, se a massa da lamina estiver concentrada a uma distancia R do eixo, entdo o mo-
mento de inércia dessa “massa pontual” serd o mesmo que o momento de inércia da lamina.

Em particular, o raio de gira¢io y em relagdo ao eixo x e o raio de giracfo X em relagdo ao
eixo y t&m as equagdes

my? = I, mx2 =1,

Entdo (X, y) é o ponto no qual podemos concentrar a massa da 14mina sem modificar os mo-
mentos de inércia em relag@o aos eixos coordenados resultantes. (Observe a analogia com o
centro de massa.)

@I Determine o raio de giracio em torno do eixo x do disco do Exemplo 4.
SOLUCAD Como observado, a massa do disco é m = pma®, e da Equacdo 10 temos

1
, L gmpa* a

m_pﬂ'az_4

<l

. . - ~ . L, = 1 , . .
Portanto, o raio de giragcdo em relagdo ao eixo x é y = ;a, que € metade do raio do disco.
|

I Probabilidade

Na Secdo 8.5, no Volume I, consideramos a funcdo densidade de probabilidade f de uma va-
ridvel aleatria continua X. Isso significa que f(x) = 0 para todo x, [*_ f(x) dx = 1 e a pro-
babilidade de que X esteja entre a e b é determinada integrando-se f'de a até b:

Pla<X<b) =jbf(x)dx

Consideremos agora um par de varidveis aleatérias X e ¥ como o tempo de vida de dois
componentes de uma maquina ou a altura e o peso de uma mulher adulta escolhida ao acaso.
A funcao densidade conjunta de X e Y € uma fung@o f de duas varidveis tais que a probabi-
lidade de que (X, ¥) esteja em uma regido D seja

P((X,Y) € D) = f f flx,y) dA

Em particular, se a regido for um retangulo, a probabilidade de que X esteja entre ae b e de
que Yestejaentre ce d é

Pa<X<b c<sY<d) = Lbff(x,y) dy dx

(Veja a Figura 7.)
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FIGURA 7

A probabilidade de que X esteja entre a e b

e de que Y esteja entre ¢ e d € o volume do
s6lido acima do retAngulo D = [a, b] X [c, d] e
abaixo do grafico da funcdo densidade conjunta.

Como probabilidades ndo podem ser negativas e sdo medidas na escalade 0 a 1, a fungéo
densidade conjunta tem as seguintes propriedades:

fle,y) =0 jjf(x,y) dA =1

Como no Exercicio 40 da Secdo 15.4, a integral dupla sobre R? é uma integral imprépria, de-
finida como o limite da integral dupla sobre os circulos ou retingulos que se expandem, e po-
demos escrever

ﬂf(x,y) dA = f: f: flx,y)dxdy =1

2ENZ0NE  Se a fungdo densidade conjunta de X e Y for dada por

Clx+12) se0<sx<10,0sy=<10

fly) = {0 L
caso contrario

determine o valor da constante C. Entdo, calcule P(X < 7,Y = 2).

SOLUCAD Determinamos o valor de C garantindo que a integral dupla de f seja igual a 1.
Como f(x,y) = 0 estd fora do retangulo [0, 10] X [0, 10], temos

fw fw Ffx,y)dydx = fom folo C(x + 2y)dydx=C fow [xy + yz]ziéo dx
= ¢ [" (10x + 100) dx = 1 500C

Portanto, 1 500C e, assim, C = ﬁ
Agora, podemos calcular a probabilidade de X ser no maximo 7 e de Y ser no minimo 2:

7 o 7 (10
PX=<7,Y=2)= j_w L f(x,y)dydx = fo L T (x + 2y) dy dx

7 7
= a5 jo [xy + yz]i:;o dx = 1355 fo (8x + 96) dx
= {500 = 0.5787 -

Suponha que X seja uma varidvel aleatéria com funcdo densidade de probabilidade fi(x)
e Y seja uma varidvel aleatéria com fungéo densidade f>(y). Entdo, X e Y sdo ditas varidveis
aleatdrias independentes se a fungo densidade conjunta for o produto das fungdes densidade
individuais:



fx,y) = filx) fo(y)

Na Sec¢ao 8.5, modelamos o tempo de espera utilizando a fun¢do densidade exponencial

0 se t <0
t =
f() {M]el/u se t=0

onde u € o tempo médio de espera. No préximo exemplo consideraremos a situagao com dois
tempos de espera independentes.

[EEENEA O gerente de um cinema determina que o tempo médio de espera na fila para as
pessoas comprarem entrada para o filme da semana seja de dez minutos e que o tempo médio
que levam para comprar pipoca seja de cinco minutos. Supondo que os tempos de espera
sejam independentes, determine a probabilidade de um espectador esperar menos de 20 mi-
nutos até se dirigir a seu assento.

SOLUCAD Supondo que os tempos de espera X para comprar a entrada e Y para comprar
pipoca possam ser modelados por fun¢des densidade de probabilidade exponencial, pode-
mos escrever as fungdes densidade individuais como

0 se x <0 0 se y<0
filx) = {lloex/IO se x=0 Ay = {éey/s se y=0

Como X e Y sdo independentes, a fun¢do densidade conjunta € o produto:

05 se x=0,y=0

1
Fx3) = A0 L) = {i)oe caso contrario
Foi pedida também a probabilidade de X + Y < 20:
P(X + Y < 20) = P((X,Y) € D)
onde D ¢ a regido triangular mostrada na Figura 8. Entéo,

PX +Y<?20) = ﬂf(x, y) dA = f:o f:o_xﬁe”‘/we’ws dy dx
D

20 o
_ % ) [e—x/lo(_s)e—y/s]i:;o * dx

20
— % e—x/l(](l _ e(x—ZO)/S)dx
0

L[, L
=5 (e x/10 __ e 46.1/10)dx
0

=1+4+e*—2e2=0,7476

Isso significa que cerca de 75% dos espectadores esperam menos de 20 minutos antes de to-
marem seus assentos. [ ]

I Valores Esperados

Lembre-se da Sec¢do 8.5, no Volume I, de que, se X € uma varidvel aleatéria com funcdo den-
sidade de probabilidade f, entdo sua média é

n= f:oxf(x) dx

Se X e Y sdo varidveis aleatérias com func¢@o densidade conjunta f, definimos a média X e a
média Y, também chamadas valores esperados de X e Y, como

INTEGRAIS MULTIPLAS
y
20
x+y=20
D
0 20
FIGURA 8
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] m=ﬂﬁmwﬂ» m=ﬂﬁmwﬂ

Observe como sdo parecidas as expressdes de w; € w, em (11| com os momentos M, e M,
de uma lamina com func¢do densidade p nas Equacdes 3 e 4. De fato, podemos pensar na pro-
babilidade como uma massa continuamente distribuida. Calculamos probabilidade da mesma
maneira que calculamos massa: integrando a fun¢@o densidade. E, como a “massa de proba-
bilidade” total € 1, as expressdes de x e y em |5 | mostram que podemos pensar que os valo-
res esperados de X e Y, w; e w,, sdo as coordenadas do “centro de massa” da distribuicdo de

probabilidade.

No préximo exemplo trabalharemos com distribui¢des normais. Como na Se¢ao 8.5, uma
Unica varidvel aleatdria tem distribuicdo normal se sua fungdo densidade de probabilidade ¢
da forma

—(x—p?/2d%)

() = —
fx—a_\/ﬁe

onde u € sua média e o € seu desvio-padrao.

Uma fébrica produz rolamentos (de forma cilindrica) que sdo vendidos como
tendo 4,0 cm de didmetro e 6,0 cm de comprimento. Na verdade, o didmetro X tem distribui-
¢do normal com média 4,0 cm e desvio-padrdo 0,01 cm, enquanto o comprimento Y tem dis-
tribuicdo normal com média 6,0 cm e desvio-padrdo 0,01 cm. Supondo que X e Y sejam
independentes, escreva a fungdo densidade conjunta e faga seu grafico. Determine a probabi-
lidade de que um rolamento escolhido aleatoriamente da linha de produgéo tenha compri-
mento ou didmetro que difiram dos valores médios em mais que 0,02 cm.

SOLUCAD Temos que X e Y tém distribui¢des normais com g = 4,0, w2 = 6,0 ¢
o, = o, = 0,01. As fun¢des densidade individuais para X e Y sdo

—(x—4)%/0,0002 —(y—6)%/0,0002

I 1
f) = Gorvmm € ) =501V ¢

Como X e Y sdo independentes, a func¢ao densidade conjunta € o produto:

1 (v )2 ()2
f(x, y) zﬁ(x)fz(}’) — 0.00020 e (x—4) /0,000Ze (y—6)7/0,0002
= _5 000 £~ 3 000[(x=4)+(y=6)’]

™

O gréfico dessa funcdo € mostrado na Figura 9.

temos

1] :)22 //il\\\ Vamos inicialmente calcular a probabilidade de ambos, X e Y, diferirem de seus valores mé-
,/"-'#‘.4\-\ dios por menos de 0,02 cm. Usando uma calculadora ou computador para estimar a integral,
500 Ill"‘:‘&&\
OO

Al

=395

= x 402 6,02
605 4,05 P(3,98 < X <4,02,598 <Y <6,02) = L o5 Jsos f(x,y) dydx
FIGURA 9
Grifico da fungdo densidade normal = 5000 (a0 re0 23 000[(x=4)"+(y=6)’] dy dx
conjunta em duas varidveis T 398 J598
do Exemplo 8 ~ 0091

Entao, a probabilidade de X ou Y diferir de seu valor médio em 0,02 cm ou mais € de aproxi-
madamente

1 —-091=0,09 [ ]
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1. Uma carga elétrica € distribuida sobre o retdngulo 0 < x <5,
2 <y =235, de modo que a densidade de carga em (x, y) é
o (x,y) = 2x + 4y (medida em coulombs por metro quadrado).
Determine a carga total no retangulo.

2. Uma carga elétrica € distribuida sobre o disco x* + y? < 1, de
modo que a densidade de carga em (x, y) é o (x,y) = /X% + )?
(medida em coulombs por metro quadrado). Determine a carga to-
tal no disco.

3-10 Determine a massa e o centro de massa da lamina que ocupa a

regido D e tem fun¢do densidade p.

3. D={(x,y|1sx=<3,1sys<4}; plx,y) =ky?

4 D={(x,y|0sx<a0sy<b} px,y) =1+ 1+ y

5. D ¢é a regido triangular com vértices (0, 0), (2, 1), (0, 3);
plx,y) =x+y

6. D € a regido triangular limitada pelas retas x =0, y=x e

=
=

2x +y=06; p(x,y) = x*
7. Délimitadapor y=1— x*ey = 0; p(x,y) = ky
8. Délimitadapory =x*ey =x+ 2; p(x,y) = ky
9. D={(xy|0=<ys<sen(mx/L),0 <x <L} plx,y) =y
10. D € limitada pelas pardbolas y = x’ex=y% plx,y) = \/;

11. Uma lamina ocupa a parte do disco x> + y*> < 1 no primeiro qua-
drante. Determine o centro de massa se a densidade em qualquer
ponto for proporcional a distancia do ponto ao eixo x.

12. Determine o centro de massa da ldmina do Exercicio 11 se a den-
sidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da dis-
tancia do ponto a origem.

13. O limite de uma lamina consiste nos semicirculos y = /1 — x?
ey = 4/4 — x? juntamente com as partes do eixo x que os une.
Encontre o centro de massa da lamina se a densidade em qualquer
ponto € proporcional a sua distincia da origem.

14. Encontre o centro de massa da 1amina do Exercicio 13 se a den-
sidade em qualquer ponto for inversamente proporcional a sua dis-
tancia da origem.

15. Encontre o centro de massa de uma ldmina em forma de tridngulo
retangulo isésceles, com os lados iguais tendo comprimento a, se
a densidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da
distancia do vértice oposto a hipotenusa.

16. A lamina ocupa a regido dentro do circulo x* + y? = 2y, mas
fora do circulo x? + y? = 1. Encontre o centro de massa se a den-
sidade em qualquer ponto for inversamente proporcional a sua dis-
tancia da origem.

17. Encontre os momentos de inércia I, I, I, para a lamina do Exer-
cicio 7.

18. Encontre os momentos de inércia Iy, I, I, para a lamina do Exer-
cicio 12.

19. Encontre os momentos de inércia Iy, I, I, para a lamina do Exer-
cicio 15.

20. Considere uma pa quadrada de um ventilador com lados de com-
primento 2 e com o canto inferior esquerdo colocado na origem.
Se a densidade da pa for p(x,y) = 1 + 0,1x, € mais dificil girar
a pd em torno do eixo x ou do eixo y?

21-24 Uma lamina com densidade constante p(x, y) = p ocupa a re-

giflo dada. Encontre os momentos de inércia /, e I, e os raios de gi-

ragiox e y.

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

21.
22,
23.
24.

Oretangulo0 sx<b,0sy<h

O triangulo com vértices (0, 0), (b, 0) e (0, k)

A parte do disco x? + y*> < a® no primeiro quadrante
Aregidosobacurvay =senxdex=0ax=m

25-26 Utilize um sistema de computagdo algébrica para determinar a
massa, o centro de massa e os momentos de inércia da ldmina que

ocupa a regido D e tem a densidade dada.

25.

26.

D esta limitada pelo lago direito da rosidcea de quatro folhas
r=cos20;plx,y) =2+
D={(xy|0<sy<xe™ 0<sx<2} py =xy

2]1.

28.

29.

30.

SCA| 31.

32.

A funcdo densidade conjunta para um par de varidveis aleatdrias
XeYé

flx,y) ={

(a) Determine o valor da constante C.
(b) Encontre PX < 1, Y < 1).

(¢c) Encontre P(X + Y < 1).

(a) Verifique que

flx,y) ={

€ uma fungdo densidade conjunta.
(b) Se X e Y sdlo varidveis aleatdrias cuja fungdo densidade con-
junta € a fung¢@o f da parte (a), determine
O Px=3) () PX=5Y=3)
(c) Determine os valores esperados de X e Y.
Suponha que X e Y sejam varidveis aleatérias com funcéo densi-

dade conjunta

fx,y) ={

(a) Verifique que f¢ de fato uma func¢io densidade conjunta.
(b) Determine as seguintes probabilidades.
i) PY=1) () PX<2,Y<4)

(c) Determine os valores esperados de X e Y.

(a) Uma lumindria tem duas lampadas de um tipo com tempo de
vida médio de 1 000 horas. Supondo que possamos modelar
a probabilidade de falha dessas 1ampadas por uma fungio den-
sidade exponencial com média u = 1 000, determine a pro-
babilidade de que ambas as 1ampadas venham a falhar dentro
de um periodo de 1 000 horas.

(b) Outra lumindria tem somente uma limpada do mesmo tipo das
da parte (a). Se a lampada queima e € trocada por outra do
mesmo tipo, determine a probabilidade de que as duas venham
a falhar dentro de 1 000 horas.

Suponha que X e Y sejam varidveis aleatérias, onde X tem distri-

buicdo normal com média 45 e desvio-padrdo 0,5 e Y tem distri-

bui¢do normal com média 20 e desvio-padrao 0,1.

(a) Encontre P(40 < X < 50,20 < Y < 25).

(b) Encontre P(4(X — 45)* + 100(Y — 20)* < 2).

Xavier e Yolanda tém aulas que terminam ao meio-dia e concor-

daram em se encontrar todo dia depois das aulas. Eles chegam em

um café separadamente. O tempo de chegada de Xavier é X e o

daYolanda € Y, onde X e Y sdo medidos em minutos apés o meio-

-dia. As fung¢des densidade individuais sdo

Cx(1+y) se0<sx<10sy=<?2
0 caso contrario

4xy se 0sx<1,0sy=<1

0 caso contrario

0,1e"©5x402) o x> (), y=0

0 caso contrario

E necessdrio usar um sistema de computagdo algébrica
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se x=0 %y se 0=y=<10

e*)(
fitx) = {O se x <0 £ = {O caso contrario
(Xavier chega algumas vezes depois do meio-dia, e € mais pro-
vével que ele chegue na hora do que se atrase. Yolanda sempre

ndo infectado no ponto A(xo, yo), suponha que a fungio proba-
bilidade seja dada por

f(P) = 5[20 — d(P, A)]

onde d (P, A) denota a distincia entre os pontos P e A.

chega as 12h10 e € mais provdvel que se atrase do que chegue
pontualmente.) Depois de Yolanda chegar, ela espera até meia
hora por Xavier, mas ele ndo espera por ela. Determine a proba-
bilidade de eles se encontrarem.

Quando estudamos uma contaminag¢do epidémica, supomos que
a probabilidade de um individuo infectado disseminar a doenga

(a) Suponha que a exposicdo de uma pessoa a doenga seja a
soma das probabilidades de adquirir a doenga de todos os
membros da populagdo. Suponha ainda que as pessoas infec-

tadas estejam uniformemente distribuidas pela cidade, exis-

3. tindo & individuos contaminados por quilémetro quadrado. De-

termine a integral dupla que representa a exposi¢do de uma

para um individuo ndo infectado seja uma fungdo da distancia en- .
pessoa que reside em A.

tre eles. Considere uma cidade circular com raio de 10 km na qual . ) .
4 ! 4 qu (b) Calcule a integral para o caso em que A estd no centro da ci-

a populagdo estd uniformemente distribuida. Para um individuo

m Area de Superficie

Na Segdo 16.6 trabalharemos com é&reas
de superficies mais gerais, denominadas
superficies parametrizadas, portanto, esta
secdo ndo precisa ser estudada se a segdo
posterior for estudada.

dade e para o caso em que A estd na periferia da cidade.
Onde seria preferivel viver?

Nesta secdo, aplicamos as integrais duplas ao problema de calcular a drea de uma superficie.
Na Sec@o 8.2, no Volume I, descobrimos a drea de um tipo muito especial de superficie — uma
superficie de revolugdo — pelos métodos de calculo de uma varidvel tnica. Aqui, calculamos
a area de uma superficie com equacéo z = f(x, y), o grafico de uma fun¢o de duas varidveis.

Seja S a superficie com a equagdo z = f(x, y), onde f tem derivadas parciais continuas. Para
simplificar a dedu¢do da férmula da area de superficie, supomos que f (x, y) = 0 e o domi-
z nio D de fé um retingulo. Dividimos D em pequenos retdngulos R; com drea AA = AxAy. Se
(x:, ¥j) € o canto de R;; mais proximo da origem, seja P (x;, yi.f (xi, yi)) 0 ponto em S diretamente
acima dele (veja a Figura 1). O plano tangente a § em P;; € uma aproximacao a S proximo de
P;. Entdo, a drea AT} da parte deste plano tangente (um paralelogramo) que fica diretamente
acima de R; é uma aproximagdo a drea AS;; da parte de S que fica diretamente acima de Rj;.
Portanto, a soma 2XAT}; é uma aproximagao a drea total de S e essa aproximagao parece me-
lhorar conforme o nimero de retdngulos aumenta. Portanto, definimos a area da superficie
de S como

m n

2 2 AT

i=1 j=1

lim

m, n—>%

(1]

A(S) =

Para encontrar uma férmula que seja mais conveniente do que a Equag@o 1 para fins de cél-
culo, sejam a e b os vetores que comecam em P;; e ficam ao longo dos lados do paralelogramo
com drea AT}. (Veja a Figura 2.) Entdo, AT; = [a X b]. Lembre-se, da Sec¢do 14.3, de que f;
(x;, yi) e fy (x;, ¥;) sdo as inclinagGes das retas tangentes através de P; nas diregcdes de a e b. Por-
tanto,

a= Axi + ﬂ(x,-, y]) Axk

b = Ayj + fi(x;, y) Ayk

(&
i k
aXb=|Ax 0 filx,y) Ax
0 Ay fi(x,y) Ay

— (i, y)AxAyi — fi(xi, y)AxAyj + AxAyk
[=fiCxi, yI = fi(xi, y))j +KIAA
AT; = |a X b| = /[filxi, y)I" + [fi(x, y) + 1 AA

FIGURA 2

Logo,
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Da Definicdo 1 temos, entdo,

nm, N> =] j=1

= lim X Y =Vl + K ) + 1AA

m, =90 j=1

e pela definicdo de uma integral dupla, obtemos a seguinte férmula.

@ A drea da superficie com equacio z = f(x, y), (x, y) € D, onde f; e f, sdo conti-
nuas, €

A®) = [ VI T F ey + TdA

D

Na Secdo 16.6, verificaremos que essa formula € consistente com nossa férmula anterior
para a area de uma superficie de revolugdo. Se usarmos a notagdo alternativa para derivadas
parciais, podemos reescrever a Férmula 2 da seguinte maneira:

3] A(s) =£f 1+ (%)2 + <Z—§>2dA

Observe a semelhanga entre a férmula da drea da superficie da Equagdo 3 e a férmula do 1)
comprimento do arco da Secdo 8.1, no Volume I:

2 y=x
L=jb 1+<ﬂ>dx
« V dx T

0,0) (1,0 x

[EEINEN Determine a drea de superficie da parte da superficie z = x> + 2y que fica acima
da regido triangular T no plano xy com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1). FIGURA 3

SOLUCAO A regido T é mostrada na Figura 3 e € descrita por
T={xylosx<10<y<ux
Usando a Férmula 2 com f (x, y) = x> + 2y, obtemos

A=fdeA=jolf:J4TxTdedx

fol AT F 5dx =124 + 5 = 527 — 55)

A Figura 4 mostra a porcdo da superficie cuja drea acabamos de calcular. |

[EE[ITF Determine a drea da parte do paraboloide z = x2 + y* que estd abaixo do plano
z=09.

SOLUCAO O plano intercepta o paraboloide no circulo x> + y*> = 9, z = 9. Portanto, a super-
ficie dada fica acima do disco D com centro na origem e raio 3. (Veja a Figura 5.) Usando a
Férmula 3, temos

A= g \/1 + <%>2 + <§—;)2 dA = g JTF 202 T (2y)2 dA

=ﬂ\/mdA

FIGURA 5
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Convertendo para coordenadas polares, obtemos

A= [T VTF AT rardg = [T a0 [T ryT a7 ar

= 2m(1)501 + 4r?2] = % (37437 — 1)

m Exercicios

1-12 Determine a drea da superficie.

1.

10.
1.

12.

A parte do plano z = 2 + 3x + 4y que estd acima do retangulo
[0,5] X [1,4]

A parte do plano 2x + 5y + z = 10 que esta dentro do cilindro
xX2+y*=9

A parte do plano 3x + 2y + z = 6 que estd no primeiro octante
A parte da superficie z = 1 + 3x + 2y* que estd acima do trién-
gulo com vértices (0,0), (0, 1)e (2, 1)

A parte do cilindro y* + z2 = 9 que estd acima do retdngulo com
vértices (0, 0), (4,0), (0,2) e (4,2)

A parte do paraboloide z = 4 — x> — y* que estd acima do plano
xy

A parte do paraboloide hiperbélico z = y* — x* que estd entre 0s
cilindros x> + y>’=lex> + y* =4

Asuperficie z = (7 + y"),0<x<1,0<y<1

A parte da superficie z
X+ =1

A parte da esfera x*> + y* + z> = 4 que estd acima do plano z = 1

xy que estd dentro do cilindro

A parte da esfera x> + y? + 7z = a? que estd dentro do cilindro
x* + y* = ax e acima do plano xy

A parte da esfera x> + y* + 7> = 4z que estd dentro do paraboloide
z=x*+y

13-14 Encontre a 4rea da superficie com precisdo de quatro casas de-

cim:

ais, expressando-a em termos de uma integral unidimensional e

usando sua calculadora para estimar a integral.

13.

14.

A parte da superficie z = e
xX2+yr<4

A parte da superficie z = cos (x* + y*) que estd dentro do cilin-
drox*+y*=1

que esta acima do circulo

15.

SCA

16.

1.

(a) Use a Regra do Ponto Médio para integrais duplas (veja a Se-
¢do 15.1) com quatro quadrados para estimar a drea da su-
perficie da porgdo do paraboloide z = x> + y? que estd acima
do quadrado [0, 1] X [0, 1].

(b) Use um sistema de computagéo algébrica para aproximar a
area de superficie da parte (a) até a quarta casa decimal.
Compare com sua resposta para a parte (a).

(a) Use a Regra do Ponto Médio para integrais duplas com
m = n = 2 para estimar a drea da superficie z = xy + x> +
V0sx<2,0s<y<2.

As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

SCA

1.
18.

19.
20.

21.

23.

24,

(b) Use um sistema de computagdo algébrica para aproximar a
drea de superficie da parte (a) até a quarta casa decimal.
Compare com sua resposta para a parte (a).

Determine a drea exata da superficie z = 1 + 2x + 3y + 4y2,

Isx<4,0=sy=sI.

Determine a 4rea exata da superficie
z=1l+x+y+x* —-2=<x=1

Ilustre, tragando o gréfico da superficie.

—“1=sy=<1
Determine, com precisdo de quatro casas decimais, a drea da parte
da superficie z = 1 + x*y* que estd acima do disco x*> + y* < 1.
Determine, com precisdo de quatro casas decimais, a drea da parte
da superficie z = (1 + x?)/ (1 + y?) que estd acima do quadrado
| x| + | y| =< 1.llustre, tragando o grafico dessa parte de super-
ficie.

Mostre que a drea da parte do plano z = ax + by + c que projeta
sobre uma regido D no plano xy com drea A(D) é

J&+ B+ 1AD).

. Se voce tentar usar a Férmula 2 para encontrar a drea da metade

superior da esfera x* + y* + 72 = a?, vocé terd um pequeno pro-
blema, pois a integral dupla é imprdpria. De fato, o integrando tem
uma descontinuidade infinita em cada ponto do limite circular
x* + y*> = @ No entanto, a integral pode ser calculada como o li-
mite da integral sobre o disco x> + y* < #* quando t — a~. Uti-
lize este método para mostrar que a drea de uma esfera de raio a
é4ma’.

Determine a drea da parte finita do paraboloide y = x* + z? limi-
tada pelo plano y = 25. [Sugestdo: Projete a superficie sobre o
plano xy.]

A figura mostra a superficie criada quando o cilindro y* + z2 = 1
intercepta o cilindro x> + z> = 1. Encontre a drea desta superficie.

|

xe

E necessério usar um sistema de computacio algébrica
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m Integrais Triplas

Assim como definimos integrais unidimensionais para fun¢des de uma tnica varidvel e duplas
para funcdes de duas varidveis, vamos definir integrais triplas para funcdes de trés varidveis.
Inicialmente, trataremos o caso mais simples, quando f € definida em uma caixa retangular:

(1] B={(xy.2)lasx<b c<y<d r<z<s

O primeiro passo € dividir B em subcaixas. Fazemos isso dividindo o intervalo [a, b] em [ su-
bintervalos [x;-1, x;] de comprimentos iguais Ax, dividindo [c, d] em m subintervalos de com-
primentos Ay, e dividindo [r, s] em n subintervalos de comprimento Az. Os planos que pas-
sam pelas extremidades desses subintervalos, paralelos aos planos coordenados, subdividem
a caixa B em /mn subcaixas

Bijx = [xi-1, xi] X [yj-1, vi] X [ze=1, 2]

como mostrado na Figura 1. Cada subcaixa tem volume AV = Ax Ay Az.
Assim formamos a soma tripla de Riemann

7

M=

2]

Fxi, vk, zi5) AV

1
= 1

i

1j=1k

<~
Il

onde o ponto de amostragem (x/%, y;%, z%) estd em B;;;. Por analogia com a definigdo da in-
tegral dupla (15.1.5), definimos a integral tripla como o limite das somas triplas de Riemann

em [2].

@ Definicdo A integral tripla de f na caixa B é

I m n
JIl e yzyav = tim 33 3 pdh v <) AV

, n—>0

se esse limite existir.

Novamente, a integral tripla sempre existe se f for continua. Escolhemos o ponto de amos-  ¢,euRa 1
tragem como qualquer ponto de cada subcaixa, mas, se escolhermos o ponto (x;, y;, zx), obte-
remos uma expressdo com aparéncia menos complicada para a integral tripla:

ﬂ f(x,y,2)dV = . lim 2} g élf(xi, Vi» 2) AV

m,n—>° ;_

Assim como para as integrais duplas, o método pratico para calcular uma integral tripla con-
siste em expressd-la como uma integral iterada, como segue.

@ Teorema de Fubini para as Integrais Triplas Se f ¢ continua em uma caixa retangular
B =[a, b] X [c,d] X [r, 5], entdo

5000 ' s e

A integral iterada do lado direito do Teorema de Fubini indica que primeiro integramos em
relag@o a x (mantendo y e z fixados), em seguida integramos em relagdo a y (mantendo z fi-
xado) e, finalmente, em relacdo a z. Existem cinco outras ordens possiveis de integracio,
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FIGURA 2
Uma regido sélida do tipo 1

FIGURA 3

Uma regido sélida do tipo 1 na qual a
projecdo D € uma regido plana de tipo I

todas fornecendo o mesmo resultado. Por exemplo, se primeiro integrarmos em relagdo a y,
entdo em relacdo a z e depois a x, teremos

b (s (d
[ = (] s
B
[EEENER Calcule a integral tripla [[f, xyz>dV, onde B € a caixa retangular dada por
B={(x,y,z)]0sx<1, —1sy=<2, Oszs?a}

SOLUCAO Podemos usar qualquer uma das seis possiveis ordens de integragio. Se escolher-
mos integrar primeiro em relagdo a x, depois em relagdo a y e entdo em relacdo a z, obtere-

mos
(a0, oeamars= [ [ [22]

x=0
2 3 [ 2.2 P72
32 )2 I
_j‘o e dy dz J;|: 4 ] dz

y=-1

Agora definiremos a integral tripla sobre uma regiao limitada geral E no espaco tridi-
mensional (um sélido) pelo mesmo método usado para as integrais duplas (15.3.2). Envolve-
remos E por uma caixa B do tipo dado pela Equagdo 1. Em seguida, definiremos uma funcio
F de modo que ela coincida com fem E e seja 0 nos pontos de B fora de E. Por definicao,

ﬂ fx, y,2)dV = ﬂf F(x,y,2)dV

Essa integral existe se f for continua e se o limite de E for “razoavelmente liso”. A integral tri-
pla tem essencialmente as mesmas propriedades da integral dupla (Propriedades 6-9 da Secao
15.3).

Vamos nos restringir as fungdes continuas fe a certos tipos de regides. Uma regido sélida
E ¢ dita do tipo I se estiver contida entre os graficos de duas funcdes continuas de x e y, ou
seja,

(5] E={(xy2]xy) €D, u(xy <z < ulxy)

onde D € a proje¢do de E sobre o plano xy, como mostrado na Figura 2. Observe que o limite
superior do sélido E € a superficie de equagdo z = u, (x, ¥), enquanto o limite inferior € a su-
perficie z = u; (x, y).

Pelos mesmos argumentos que nos levaram a (15.3.3), podemos mostrar que, se E € uma
regido do tipo 1 dada pela Equacdo 5, entdo

[6] s y.av=|f [fw’”f(x, v.2) dz] dA

u,(x, y)

O significado da integral de dentro do lado direito da Equagao 6 € que x e y sdo mantidos fi-
X0s e, assim, u;(x, y) € u2(x, y) sdo vistas como constantes, enquanto f (x, y, z) € integrada em
relagdo a z.

Em particular, se a proje¢do D de E sobre o plano xy € uma regido plana do tipo I (como
na Figura 3), entdo

E={xy|lasx<b gx)<y=gk) mkxy <z<uly)}



e a Equacdo 6 se torna

jﬂf(x y,2)dV = f jg(ﬂfu(“) (x,v,2) dz dy dx

(x) Ju(x,y)

Se, por outro lado, D € uma regido plana do tipo II (como na Figura 4), entdo
={yalesy=d h() < x<hy), wxy) <z <y}

e a Equacdo 6 se torna

fﬂf(x y,2)dV = J f@) LI(:y;)f(x,y,z) dz dx dy

[EEENF Calcule ([f.zdV, onde E é o tetraedro sélido limitado pelos quatro planos
x=0,y=0,z=0ex+y+z=1.

SOLUCAD Para escrevermos a integral tripla, é recomendével desenhar dois diagramas: um da
regido sélida E (veja a Figura 5) e outro de sua projecdo D no plano xy (veja a Figura 6).
A fronteira inferior do tetraedro é o plano z = 0 e a superior € o planox + y + z = 1 (ou
z=1—x— y)eentdousamos u; (x,y) = 0e us (x,y) = 1 — x — y na Formula 7. Observe
que os planos x + y + z = 1 e z = 0 se interceptam naretax + y = 1 (ouy = 1 — x) no
plano xy. Logo, a projecdo de E € a regido triangular da Figura 6, e temos

[9] E={x.y.2|0<sx<1,0sy<l-x0<z<1-x—y}

Essa descricdo de E como regido do tipo 1 nos permite calcular a integral como segue:

R A N E
E 7=l

z=0

=1—x

_lll_x(l_ _)de_ll _M)Yl d
ZL.L X —yyay x-‘zL 3 - X

j(l )3d [ — _ul=i [
4 |, 24

Uma regido sélida E € do tipo 2 se for da forma
~{(.7.9(.9 €D, w(r.2) < x = waly, 2}

onde, desta vez, D € a projecdo de E sobre o plano yz (veja a Figura 7). A superficie de tras é
x = u, (y, z) e a superficie da frente é x = u, (y, 7). Assim, temos

fﬂf(x,y,z) av = £ | [ [ pey2) dx] dA

Finalmente, uma regido do tipo 3 é da forma
= {(x’ya Z) | (X, Z) € D’ M]()C,Z) = y = MZ(X’ Z)}

onde D € a projegdo de E sobre o plano xz,y = u;(x, z) é a superficie da esquerdae y = us(x, z)
¢ a superficie da direita (veja a Figura 8). Para esse tipo de regido, temos
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FIGURA 4
Uma regido sélida de tipo 1 com uma
projecdo de tipo II

FIGURA 5
y
l,,
y=1—x
D
0 y=0 i X
FIGURA 6

FIGURA 7
Uma regido do tipo 2
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FIGURA 8

Visual 15.7 llustra como regioes

sdlidas (incluindo aquela na Figura 9) proje-

tam-se sobre planos coordenados

FIGURA 11
Projecdo sobre o plano-xz

[@ A maior dificuldade no calculo de
uma integral tripla é escrever uma
expressao para a regiao de integragdo
(como na Equacdo 9 do Exemplo 2). Lem-
bre-se de que os limites de integragdo da
integral de dentro contém no méximo
duas variaveis, os limites de integragao
da integral do meio contém no méaximo
uma variavel e os limites de integragdo de
fora precisam ser constantes.

y

(1] fi fey.2)av = g [ [ ey dy] dA

Em cada uma das Equacdes, 10 e 11, podem existir duas possiveis expressdes para a integral,
dependendo de D ser uma regido plana do tipo I ou II (e correspondendo as Equagdes 7 e 8).

[EEENEN Caleule [ff,+/x>+ z2dV, onde E é a regido limitada pelo paraboloide
y = x* + z? e pelo plano y = 4.

SOLUCAD O sélido E estd mostrado na Figura 9. Se o olharmos como uma regido do tipo 1,
entdo precisaremos considerar sua projecdo D; sobre o plano xy, que € a regido parabdlica
da Figura 10. (O corte de y = x2 + z2 no plano z = 0 € a pardbola y = x2.)

D,

FIGURA 9
Regido de integracdo

FIGURA 10
Projecdo sobre o plano-xy

De y = x? + 7> obtemos z = */y — x2, e entdio a superficie limite de baixo de E é
7 = —+/y — x? e asuperficie de cima é 7 = /y — x?.Portanto, a descri¢do de E como regido
dotipo 1¢é
2, x’<y<4, —\Jy—x2 $z$\/y—x2}

E={(x,y,z)|—2$x$

e obtemos

wFZav= " [P e F 2 dzdydx
J —2 ) J-

y =¥

Apesar de essa expressdo estar correta, ¢ extremamente dificil calculd-la. Entao, em vez
disso, vamos considerar E como a regido do tipo 3. Como tal, sua projecdo D; sobre o plano
xz é o disco x? + 72 < 4 mostrado na Figura 11.

Entdo, a superficie lateral esquerda de E é o paraboloide y = x* + z” e a superficie late-
ral direita é o plano y = 4. Assim, tomando u,(x,z) = x> + z%e ua(x, z) = 4 na Equagdo 11,
temos

fjvem=a=[ | [ Fes|u-[u-c-awTea
E D; ) D;
Apesar de essa integral poder ser escrita como
2 \/47* X 2 2 3 3
Lz Lﬁ (4 —x* — 2°)V/x*+ 22 dzdx

fica mais simples converté-la para coordenadas polares no plano xz: x = rcos 6,z = rsen6.
Isso fornece

[[fveFzav=fla-x -2
= j:w J‘Oz @4 —r)rrdrdf = j‘:ﬂ do f: @r* — r*) dr

3 517
g A | 1287
T3 5,

15



SN Expresse a integral iterada [ 3 [} f(x, y, z) dz dy dx como a integral tripla e, entdo,
reescreva-a como uma integral iterada em uma ordem diferente, integrando primeiro em re-
lagdo a x, entdo z, e entdo y.

SOLUCAD Podemos escrever

[0 [ oy, o deayax = | f Fry.2) dV

onde E = {(x,y, ]0=sx<1,0sysx,0s<zs y}. Essa descri¢do de E nos permite es-
crever projecdes sobre os trés planos coordenados, como a seguir:

sobre o plano xy: Di={xyjo<sx<1,0<z<x}

={x.y|osy<1y<sx=<1}
sobre o plano yz: D2={(x,y)|0 <sy<1,0 szgy}

sobre o plano xz: D3={(x,y)|0sx$1,0sysx2}

A partir dos esbocos resultantes das projecdes na Figura 12, esbogamos o sélido E na Figura
13. Vemos que se trata do sélido limitado pelos planos z = 0,x = 1,y = z pelo cilindro pa-
rabélico y = x2 (ou x = +/y).
Se integrarmos primeiro em relagdo a x, em seguida a z e, entdlo, a y, usamos uma descri-
¢ao alternativa de E:
E={(x,y,z)|0$x$ L0<z<yJy<x=<1}
Logo,

fﬁf(x,y,z) dv = fo‘ L J}f(x,y,z)dxdz dy p—

I Aplicacdes de Integrais Triplas

Lembre-se de que, se f(x) = 0, entdo a integral [” f(x) dx representa a drea abaixo da curva
y =f(x)deaaté b,esef(x,y) = 0,entdo a integral dupla (|, f(x,y) dA representa o volume
sob a superficie z = f(x, y) acima de D. A interpretacgéo correspondente para a integral tripla
Jff, f(x,y,2) dV,onde f(x,y,z) = 0,ndo é muito til, porque seria um “hipervolume” de um
objeto de quatro dimensdes e, € claro, de muito dificil visualizag@o. (Lembre-se de que E € so-
mente o dominio da fungdo f; o grafico de f pertence ao espago quadridimensional.) Apesar
disso, a integral tripla ‘ff » J(x,y,2) dV pode ser interpretada de forma diversa em diferentes
situagdes fisicas, dependendo das interpretacées fisicas de x, y, z € f(x, y, 7).

Vamos comegar com o caso especial onde f(x, y, z) = 1 para todos os pontos em E. Nesse
caso, a integral tripla representa o volume de E:

[12] V(E)=f£jdv

Por exemplo, vocé pode ver isso no caso de uma regido do tipo 1 colocando f (x,y,z) = 1 na

Férmula 6:
jﬂ 1av = g [f((y)) dz] dA = g [ua(x,y) — wi(x,y)] dA

e, da Secdo 15.3, sabemos que isso representa o volume que estd entre as superficies
z=w(x,y) ez = usx,y).

[EEINH Use a integral tripla para determinar o volume do tetraedro T limitado pelos pla-
nos x +2y+z=2,x=2y,x=0ez=0.

INTEGRAIS MULTIPLAS
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1 T /
//
y=x
D,
0 1 X
1 +
=y
D,
0 1y
1 +
//
z= )Cz
D,
0 1 X
FIGURA 12
Projecdes de £
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FIGURA 13
O sélido E
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SOLUCAD O tetraedro T e sua projegio D sobre o plano xy sio mostrados nas Figuras 14 e 15.
O limite inferior de 7 € o plano z = 0 e o limite superior € o plano x + 2y + z = 2, isto &,

7=2—-x—2y.
y
x+2y=2
x=2y I+ (ouy=1-— x/2)
D> (13)
y=x/2
0 ; X
FIGURA 14 FIGURA 15

Portanto, temos

v = =[] s
T

! 1-x/2 . _ _1
—jof/z 2—-—x—2y)dydx =3

X,

pelo mesmo cdlculo usado no Exemplo 4 da Secédo 15.3.
(Observe que ndo € necessdrio usar as integrais triplas para calcular volumes. As integrais
triplas simplesmente fornecem um método alternativo para descrever os célculos.)

Todas as aplicagdes de integrais duplas da Sec¢do 15.5 podem ser imediatamente estendi-
das para as integrais triplas. Por exemplo, se a fungdo densidade de um objeto sélido que ocupa
a regido E é p(x,y, z), em unidades de massa por unidade de volume, em qualquer ponto
(x,y,2),entdo sua massa ¢

[13] m= jﬂ p(x,y,2)dV

e seus momentos em relacio aos trés planos coordenados sdo

M, = fﬂxp(X,y,Z) dv M, = ﬂ yp(x,y,z)dV

ALy=:ﬂ}sza»z)dV

O centro de massa esté localizado no ponto (X, y,z), onde

@ X % yzﬂ z M.,

m m m

Se a densidade € constante, o centro de massa do s6lido € chamado centroide de E. Os mo-
mentos de inércia em relagdo aos trés eixos coordenados sdo

I, = fﬂ (y* + 2)p(x,y,z) dV I, = ﬂj (x> + P)p(x,y,2)dV
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L= ﬂ (x* + yH)p(x,y,2)dV

Como na Secdo 15.5, a carga elétrica total sobre um objeto s6lido ocupando a regido E e
tendo uma densidade de carga o (x, y, 7) é

0= Jﬂ o(x,y,2)dV

Se tivermos trés varidveis aleatérias X, Y e Z, sua funcao densidade conjunta ¢ uma fun-
¢do das trés varidveis, de forma que a probabilidade de (X, Y, Z) estar em E ¢

P((X,Y,Z) EE) = Mf(x,y,z) dv
Em particular,

Pa<X<b, csYsd r<Z<s) = fbfrf(x,y,z)dzdydx
A fun¢do densidade conjunta satisfaz

flx,y,2) =0 fi f: f:f(x,y,z) dzdydx =1

G0N Determine o centro de massa de um sélido com densidade constante que € limi-
tado pelo cilindro parabélico x = y? e pelos planos x = z,z = 0ex = 1.

SOLUCAD O sélido E e sua proje¢io sobre o plano xy sdo mostrados nas Figuras 16. As super-
ficies inferior e superior de E sdo os planos z = 0 e z = x, entdo, descrevemos E como uma
regido do tipo I:

E={xy2|-1sysly<sx=<1,0=sz<xf

Entdo, se a densidade é p(x,y,z) = p,a massa é

m=j£fpdV=£lL]2J:pdzdxdy rey?
x=1 p |*=1
= pfjl lexdx dy = pJLl1 [%2] dy 0 x

x=y2

=20 a—yhay=pf 0y

_ Y lzﬁ FIGURA 16
ply =5 =

Por causa da simetria de E e p em relac@o ao plano xz, podemos dizer imediatamente que
M,, = 0 e, portanto, y = 0. Os outros momentos sio

M, = j‘ﬂ xp dV = L]l J; JOX xp dz dx dy

x=1
. Lo, _ 1 i
_pj,lj;zx dx dy pjl[3]x dy

=y

1
_2 gy =2 22
—sfo(l y)dy—s[y =
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M., = jﬂ pdV = fjl f; fOX zp dzdx dy
E

11 ZZ = p 1ol
= — dxdy = — 2dxd
o[ T3] aa=21 fraa

_P (" _ .6 :Q
3fo(l y°)dy 7

Logo, o centro de massa ¢

(§,§,2)=<

m Exercicios

m

3
3

Mvz Mx7 Mxy) — (5

1. Calcule a integral do Exemplo 1, integrando primeiro em relagdo
ay, depois z e entdo x.
2. Calcule a integral [[, (xz — y°) dV, onde

E:{(x,y,z)|—1$x$1,0$y$2,0$z$1}

utilizando trés ordens diferentes de integragao.
3-8 Calcule a integral iterada.

3 foz f:z foﬁ (2x = y)dxdydz A fol LZX fo) 2xyz dz dy dx

i f Lzz J:M xe ? dy dx dz 6. fol fol fo\ﬁ 5 j_ 1 dxdz dy

. foﬂ/z J.O\ f[: cos(x + y + z) dzdx dy

[1,]

~

8. ffﬁ: f: x*senydydz dx

9-18 Calcule a integral tripla.
9. [[f,2xdV, onde
E = {(x,y,z)|0$y$2, 0=x<
10. [[f, ¢/ dV, onde
E={xy20syslysx<1,0<z<ux}

4—y2,0$z<y}

1. ([, %—i—zz dV, onde
E={(x,y,0]1<y<4y<z<40<x<z}

12. ([[, sen y dV, onde E esté abaixo do plano z = x ¢ acima da regido
triangular com vértices (0, 0, 0), (7, 0, 0) e (0, 7, 0)

13. ([[, 6xy dV, onde E estd abaixo do plano z = 1 + x + y e acima
da regido do plano xy limitada pelas curvas y = Jx,y=0e
x=1

14. ([[, xy dV, onde E ¢ limitado pelos cilindros parabdlicos y = x? e
x=y?epelosplanosz=0ez=x+y

15. ([[,x*dV, onde T & o tetraedro sélido com vértices (0, 0, 0),
(1,0,0),(0,1,0)e (0,0, 1)

16. ([[, xyzdV, onde T & o tetraedro sélido com vértices (0, 0, 0),
(1,0,0),(1,1,0)e (1,0, 1)

17. ([[,x dV, onde E ¢ limitado pelo paraboloide x = 4y* + 4z° ¢
pelo plano x = 4

18. ([[, z dV, onde E é limitado pelo cilindro y* + z2 = 9 e pelos pla-
nos x = 0, y = 3x e z = 0 no primeiro octante

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

19-22 Use a integral tripla para determinar o volume do sélido dado.

19. O tetraedro limitado pelos planos coordenados e o plano
2x+y+z=4

20. O sélido limitado pelos paraboloides y = x* + 22 e
y=8—-x2—-7

21. O solido limitado pelo cilindro y = x? e pelos planos z = 0 e
y+z=1

22. O solido limitado pelo cilindro x> + z2 = 4 e pelos planos
y=—ley+z=4

23. (a) Expresse o volume da cunha no primeiro octante que € cortada
do cilindro y* + z2= 1 pelos planos y = x e x = 1 como uma
integral tripla.

(b) Utilize a Tabela de Integrais (nas Pdginas de Referéncia 6-11)
ou um sistema de computagao algébrica para determinar o va-
lor exato da integral tripla da parte (a).

24. (a) Na Regra do Ponto Médio para as Integrais Triplas, usa-
mos a soma tripla de Riemann para aproximar a integral tri-
pla em uma caixa B, onde f(x, y, z) € calculada no centro
(x:, yj, zx) da caixa B;j. Utilize a Regra do Ponto Médio para
estimar [[f, v/x>+ y2+ 22 dV, onde B é o cubo definido por
0<x=<4, 0<y=<4, 0=<_z= 4. Divida B em oito cubos
de igual tamanho.

(b) Use um sistema de computag@o algébrica para aproximar a in-
tegral da parte (a) com precisdo para o nimero inteiro mais
préximo. Compare com sua resposta para a parte (a).

25-26 Use a Regra do Ponto Médio para as integrais triplas (Exerci-

cio 24) para estimar o valor da integral. Divida B em oito subcaixas

de igual tamanho.

25. {{f, cos (xyz) dV, onde

B={(xy2]|0sx<1,0<sys<1,0sz<1}

26. [[[,/x e dV, onde
B:{(x,y,z)|0$x$4, 0<sys<1,0sz<2}

27-28 Esboce o sélido cujo volume € dado pela integral iterada.

2. [ [T aydzax 2 [ " avdzay

E necessdriou usar um sistema de computaco algébrica



29-32 Expresse a integral [[[, f(x,y,z) dV como uma integral iterada
de seis modos diferentes, onde E € o sélido limitado pelas superficies
dadas.

20 y=4—x*—4z, y=0

30. >+ 2=9, x=-2, x=2

3. y=x* z=0, y+2z=4

2. x=2, y=2, z=0, x+y—2z=2

33. A figura mostra a regido de integracao da integral
11 [l-y
fo L)?Jo " Fx,y.2) dedy dx

Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente nas
cinco outras ordens.

34. A figura mostra a regido de integracao da integral

_[01 LHQ fOHf (x,y,2) dy dz dx

Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente nas
cinco outras ordens.

35-36 Escreva cinco outras integrais iteradas que sejam iguais a inte-
gral iterada dada.

35. fol fyl jo‘ f(x,y,2) dzdx dy

36. fol LI j(:f(x,y,z) dz dy dx

37-38 Calcule a integral tripla usando apenas interpretacdo geométrica
e simetria.
31. [[f. (4 + 5x%yz*) dV, onde C é a regidio cilindrica
Pty <4,-2<z<2
38. [[f, (& + seny + 3) dV,onde B é a bola unitdria
Py +7s1

39-42 Determine a massa e o centro de massa do sélido dado E com
fun¢do densidade dada p.

39. E ¢é o solido do Exercicio 13; p(x,y,7) = 2

40. E ¢ limitado pelo cilindro parabélico z =1 — y? e os planos
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x+z=1x=0ez=0; p(x,y,2)=4

M. E€ocubodadopor 0 s x<a,0sy<a, 0sz=sa;
plx,y,2) =x*+y>+7°

42. E ¢ o tetraedro limitado pelos planos x = 0,y = 0,
z=0x+y+z=1; pxy,2)=y

43-46 Suponha que o sélido tenha densidade constante k.

43. Encontre os momentos de inércia para um cubo com comprimento
de lado L se um vértice estd localizado na origem e trés arestas
estdo nos eixos coordenados.

44. Encontre os momentos de inércia de um tijolo retangular com di-
mensdes a, b e ¢ e massa M se o centro do tijolo estd localizado
na origem e as arestas sdo paralelas aos eixos coordenados.

45. Encontre o momento de inércia em relag@o ao eixo z do cilindro
sélidox? + y’<a’>, 0 <z<h.

46. Encontre o momento de inércia em relacio ao eixo z do cone s6-

lidovx?+y2 <z<h.

47-48 Escreva, mas ndo calcule, as expressdes integrais para (a) a
massa, (b) o centro de massa e (c) 0 momento de inércia em relagdo
ao eixo z.

47. O sélido do Exercicio 21; p(x, y,z) = +/x2 + y2

48. O hemisfério x* + y? + <1, z = 0;

p(x,y,2) = x>+ y> +2?

49. Seja E o sélido no primeiro octante limitado pelo cilindro
x>+ y?> =1 e pelos planos y = z, x = 0 e z = 0 com fung¢do
densidade p(x,y,z) = 1 + x + y + z. Use um sistema de com-
putacdo algébrica para determinar os valores exatos das seguin-
tes quantidades para E.
(a) A massa
(b) O centro de massa
(c) O momento de inércia em relagdo ao eixo z
50. Se E é o solido do Exercicio 18 com fungdo densidade
p(x,y,z) = x* + y?, determine as seguintes quantidades, com
precisdo de trés casas decimais.
(a) A massa
(b) O centro de massa
(c) O momento de inércia em rela¢do ao eixo z
51. A fun¢do densidade conjunta das varidveis aleatérias X, Ye Z é
fl,y,2)=Cxyz se 0sx<2,0sy<2 0<zs<2 e
f(x,y,z) = 0, caso contrdrio.
(a) Determine o valor da constante C.
(b) Determine PX < 1,Y<1,Z<1).
(c) Determine PX + Y+ Z < 1).

Suponha que X, Y e Z sejam varidveis aleatérias com fungdo den-
Ce*(0.5x+0,2y+0,lz)

52.
sidade conjunta f(x,y,z) = se x=0,y=0,
z=0ef(x,y,7) = 0, caso contrario.

(a) Determine o valor da constante C.

(b) Determine PX < 1, Y < 1).

(¢c)Determine PX < 1,Y<1,Z<1).

53-54 O valor médio de uma fung@o f(x, y, z) em uma regido sélida
E € definido como

ot = 57 [l seerarav

onde V(E) é o volume de E. Por exemplo, se p € a fungdo densidade,
entdo pmed € a densidade média de E.
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53. Determine o valor médio da fun¢do f(x, y, z) = xyz no cubo com 55. (a) Determine a regidio E para a qual a integral tripla
lados de comprimento L que estd no primeiro octante, com um
vértice na origem e arestas paralelas aos eixos coordenados. ﬂf (1 —x*—=2y? = 3z9)dVv

54. Encontre o valor médio da fungdo f(x,y,z) = x’z + y’z nare- [g; E

gido limitada pelo paraboloide z = 1 — x? — y? e pelo plano z = 0. ¢ médxima.

(b) Use um sistema de computagdo algébrica para calcular o va-
lor médximo exato da integral tripla na parte (a)

VOLUMES DE HIPERESFERAS

Neste projeto, determinaremos as férmulas para o volume limitado por uma hiperesfera em um es-
paco n-dimensional.

1. Utilize uma integral dupla e substitui¢cdes trigonométricas, juntamente com a Férmula 64 da Ta-
bela de Integrais, para determinar a drea do circulo de raio r.

2. Use uma integral tripla e substitui¢des trigonométricas para determinar o volume da esfera de
raio r.

3. Utilize uma integral quiddrupla para determinar o hipervolume limitado pela hiperesfera
x>+ y?> + 7z + w? = r* em R*. (Use somente substitui¢do trigonométrica e férmulas de re-
dugdo para [ sen"x dx ou | cos"x dx.)

4. Use uma integral n-upla para determinar o volume limitado por uma hiperesfera de raio  no es-
paco n-dimensional R". [Sugestdo: As férmulas sdo diferentes para n par e n impar.]

m Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas

y
P(r, 0)=P(x,y)
y
N6
o X
FIGURA 1

Em geometria plana, o sistema de coordenadas polares € usado para dar uma descrigéo con-
veniente de certas curvas e regides. (Veja a Secdo 10.3.) A Figura 1 nos permite relembrar a
ligagdo entre coordenadas polares e cartesianas. Se o ponto P tiver coordenadas cartesianas
(x, y) e coordenadas polares (r, 8), entdo, a partir da figura,

x =rcos 0 y=rsenb

r?=x?+y? tg0=l
X
Em trés dimensdes, hd um sistema de coordenadas, chamado coordenadas cilindricas, que
¢ analogo as coordenadas polares e da descri¢cdes convenientes de algumas superficies e s6li-
dos que ocorrem usualmente. Como veremos, algumas integrais triplas sdo muito mais faceis
de calcular em coordenadas cilindricas.

I Coordenadas Cilindricas

No sistema de coordenadas cilindricas, um ponto P no espaco tridimensional € representado
pela tripla ordenada (r, 6, z), onde r e 6 sdo as coordenadas polares da projegdo de P no plano
xy e z € a distancia orientada do plano xy a P. (Veja a Figura 2.)

Para convertermos de coordenadas cilindricas para retangulares, usamos as equacdes

(1] x=rcosf y=rsen 7=12

enquanto que para converter de coordenadas retangulares para cilindricas, usamos

[2] P=x4yt tgh=2 =2
x




[EXEMPLO 1]

(a) Marque o ponto com coordenadas cilindricas (2, 27/3, 1) e encontre suas coordenadas re-
tangulares.
(b) Encontre as coordenadas cilindricas do ponto com coordenadas retangulares (3, —3, —7).

SOLUCAO
(a) O ponto com coordenadas cilindricas (2, 277/3, 1) estd marcado na Figura 3. Das Equagdes
1, suas coordenadas retangulares sdo

2 1
x=ZCosT=2 ——]=-1

y=2senz—77=2<£>=x/§

3
z=1

Logo, o ponto é (— 1,4/3, 1) em coordenadas retangulares.
(b) Das Equagdes 2 temos

— A =342

~

T
logo 0= e + 2nwr

Portanto, um conjunto de coordenadas cilindricas ¢é (3 \/5, Tm/4, —7). Outro é
(3 \/5 , — /4, —7). Como no caso das coordenadas polares, existem infinitas escolhas.

Coordenadas cilindricas sdo tteis em problemas que envolvem simetria em torno de um
eixo e o eixo z € escolhido de modo a coincidir com o eixo de simetria. Por exemplo, o eixo
do cilindro circular com equagio cartesiana x> + y* = ¢? é o eixo z. Em coordenadas cilin-
dricas, este cilindro tem a equa¢do muito simples r = c. (Veja a Figura 4.) Esta é a razio para
o nome coordenadas “cilindricas”.

[EEITFI Descreva a superficie cuja equacio em coordenadas cilindricas é z = r.

SOLUGCAD A equagdo diz que o valor z, ou altura, de cada ponto da superficie é 0 mesmo que
r, a distancia do ponto ao eixo z. Como 6 ndo aparece, ele pode variar. Assim, qualquer corte
horizontal no plano z = k (k > 0) é um circulo de raio k. Esses cortes sugerem que a super-
ficie € um cone. Essa previsdo pode ser confirmada convertendo a equacio para coordena-
das retangulares. Da primeira equagdo em [2], temos

2=rt=x>+y’

Reconhecemos a equacdo z> = x> + y? (pela comparacdo com a Tabela 1 na Secdo 12.6)
como o cone circular cujo eixo € o eixo z. (Veja a Figura 5.) |

I Calculo de Integrais Triplas com Coordenadas Cilindricas

Suponha que E seja uma regido do tipo 1, cuja projecdo D no plano xy tenha uma representa-
¢do conveniente em coordenadas polares (veja a Figura 6). Em particular, suponha que f seja
continua e

E= {(x’y’ Z) | (x’)’) € D7 MI(X,Y) sz s Mz(x’y)}
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(r, 6,0)

FIGURA 2
As coordenadas cilindricas de
um ponto P

FIGURA 3

B . (0,¢,0)
P . :
(¢, 0,0) / y
x/ — 7 1 .
- 7777/
FIGURA 4

r = ¢, um cilindro

FIGURA 5
Z=r, um cone
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FIGURA 7
Elemento de volume em

coordenadas cilindricas:
dV=rdzdrdf

FIGURA 8

onde D é dado em coordenadas polares por

FIGURA 6 x
Sabemos da Equagdo 15.7.6 que

5 v [ 127 o]

Mas também sabemos como calcular integrais duplas em coordenadas polares. De fato,
combinando a Equagdo 3 com a Equagdo 15.4.3, obtemos

(4] fﬂf(x, y,2)dV = LB Lhz(:)) jw ot Sene)f(r cosf, rsenb,z) r dz dr df
) ©) Ju

\(r cos 0, r sen 6)

A Férmula 4 é a férmula para a integracio tripla em coordenadas cilindricas. Ela nos diz
que convertemos uma integral tripla em coordenadas retangulares para coordenadas cilindri-
cas escrevendo x = rcos 6, y = rsenf e deixando z como estd, utilizando os limites apro-
priados de integragdo para z, 7 e 6, e trocando dV por r dz dr df. (A Figura 7 mostra como lem-
brar disto.) E recomendével a utilizagdo dessa férmula quando E for uma regio sélida cuja
descri¢do € mais simples em coordenadas cilindricas e, especialmente, quando a fungdo
f(x,y,z) envolver a expressdo x* + y*.

[EETINE] Um sélido E estd contido no cilindro x* + y? = 1, abaixo do plano z = 4 e
acima do paraboloide z = 1 — x* — y*. (Veja a Figura 8.) A densidade em qualquer ponto é
proporcional a distancia do ponto ao eixo do cilindro. Determine a massa de E.

SOLUCAO Em coordenadas cilindricas, o cilindro é r = 1 e o paraboloide é z =1 — r* e
podemos escrever

E={(r.0.0]0<0<2m 0<r<1,1-r><z<4}

Como a densidade em (x, y, z) € proporcional a distancia do eixo z, a fun¢do densidade é

flx,y,2) = Ky/x2 + y* = Kr
onde K € a constante de proporcionalidade. Portanto, da Férmula 15.7.13, a massa de E é

e
= J‘:w J‘Ol J?_,z (Kr) r dz dr df
- J’U%J: Kr2[4 —(1 - ”2)]drd0

= Kfoh do jol Br* + r*)dr



= 27K r3+r—51=
5

(x* + y*) dzdydx.

Vxrty?

| EXEMPLO 4 | Calculef j . xzf

SOLUCAD Essa integral iterada é uma integral tripla sobre a regido sélida
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<

<2,

-4 —xr =

e a projecdo de E sobre o plano xy é o disco x* + y?

E={xy2|-2<x y

descricdo muito mais simples em coordenadas cilindricas:

E={(r,9,z)|0$0s

Portanto, temos

(M

4—x2

4)(’

2, 0ssr=2,r

S V4 —x2, Jxt+yi sz s

< 4. A superficie inferior de E € o cone
7z = 4/x? + y? e a superficie superior é o plano z = 2. (Veja a Figura 9.) Essa regido tem uma

<

=

Z

J-My (x? +y2)dzdydx—ﬂ (x* + y»)dv

= LZW joz _[,2 r*rdz drdf

=[Tao | re-na

=

2)

X

FIGURA 9

2)

= omlirt — 1l = -
m Exercicios
1-2 Marque o ponto cujas coordenadas cilindricas sdo dadas. A seguir, 13. Uma casca cilindrica tem 20 cm de comprimento, com raio in-

encontre as coordenadas retangulares do ponto.
1. (2 4,7/3,-2) (b) 2, —7/2,1)
2 () (V2,37/4.2) (b) (1,1, 1)

3-4 Mude de coordenadas retangulares para cilindricas.

3. (a (—1,1,1) () (-2.2V3.,3)
4. (a) (243.2,-1) (b) (4,-3,2)

5-6 Descreva com palavras a superficie cuja equacdo é dada.
5 0= m/4 6. r=>5

7-8 Identifique a superficie cuja equagdo € dada.
1. z=4-/,° 8. 2r2+72=1

9-10 Escreva as equagdes em coordenadas cilindricas.
9. @x2—x+y ' +72=1 (b) z=x>—y?

10. (a) 3x + 2y +z=6 (b) —x2—y2+2=1

11-12 Esboce o sélido descrito pelas desigualdades dadas.
Nosr<2 —-w2<60su/2, 0sz<1
12 0 <6< 7w/2, 2

=

=

rszs

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

A9 14

15-

15.

terno 6 cm e raio externo 7 cm. Escreva desigualdades que des-
crevam a casca em um sistema de coordenadas adequado. Expli-
que como vocé posicionou o sistema de coordenadas em relagdo
a casca.

. Use uma ferramenta gréfica para desenhar o sélido limitado pe-

los paraboloides z = x? + y*ez = 5 — x* — y2.
16 Esboce o sélido cujo volume € dado pela integral e calcule-a.

f " [’ fo rdz dr df . (7 rdcdoar

17-
17.

18.

19.

20.

21.

28 Utilize coordenadas cilindricas.

Calcule [ff, vx*> + y* dV, onde E ¢ a regido que estd dentro do
cilindro x* + y* = 16 e entre os planosz = —5ez = 4.
Calcule [[[, z dV, onde E € limitado pelo paraboloide z = x* + y*
e oplano z = 4.

Calcule [ff, (x + y + z) dV, onde E é o sélido do primeiro oc-
tante que estd abaixo do paraboloide z = 4 — x* — y2.

Calcule [ff,xdV, onde E ¢ limitado pelos planos z =0 e
z=2x+y + 5epeloscilindros x> + y> = 4ex* + y> = 9.
Calcule [[f, x*dV, onde E é o sélido que estd dentro do cilindro
x*4+ y?=1, acima do plano z =0 e abaixo do cone
72 = 4x* + 4y2

M & pos G
E necessario usar uma calculadora grafica ou computador
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22.

23.

24.

25.

26.

21.

28.

CALcuLO

Determine o volume do sélido que estd dentro tanto do cilindro

x* 4+ y? =1 como da esferax* + y* + z2 = 4.

Determine o volume do sélido que € limitado pelo cone

z = /x> + y* e abaixo da esfera x> + y* + 7> = 2.

Determine o volume do sélido que estd entre o paraboloide

z=x>+y’eaesferax® + y> + 22 = 2.

(a) Encontre o volume da regido E limitada pelos paraboloides
z=x>+y’ez =36 — 3x* — 3y%

(b) Encontre o centroide do E (centro de massa no caso em que
a densidade € constante).

(a) Determine o volume do sélido que o cilindro » = a cos 6
corta da esfera de raio a centrada na origem.

(b) HNustre o sélido da parte (a) desenhando a esfera e o cilindro
na mesma tela.

Determine a massa e o centro de massa do sélido S limitado pelo

paraboloide 7 = 4x* + 4y*epeloplano z = a (a > 0), se S tem

densidade constante K.

Determine a massa da bola B dada por x* + y? + 7 < a’sea

densidade em qualquer ponto for proporcional a sua distancia do

eixo z.

29-30 Calcule a integral, transformando para coordenadas cilindricas.

29.

30.

[

-[—33 joﬁ J‘:‘XLW VX2 + y? dzdy dx

S.R. Lee Photo Travaller/Shutterstock

31. Quando estudam a formagao de cordilheiras, os geélogos estimam

a quantidade de trabalho necessdria para erguer uma montanha a
partir do nivel do mar. Considere uma montanha que tenha es-
sencialmente o formato de um cone circular reto. Suponha que a
densidade do material na vizinhanga de um ponto P seja g(P) e
a altura seja h(P).

(a) Determine a integral definida que representa o trabalho total

exercido para formar a montanha.
(b) Assuma que o monte Fuji no Japdo tenha o formato de um

cone circular reto com raio de 19 000 m, altura de 3 800 m e
densidade constante de 3 200 kg/m®. Quanto trabalho foi
feito para formar o monte Fuji se a terra estivesse inicialmente
ao nivel do mar?

PROJETO DE LABORATORIO A INTERSECCAO DE TRES CILINDROS

cilindros correspondentes.

2. Determine o volume do sélido do Problema 1.

Utilize um sistema de computacio algébrica para desenhar as arestas do sélido.

4. O que aconteceria ao s6lido do Problema 1 se o raio do primeiro cilindro fosse diferente de 1?
Ilustre com um desenho a mao livre ou com um grafico no computador.

5. Se o primeiro cilindro for x>+ y?> = a? onde a < 1, escreva, mas nio calcule, uma integral du-
pla que forneca o volume do sélido. Ese a > 1?

A figura mostra o sélido limitado por trés cilindros circulares de mesmo didmetro que se intercep-
tam em angulos retos. Neste projeto, vamos calcular seu volume e determinar como sua forma va-
ria quando os cilindros t€ém didmetros diferentes.

1. Esboce cuidadosamente o sélido limitado pelos trés cilindros x> + y>=1,x*+z>=1¢e
y? + z? = 1. Indique as posigdes dos eixos coordenados e rotule as faces com as equagdes dos

E necessdrio usar um sistema de computagdo algébrica
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Outro sistema de coordenadas tridimensionais ttil € o sistema de coordenadas esféricas. Ele
simplifica o célculo de integrais triplas em regides limitadas por esferas ou cones.

I Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas (p, 0, ¢) de um ponto P no espago sdo mostradas na Figura 1, onde
p = | OP| é a distancia da origem a P, 6 é o mesmo 4ngulo que nas coordenadas cilindricas
e ¢ é o angulo entre o eixo z positivo e o segmento de reta OP. Observe que

p=0 0<op=nm

O sistema de coordenadas esféricas é especialmente titil em problemas nos quais exista sime-
tria em torno de um ponto e a origem esteja colocada neste ponto. Por exemplo, a esfera com
centro na origem e raio ¢ tem a equaco simples p = c¢ (veja a Figura 2) — essa € a razdo do nome
“coordenadas esféricas”. O gréfico da equacdo 0 = ¢ € um semiplano vertical (veja a Figura 3)
e a equacdo ¢ = c representa um semicone com o €ixo z como seu eixo (veja a Figura 4).

z z

0<c<m/2

P(p. 0. ¢)

FIGURA 1
As coordenadas esféricas
de um ponto

m2<c<m

FIGURA 2 p =, uma esfera FIGURA 3 6= c, um semiplano FIGURA 4 ¢ = ¢, um cone

A relacdo entre coordenadas esféricas e retangulares pode ser vista na Figura 5. Dos trian-
gulos OPQ e OPP’', temos

z=pcos¢ r=psenda¢

Mas x = rcos fe y = r senf, de modo que para converter de coordenadas esféricas para re-
tangulares, usamos as equagdes

m Xx = psenc¢ cos 6 y = psen ¢ senf z=pcos¢

Além disso, a férmula da distdncia mostra que

@ p2=x2+y2+zz

Usamos essa equacdo para converter de coordenadas retangulares para coordenadas esféricas.

[EEIGEN O ponto (2, 7/4, mw/3) é dado em coordenadas esféricas. Marque o ponto e en-
contre suas coordenadas retangulares.

SOLUCAO Marcamos o ponto na Figura 6. Das Equagdes 1, temos

3 1
x=psend¢ cos(9=2sen% cos%=2<§><f> =

0| w

S

P'(x,y,0)

FIGURA 5

(2, /4, 7/3)

FIGURA 6
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[Z] ATENGAO Nzo existe uma con-
vencdo universal na notagao de coorde-
nadas esféricas. A maioria dos livros de
fisica troca os significados de 0 e ¢ e usa

r no lugar de p.

Em Module 15.9vocé pode inves-
tigar familias de superficies em coorde-
nadas cilindricas e esféricas.

S

FIGURA 7

=X "7
0= | 1pi A
So< |
Ay y
N i = pisendy S\

\

r; AG = p;sendy A9

3 1 3

y = psen¢ sen0=2sen% sen%=2<§><f) = \|=
z=pcos¢ = 2005% = 2(%) =1

Logo, o ponto (2, /4, 7/3) é (\/3/ 2,+/3/2, 1) em coordenadas retangulares. [

[EETE0H O ponto (0,2+/3, —2) esta dado em coordenadas retangulares. Encontre coor-
denadas esféricas para este ponto.

SOLUCAO Da Equagdo 2, temos

p=+x2+y2+22=0+12+4=4

e, assim, as Equagdes 1 fornecem

) 1 2
csb=T= T, T
9 al §——
COS = = = -
p sen ¢ 2

(Observe que 6 # 3/2 porque y = 2\/§ > (.) Portanto, as coordenadas esféricas do
ponto dado sdo (4, /2, 27/3). [

B Calculo de Integrais Triplas com Coordenadas Esféricas
Neste sistema de coordenadas, o correspondente a caixa retangular € uma cunha esférica

E={(p.0.d)|a<p<b a<0<B c<¢=d)

ondea =0, — a<2wmed — ¢ < m Apesar de termos definido as integrais triplas divi-
dindo sélidos em pequenas caixas, podemos mostrar que, dividindo o s6lido em pequenas cu-
nhas esféricas, obtemos sempre o mesmo resultado. Assim, dividiremos E em pequenas cu-
nhas esféricas E;; por meio de esferas igualmente espacadas p = p;, semiplanos 8 = 6, e
semicones ¢ = ¢,. A Figura 7 mostra que E;j € aproximadamente uma caixa retangular com
dimensdes Ap, p; A¢ (arco de circunferéncia de raio p;, e dngulo A¢) e p; sen ¢ A (arco
de circunferéncia de raio p; sen ¢, e dngulo A#). Logo, uma aproximagio do volume de E;j
¢ dada por

AV = (Ap)(piAd)(pi sen i AG) = pisen i Ap AG Ad

De fato, pode ser mostrado, com a ajuda do Teorema do Valor Médio (Exercicio 47), que o va-
lor exato do volume de E;j; € dado por

AV = pisend; Ap A0 Ap

onde (p;, 0;, ¢r) é algum ponto em Ejj;. Sejam (x /%, y%, z%) as coordenadas retangulares
desse ponto. Entao

I m n
J.Hf(% Yy, Z) dv = ln!ijr_lm El 21 kEI f(xi;l':k, yi?k, Zi;Fk) AVijk
& > i=1j=1k=

m n

l
= lim Y X D f(p:send, cos 0;, p:sendy senf;, p: cos i) p2 send, Ap A0 Ad

bmn—=% i1 j—1 k=1

Mas essa € uma soma de Riemann para a funcio

F(p,0,¢) = f(psend cos B, pseng sen b, pcosd) p>sen ¢



Consequentemente, chegamos a seguinte férmula para a integracao tripla em coordena-
das esféricas.

5] [ e av

- f fﬁ Lbf (p sen¢ cos 0, p send senf, p cos ¢) p*send dp df) dep

onde E € uma cunha esférica dada por

E={(p,0,¢)|a<p<b, asesﬁ,cs¢sd}

A Férmula 3 nos diz que, para converter uma integral tripla de coordenadas retangulares
para coordenadas esféricas, escrevemos

x = psend¢ cos b y = psen¢ senb z=pcos¢

utilizando os limites de integragio apropriados e substituindo dV por p”sen ¢ dp df dé. Isso
¢ ilustrado na Figura 8.

FIGURA 8
Elemento de volume em coordenadas
esféricas: dV = p>sen ¢ dpdf de

Essa férmula pode ser estendida para incluir regides esféricas mais gerais, como

E={(p0d)|a<0<B c=d=d g(6 ¢ =<p=glb d)}

Nesse caso, a férmula é a mesma que [3], exceto que os limites de integragdo para p sdo gi(6, ¢)

eg 2(0, d))
Em geral, as coordenadas esféricas s@o utilizadas nas integrais triplas quando superficies
como cones e esferas formam o limite da regido de integracao.

[ETEENEN Calcule ([], e gy onde B € a bola unitéria:
B={(x,y,z) [x*+y*+ 22 < 1}
SOLUCAD Como o limite de B é uma esfera, utilizaremos coordenadas esféricas:
B={(p,6,¢)|0sps1, 0<0<2m 0<¢p< 17}
Além disso, as coordenadas esféricas sdo convenientes, pois
2+ yz + 2= pz

Portanto, [3] fornece

B
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= f; sen¢ do jozw do fol pe’ dp
— [—cos ¢l2m [1e”' ], = 47 — 1) —

OBSERVACAO Seria extremamente complicado calcular a integral do Exemplo 3 sem coor-
denadas esféricas. Com coordenadas retangulares, a integral iterada seria

J‘ J‘ 1—x2 xzj (x2+y2+zz)3/z dZ dy dx
e e

[EEI0NY Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do sélido que fica acima
do cone z = v/x% + y? e abaixo da esfera x* + y* + z> = z. (Veja a Figura 9.)

FIGURA 9

SOLUCAD Observe que a esfera passa pela origem e tem centro em (0, 0,1 ) Escrevemos a
equacdo da esfera em coordenadas esféricas como

p>=pcos¢d  ou p=cos ¢

A equagdo do cone pode ser escrita como

pcos @ = +/p2senp cos2 + p2sen3p sen2 = psen ¢

A Figura 10 mostra uma viséo (desta vez, - _ sz 1 )
utilizando o MAPLE) do slido do Isto reslll.ta en} sen ¢ = cos ¢, ou ¢ = /4. Portanto, a descrigdo do sélido E em coordena
Exemplo 4. das esféricas é
={(p0,.p)|0<0<2m 0<d=<m/4, 0<p=cos |
A Figura 11 mostra como E € apagado se integramos primeiro em relacio a p, depois em
relacdo a ¢, e entdo em relacdo a 6. O volume de E é
v(E) = ([ av = j:” fo”/ ) fo“’“b p>send dp dep df
E
5 /4 3 p=cos ¢
= j " do fﬁ sen ¢ [p_] do
0 0 3
p=0
FIGURA 10 5 5 " /4
T (/s ; T cos T
= — sen¢ cos’p dp =—| ——— =—
3 Jo ¢ ¢ do 3 [ 4 ]0 8

Visual 15.9 mostra uma animag&o
da Figura 11.



X y
p varia de 0 a cos ¢, enquanto

FIGURA 11 @ e 0 sao constantes.

m Exercicios

¢ variade 0 a 7/4,
enquanto 6 € constante.
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y X y

O variade 0 a 2.

1-2 Marque o ponto cujas coordenadas esféricas sdo dadas. A seguir,
encontre as coordenadas retangulares do ponto.

1. (a) (6, 7/3, 7/6) (b) (3,7/2,37/4)

2 (a 2,7/2,7/2) (b) (4, —m/4,7/3)

3-4 Mude de coordenadas retangulares para esféricas.

3. (a (0,-2,0) (b) (1.1, —2)
4. (2 (1,0,V3) () (V3. -1,2y3)

5-6 Descreva com palavras a superficie cuja equacéo € dada.
5 ¢=m/3 6. p=3

7-8 Identifique a superficie cuja equacio € dada.
1. p =senf sen¢
8. p’(sen’p sen’d + cos’p) =9

9-10 Escreva a equagdo em coordenadas esféricas.
9. () P=x>+y’ b) x>+ z2=9

10. (a) x> —2x+y2+z2=0 (b) x+2y+3z=1

11-14 Esboce o sélido descrito pelas desigualdades dadas.
N2<p<4, 0s¢p<mw/3 0<O<nw

12 1<sp<2, 0s¢d<w/2, w/2<6<37m/2
13.p<1, 3u/d<¢d=<

14. p

A

w

A

2, p =< cossec¢

15. Um s6lido esta cima do cone z = \/m e abaixo da esfera
x* 4+ y? + 72 = z. Escreva uma descri¢do do sélido em termos de
desigualdades envolvendo coordenadas esféricas.

16. (a) Determine desigualdades que descrevem uma bola oca com
didmetro de 30 cm e espessura de 0,5 cm. Explique como vocé
posicionou o sistema de coordenadas.

(b) Suponha que a bola seja cortada pela metade. Escreva desi-
gualdades que descrevam uma das metades.

M & o] Z
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador
1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

17-18 Esboce o sélido cujo volume € dado pela integral e calcule-a.

17, fo”/ ° fo”/ : f; p>sen b dp df deb

18. fo“ j:/z f psen ¢ dp d db

19-20 Escreva a integral tripla de uma funcéo continua arbitréria f (x,
¥, ) em coordenadas cilindricas ou esféricas sobre o s6lido mostrado.
19. 20.

21-34 Utilize coordenadas esféricas.

21. Caleule ([[, (x*> + y* + z*)*dV, onde B é a bola com centro na
origem e raio 5.

22. Caleule ([[,(9 — x* — y*)dV, onde H é o hemisfério s6lido
X+ y +2<9,z=0.

23. Calcule [[f, (x* + y*) dV, onde E esté entre as esferas
X+ y2+ 22 =dex’*+y>+72=0.

24. Calcule [[{, y* dV, onde E é o hemisfério s6lido
X+ y +72<9,z=0.

25. Calcule [[[, xe**"*% dV, onde E € a porgdo da bola unitdria
x* 4+ y? + 7% < 1 que fica no primeiro octante.

26. Calcule [[f, xyz dV, onde E fica entre as esferas p = 2e p = 4 ¢
acima do cone ¢ = /3.

2]. Encontre o volume da parte da bola p < a a que esta entre os co-
nes ¢ = w/6e d = m/3.

28. Encontre a distancia média de um ponto em uma bola de raio a
a seu centro.

E necessdrio usar um sistema de computagdo algébrica
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

CALCULO

(a) Determine o volume do sélido que estd acima do cone
¢ = /3 e abaixo da esfera p = 4 cos ¢.

(b) Encontre o centroide do sélido na parte (a).

Determine o volume do sélido que estd dentro da esfera

x>+ y?+ 7> =4, acima do plano xy e abaixo do cone

7= +xZF y2.

(a) Encontre o centroide do sélido no Exemplo 4.

(b) Encontre o momento de inércia em torno do eixo z para este
solido.

Seja H um hemisfério sélido de raio a cuja densidade em qual-

quer ponto € proporcional a distancia ao centro da base.

(a) Determine a massa de H.

(b) Determine o centro de massa de H.

(c) Determine o momento de inércia de H em relagdo a seu eixo.

(a) Determine o centroide do hemisfério s6lido homogéneo de
raio a.

(b) Determine o momento de inércia do sélido da parte (a) em re-
lag@o a um didmetro de sua base.

Determine a massa e o centro de massa do hemisfério sélido de

raio a se a densidade em qualquer ponto for proporcional a sua

distancia da base.

35-38 Dentre as coordenadas cilindricas ou esféricas, utilize a que lhe

parecer mais apropriada.

35.

36.

SCAJ 37.

SCA] 38.

Determine o volume e o centroide do sélido E que estd acima do
cone z = +/x? + y? e abaixo da esfera x> + y? + 72 = 1.
Determine o volume da menor cunha esférica cortada de uma es-
fera de raio a por dois planos que se interceptam ao longo de um
diametro com um angulo de 7/6.

Calcule ({[, z dV, onde E estd acima do paraboloide z = x> + y’
e abaixo do plano z = 2y. Utilize a Tabela de Integrais (veja as
Paginas de Referéncia 6-11) ou um sistema de computag@o al-
gébrica para calcular a integral.

(a) Determine o volume limitado pelo toro p = sen ¢.

(b) Utilize um computador para desenhar o toro.

39-41 Calcule a integral, transformando para coordenadas esféricas.

39.

40.

a.

[
0 Jo J

o Xy dzdydx

f fw%yi iy Pz + y’z+ ) dzdxdyy
—a a Val—xl—y
f 2 j— /ff— e O Y ) dzdxdy

42.

Um modelo para a densidade 6 da atmosfera terrestre proxima a
superficie é
6 = 619,09 — 0,000097p

onde p (a distancia do centro da Terra) € medido em metros e &
¢ medido em quilogramas por metro cibico. Se tomarmos a su-
perficie da Terra como uma esfera com raio de 6 370 km, entdo,
este modelo é razodvel para 6 370 X 10° < p < 6375 X 10%. Use
este modelo para estimar a massa da atmosfera entre o solo e uma
altitude de 5 km.

a3,

44,

SCA| 45,

46.

47.

Use uma ferramenta grafica para desenhar um silo que consista
em um cilindro de raio 3 e altura 10 com um hemisfério no topo.
A latitude e a longitude de um ponto P no hemisfério norte estdo
relacionadas com as coordenadas esféricas p, 6, ¢ como a seguir.
Tomamos a origem como o centro da Terra e o eixo z passando
pelo polo norte. O eixo x positivo passa pelo ponto onde o meri-
diano principal (o meridiano por Greenwich, na Inglaterra) in-
tercepta o equador. Entdo a latitude de P é « = 90° — ¢° e alon-
gitude é B = 360° — 0°. Encontre a distincia sobre um circulo
maximo de Los Angeles (lat. 34,06° N, long. 118,25° W) a Mon-
treal (lat. 45,50° N, long. 73,60° W). Tome o raio da Terra como
6 370 km. (Um circulo mdximo € o circulo de intersec¢do de uma
esfera com um plano que passe pelo centro da esfera.)

As superficies p = 1 + 1 sen mf sen n¢ tém sido usadas para
modelar tumores. A “esfera rugosa” com m = 6 e n =5 estd
mostrada. Utilize um sistema de computacdo algébrica para de-
terminar seu volume.
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Mostre que

f ﬁc ﬁc mef“z”z“z) dxdydz = 2w

(A integral imprépria tripla € definida como o limite da integral
tripla sobre uma esfera sélida quando o raio da esfera aumenta in-
definidamente.)

(a) Utilize coordenadas cilindricas para mostrar que o volume do
sélido limitado por cima pela esferar? + z* = a? e por baixo
pelo cone z = r cotg ¢ (ou ¢ = o), onde 0 < ¢ < /2,
é

2ma’®

3 (I — cos o)

(b) Deduza que o volume da cunha esférica dada por
PISPpsp 0s0<0, o< d=< ¢

V=

p3 —

3
AV = % (cos ¢ — cos ¢,)(0, — 6))

(c) Utilize o Teorema do Valor Médio para mostrar que o volume
da parte (b) pode ser escrito como
AV = psend Ap AG A
onde p estd entre p; e p,, ¢ estd entre ¢, e o,
Ap=p2_p1,A0= 02_ 916A¢= (f)z_ (f)].
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CORRIDA NA RAMPA

Suponha que uma bola sélida (de gude), uma bola oca (de squash), um cilindro sélido (uma barra
de a¢o) e um cilindro oco (um cano de chumbo) rolem em um plano inclinado. Qual desses obje-
tos chegard embaixo mais depressa? (D€ seu palpite antes de continuar.)

O Para responder a essa questao, consideramos a bola ou o cilindro com massa m, raio r € mo-

\ 4

mento de inércia / (em relagdo ao eixo de rota¢do). Se a queda vertical for £, a energia potencial
no topo serd mgh. Suponha que o objeto chegue embaixo com velocidade v e velocidade angular
L@ de modo que » = wr. A energia cinética na base da rampa é composta por duas partes: 37’
da translagdo (movimento de descida da rampa) e ; /> da rotacdo. Se supusermos que a perda de
energia por atrito na descida € desprezivel, ento a lei de conservagéo de energia nos da

mgh = %mv2 + %Iou2

1. Mostre que

v: = 29h onde [* =
1+ I* mr?
2. Se y(r) é a distancia vertical percorrida até o instante 7, entdo o mesmo raciocinio utilizado no
Problema 1 mostra que »> = 2gy/(1 + I*) em qualquer instante ¢. Utilize esse resultado para
mostrar que y satisfaz a equagao diferencial

dy _ 2g
Fa — = (sen a)+/y

onde « € o angulo de inclinagdo da rampa.
3. Resolvendo a equagio diferencial do Problema 2, mostre que o tempo total de percurso é

r [0
g sen’a

Isso mostra que o objeto com menor valor de /* ganha a corrida.

4. Mostre que I* = } para o cilindro sélido e I* = 1 para o cilindro oco.

5. Calcule I* para a bola parcialmente oca com raio interior a e raio externo r. Expresse sua res-
posta em termos do coeficiente b = a/r. O que acontece quando a — 0 e quando a — r?

6. Mostre que [* = % para a bola sélida e /* = % para a bola oca. Assim, os objetos terminam a
corrida na seguinte ordem: bola sélida, cilindro sélido, bola oca, cilindro oco.

m Mudanca de Variaveis em Integrais Miltiplas

Em célculo unidimensional, frequentemente usamos uma mudanga de varidvel (uma substi-
tuicdo) para simplificar uma integral. Revertendo os papéis de x e u, podemos escrever a Re-
gra da Substitui¢do (5.5.6, no Volume I) como

b d
1] (76 dx = | fg(u)) g'w) du
onde x = g(u) e a = ¢(c), b = g(d). Outro modo de escrever a Férmula 1 € o seguinte:

2] [ 700 dx =[xt S

Uma mudanga de varidveis pode também ser ttil em integrais duplas. J4 vimos um exem-
plo disso: a conversdo para coordenadas polares. As novas varidveis r e 6 estdo relacionadas
as velhas varidveis x e y pelas equacdes
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FIGURA 1

x =rcosf y =rsenf

e a férmula de mudanca de varidveis (15.4.2) pode ser escrita como
ﬂf(x, y) dA = ﬂf(rcos@, rsen@) rdr do
R N

onde S € a regido no plano rf que corresponde a regido R no plano xy.
De modo mais geral, consideremos uma mudancga de varidvel dada pela transformacéo
T do plano uv no plano xy:

T(u, v) = (x,)

onde x e y estio relacionados com u e v pelas equacdes
[3] x=gu,v) y=hunv)

ou, COMO as VEZES ESCrevemaos,
x=x(,v) y=y(unv)

Em geral, consideramos 7" uma transformacao C, o que significa que g e & t€ém derivadas par-
ciais de primeira ordem continuas.

Uma transformagdo 7' € de fato somente uma funcéo cujo dominio e imagem sdo ambos sub-
conjuntos de R2. Se T(us, v1) = (x1, y1), entdo o ponto (x;, y;) € denominado imagem do ponto
(1, v1). Se ndo existem dois pontos com a mesma imagem, T € injetora. A Figura 1 mostra o
efeito de uma transformagéo 7 em uma regido S do plano uv. T transforma S em uma regido R
no plano xy denominada imagem de S, constituida das imagens de todos os pontos de S.

v y
T
S —_— R
(uy, 1y) T
.\<——/ ° (X1, y1)
0 u 0 X

Se T € injetora, entdo existe uma transformacao inversa 7' do plano xy para o plano
uv e pode ser possivel inverter as Equacdes 3 para escrever u e » em termos de x € y:

u=G(x,y) v = H(x,y)

[EETI0EN Uma transformacdo € definida pelas equagdes
X=u" —v y = 2uv
Determine a imagem do quadrado S = {(u,v) |0 <u <1, 0 <o < 1}.

SOLUCAO A transformagio leva a fronteira de S na fronteira da imagem. Assim, comegamos por
determinar a imagem dos lados de S. O primeiro lado, Si, é dado porv = 0 (0 < u < 1). (Veja
a Figura 2.) Das equacgdes dadas, temos x = u*, y = 0 e, entdo, 0 < x < 1. Entdo, S; é
levado no segmento de reta que liga (0, 0) a (1, 0) no plano xy. O segundo lado, S>, € u = 1
(0 < v =<1)e, colocando u = 1 nas equacdes dadas, temos

x=1—-2* y=2u
Eliminando v, obtemos

[4] x=1-2 o=x=<1



que € parte de uma pardbola. Da mesma forma, S; € dado por v = 1 (0 < u < 1), cuja ima-
gem € o arco parabdlico

(5] x= yj -1 -1<sx<0
Finalmente, S; € dado por u =0 (0 < » < 1), cuja imagem é x = —1% y=0, ou seja,

—1 < x < 0. (Observe que quando nos movemos ao redor do quadrado no sentido anti-
-horério, também nos movemos ao redor da regido parabdlica no sentido anti-horario.) A
imagem de S € a regido R (mostrada na Figura 2) limitada pelo eixo x e pelas pardbolas dadas
pelas Equacdes 4 e 5. [

Agora vamos ver como a mudanga de varidveis afeta a integral dupla. Comecemos com um
retdngulo pequeno S no plano uv cujo canto inferior esquerdo € o ponto (uo, v) € cujas di-
mensdes sdo Au e Av. (Veja a Figura 3.)
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S,
O, )T (L1
S, S S,
of 5 Lo u
T

-1, 0 0 (1,0
L Y FIGURA 2
u=u,
/ I (it5,0)
E—— (%0, Y0)
(”0’ 1‘0) AM \ o f
V=" T (1, 1)
0 u 0 X
FIGURA 3

A imagem de S € a regido R do plano xy, sendo que um dos pontos do limite €
(x0, ¥0) = T(uo, vo). O vetor

r(u, v) = g(u, v)i + h(u, v) j

€ o vetor posicao da imagem do ponto (i, v). A equacdo do lado inferior de S é v = vy, cuja
curva imagem € dada pela fungdo vetorial r(u, v). O vetor tangente em (xo, yo) a essa curva
imagem €&

0x J

dxp Oy

r, = guuo, v0)i + hu(uo, vo)j = o i o

Da mesma forma, o vetor tangente em (xo, yo) a curva imagem do lado esquerdo de S € (a sa-
ber, u = u) é

: . Ox, Oy,
r, = gu(uo, Uo)l + l’l,;(uo, Uo)J = El + a—'ZJ

Podemos aproximar a regido imagem R = T(S) pelo paralelogramo determinado pelos veto-
res secantes

a=r(u + Au, v9) — r(uo, vo) b = r(uo, vo + Av) — r(uy, vo)

mostrados na Figura 4. Mas

r(uo + Au, vo) — r(uo, vo)
r, = lim
Au—0 Au

e assim r(uo + Au, vo) — r(uo, vo) = Aur,
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I (ug,0y + Av)

A

I (1g,0)
I (uy + Au, vy)

FIGURA 4

FIGURA 5

0 jacobiano recebeu esse nome em
homenagem ao matematico aleméao Carl

Da mesma forma r(uo, vo + Av) — r(ug, vo) = Avr,

Isso significa que podemos aproximar R por um paralelogramo determinado pelos veto-
res Aur,e Avr,. (Vejaa Figura 5.) Portanto, podemos aproximar a drea de R pela drea desse
paralelogramo, que, da Se¢do 12.4, é

(6] |(Aur,) X (Avr,)| = |r, X r,|AuAv

Calculando o produto vetorial, obtemos

i j k
ox dy ox Ox

Jx dy — — _— —

— — 0 ou du ou v

r, Xr,=| ou ou = k= k

ox dy Jdy dy

dx  dy -— -

— — 0 v v u ov

dv  Jv

O determinante que aparece nesse cdlculo é chamado jacobiano da transformagio e tem uma
notagdo especial:

Definicdo O jacobiano da transformagio T dada por x = g(u, v) e y = h(u, v) é

Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Apesar % %
de o matematico francés Cauchy ter sido o a(x, y) ou v ax dy ax dy

primeiro a usar estes determinantes
especiais, envolvendo derivadas parciais,

au, v) B ay dy Cou v v du

Jacobi usou-os para desenvolver um du Jdv

método para célculo de integrais mdltiplas.

Com essa notacdo, podemos utilizar a Equagio 6 para obter uma aproximagio da drea AA de
R:

a(x, y)

Au A
(u, v) wav

AA =

onde o jacobiano € calculado em (uo, vo).
Em seguida, dividimos a regido S do plano uv em retangulos S;; e chamamos suas imagens
no plano xy de R;;. (Veja a Figura 6.)

v y
S;
m
Av
$ J1Au T
B ——
(1, v))
0 u 0 X
FIGURA 6

Aplicando a aproximagdo |8 | a cada R;;, aproximamos a integral dupla de fsobre R, como segue:

([ 7ty aa =3 3 foxy) A4

R i=1 j=1

m n

= 2 Ef(g(ul’ 1)_,'), ]’l(l/t,', 1),))

i=1 j=1

d(x, y)
au, v)

onde o jacobiano € calculado em (u;, v;). Observe que a soma dupla € a soma de Riemann para
a integral

Au Av




a(x, y)

du d.
d(u, v) wa

ﬂ f(g(u, v), h(u, v))

S

A argumentagdo precedente sugere que o seguinte teorema seja verdadeiro. (Uma de-
monstragdo completa é dada em livros de cédlculo avancado.)

@ Mudanca de Variaveis em uma Integral Dupla Suponha que 7 seja uma transforma-
¢do C' cujo jacobiano seja ndo nulo e leve uma regido S do plano uv para uma regifio
R do plano xy. Suponha que f seja continua sobre R e que R e S sejam regides planas
do tipo I ou II. Suponha ainda que T seja injetora, exceto possivelmente nos pontos de
fronteira de S. Entéo,

d(x, y)
d(u, v)

du dv

([ 76ey) aa = [ £t o), y(w, )

O Teorema 9 diz que mudamos de uma integral em x e y para uma integral em u e v es-
crevendo x e y em termos de u e v e escrevendo

a(x, y)

du d
a0y | Y

dA =

Observe a semelhanca entre o Teorema 9 e a férmula unidimensional da Equacio 2. Em
vez da derivada dx/du, temos o valor absoluto do jacobiano, ou seja, | d(x, y)/d(u, v) |.

Como primeira ilustracdo do Teorema 9, vamos mostrar que a férmula de integracdo em
coordenadas polares € um caso especial deste. Aqui, a transformacao 7" do plano r6 para o plano
xy € dada por

x=g(r,0) = rcosf y = h(r,0) = rsen6

e a geometria da transformacio € mostrada na Figura 7. T transforma um retangulo comum
do plano 6 em um retangulo polar do plano xy. O jacobiano de T é

dx Ox
ax,y) or 90
ar,0) |ay ay
o 00
Assim, o Teorema 9 fornece

cos —rsenf

=rcosh +rsen’d =r>0

sen 6 rcosf

a(x, y)
a(r,0)

dr do

ﬂf(x, y)dxdy = ﬂf(r cos 6, rsenf)

R

= fﬁfbf(rcosﬂ,rsene) rdrdo

que € o mesmo que a Férmula 15.4.2

tilize a mudancga de variavels x = u~ — v°, y = 2uv para calcular a integra
Utili danca de varigvei 2 — 2 2uv p lcular a integral

,onde R ¢ aregiao limitada pelo eixo x e pelas parabolas =4 —4xe =4 + 4x
{[,, ¥ dA, onde R € a regido limitada pelo ei pelas pardbolas y> = 4 — 4xey’ =4 + 4
,y=0.

SOLUCAD A regifio R estd mostrada na Figura 2, (na pagina 935). No Exemplo 1, descobri-
mos que T(S) = R, onde S € o quadrado [0, 1] X [0, 1]. De fato, a razio que nos levou a
fazer a mudanca de varidvel para calcular a integral € que S € uma regido muito mais simples
que R. Vamos calcular o jacobiano:

INTEGRAIS MULTIPLAS 937
6
0=p
B< _____
r=a S r=b
at———
—: 0=«
|
0 ; }; r

FIGURA 7

Transformagao para as coordenadas

polares
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FIGURA 8

o o
ax, y) _|ou ov | _ 2u —2v — 4+ 4> 0
o(u, v) ay Ay 2v 2u

du Jv
Portanto, pelo Teorema 9,

gydA=[f 2uw

=8 fol jol (v + uv’) dudv =8 fol [%”4” + %“2”3]14:0 dv

a(x, y)
d(u, v)

dA = Jl jl Quv)4(u* + v?) du dv
0 Jo

= fol Qv + 4v®)dv = [1)2 + 1)4](1) =2 [

OBSERVAGAO O Exemplo 2 nio foi um problema muito dificil de resolver porque ja co-
nheciamos uma mudancga de varidveis apropriada. Se ndo a conhecéssemos de antemdo, en-
tdo o primeiro passo seria descobrir uma mudanga de varidveis apropriada. Se f (x, y) for di-
ficil de integrar, entdo a forma de f (x, y) pode sugerir uma transformacdo. Se a regido de
integracao R € complicada, entdo a transformacao deve ser escolhida para que a regido S cor-
respondente no plano uv tenha uma descricdo mais conveniente.

[ETEEINE] Calcule a integral [[, e“"”“"dA, onde R ¢ a regido trapezoidal com vértices
(1,0),(2,0), (0, =2) e (0, —1).

SOLUCAD Como nio € ficil integrar e ") vamos fazer a mudanca de varidveis sugerida
pela forma da fung@o:

u=x-+y vV=x—Y

Essas equacdes definem a transformaciio 7' do plano xy para o plano uv. O Teorema 9 diz
respeito a transformacao 7 do plano uv para o plano xy. Esta € obtida isolando-se x e y nas Equa-
coes 10dexey:

] x=3w+v)  y=13u—0v)

O jacobiano de 7' ¢

Jx  ox
ax,y) u
au,v) |y ay
u
Para determinarmos a regido S do plano uv correspondente a R, observamos que os lados de
R estdo sobre as retas
y=20 x—y=2 x=0 x—y=1

[STERNTEN
= =

e, das Equacdes 10 ou 11, as retas imagem do plano uv sdo

Entdo, a regido S € a regido trapezoidal com vértices (1, 1), (2, 2), (=2, 2) e (—1, 1) mostrada
na Figura 8. Como
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S={(u,v) |[I<ov=2, —v$u$v}
0 Teorema 9 leva a
j f e/ gA = j f LIES)) du dv
d(u, v)
R N
= j j_ ”/” % du dv = %jlz [ve“/”]Ziv dv
_1(? -1 3 -1
gjl(e—e Yodv = 3(e — ') [ |
BN Integrais Triplas
Existe uma férmula de mudanga de varidveis semelhante para as integrais triplas. Seja T a trans-
formacdo que leva uma regido S no espaco uvw para uma regiao R no espago xyz por meio das
equagodes
x = g(u, v, w) vy = h(u, v, w) 7z = k(u, v, w)
O jacobiano de T é o seguinte determinante 3 X 3:
ox o ox v
du OJdv ow
2] dx.y,2) _ |0y Iy Iy
(u, v, w) u v  ow
o oz oz
Ju Jdv Jw
Sob hipéteses semelhantes aquelas do Teorema 9, temos a seguinte formula para integrais tri-
plas:
ax, vy,
@ ij(x v,z)dV = Jﬁf x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) 8(( Y Z)) du dv dw
b 7 w
G0N Utilize a Férmula 13 para deduzir a férmula para a integragdo tripla em coor-
denadas esféricas.
SOLUCAD Aqui a mudancga de varidveis € dada por
x = psen¢ cosb y = psen¢ senb z=pcos¢
Calculamos o jacobiano como segue:
sen¢g cos® —psen¢ senf p cos ¢ cosb
ax, y, 2)
———— = [sen ¢ sen 6 psen¢ cosf pcos¢ send
(p. 0. d)
cos ¢ 0 —p sen ¢
—psen¢ senf p cos ¢ cos sen¢ cos® —psen senf
= cos ¢ en ¢
psen ¢ cosf pcos¢ send sen ¢ sen 0 p sen ¢ cos 0

= cos ¢ (—p*sen ¢ cos ¢ sen’d — p”sen ¢ cos ¢ cos’H)
— psen ¢ (psen’p cos’d + psen’d sen’d)
= —p”sen ¢ cos’p — p’sen ¢ sen’p = —p?sen P

939
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Visto que 0 < ¢ < 1, temos sen ¢ = 0. Portanto,

e a Formula 13 nos da

a(x, y,2)
d(p, 0, d)

= | —p’*sen¢| = p*sen¢

H f(x,y,2)dV = jﬂf(p sen¢ cos 0, p sen sen 0, p cos ¢) p>sen dp do dd

que € equivalente a Férmula 15.9.3. |

m Exercicios

1-6 Determine o jacobiano da transformacdo.

=ulv, y=v/w, z=wu
=v+w2, y=w+u2, z=u+ v’

1. x=5u—-—v, y=u+ 30
2 =uv, y=u/v

3. =e¢ "senf, y= e cosf
4. et y=¢e"'

5

6

HoR R oRox
I

7-10 Determine a imagem do conjunto S sob a transformacdo dada.

7. S={u,v)|0<su<3 0<sv<2}
x=2u+3v,y=u—v

8. S ¢ o quadrado limitado pelasretas u = 0, u = 1,v = 0,v = 1;
x=0v, y=u(l + 7%

9. S éaregido triangular com vértices (0, 0), (1, 1), (0, 1); x = i,
y=v

10. Séodiscodadopor u>+ v>*<1;, x=au, y="hbv

11-14 Uma regido R no plano xy € dada. Determine equacdes para a

transformagdo 7 que mapeia uma regido retangular S no plano uv so-

bre R, onde os lados de S sdo paralelos aos eixos u e v.

1. Rélimitadopory=2x—1,y=2x+ L,y=1—x,y=3 —x

12. R € o paralelogramo com vértices (0, 0), (4, 3), (2,4), (=2, 1)

13. R estd entre os circulos x> + y> = 1 e x> + y*> = 2 no primeiro qua-
drante

14. R é ligado pelas hipérboles y = 1/x, y = 4/x e pelas retas y = x,
y = 4x no primeiro quadrante

15-20 Utilize a transformagdo dada para calcular a integral.

15. ([, (x — 3y) dA, onde R 4 a regido triangular com vértices (0, 0),
QDe(1,2;x=2u+0v, y=u+20

16. ([, (4x + 8y) dA, onde R é o paralelogramo com vértices (— 1, 3),
(1,-3), 3, —De(,5:x=5u—1v),y=10—3u)

17. ([, x*dA, onde R ¢ a regido limitada pela elipse 9x° + 4y> = 36;
x=2u, y=73v

18. ([, (x* — xy + y*)dA, onde R & a regifo limitada pela elipse
= xy+yr=2x=2u—2/3v, y=V2u+2/3v

19. |f r Xy dA, onde R € a regido no primeiro quadrante limitada pe-
las retas y =x e y = 3x e as hipérboles xy =1, xy = 3;
x=ufv, y=v

920. [, y*dA, onde R & a regido limitada pelas curvas xy = 1, xy = 2,

xy? = 1,xy*=2; u=xy, v = xy= Iustre utilizando uma cal-

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

culadora grafica ou um computador para tracar R.

21. (a) Calcule (ff, dV, onde E é o sélido limitado pelo elipsoide
x*a* + y*/b* + 7*/c? = 1. Utilize a transformagio x = au,
y=bv, z=cuw.

(b) A Terra ndo € perfeitamente esférica; como resultado da ro-
tagdo, os polos foram achatados. Assim, seu formato pode ser
aproximado por um elipsoide com a = b = 6 378 km e
¢ = 6356 km. Use o item (a) para estimar o volume da Terra.

(c) Se o sélido do item (a) tiver densidade constante k, encontre
seu momento de inércia em relagéo ao eixo z.

22, Um problema importante na termodinadmica € determinar o tra-
balho realizado por um motor de Carnot ideal. Um ciclo consiste
na expansao alternada e compressao de gas em um pistdo. O tra-
balho realizado pelo motor € igual a drea da regido R limitada por
duas curvas isotérmicas xy = a, xy = b e duas curvas adiabéticas
xyl4=c,xy*=d,onde 0 <a <bel <c<d. Calcule o tra-
balho realizado determinando a drea de R.

23-27 Calcule a integral, efetuando uma mudancga de varidveis apro-

priada.

rx— 2
23. Jf 3 J dA, onde R € o paralelogramo limitado pelas retas
X =y
R
x—2y=0,x—2y=43x—y=1e3x—y=28
2. [, (x+ y)e* " dA, onde R € o retingulo limitado pelas retas

x—y=0x—y=2,x+y=0ex+y=3

25. JJ cos<y — x> dA, onde R 4 a regido trapezoidal com vértices
i y+x
(1,0),(2,0),0,2)e (0, 1)

26. [f, sen(9x> + 4y*)dA, onde R € a regidio do primeiro quadrante
limitada pela elipse 9x> + 4y* = 1

21. [[, ¢ dA, onde R é dada pela inequagdo | x| + |y| < 1

28. Seja fuma funcéo continua em [0, 1] e seja R a regidio triangular

com vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). Mostre que

ﬂf(x +y)dA = JOI uf(u) du

R

M & o] Z
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador



n Revisao

Verificacao de Conceitos

INTEGRAIS MULTIPLAS LY

1. Suponha que f seja uma fun¢io continua definida sobre um re- (c) Quais sdo os valores esperados de X e Y?
tangulo R = [a, b] X [c, d]. 6. Escreva uma expressio para a drea de uma superficie z = f(x, y),
(a) Escreva uma expressdo para uma soma de Riemann de uma (x,y) € D.
fungdo f. Se f(x,y) = 0, o que representa a soma? 1. (a) Escreva a defini¢@o da integral tripla de f sobre uma caixa re-
(b) Escreva a defini¢do de [, f(x, y) dA como um limite. tangular B.
(¢)Qual € a interpretagdo geométrica de [, f(x,y) dA se (b) Como calcular [[[, f(x, y, z) dV?
f(x,y) = 0?E se ftiver valores positivos e valores negativos? (c) Como definir M S (x, y, ) dV se E for uma regido sélida li-
(d) Como calcular J‘fk f(x,y) dA? mitada diferente de uma caixa retangular?
(e) O que a Regra do Ponto Médio para integrais duplas diz? (d) O que € uma regido sdlida do tipo 1? Como calcular
(f) Escreva uma expressao para o valor médio de f. \HE f(x,y,2)dV se E for uma regido deste tipo?
2. (a) Como voce define ffD f(x,y) dA se D é uma regido limitada () O que € uma regido sélida do tipo 2? Como calcular
que nio & retangular? {I[; f(x, y,2) dV se E for uma regido deste tipo?
(b) O que € uma regido do tipo I? Como calcular fJ'D f(x,y) dA (f) O que € uma regido sdlida do tipo 3? Como calcular
se D for uma regio do tipo 1? [[J; f(x, ¥, 2) dV se E for uma regifo deste tipo?
(c) O que € uma regido do tipo II? Como calcular fJ'D f(x,y) dA 8. Suponha que um objeto sélido ocupe uma regido E e tenha fun-
se D for uma regido do tipo II? ¢do densidade p(x, y, z). Escreva expressdes para cada um dos se-
(d) Quais as propriedades de uma integral dupla? guintes itens.
3. Como transformar uma integral dupla em coordenadas retangu- (a) A massa
lares para uma integral dupla em coordenadas polares? Por que (b) Os momentos em relagdo aos planos coordenados
vocé faria isso? (c) As coordenadas do centro de massa
4. Seuma lamina ocupa uma regido plana D e tem densidade p(x, y), (d) Os momentos de inércia em relag@o aos eixos
escreva expressodes para cada um dos seguintes itens em termos 9. (a) Como, em uma integral tripla, mudar de coordenadas retan-
de integral dupla. gulares para coordenadas cilindricas?
(a) A massa (b) Como, em uma integral tripla, mudar de coordenadas retan-
(b) Os momentos em relacdo aos eixos gulares para coordenadas esféricas?
(c) O centro de massa (c) Em que situagdes vocé deve mudar para coordenadas cilin-
(d) Os momentos de inércia em relag@o aos eixos e a origem dricas ou esféricas?
5. Seja fuma funcdo densidade conjunta de um par de varidveis alea- 10. (a) Se uma transformagdo T € dada por x = g(u, v), y = h(u, v),
térias X e Y. qual € o jacobiano de 77
(a) Escreva uma integral dupla que represente a probabilidade de (b) Como vocé muda de varidveis em uma integral dupla?
X estarentre a e b e Y estar entre c e d. (c) Como vocé muda de varidveis em uma integral tripla?
(b) Que propriedades f possui?
Testes Verdadeiro-Falso
Deternjine sea aﬁrrpagéo é f_alsa ou verdadeirAa. Se for verdadeira, explique 6. Jm fl (x2 " \fy) sen(x2y?)dx dy < 9
por qué. Caso contrdrio, explique por que ou dé um exemplo que mostre que 1Jo
¢ falsa. 7. Se D é um disco dado por x* + y* < 4, entdo
2 6 2 _ 6 (2 5
Ll jo x*sen(x — y)dxdy = fo le sen(x — y) dy dx ﬂ Nl PR
jljxx/x+y2 dydx=rflx/x+y2 dx dy ’
070 040 8. Adintegral (||, kr’dz dr df representa o momento de inércia em
relagdo ao eixo z de um sélido E com densidade constante k.
r2 (4 r2 4
3 Jl L x'e’ dydx = Jl x* dx L e’dy 9. Adintegral om (2 2
Cp s B [ [ [ dzaras
4 fﬁlfoe Ysenydxdy =0 0 Jodr

Se f for continua em [0, 1], entdo,

|, [ o sy dy dx = [ | oo

representa o volume limitado pelo cone z = 4/x2 + y? e pelo
plano z = 2.
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Exercicios

1. A figura mostra o mapa de contorno de f no quadrado
R = [0, 3] X [0, 3]. Utilize uma soma de Riemann de nove ter-
mos para estimar o valor de ff;e f(x,y) dA. Tome os pontos de
amostragem como os cantos superiores direitos dos quadrados.

y
3

10

\

0 1 2

3 X

2. Utilize a Regra do Ponto Médio para estimar a integral do Exer-
cicio 1.
3-8 Calcule a integral iterada.

N I PR

5. Ll ﬁ: cos(x?) dy dx 6. fol J;N 3xy2 dy dx

1. L’T J‘O] f;m ysenxdzdydx 8. fol fo) Ll 6xyz dz dx dy

9-10 Escreva [[, f(x, y) dA como uma integral iterada, onde R € a re-
giflo mostrada e f ¢ uma fungdo arbitrria continua em R.

9. 10.
y y
4
R
2 R
-4 -2 0 2 4 x —4 0 4 x

11. Descreva a regido cuja drea € dada pela integral
j‘w/Z J’sen 260 rdr do
0 0
12. Descreva o sé6lido cujo volume € dado pela integral

fo”/ : L”/ ? f p’send dp dep db

e calcule a integral.
13-14 Calcule a integral iterada, primeiro invertendo a ordem de in-
tegracao. )

1t ) rpr yet
13. fO JX cos(y?)dy dx 14. JO Py dx dy

15-28 Calcule o valor da integral multipla.

15. [[,ye” dA,onde R ={(x,y) [0<x<2, 0<y<3}

M & o] z
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador

16.
17.

18.

19.

20.

21.

23.

24.

25.

26.

21.

28.

[, xydA,onde D={(x,y) |0<y<1, y’<sx<y+2}

ﬂ ]j_} ~dA, onde D € limitado por y = /x,y =0, x = 1
x
D

1
ﬂ T+ dA, onde D ¢ a regido triangular com vértices (0, 0),
X

1, e, 1)

J"l‘D y dA, onde D € a regido no primeiro quadrante limitada pelas
pardbolas x = y*’ex = 8 — y?

J"l‘D y dA, onde D € aregido do primeiro quadrante que estd acima
da hipérbole xy = 1 edaretay = x e abaixodaretay = 2

fI,, (x* + y?)**dA, onde D ¢ a regido do primeiro quadrante li-
mitada pelas retas y = 0 e y = /3 x e pelo circulo x> + y*> = 9

. |‘fD x dA, onde D € a regido no primeiro quadrante que se encon-

tra entre os circulos x> + y* = lex* + y>* =2
[[[;xydV,onde E={(x,y,2) [0S x<3,0<y=<nuy,
0<zs<x+y}

||1T xy dV, onde T ¢ o tetraedro sélido com vértices (0, 0, 0),
(3,0,0),(0,1,0) ¢ (0,0, 1)

{[[; ¥*2*dV, onde E ¢ limitado pelo paraboloide x = 1 — y* — 2>

e pelo plano x = 0

[[f;zdV, onde E ¢ limitado pelos planos y =0, z =0,
x + y = 2 e pelo cilindro y*> + z* = 1 no primeiro octante

[[J; yz dV, onde E estd acima do plano z = 0, abaixo do plano
z = y e dentro do cilindro x> + y> = 4

P VX2 + y2 + z2 dV, onde H é 0 hemisfério s6lido com cen-
tro na origem e raio 1, que estd acima do plano xy

29-
29.

30.

31.

32.

33.

34.

34 Determine o volume do sélido dado.

Abaixo do paraboloide z = x* + 4y? e acima do retangulo
R =1[0,2] X [1,4]

Abaixo da superficie z = x?y e acima do triAngulo no plano xy
com vértices (1, 0), (2, 1) e (4, 0)

O tetraedro sé6lido com vértices (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 2, 0) e
(2,2,0)

Limitado pelo cilindro x* + y? =4 e pelos planos z = 0
ey+z=3

Uma das cunhas obtidas pelo corte do cilindro x* + 9y? = a*
pelos planos z = 0e z = mx

Acima do paraboloide z = x*> + y* e abaixo do semicone

c= T E YT

35.

36.

Considere uma lamina que ocupa, no primeiro quadrante, a regifio

D limitada pela pardbolax = 1 — y? e pelos eixos coordenados,

com fungéo densidade p(x,y) = y.

(a) Determine a massa da lamina.

(b) Determine o centro de massa.

(c) Determine os momentos de inércia e os raios de giragdo em
relagd@o aos eixos x e y.

Uma lamina ocupa a parte do disco x> + y? < a?* que est4 no pri-

meiro quadrante.

(a) Determine o centroide da ldmina.

(b) Determine o centro de massa da lamina se a fungdo densidade
for p(x, y) = xy>.

E necessério usar um sistema de computagdo algébrica



37.

38.
39.
ScA| 40,

a.

42.

7 43,

44,

45.

46.

47.

(a) Determine o centroide de um cone circular reto com altura &
e base com raio a. (Coloque o cone de forma que a base es-
teja sobre o plano xy com o centro na origem e seu eixo esteja
sobre o0 €iXo z.)

(b) Encontre o momento de inércia do cone em relacio a seu eixo
(0 eixo z).

Encontre a drea da parte do cone z2 = a* (x> + y?) entre os pla-

nosz=1lez=2.

Determine a drea da parte da superficie z = x* + y que estd acima

do tridangulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 2).

Trace a superficie z = xseny, —3<x<3, —w<y<meen-

contre seu comprimento correto com 4 casas decimais.

Utilize coordenadas polares para calcular

f; f:j% (x* + xy?) dy dx

Utilize coordenadas esféricas para calcular

L [ e

0 —A—xi—y?

Se D é uma regido limitada pelas curvas y = 1 — x?ey = e*, de-
termine o valor aproximado da integral ||, y*dA. (Utilize uma fer-
ramenta grafica para estimar os pontos de intersec¢o das curvas.)
Determine o centro de massa do tetraedro sélido com vértices
0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3) e funcdo densidade
p(x,y,2) =x>+y*+ 4

A funcido densidade conjunta das varidveis aleatdrias X e Y é

Cx+y se0sx<30<sys2
0 caso contrario

fx,y) —{

(a) Determine o valor da constante C.

(b) Encontre P(X <2,Y = 1).

(c) Encontre P(X + Y < 1).

Uma lumindria tem trés lampadas, cada uma com vida média de
800 horas. Se modelarmos a probabilidade de falha das 1ampadas
por uma fungdo densidade exponencial com média 800, determine
a probabilidade das trés 1dmpadas virem a falhar dentro de um in-
tervalo de 1 000 horas.

Reescreva a integral

f,ll f: fol U f(xy.2) dzdy dx

como uma integral iterada na ordem dx dy dz.

48

49

50.

51.

52.

53.

54.
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Deé outras cinco integrais iteradas iguais a

f: J: fo)f (x,, 2) dz dx dy

Utilize a transformacdo u = x — y, v = x + y para avaliar

[ 52 aa
Boxty
onde R € o quadrado com vértices (0, 2), (1, 1), (2, 2) e (1, 3).
Utilize a transformagdo x = u?, y = v, 7 = w” para determi-
nar o volume da regido limitada pela superficie

Vx + 4y + vz =1 epelos planos coordenados.

Utilize a férmula de mudanga de varidveis e uma transformagao
adequada para calcular ﬂR xy dA, onde R € o quadrado com vér-
tices (0, 0), (1, 1), (2,0) e (1, —1).

O Teorema do Valor Médio para as integrais duplas diz que,
se f'é uma funcdo continua em uma regido plana D do tipo I ou
do tipo II, entdo existe um ponto (xo, yo) em D, tal que

|J 2 y) dA = f(xo. y0) AD)

D
Utilize o Teorema do Valor Extremo (14.7.8) e a Propriedade
15.3.11 das integrais para demonstrar esse teorema. (Use a de-
monstrac¢do da versdo unidimensional da Secdo 6.5, no Volume I,
como guia.)
Suponha que f'seja continua sobre um disco que contém o ponto
(a, b). Seja D, o disco fechado com centro em (a, b) e raio r. Uti-
lize o Teorema do Valor Médio para as integrais duplas (veja o
Exercicio 52) para mostrar que

lim% f f fx,y) dA = f(a, b)

r—0 7"

(a) Calcule g W dA, onde n € um inteiro e D € a regido

limitada pelos circulos com centro na origem e raios r e R,

0<r<R.

(b) Para que valores de n a integral da parte (a) tem limite quando
r—0%?

(c) Determine gf m dV, onde E € a regido limi-

tada pelas esferas com centro na origem e raios re R, 0 < r < R.

(d) Para que valores de n a integral da parte (c) tem limite quando
r—0%?
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CALCULO

Problemas Quentes

1.

2.

Se [x] denota o maior inteiro contido em x, calcule a integral

ﬂ [x + yldA

R
ondeR={(x,y)|1=sx=<3,2<ys<5}
Calcule a Integral

1 (1 max{xz,yz}
j JO e dy dx

0

onde max {x?, y?} significa o maior dos nimeros x? e 2.

3.
4.

Encontre o valor médio da fungdo f(x) = ' cos(¢*) df no intervalo [0, 1].
Se a, b e ¢ sdo vetores constantes, r € o vetor posicdo xi + yj + zk e E € dado pelas ine-
quagdes 0<a-r<oa, O0sb-r=<2pg 0=<c-r =<y mostre que

__ (aBy?
jﬂ (@-r)b-r)c-r)dV= S (b X 0]
A integral dupla f h T dx dy € uma integral improépria e pode ser definida como o

xy ) .
limite da integral dupla sobre o retdngulo [0, 7] X [0, t] quando ¢+ — 1~. Mas, se expandir-
mos o integrando como uma série geométrica, podemos exprimir a integral como a soma
de uma série infinita. Mostre que

Pl es=2o

o1 —xy =1 N

Leonhard Euler determinou o valor exato da soma da série do Problema 5. Em 1736, ele

demonstrou que
S 1 o’
nEI "lz B 6
Neste problema, pedimos que vocé demonstre esse fato calculando a integral dupla do Pro-
blema 5. Comece fazendo a mudanca de varidvel

u—v _utw
TR YTz

Isso corresponde a uma rotag@o em torno da origem de um angulo de 7/4. Vocé precisarad
esbocgar a regido correspondente no plano uv.

[Sugestdo: Se, ao avaliar a integral, vocé€ encontrar uma das expressdes (1 — sen 0)/cos 6
ou (cos 8)/(1 + sen 6), vocé pode usar a identidade cos 8 = sen((w/2) — 6) e a identidade
correspondente para sen 6.].

(a) Mostre que

fjf - dXdde_,,Eer

(Ninguém jamais foi capaz de determlnar o valor exato da soma dessa série.)
(b) Mostre que
I (— 1)” !
fOJOJO 1+xy dXdde E n’

Use essa equacgdo para calcular a integral tripla com precisdo de duas casas decimais.
Mostre que

dx = —1
X X ) nm

primeiro escrevendo a integral como uma integral iterada.
(a) Mostre que quando a equagado de Laplace

‘*oc arctg mx — arctg x T
0

Pu  u  du
72 + 2 + > = 0
dx ady az”
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€ escrita em coordenadas cilindricas, ela se torna
Pu 1 du 1 u | u
ar’  r ooar  r’*a0* 97

(b) Mostre que quando a equag@o de Laplace € escrita em coordenadas esféricas ela se torna

0

Pu 2 0u  cotgdp u 1 du N 1 d*u
ap*>  p ap p> ap  p? ap>  p’sen’d 06°
10. (a) Uma ldmina tem densidade constante p e o formato de um disco com centro na origem
e raio R. Utilize a Lei de Newton da Gravitacdo (veja a Secdo 13.4) para mostrar que
a intensidade da forca de atragdo que a ldmina exerce sobre um corpo com massa m co-

locado em um ponto (0, 0, d) no eixo z positivo €

=0

1 1
F = 27TGmpd<d — m)
[Sugestdo: Divida o disco como na Figura 4 da Secdo 15.4 e calcule primeiro a compo-
nente vertical da for¢a exercida pelo sub-retangulo polar R;;.]
(b) Mostre que a intensidade da for¢a de atracdo da lamina com densidade p que ocupa o
plano inteiro sobre um objeto de massa m localizado a distancia d do plano €

F =2mwGmp

Observe que esta expressdo ndo deve depender de d.
11. Se f for continua, mostre que

L Frwddzdy =4 =i an

12. Calcule limn™2 Y, Y

n—>" i=1j=1 VI + ni +]

13. O plano

corta o elipsoide s6lido

em dois pedacos. Encontre o volume do pedaco menor.



