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1 4 Derivadas Parciais

Os gréficos das fungdes de duas
variaveis sdo superficies que podem
assumir uma variedade de formatos,
incluindo sela ou estrada montanhosa.
Nesta localizagdo no sudeste de Utah
(Arco de Phipps), vocé pode ver um
ponto que é um minimo em uma
direcdo, mas um maximo em outra.
Essas superficies sao discutidas na
Secdo 14.7.

Stan Wagon, Macalester College

Até aqui tratamos o célculo de fungdes de uma tnica variavel. No entanto, no mundo real,
quantidades fisicas frequentemente dependem de duas ou mais varidveis, de modo que,
neste capitulo, focalizaremos nossa atencido em fungdes de varias varidveis e estenderemos
nossas ideias basicas do calculo diferencial para tais fungdes.
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14.1

CALCULO

Funcoes de Varias Variaveis

s

flx,y)

(a,b)

o

FIGURA 1

xX+y+1=0

fla,b)

FIGURA 2

Dominio de f(x, y)=———7—

Nesta secdo estudaremos as funcdes de duas ou mais varidveis sob quatro pontos de vista
diferentes:

= verbalmente (pela descricao em palavras)

= numericamente (por uma tabela de valores)
m algebricamente (por uma férmula explicita)
= visualmente (por um gréfico ou curvas de nivel)

I Funcides de Duas Variaveis

A temperatura 7 em um ponto da superficie da Terra em dado instante de tempo depende da
longitude x e da latitude y do ponto. Podemos pensar em 7 como uma fun¢do de duas varia-
veis x e y, ou como uma func¢do do par (x, y). Indicamos essa dependéncia funcional escre-
vendo T = f (x, y).

O volume V de um cilindro circular depende de seu raio e de sua altura &. De fato, sabe-
mos que V = mr*h. Podemos dizer que V é uma funcdo de r e de h, e escrevemos
V(r, h) = @r’h.

Definicio Uma funcio f de duas variaveis € uma regra que associa a cada par orde-
nado de ndmeros reais (x, y) de um conjunto D um unico valor real, denotado por
f(x, y). O conjunto D é o dominio de f ¢ sua imagem € o conjunto de valores possi-
veis de f, ou seja, { f (x, y)I(x, y) € D}.

Frequentemente escrevemos z = f (x, y) para tornar explicitos os valores tomados por f
em um ponto genérico (x, y). As varidveis x e y sdo variaveis independentes e z ¢ a varia-
vel dependente. [Compare com a notacdo y = f(x) para as fun¢des de uma tnica varidvel.]

Uma func¢do de duas varidveis é simplesmente aquela cujo dominio é um subconjunto de
R? e cuja imagem é um subconjunto de R. Uma maneira de visualizar essa fungio é pelo dia-
grama de setas (veja a Figura 1), no qual o dominio D € representado como um subconjun-
to do plano xy e a imagem € um conjunto de niimeros na reta real, mostrado como um eixo
z. Por exemplo, se f(x, y) representa a temperatura em um ponto (x, y) em uma placa de metal
chata com o formato de D, podemos pensar que o €ixo z € um termdmetro exibindo as tem-
peraturas registradas.

Se a funcdo f € dada por uma férmula e seu dominio ndo é especificado, fica subtendido
que o dominio de fé o conjunto de todos os pares (x, y) para os quais a expressdo dada for-
nece um nuimero real bem definido.

[EEINEN Para cada uma das seguintes funcdes, calcule (3, 2) e encontre o dominio.

ety +1
@F(x,y) = % ®) F(x,y) = xIn(? — x)
SOLUCAO
® (Y32l _ 6

3-1 2

A expressdo para f estd bem definida se o denominador for diferente de 0 e o nimero cuja
raiz quadrada serd extraida for ndo negativo. Portanto, o dominio de fé

D={(ylx+y+1=0x#1)}

A desigualdade x + y + 1 = 0, ou y = —x — 1, descreve os pontos que estdo na linha
y = —x — | ou acima dela, enquanto x # 1 significa que os pontos na linha x = 1 devem ser
excluidos do dominio. (Veja a Figura 2.)

(b) f(3,2)=3In(2?-=3)=3In1=0



Ja que In(y* — x) é definido somente quando y* —x > 0, isto é, x < y%, o dominio de
féD = {(x,y)| x < y*}. Isso representa o conjunto de pontos a esquerda da pardbola x = y*.
(Veja a Figura 3.) [

Nem todas as fun¢des podem ser representadas por férmulas explicitas. A funcao do pré-
ximo exemplo é descrita verbalmente e por estimativas numéricas de seus valores.

[EEITF Em regides com inverno severo, o indice de sensacdo térmica é frequentemente
utilizado para descrever a severidade aparente do frio. Esse indice W mede a temperatura
subjetiva que depende da temperatura real T e da velocidade do vento, v. Assim, W é uma fun-
¢do de T e de v, e podemos escrever W = f (T, v). A Tabela 1 apresenta valores de W com-
pilados pelo Servico Nacional de Meteorologia dos Estados Unidos e pelo Servigco
Meteorolégico do Canada.

TABELA 1 Indice de sensagdo térmica como funcio da temperatura do ar e velocidade do vento

Velocidade do vento (km/h)

v 5 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80

4 3 2 1 1 o -1| -1} -2 -2 -3
0| 2| 3| 4| 5| 6| —6| -7, =8| -9 —-9|-10
=5 -7 -9 |-11|—-12|—-12 | —-13 | —-14 | —-15| —16 | —16 | —17
—10| —13 | =15 | —17 | =18 | =19 | =20 | =21 | =22 | —23 | —23 | —24
—15|—-19| -21 | =23 | =24 | =25 | =26 | =27 | =29 | =30 | —30 | —31
—20| —24 | =27 | —29 | =30 | =32 | =33 | =34 | =35 | =36 | —37 | —38
—25|—30| —33 | -35| =37 | =38 | =39 | —41 | =42 | —43 | —44 | —45
—30| —36 | -39 | —41 | —43 | —44 | —46 | —48 | =49 | =50 | —51 | —52
—35| —41 | 45| —48 | —49 | =51 | =52 | =54 | =56 | =57 | =58 | —60
—40 | —47 | =51 | =54 | =56 | =57 | =59 | =61 | =63 | —64 | —65 | —67

Temperatura real (°C)

Por exemplo, a tabela mostra que, se a temperatura € —5 °C e a velocidade do vento,

50 km/h, entdo subjetivamente parecerd tdo frio quanto uma temperatura de cerca de —15 °C
sem vento. Portanto,

f(=5,50) = —15 [ |

[EEIGE] Em 1928, Charles Cobb e Paul Douglas publicaram um estudo no qual modela-
ram o crescimento da economia norte-americana durante o periodo de 1899-1922. Eles con-
sideraram uma vis@o simplificada da economia em que a saida da producgdo é determinada
pela quantidade de trabalho envolvido e pela quantidade de capital investido. Apesar de exis-
tirem muitos outros fatores afetando o desempenho da economia, o0 modelo mostrou-se bas-
tante preciso. A fung¢ao utilizada para modelar a producdo era da forma

(1] P(L,K) = bL*K'~“

onde P € a produgdo total (valor monetario dos bens produzidos no ano); L, a quantidade de
trabalho (ntimero total de pessoas-hora trabalhadas em um ano); e K, a quantidade de capi-
tal investido (valor monetdrio das maquinas, equipamentos e prédios). Na Secdo 14.3, mos-
traremos como obter a Equacdo 1 a partir de algumas hipéteses econdmicas.

Cobb e Douglas usaram dados econdmicos publicados pelo governo para construir a Tabe-
la 2. Eles tomaram o ano de 1899 como base e P, L e K foram tomados valendo 100 nesse
ano. Os valores para outros anos foram expressos como porcentagens dos valores de 1899.

Cobb e Douglas utilizaram o método dos minimos quadrados para ajustar os dados da
Tabela 2 a fungdo

(2] P(L, K) = 1,011°075K°%

DERIVADAS PARCIAIS 793

FIGURA 3
Dominio de f(x, y) = xIn(y*> — x)

0 Novo indice de Sensacao Térmica

Um novo indice de sensagdo térmica foi introduzido
em novembro de 2001 e é muito mais preciso que o
velho indice de medigdo de quanto frio se sente
quando esté ventando. O novo indice é baseado em
um modelo de quéo rapido um rosto humano perde
calor. Foi desenvolvido por meio de ensaios clinicos
nos quais voluntérios eram expostos a uma varie-
dade de temperaturas e velocidade do vento em
um tdnel de vento refrigerado.

TABELA 2

Ano P L K

1899 | 100 | 100 100
1900 | 101 | 105 107
1901 112 | 110 114
1902 | 122 | 117 122
1903 | 124 | 122 131
1904 | 122 | 121 138
1905 | 143 | 125 149
1906 | 152 | 134 163
1907 | 151 140 176
1908 | 126 | 123 185
1909 | 155 | 143 198
1910 | 159 | 147 208
1911 | 153 | 148 216
1912 | 177 | 155 226
1913 | 184 | 156 236
1914 | 169 | 152 244
1915 | 189 | 156 266
1916 | 225 | 183 298
1917 | 227 | 198 335
1918 | 223 | 201 366
1919 | 218 | 196 387
1920 | 231 | 194 | 407
1921 | 179 | 146 | 417
1922 | 240 | 161 431
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x*+y?=9

FIGURA 4
Dominio de g(x, y) =+/9 — x> — y?

FIGURA 5

X

FIGURA 6

(Veja o Exercicio 79 para detalhes.)
Se usarmos o modelo dado pela fungdo na Equagao 2 para calcular a produ¢do nos anos
de 1910 e 1920, obteremos os valores

P(147,208) = 1,01(147)°73(208)°% =~ 161,9
P(194, 407) = 1,01(194)°75(407)%% ~ 235.,8

que sdo muito préximos dos valores reais, 159 e 231.

A fungdo de producdo [ 1| foi usada posteriormente em muitos contextos, de empresas
individuais até questdes globais de economia. Ela passou a ser conhecida como funcio de
producio de Cobb-Douglas. Seu dominio é {(L, K)| L = 0, K = 0}, pois, como L ¢ K repre-
sentam mdo de obra e capital, ndo podem ser negativos. [

[0 Determine o dominio e a imagem de g(x, y) = /9 — x2 — y2.

SOLUCAO O dominio de g é
D={(xy]9—-x=y"=0={(xy[x*+y*<9}

que € o disco com centro (0, 0) e raio 3 (veja a Figura 4). A imagem de g é

{z\z=\/9—x2—y2,(x,y)€D}

Como z é a raiz quadrada positiva, z = 0. Da mesma forma, por causa de 9 — x> — y*< 9,
temos

STy =3

Assim, a imagem §é

{z]0 <sz=<3}=]0,3] [ ]

N Graficos

Outra forma de visualizar o comportamento de uma fun¢do de duas varidveis € considerar
seu grafico.

Definicdo Se fé uma fungéo de duas varidveis com dominio D, entdo o grafico de f¢é
o conjunto de todos os pontos (x, y, z) em R3 tal que z = f(x, ¥) e (x, y) pertenga a D.

Assim como o grifico de uma fungdo f de uma unica varidvel € uma curva C com equa-
¢do y = f(x), o grifico de uma funcao f com duas varidveis € uma superficie S com equagdo
z = f(x, y). Podemos visualizar o grafico S de f como estando diretamente acima ou abaixo
de seu dominio D no plano xy (veja a Figura 5).

@0 Esboce o grafico da fungio £ (x, y) = 6 — 3x — 2y.

SOLUGCAD O grafico de ftem a equagdo z = 6 — 3x — 2y, ou 3x + 2y + z = 6, que representa
um plano. Para desenharmos o plano, primeiro achamos as intersec¢des com os eixos. Colo-
cando y = z = 0 na equagdo, obtemos x = 2 como a intersec¢do com o eixo x. Da mesma
forma, a intersec¢cdo com y € 3 e a intersec¢do com z € 6. Isso nos permite esbocar a por¢ao
do gréfico pertencente ao primeiro octante na Figura 6. |

A fun¢do do Exemplo 5 € um caso especial da fungdo
fx,y)=ax+ by +c
e é chamada funcgao linear. O grafico de uma dessas func¢des tem a equacéo
z=ax + by +c¢ ou axt+by—z+c=0

e, portanto, é¢ um plano. Do mesmo modo que as fung¢des lineares de uma dnica varidvel sdo
importantes no calculo de uma varidvel, veremos que as fungdes lineares de duas varidveis
t€ém um papel central no cdlculo com muitas varidveis.

[EEEINN Esboce o grifico de g(x, y) = v9 — x2 — y2.



SOLUCAD O gréfico tem a equagdo z = /9 — x2 — y2. Elevando ao quadrado ambos os
lados da equacéo, obtemos z2 = 9 — x> — y?, ou x* + y* + z2 = 9, que reconhecemos como a
equacdo da esfera de centro na origem e raio 3. Mas, como z = 0, o gréfico de g é somente
a metade superior da esfera (veja a Figura 7). [ |

OBSERVACAO Uma esfera inteira nio pode ser representada por uma tnica func¢do de x
e y. Como vimos no Exemplo 6, o hemisfério superior da esfera x* + y*> + z2 = 9 é repre-
sentado pela fungdo g(x, y) = v/9 — x? — y2. O hemisfério inferior é representado pela fun-
¢do h(x,y) = —/9 — x? — y2.

[EEINEA Utilize o computador para tracar o grafico da funciio de produgio de Cobb-Dou-
glas P(L, K) = 1,01L%K%,

SOLUCAD A Figura 8 mostra o grafico de P para os valores de mio de obra L e capital K que
estdo entre 0 e 300. O computador utilizou os cortes verticais para desenhar a superficie.
Vemos a partir desses cortes que o valor da producao P aumenta com o crescimento de L ou
de K, como esperado.

FIGURA 8

S{AIFDE] Determine o dominio e a imagem e esboce o gréfico de h(x, y) = 4x* + y2.

SOLUCAD Observe que h(x, y) é definida para todos os possiveis pares ordenados de niimeros
reais (x, ¥) e seu dominio é R2, o plano xy todo. A imagem de /4 é o conjunto [0, ) de todos
o0s reais ndo negativos. [Observe que x> = 0 e y*> = 0, portanto h(x, y) = 0 para todo x e y.]

O gréfico de h tem a equacdo z = 4x*> + y?, que € o paraboloide eliptico que esbogamos
no Exemplo 4 na Se¢do 12.6. Os cortes horizontais sdo elipses e os cortes verticas sdo para-
bolas (veja a Figura 9).

FIGURA 9
Grifico de h(x, y) = 4x* + y*

Existem programas de computador desenvolvidos para tragar os graficos de fungdes de
duas varidveis. Na maioria desses programas, sdo desenhados os cortes nos planos verticais
x = key = k para os valores de k igualmente espacados, e as linhas do grafico que estariam
escondidas sdo removidas.

A Figura 10 mostra uma série de graficos de diversas fungdes, gerados por computador.
Observe que obtemos uma visdo melhor da funcdo quando a giramos de modo a olha-la por
diferentes pontos de vista. Nos itens (a) e (b) o grafico de f ¢ achatado e préximo do plano xy,
exceto perto da origem; isso se d4 porque ¢ *"’é muito pequeno quando x ou y é grande.

DERIVADAS PARCIAIS 795

X

FIGURA 7 -
Gréfico de g(x, y) =9 —x*—y?
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senx seny

(c) f(x, y)=senx +seny @ flx, = )

FIGURA 10

I Curvas de Nivel

Até aqui vimos dois métodos diferentes para visualizar fungdes: diagramas de flechas e grafi-
cos. Um terceiro método, emprestado dos cartégrafos, € um mapa de contorno, em que os pon-
tos com elevagdes constantes sdo ligados para formar curvas de contorno ou curvas de nivel.

Definicdo As curvas de nivel de uma funcgio f de duas varidveis sdo aquelas com
equagdo f (x, y) = k, onde k € uma constante (na imagem de f).

FIGURA 11 FIGURA 12
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Uma curva de nivel f (x, y) = k € o conjunto de todos os pontos do dominio de f nos quais Visual 14.1 A apresenta uma
o valor de f'é k. Em outras palavras, ela mostra onde o grafico de ftem altura k. animaggo da Figura 11 ao mostrar as curvas
Vocé pode ver na Figura 11 a relagdo entre as curvas de nivel e os cortes horizontais. As  de nivel sendo elevadas para os graficos
curvas de nivel f (x, y) = k sdo apenas cortes do grafico de £ no plano horizontal z = k pro-  d8s fungoes.
jetados sobre o plano xy. Assim, se vocé tragar as curvas de nivel da funcdo e visualizé-las
elevadas para a superficie na altura indicada, poderd imaginar o grafico da funcdo colocan-
do as duas informacdes juntas. A superficie serd mais inclinada onde as curvas de nivel esti-
verem mais proximas umas das outras. Ela serd um pouco mais achatada onde as curvas de
nivel estdo distantes umas das outras.
Um exemplo comum de curvas de nivel ocorre em mapas topograficos de regides monta-
nhosas, como o mapa da Figura 12. As curvas de nivel sdo aquelas em que a elevacio em rela-
¢do ao nivel do mar € constante. Se vocé andar sobre um desses contornos, nem descerd nem
subird. Outro exemplo comum € a fungdo temperatura apresentada no pardgrafo inicial desta
se¢do. Aqui as curvas de nivel sdo chamadas curvas isotérmicas e ligam localidades que tém
a mesma temperatura. A Figura 13 mostra um mapa de clima indicando as temperaturas
médias do més de janeiro. Isotérmicas sdo as curvas que separam as bandas destacadas.

FIGURA 13
Temperaturas médias ao nivel do mar
no més de janeiro, em graus Celsius

TARBUCK, EDWARD J.; TASA, DENNIS, ATMOSPHERE, THE:
AN INTRODUCTION TO METEOROLOGY , 11. ed.

© 2010. Impresso e reproduzido eletronicamente com
permissdo da Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ

[EEZNE] Um mapa de contorno para uma fungio f é mostrado na Figura 14. Use-o para s — 50—

estimar os valores de f (1, 3) e f (4, 5). /‘\ (‘\

SOLUCAO O ponto (1, 3) estd na parte entre as curvas de nivel cujos valores de z sdo 70 e 80. 4 / / / \ \

Estimamos que 3 F ( P\ /\
- R

Da mesma forma, estimamos que f4,5) =56 [ 1 \ 7({;0 > <6g 0

[ETEIET] Esboce as curvas de nivel da funcdo f (x, y) = 6 — 3x — 2y para os valores 0 ;\iv 3 4 5 x

k= —-6,0,6,12.

_ ) FIGURA 14
SOLUCAO As curvas de nivel sdo

6—3x—2y=k ou 3x+2y+(k—6)=0 y

Essa é uma familia de retas com inclinagcdo — 2 As quatro curvas de nivel particulares pedi-
dascomk = —6,0,6e 12sd03x + 2y — 12 =0,3x+2y —6 =0,3x + 2y =0e
3x + 2y + 6 = 0. Elas estdo esbocadas na Figura 15. As curvas de nivel sdo retas paralelas,
igualmente espacadas, porque o grafico de f'é um plano (veja a Figura 6).

< \=

NN\

[3TETZNEE Esboce as curvas de nivel da funcdo
¢

glx,y) =9 —x* — y? para k=0,1,2,3 FIGURA 15

Mapa de contorno de
flx,y)=6—3x—2y |
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FIGURA 16
Mapa de contorno de

gx, y) =v9—x*—y’

Visual 14.1B demonstra a conexao
entre as superficies e seus mapas de con-
torno.

FIGURA 17

O grifico de h(x, y) = 4x*+ y* +1
é formado levantando-se

as curvas de nivel.

300 +

200 +

100 +

FIGURA 18

SOLUCAO As curvas de nivel sdo

VO —x2—yr =k ou x>+ y2=9—k?

Essa é uma familia de circunferéncias concéntricas com centro em (0, 0) e raio /9 — k2. Os
casos k = 0, 1, 2, 3 sdo mostrados na Figura 16. Tente visualizar essas curvas de nivel ele-
vadas para formar uma superficie e compare com o grifico de g (um hemisfério) na Figura

7. (Veja a TEC Visual 14.1A.)
k=1
/ k=0
Qj (3,00 x

[ETEINEF Esboce algumas curvas de nivel da funcio h(x, y) = 42> + y* + 1.

SOLUCAD As curvas de nivel sdo

2 2
42+ + 1=k ou 1 o + J =1
k=1 k—1

que, para k > 1, descrevem uma familia de elipses com semieixos ;v/k — 1 e vk — 1. A
Figura 17(a) mostra um mapa de contorno de s desenhado por um computador. A Figura
17(b) apresenta essas curvas de nivel elevadas para o grafico de 4 (um paraboloide eliptico),
onde elas se tornam os cortes horizontais. Vemos na Figura 17 como o gréfico de & é mon-
tado a partir de suas curvas de nivel.

(a) Mapa de contorno (b) Cortes horizontais sdo curvas de nivel elevadas L

[ETEINEE] Trace as curvas de nivel da fungio de produgio de Cobb-Douglas do Exemplo 3.

SOLUCAO Na Figura 18 usamos o computador para desenhar um mapa de contorno da fun-
cdo de producdo de Cobb-Douglas

P(L, K) = 1,01L075K°35

As curvas de nivel sdo rotuladas com o valor da produ¢do P. Por exemplo, a curva de nivel
indicada com 140 mostra todos os valores da mdo de obra L e do capital de investimento K
que resultam em uma producdo de P = 140. Vemos que, para um valor fixo de P, L aumen-
ta e K decresce e vice-versa. L

Para alguns propdsitos, o mapa de contorno é mais util que um gréfico. Certamente isto
€ verdadeiro no Exemplo 13. (Compare a Figura 18 com a Figura 8.) Isso também ¢ verda-
deiro na estimativa dos valores da func¢do, como no Exemplo 9.
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A Figura 19 apresenta algumas curvas de nivel geradas por computador juntamente com
os graficos correspondentes. Observe que as curvas de nivel na parte (c) da figura aparecem
muito amontoadas perto da origem. Isso corresponde ao fato de o gréifico na parte (d) ser
muito ingreme perto da origem.

(a) Curvas de nivel de f(x, y) = —xye ™" (b) Duas vistas def(x, y) = —xye " "

3y —3y

FIGURA 19 (c) Curvas de nivel de f(x, y) = m d) flx,y) = m

I Funcdes de Trés ou Mais Variaveis

Uma func@o com trés variaveis, f, ¢ uma regra que associa a cada tripla ordenada (x, y, z)
em um dominio D C R?® um tdnico nimero real, denotado por f (x, y, z). Por exemplo, a tem-
peratura T em um ponto da superficie terrestre depende da latitude x e da longitude y do
ponto e do tempo ¢, de modo que podemos escrever T = f (x, y, 1).

[ETEINET] Encontre o dominio de fse
fG,y,2)=1In(z —y) + xysenz

SOLUCAO A expressdo para f (x, y, z) € definida enquanto z —y > 0, assim, o dominio de f ¢
D= {(x,y,2 ERlz>y}
Esse € um semiespaco que consiste em todos pontos que estdo acima do plano z = y.

E muito dificil visualizar uma funcdo de f de trés varidveis por seu gréfico, ja que ele esta-
ria em um espaco de quatro dimensdes. No entanto, obtemos certo conhecimento de f ao exa-
minar suas superficies de nivel, que sdo aquelas com equagdes f (x, y, z) = k, onde k é uma
constante. Se o ponto (x, y, z) move-se ao longo de uma superficie de nivel, o valor
f(x, y, 2) permanece fixo.

[E@IITEE Encontre as superficies de nivel da fungdo.

foy,2)=x+y +22
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FIGURA 20

CALCULO

xX’+y?+z2=9

X+y*+z2=4

Ay =1

SOLUCAO As superficies de nivel sdo x> + y* + 72 = k, onde k = 0. Elas formam uma fami-
lia de esferas concéntricas com raio k. (Veja a Figura 20.) Assim, enquanto (x, y, z) varia
sobre qualquer esfera com centro O, o valor de f (x, y, z) permanece fixo. [ |

Fungdes com qualquer nimero de varidveis podem ser consideradas. Uma fun¢io com
n variaveis é uma regra que associa um nimero z = f (xj, X2, . . . , X,) a uma n-upla
(x1, X2, . . ., x,) de nimeros reais. Denotamos por R" o conjunto de todas essas n-uplas. Por
exemplo, se uma companhia usa n ingredientes diferentes na fabricacdo de um produto ali-
menticio, ¢; € o custo por unidade do i-ésimo ingrediente e x; unidades do ingrediente sio
usadas; entdo o custo total C dos ingredientes é uma funcdo das n variaveis xi, xa, . . . , X!

E] C=f X, X...,%)=ciX1 + coxa + -+ +cux,

A funcdo de f é de valor real cujo dominio € um subconjunto de R". Por vezes, usamos
uma notagdo vetorial para escrever estas fungdes de maneira mais compacta: Se X = {(xi, x2,
..., Xn), frequentemente escrevemos f (x) no lugar f (xi, xa, . . . , X,). Com essa notag¢do, pode-
mos reescrever a funcdo definida na Equagdo 3 como

fx)=c-x

onde ¢ = {ci, ¢, ..., ) € € - X denota o produto escalar dos vetores ¢ € X em V..

Em vista da correspondéncia de um-para-um entre os pontos (xi, x», . . . , X,) em R” e seus
vetores posi¢do X = (X1, X, . . . , X,) em V,, temos trés maneiras de ver uma fung¢do f defini-
da em um subconjunto de R":

1. Como uma funcio de n varidveis reais xi, Xz, . . . , Xu
2. Como uma funcdo de um unico ponto n-dimensional (xi, X, . . . , X,)
3. Como uma fungdo de um dnico vetor n-dimensional X = {x1, X2, . . . , X»)

Veremos que todos os trés pontos de vista sdo uteis.

(‘%= Exercicios

No Exemplo 2 consideramos a funcdo W = f (T, v), onde W era

o indice de sensacio térmica, T € a temperatura real, e v € a ve-

locidade do vento. A representacéio numérica foi fornecida pela

Tabela 1.

(a) Qual € o valor de f(—15, 40)? Qual € o seu significado?

(b) Descreva em palavras o significado da questdo “Para quais
valores de v € verdade que f(—20, v) = —30?”. Em seguida,
responda a questao.

(c) Descreva o significado da questdo “Para quais valores de
T é verdade que f (T, 20) = —497”. Em seguida, responda a

questao.

(d) Qual o significado da fungdo W = f(—5, v)? Descreva seu
comportamento.

(e) Qual o significado da fungdo W = f (T, 50)? Descreva seu
comportamento.

O indice I de temperatura-umidade (ou simplesmente humidex)
¢é a temperatura aparente do ar quando a temperatura real é 7' e
a umidade relativa é h, de modo que podemos escrever
I = f(T, h). A tabela seguinte com valores de / foi extraida de
uma tabela do Environment Canada.

E necessdrio usar uma calculadora grifica ou computador

TABELA 3

Temperatura aparente como fungdo da temperatura e da umidade

Umidade relativa(%)

h 20 30 40 50 60 70

20 20 20 20 21 22 23

25 25 25 26 28 30 32

30 30 31 34 36 38 41

Temperatura real (°C)

35 36 39 42 45 48 51

40 43 47 51 55 59 63

(a) Qual € o valor de (35, 60)? Qual é o seu significado?

(b) Para que valor de h temos f (30, h) = 367

(c) Para que valor de T temos f (T, 40) = 427

(d) Quais sdo os significados das fungdes I = f (20, h) e
I = f (40, h)? Compare o comportamento dessas duas fun-
coes de h.

1. As Homeworks Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



Velocidade do vento (km/h)

Um fabricante modelou sua func¢do P da produg¢@o anual (o valor
monetdrio de toda a produgdo em milhdes de délares) como uma
func¢do de Cobb-Douglas

P(L, K) = 1,47L*5K*%

onde L € o nimero de horas trabalhadas (em milhares) e K é o
capital investido (em milhdes de délares). Encontre P(120, 20)
e interprete-o.

Verifique se, para a fungdo de producio de Cobb-Douglas

P(L, K) = 1,01L°7K*%
discutida no Exemplo 3, a produgéo dobrara se as quantidades de
trabalho e a de capital investido forem dobradas. Determine se
isso também ¢é verdade para uma func¢do de produgdo genérica

P(L, K) = bLK'~*

Um modelo para a drea da superficie de um corpo humano é
dado pela fungdo

S = f(w, h) = 0,109104540725

onde w € o peso (em libras), & € a altura (em polegadas) e S é
medida em pés quadrados.

(a) Encontre £ (160, 70) e interprete-a.

(b) Qual € sua prépria drea de superficie?

O indicador de sensagéo térmica W discutido no Exemplo 2 foi
modelado pela seguinte fungdo:

W(T, v) = 13,12 + 0,6215T — 11,37v%1® + 0,3965Tv"'¢

Verifique quao préximo este modelo estd dos valores da Tabela
1 para alguns valores de T'e v.

A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do

vento v e do tempo ¢ durante o qual o vento se manteve naquela

intensidade. Os valores da fung@o & = f(v, t), dados em metros,

sdo apresentados na Tabela 4.

(a) Qual € o valor de £ (80, 15)? Qual € o seu significado?

(b) Qual o significado da funcdo & = f (60, 1)? Descreva seu
comportamento.

(c) Qual o significado da funcdo h = f (v, 30)? Descreva seu
comportamento.

Duragdo (horas)

v 4 5 10 15 20 30 40 50
20 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6
30 1,2 1,3 1,5 1,5 1,5 1,6 1,6
40 1,5 2,2 24 2,5 2,7 2,8 2,8
60 2,8 4,0 4,9 52 5,5 5,8 59
80 4,3 6,4 1,7 8,6 9,5 | 10,1 | 10,2

100 5.8 89 | 11,0 | 12,2 | 13,8 | 14,7 | 153
120 74 | 11,3 | 144 | 16,6 | 19,0 | 20,5 | 21,1

Uma empresa fabrica caixas de papeldo de trés tamanhos: pe-
quena, média e grande. O custo é de $ 2,50 para fabricar uma

10.

1.

12.
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caixa pequena, $ 4,00 para uma caixa média e $ 4,50 para uma

caixa grande. Os custos fixos sdo de $ 8.000.

(a) Expresse o custo da fabricagdo de x caixas pequenas, y cai-
xas médias e z caixas grandes como uma fungéo de trés va-
ridveis: C = f(x, y, 2).

(b) Encontre f (3 000, 5 000, 4 000) e interprete-a.

(c) Qual o dominio de f?

Seja g (x, y) = cos (x + 2y).
(a) Calcule g(2, —1).

(b) Determine o dominio de g.
(c) Determine a imagem de g.

Seja F(x,y) = 1 + /4 — %

(a) Calcule F (3,1).

(b) Determine e esboce o dominio de F.
(c) Determine a imagem de F.

Sejafix,y,2) = Vx +y + Vz +In(4 — x> — y* = 7).
(a) Calcule f (1, 1, 1).
(b) Determine o dominio de f.

Sejaglx,y,2) =xy?z /10 —x —y — z
(a) Calcule g(1, 2, 3).
(b) Determine o dominio de g.

13-22 Determine e esboce o dominio da funcéo.

13.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

fy) =Vx+y u. f(xy) = Vay
fe,y) =IO -x=9>) 16 f(x,y) =)
[y =VI=x -1y

foey) =y +V25 =¥ =y
Vy = x%

fy) = =75

f(x,y) = arcsen(x® + y*> — 2)
foy, ) =JyT—x2—yr—2*

fx,y,2) =1In(16 — 4x> — 4y> — 7?)

23-31 Esboce o gréfico da fungdo.

2. fx,y)=1+y 2. f(x,y)=2—x

25. f(x,y) =10 —4x — 5y 2. f(x,y)=¢e"

21. f(x,y)=y*+1 28. f(x,y) =1+ 2x*+ 2y?

29, f(x,y) =9 —x*—9y? 30. f(x,y) = 4x2 + y?

N flxy) = VF— 47—y

32. Faca uma correspondente entre a funcdo e seu grafico (identifi-

cado por I-VI). Justifique sua escolha.
@ f(x,y) = Ixl + Iyl (0) f(x, y) = lxyl

©f(xy) = T+ 2+, D f@y) ==y

©fy) =@=y? () f (x, y) =sen(lx| + |y])
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33. Um mapa de contorno de uma fung¢do f é apresentado. Use-o
para estimar os valores de f (—3, 3) e f (3, —2). O que vocé pode
dizer sobre a forma do grafico?

ol

1

~
e

~ |
\

TN

0
N ]
\\\\\—//

—1

AR

L1
—1 107

— ‘

1/1/ 30

34. Um mapa de contorno da pressdo atmosférica na América do
Norte € mostrado em 12 de agosto de 2008. Nas curvas de nivel
(chamadas isobdricas) a pressdo é indicada em milibares (mb).
(a) Estime a pressdo em C (Chicago), N (Nashville), S (Sdo

Francisco) e V (Vancouver).
(b) Em quais desses lugares os ventos eram mais fortes?

35. As curvas de nivel (isotérmicas) sdo mostradas para a tempera-
tura da dgua (em °C) em Long Lake (Minnesota) em 1998 como

uma funcdo de profundidade e da época do ano. Estime a tempe-
ratura do lago em 9 de junho (dia 160) em uma profundidade de
10 m e em 29 de junho (dia 180) em uma profundidade de 5 m.

\12 16 20

e 8
s 5T
=l
= 20
S e
E 104
2
Ay

15+ 8

120 160 200 240 280
Dia de 1998

36. Dois mapas de contorno sdo mostrados na figura. Um € de uma
fung@o f cujo grafico é um cone. O outro € de uma fungao g cujo
gréfico € um paraboloide. Qual é qual? Por qué?

/(N V7
\S2

37. Localize os pontos A e B no mapa da Montanha Solitdria (Fi-

gura 12). Como vocé descreveria o terreno perto de A? E perto
de B?

1

38. Facaum esbogo de um mapa de contorno da fungéo cujo grafico
estd mostrado.

———

i

=
A
=2
=

=)

/‘,‘

e

T —
IR
XA
A2
IR
R
oS
S
=

39-42 Um mapa de contorno de uma fung¢io é mostrado. Use-o para
fazer um esboco do gréfico da f.

39.

Y




a.

43-50 Faca o mapa de contorno da fungdo mostrando vdrias curvas

de nivel.
8. f,y) =@ -2 " fy)=x—y
5. flx,y) =+x+y 6. f(x,y)=In(>+ 4
41. f(x,y) = ye' 48. f(x,y) =ysecx

49

f(x7 )’) = Vy2 - X2 50. f(x, y) = y/(x2 + y2)

51-52 Faca o esboco do mapa de contorno e do gréifico da funcio e

compare-os.
5. f(x,y) = x>+ 9? 52. f(x,y) = /36 — 9x2 — 4y?
53. Uma placa fina de metal, localizada no plano xy, tem tempera-

tura 7(x, y) no ponto (x, y). As curvas de nivel de T sdo chama-
das isotérmicas porque todos os pontos em uma dessas curvas

* ”A\\\\\\\\\\f‘

IR
74 \\"////},\\\\\\\\\\\\\\\“‘\«‘
444

U
\Wll

O ONEA
Y% 0&@)&;/
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tém a mesma temperatura. Faca o esbo¢o de algumas isotérmi-
cas se a fungdo temperatura for dada por

Ttr, y) 100

XY =

Y 14+ 2y

54. Se V(x,y) é o potencial elétrico em um ponto (x, y) no plano xy,
entdo as curvas de nivel de V sdo chamadas curvas equipoten-
ciais, porque em todos os pontos dessa curva o potencial elé-
trico é o mesmo. Esboce algumas curvas equipotenciais de

V(x,y) = ¢/4/r? — x? — y?, onde ¢ é uma constante positiva.

55-58 Utilize um computador para tracar o grafico da func¢éo usando
vérios dominios e pontos de vista. Imprima a que, em sua opinido,
oferece a melhor visdo. Se seu programa também produz curvas de
nivel, trace o mapa de contorno da mesma func¢éo e compare.

[
1]

55. f(x,y) =x)*—x° (sela do macaco)
56. f(x,y) =xy’— yx’ (sela do cachorro)
57. flix,y) = e W (sen(x?) + cos(y?))

58. f(x,y) =cosxcosy

59-64 Faga uma correspondéncia entre a fungdo (a) e seu grafico
(indicado por A-F a seguir), (b) e seus mapas de contorno (indicado
por I-VI). Justifique sua escolha.

59. z = sen (xy) 60. z=¢e"cosy
61. z=sen(x —y) 62. z=senx—seny
X—y
63. z=(1—x)(1 —)* 64 :=——"—
z=0 -1 -y S

N 200N
W) \11" ‘ "‘ /:‘:;{/

N
IR
7

1




804 CALCULO

v

ﬁ,

|

|

X

|

|

VAANA N K

|

65-68 Descreva as superficies de nivel da fungao.
65. f(x,y,2)=x+ 3y + 5z

66. f(x,y,2) = x>+ 3y + 572

67. fx.y,2) =y +2

68. f(x,y,2)=x—y"—2

69-70 Descreva como o grafico de g € obtido a partir do grafico de f.

69. (2)g(x,y) =f(x,y) +2
©) glx, y) = =f(x,y)

0. (@) glx,y) =f(x—2,)
©gxy)=fx+3,y—4)

(b)glx,y) = 2f(x, y)
dgx,y) =2 = fxy)

®) glx, y) =f(x,y +2)

71-72 Utilize um computador para tragar o grifico da funcgio
usando vérios dominios e pontos de vista. Imprima aquela que apre-
sente melhor os “picos e vales”. Vocé acha que essa funcio tem um
valor maximo? Vocé poderia identificar os pontos do grifico corres-
pondentes aos “mdximos locais”? E aos “minimos locais”?

N f(x,y)=3x—x*—4y>— 10xy

2. f(x,y) =xye

73-74 Utilize um computador para tragar o grifico da fungdo
usando vérios dominios e pontos de vista. Comente o comporta-
mento da fungdo no limite. O que acontece quando x e y se tornam
muito grandes? O que acontece quando (x, y) se aproxima da ori-
gem?

x+y
x>+ y2

Xy
x*+ y2

3. flx,y) = 1. f(x,y) =

A4 75. Use um computador para investigar a familia de fungdes

f(x,y) = e, De que maneira a forma do grifico depende de ¢?

m Limites e Continuidade

7= 6.

A 1.

@ 78.

79.

N
IGNIT

Use um computador para investigar a familia de superficies
z = (ax* + byz)e’xz”'2
Como a forma do grafico depende dos nimeros a e b?

Use um computador para investigar a familia de superficies
z = x* + y* + cxy. Em particular, vocé deve determinar os va-
lores de transi¢do de ¢ para os quais a superficie muda de um
tipo de superficie quadrica para outro.

Faca o grifico da funcdo
[l y) = x> +y?
flxy) = e
[ y) = Inyx? +y?
Fey) = sen(v/x +757)

1
e f(%ﬁzﬁ

Em geral, se g(¢) ¢ uma fun¢@o de uma varidvel, como obter o
gréfico de

fxy) = g(Vx> +y7)
a partir do gréfico de g?

(a) Mostre que, tomando logaritmos, a fun¢do geral de Cobb-
-Douglas P = bL*K'~® pode ser expressa como

P L
In—=Inb+ aln—
K K

(b) Se deixarmos x = In(L/K) e y = In(P/K), a equagdo no item
(a) torna-se a equagdo linear y = ax + In b. Use a Tabela 2
(no Exemplo 3) para fazer a tabela dos valores de In(L/K) e
In(P/K) para os anos 1899-1922. Em seguida, use uma cal-
culadora grafica ou o computador para encontrar a linha de
regressdo dos quadrado minimos pelos pontos (In(L/K),
In(P/K)).

(c) Deduza que a funcdo de producdo de Cobb-Douglas é P =
1,011075K0%5,

Vamos comparar o comportamento das fungdes

fl,y) =

sen(x? + y?)
xZ

2 _ .2

(x,y) = R
e X,
yz g\x, y 2 yz

quando x e y se aproximam de 0 [e, portanto, o ponto (x, ¥) se aproxima da origem].
As Tabelas 1 e 2 mostram valores de f (x, y) e g(x, y), com precisdo de trés casas deci-
mais, para pontos (x, y) préximos da origem. (Observe que nenhuma das funcdes estd defi-

nida na origem.)



TABELA 1 Valores de f (x, y)
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TABELA 2 Valores de g(x, y)

N[ -0 -05 | -02 )| 0 0,2 0,5 1,0 N [ 10 | 05 | —0.2 0 0,2 0.5 1,0
—1,0 | 0455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455 -1,0 | 0,00| 0,600 0923| 1,000 | 0923| 0,600 0,000
=05 ] 0,759 | 0,959 | 0,986 | 0,990 | 0,986 | 0,959 | 0,759 —0,5 | —0,600 | 0,000| 0,724| 1,000 0,724 | 0,000 | —0,600
—0,2 | 0,829 | 0,986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829 —0,2 | —0923 | -0,724 | 0,000 | 1,000 0,000 | —0,724 | —0,923
0 | 0841 | 0990 | 1,000 1,000 | 0,990 | 0,841 0 | —1,000|—1,000 | —1,000 ~1,000 | —1,000 | —1,000
02 | 0,829 | 0,986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829 02 | —0,923 | —0,724| 0,000 | 1,000 | 0,000 | —0,724 | —0,923
0,5 | 0,759 | 0,959 | 0,986 | 0,990 | 0,986 | 0,959 | 0,759 0,5 | —0,600| 0,000 0,724 | 1,000 0,724 | 0,000 | —0,600
1,0 | 0455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455 1,0 | 0,000/ 0,600 0,923| 1,000 0,923 | 0,600| 0,000
Parece que, quando (x, y) se aproxima de (0, 0), os valores de f (x, y) se aproximam de 1,
ao passo que os valores de g(x, y) ndo se aproximam de valor algum. Essa nossa observagao
baseada em evidéncias numéricas estd correta, € podemos escrever
i sen(x? + y?) ) xr =yt
lim —————=1 e im ———— ndo existe
(=00  x°+y (x.y)—=0.0 x~ +y
Em geral, usamos a notacio
lim x,y) =1L
(x,y)—(a, b) f( y)
para indicar que os valores de f (x, y) se aproximam do nimero L a medida que o ponto
(x, y) se aproxima do ponto (a, b) ao longo de qualquer caminho que esteja no dominio de f.
Em outras palavras, podemos fazer os valores de f (x, y) tdo proximos de L quanto quisermos
tornando o ponto (x, y) suficientemente préoximo do ponto (a, b), mas ndo igual a (a, b). Uma
definicdo mais precisa é a seguinte:
m Definicao Seja fuma fun¢do de duas variaveis cujo dominio D contém pontos ar-
bitrariamente préximos de (a, ). Dizemos que o limite de f (x, y) quando (x, y) tende
a (a, b) é L e escrevemos
lim x,y) =1L
(x, )= (a, b) f( y)
se para todo nimero & > 0 houver um nimero correspondente de 6 > 0 tal que
se(x,y)) ED e 0<(x—aP+(y—5b?2<§ entio |f(x,y) —L|<e
Outras notagdes para o limite da Definicdo 1 sdo
lim f(x,y) = L e fx,y) =L as (x,y) = (a, b)
G
Observe que |f (x, y) — L| corresponde a distincia entre os nimeros f(x, y) e L, e
V(x — a)? + (y — b)? é a distancia entre o ponto (x, y) e o ponto (a, b). Assim, a Defini¢io
1 diz que a distancia entre f (x, y) € L pode ser feita arbitrariamente pequena se tomarmos a
y z z
L+e
(x, ) L ———
| @ ;
(a.b) f Lre ||
|
0 X L—¢ | : :
|
X0} i D8 y
X
(a,b)

FIGURA 1 FIGURA

2
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FIGURA 5

distancia de (x, y) a (a, b) suficientemente pequena (mas ndo nula). A Figura 1 ilustra a Defi-
nicdo 1 por meio de um diagrama de setas. Se qualquer intervalo pequeno (L — &, L + &)
for dado em volta de L, poderemos encontrar um disco Ds com o centro em (a, b) e raio 6 >
0 tal que f mapeia todos os pontos em D; [exceto, possivelmente, (a, b)] no intervalo
(L— &, L+ ¢).

Outra ilustracdo da Definicdo 1 é dada na Figura 2, onde a superficie S é o grafico de f.
Se & > 0 for dado, podemos achar 6 > 0 tal que se (x, y) for restrito ao disco D; e
(x, ¥) # (a, b), entdo a parte correspondente de S fica entre os planos horizontais z = L — &
ez=L+ e

Para as func¢des de uma unica varidvel, quando fazemos x tender a a, s6 existem duas
direcdes possiveis de aproximagdo: pela esquerda ou pela direita. Lembremos a partir do
Capitulo 2 que se lim,— .~ f (x) # lim, .+ f (x), entdo lim, ., f (x) ndo existe.

Ja para as fungdes de duas varidveis essa situagdo ndo € tdo simples porque existem infi-
nitas maneiras de (x, y) se aproximar de (a, b) por uma quantidade infinita de direcdes e de
qualquer maneira que se queira (veja a Figura 3), bastando que (x, y) se mantenha no domi-
nio de f.

A Definicao 1 diz que a distancia entre f (x, y) e L pode ser feita arbitrariamente peque-
na se tomarmos a distancia de (x, y) para (a, b) suficientemente pequena (mas ndo nula). A
defini¢do refere-se somente a distdncia entre (x, y) e (a, b). Ela ndo se refere a direcdo da
abordagem. Portanto, se o limite existe, f (x, y) deve se aproximar do mesmo valor-limite,
independentemente do modo como (x, y) se aproxima de (a, b). Assim, se acharmos dois
caminhos diferentes de aproximagdo ao longo dos quais f (x, ¥) tenha limites diferentes,
segue entdo que limg y) — @, » f (%, y) ndo existe.

Se f (x, y) — L, quando (x, y) — (a, b) ao longo do caminho C, e f (x, y) — L, quan-
do (x, y) — (a, b) ao longo do caminho C,, com L; # L,, entdo limy,y) — @ 5 f (X, ¥)
ndo existe.

2 2

. X ~ .
[EETI0EN Mostre que  lim —yz ndo existe.

(x)—0.0 x* + y
SOLUCAD Seja f (x, y) = (x* — y?)/(x*> + y?). Primeiro vamos considerar (0, 0) ao longo do
eixo x. Entdo y = 0 dd f (x, 0) = x*/x? = 1 para todo x # 0, portanto

flx,y)y—1 quando (x, ¥) — (0, 0) ao longo do eixo x

Agora vamos nos aproximar ao longo do eixo y, colocando x = 0. Entéo
2

f0,y) = )2) = —1 para todo y # 0, portanto
y
f(x,y) — —1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y

(veja a Figura 4). Como ftem dois limites diferentes ao longo de duas retas diferentes, o limite
ndo existe. (Isso confirma a conjectura que fizemos com base na evidéncia numérica no ini-
cio desta secdo.) |

IEETENF Se f(x, y) = xy/(x* + y?), serd que GJim o f (x, y) existe?
SOLUCAD Sey = 0, entdo f (x, 0) = 0/x?> = 0. Portanto,

fx,y)—0 quando (x, ¥) — (0, 0) ao longo do eixo x
Se x = 0, entdo f (0, y) = 0/y* = 0, portanto

fx,y)—0 quando (x, ) — (0, 0) ao longo do eixo y

Apesar de termos encontrado valores idénticos ao longo dos eixos, ndo podemos afirmar que
o limite exista e seja 0. Vamos agora nos aproximar de (0, 0) ao longo de outra reta; por
exemplo, y = x. Para todo x # 0,

x? 1

f) ==

x>+ xr 2



Portanto fx,y) %% quando (x,y) — (0,0) ao longode y = x

(Veja a Figura 5.) Como obtivemos valores diferentes para o limite ao longo de caminhos
diferentes, podemos afirmar que o limite dado ndo existe. |

A Figura 6 nos d4 uma ideia do que acontece no Exemplo 2. A cumeeira que ocorre
acima da reta y = x corresponde ao fato de que f (x, y) = % para todos os pontos (x, y) dessa
reta, exceto na origem.

FIGURA 6

Xy

fix,y) = x2+y2

2
EEENE Se f(x,y) = %, serd que lim  f(x,y) existe?
X y

x,y)—(0,0)

SOLUCAO Com a Solug¢do do Exemplo 2 em mente, vamos tentar economizar tempo dei-
xando (x, y) — (0, 0) ao longo de qualquer reta ndo vertical através da origem. Tomemos
y = mx, onde m € a inclinacdo da reta e

x(mx)  omx®  omx
x2+ (mx)* 2+ mt 1+ m*?

Jxy) = f(x, mx) =

Portanto fx,y)—0 quando (x,y) — (0, 0) ao longo de y = mx

Logo, f tem o mesmo limite ao longo de qualquer reta nao vertical que passe pela origem.
Mas isso ainda ndo garante que o limite seja 0, pois, se tomarmos agora (x, y) — (0, 0) ao
longo da pardbola x = y?, teremos
2 2 4
gy =y oy 1
fey) =f(G%y) O+ 2 2
Portanto f (x, y) %% quando (x, y) = (0, 0) ao longo de x = y?

Como caminhos diferentes levaram a resultados diferentes, o limite nio existe. [

Vamos agora olhar o caso em que o limite existe. Como para a fungdo de uma tnica varia-
vel, o cédlculo do limite de fungdes com duas varidveis pode ser muito simplificado usando-
-se as propriedades dos limites. As Propriedades do Limite listadas na Secdo 2.3, no Volume
I, podem ser estendidas para as funcdes de duas varidveis: o limite da soma € a soma dos
limites; o limite do produto é o produto dos limites; e assim por diante. Em particular, as
seguintes equagdes sdo verdadeiras:

(2] lim x=a lim y=1b lim c¢=c
(x.y)—>(a, b) (x.y)—>(a, b) (x,y)—>(a, b)
O Teorema do Confronto também vale.

2

3
IO Ache lim  ———2— se existir.

)00 x>+ y

SOLUCAD Como no Exemplo 3, podemos mostrar que o limite ao longo de uma reta qualquer
que passa pela origem € 0. Isso ndo prova que o limite seja 0, mas o limite ao longo das para-
bolas y = x*> e x = y* também obtemos o limite 0, portanto comeg¢amos a suspeitar que o
limite existe e é igual a 0.

DERIVADAS PARCIAIS 807

A Figura 7 mostra o gréfico da funcdo do
Exemplo 3. Observe a cumeeira sobre a pa-

FIGURA 7
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Outro modo de resolver o Exemplo 4 é pelo
Teorema do Confronto em vez de usar a
Definicdo 1. De | 2 | segue que

(,t,%gl(O, 0) 3‘_))‘ = O

e, portanto, a primeira desigualdade em
mostra que o limite dado € 0.

Seja € > 0. Queremos encontrar 6 > 0 tal que

3x?
se 0<4/x?2+y2 <48 entio Tyz—o <eg
X

y

. 3x?
ou seja, se 0<+x*+y? <0 entdo % <e
Xty

Mas x> < x* + y>uma vez que y*> = 0, portanto x*/(x*> + y*) < 1 e, assim,

2
@ 3x—|y‘$3|y|=3\/)7$3\/x2+y2

x? + y?

Dessa forma, se escolhermos 6 = &/3 e fizermos 0 < 4/x2 + y2 < §, teremos

3x%y

-0
x2+y2

<3/x7 F 2 <36=3<§> —

Logo, pela Definic¢do 1,
3x%y

lim ———5=0 [
=00 x> +y

N Continuidade

Lembremo-nos de que o célculo de limites de fun¢des continuas de uma udnica varidvel é
facil. Ele pode ser obtido por substituicio direta, porque, pela definicdo de fungdo continua,
lim, -, f (x) = f (a). Funcdes continuas de duas varidveis também sdo definidas pela pro-
priedade da substituicdo direta.

E] Definicdo Uma fungdo f de duas varidveis € dita continua em (a, b) se

lim f(x,y) = f(a, )

(x,y)—(a. b)

Dizemos que f é continua em D se f for continua em todo ponto (a, b) de D.

O significado intuitivo de continuidade é que, se o ponto (x, y) varia por uma pequena
quantidade, o valor de f (x, y) variard por uma pequena quantidade. Isso quer dizer que a
superficie que corresponde ao grafico de uma fungéo continua ndo tem buracos ou rupturas.

Usando as propriedades de limites, podemos ver que soma, diferenca, produto e quo-
ciente de funcdes continuas sdo continuos em seus dominios. Vamos usar esse fato para dar
exemplos de fungdes continuas.

Uma funcéo polinomial de duas variaveis (ou simplesmente polindmio) ¢ uma soma de
termos da forma cx™y", onde ¢ é uma constante e m e n sdo nimeros inteiros nao negativos.
Uma funcao racional ¢ uma razdo de polindmios. Por exemplo,

fG,y)=x*+ 532+ 6xy* — Ty + 6

€ um polindmio, ao passo que

_ 2xy+ 1
g(x’ y) - .XZ + yz

¢ uma funcio racional.

Os limites em [2] mostram que as fungdes f (x, y) = x, g(x, y) = y e h(x, y) = ¢ s@o con-
tinuas. Como qualquer polindmio pode ser obtido a partir das fungdes f, g e i por multipli-
cacdo e adicdo, segue que fodos os polindmios sdo fungdes continuas em R?. Da mesma
forma, qualquer funcio racional é continua em seu dominio, porque ela é o quociente de fun-
¢des continuas.

EERE Calcule( %in(ll ) (x%y* — x%y? + 3x + 2y).
X, y)—>(l,



SOLUCAD Como f (x, y) = x*y* — x*y? + 3x + 2y € um polindmio, ela é continua em qual-
quer lugar, portanto podemos calcular seu limite pela substitui¢do direta:

lim (3 —x)2+3x+2) =122 - 13.2243-14+2-2=11

(x, »)—(1,2)

[ ]
xz _ y2

G0N Onde a fungdo f(x,y) = g é continua?
X y

SOLUCAD A funcdo f € descontinua em (0, 0), pois ela ndo estd definida nesse ponto. Como
f € uma funcdo racional, ela é continua em seu dominio, o que corresponde ao conjunto
D = {(x, Y)|(x, y) # (0, 0)}. [ |

BEEOE Seja

=Y e (xy) # (0,0
glx,y) =4 x> +y?
0 se (x,y) = (0,0)

Aqui g estd definida em (0, 0), mas g ainda é descontinua porque lim y— 0 g(x, y) ndo
existe (veja o Exemplo 1). [

Seja
3x%y
0 se (x,y) =(0,0)
Sabemos que /¢ continua para (x, y) # (0, 0), uma vez que ela € uma funcéo racional definida
nessa regido. Do Exemplo 4, temos que

se (x,y) # (0,0)
flxy) =

2

. . X
lim f(x,y)= lim Z—yz
(5.3)—(0.0) x3)—=0.0 x>+ y

=0 =£(0,0)

Portanto f é continua em (0, 0) e, consequentemente, continua em [R2. |

Como para as fun¢des de uma varidvel, a composicdo € outra maneira de combinar fungdes
continuas para obter outra também continua. De fato, pode ser mostrado que, se f é uma fun-
¢do continua de duas varidveis e g € uma fun¢do continua de uma tnica varidvel definida na
imagem de f, a fungdo composta 2 = g ° f definida por h(x, y) = g( f (x, y)) também & continua.

[EEENE] Onde a fungdo A(x, y) = arctg(y/x) é continua?

SOLUGAD A fungdo f (x, y) = y/x é racional e, desse modo, continua em todo lugar, exceto sobre
aretax = 0. A fungdo g(r) = arctg ¢ é continua em toda parte. Logo, a funciio composta

g(f (x, y)) = arctg(y/x) = h(x, y)

¢ continua, exceto onde x = 0. O desenho da Figura 9 mostra a ruptura existente no gréafico
da fungéo & acima do eixo y. [ |

I Funcdes de Trés ou Mais Variaveis

Tudo o que fizemos até aqui pode ser estendido para as funcdes com trés ou mais varidveis.
A notagdo
lim X, y,z) =1L
(x,,2)=>(a, b, 0) f( Y )

significa que os valores de f (x, y, z) se aproximam do nimero L a medida que o ponto
(x, , 2) se aproxima do ponto (a, b, ¢) ao longo de qualquer caminho que esteja no dominio
de f. Como a distincia entre dois pontos (x, y, z) € (a, b, ¢) em R3 é dada por
V& —a)?+ (y — b)? + (z — ¢)?, podemos escrever a defini¢dio precisa da seguinte forma:
para todo nimero & > 0 existe um nimero correspondente § > 0 tal que

se (x, y,7) estino dominiode fe 0 < \/(x —a)2+ (y — b)2+ (z — )2 < &

| f(x,y,2) = L| <e

entiao
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A Figura 8 mostra o gréfico da funcdo con-
tinua do Exemplo 8.
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FIGURA 8

FIGURA 9
A funcdo h(x, y) = arctg (y/x)
¢é descontinua, onde x = 0.
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A fung@o f é continua em (a, b, ¢) se

lim ,¥,2) = f(a, b,
o Am fly2) = flabo)
Por exemplo, a fungdo

1

x2+y2+22—1

fl,y,2) =

é uma fungdo racional em trés varidveis, e portanto é continua em todo ponto de R3, exceto
onde x2 + y* + z2 = 1. Em outras palavras, é descontinua na esfera com o centro na origem
e raio 1.

Se usarmos a notacgdo vetorial introduzida no fim da Secdo 14.1, poderemos escrever as
defini¢des de limite para as funcdes de duas ou trés varidveis de uma forma compacta, como
a seguir.

5] Sefé definida em um subconjunto D de R", entdo limy—.f(x) = L significa que
para todo nimero &€ > 0 existe um nimero correspondente § > 0 tal que

sexEDel0<|x—al|l <d,entdo |[f(x) — LI <e

Observe que se n = 1, entdo x = x e a = a e | 5] é exatamente a definicdo do limite para as
fungdes de uma tnica varidvel. Para o caso n = 2, temos x = {(x, y), a = (a, b)
e|x —a|=+/(x —a)> + (y — b)2, de modo que [5]se torna a Defini¢do 1. Se n = 3, entdo
X ={x,y,2),a=(a,b,c), e|5]éa defini¢io de limite de uma funcfo de trés varidveis. Em
cada caso, a defini¢do de continuidade pode ser escrita como

m Exercicios

lim £(x) = f(a)

1. Suponha que lim, -3, 1 f (x, ¥) = 6. O que podemos dizer do
valor de f (3, 1)? E se a func@o f for continua?

2. Explique por que cada fun¢do é continua ou descontinua.
(a) A temperatura externa como funcio da latitude, da longitude
e do tempo.
(b) A altura acima do nivel do mar como fungédo da longitude, da
latitude e do tempo.
(c) O custo da tarifa do tdxi como funcdo da distancia percor-
rida e do tempo gasto.

3-4 Utilize uma tabela de valores numéricos de f (x, y) para (x, y)
perto da origem para conjecturar sobre o limite de f (x, y) quando
(x, y) — (0, 0). Em seguida, explique por que sua conjectura estd
correta.
2,3 3,2
3 flxy) = xy2+x—yS
—xy

2xy

1. -
flxy) x*+ 2y?

5-22 Determine o limite, se existir, ou mostre que o limite ndo
existe.

5. lim : (5x° — %y?) 6. lim e ™ cos(x +y)

(x,»)—(1,2 (x,y)—(1, =1)

. 1+ y2
8. lim In| V——
(x,3)—(1,0) x° + xy

E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

4 — xy

1. lim ————
xy—2n x° + 3y

A

9 lim Ealn'l 10. lim x° +sen’y
=00 x7 + 2y? Cn—0.0 2%+ y?
Xy COS y . Xy —y
M e 37+ 57 LR Pt
(x,y)—0,0 3x~ + y (=10 (x D2+ y
13, lim ——2— 14. lim oyt
@y=0.0 /x2 +y? ey =00 x* + y?
2yeY 2 can?
; xye . x“sen’y
15. lim —Ff—— 16. lim ——
wy=00 x* + 4y? 0.0 x> + 2y?
17.  lim x 18. lim A
C =00 X2y H =1 =00 x4 P
i 2 . Xy + yz
19. lim e’ tg(x 20. lim _
(x5, = (m 6.1 gbz) (57,9000 x* + y* + z?
xy + yz* + xz* 2
2. yry 2. y

m S 5 i lim e —
(x3.9—000 x>+ y>+ z* (5.9—0.0.0 x> + 4y + 97?

23-24 Utilize um grafico feito por computador para explicar por que
o limite ndo existe.

2x? + 3xy + 4y? . xy?

23. . lim ———
3x? + 5y x)—0,0 x* + y°

(x,3)—(0,0)

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



25-26 Determine h(x, y) = g(f(x, ¥)) e o conjunto no qual / € continua.

5. g =2+ f, y)=2x+3y—6

fly) = —2

26. g&t)=1t+Int, —_—
9) n 1+xy

27-28 Trace o gréfico da fungdo e observe onde ela é descontinua.
Em seguida, utilize a férmula para explicar o que vocé observou.

1

28. f(x, y) = ﬁ

21. f(x,y)=e"”
X y

29-38 Determine o maior conjunto no qual a funcio € continua.

29. F(x,y) = # 30. F(x,y) = cos m
e
1+ x>+y? ot e
N Fwy) =TT a7 32. H(x,y) =
1 —x*— -
33. G(x,y) =In(x*+y*— 4)
8. Glx,y)=tg ' (x+»?
35. f(x,y,z) = arcsen (x> + y* + 7)
36. f(x y,2) = mlnz
# (0,0
37. flx,y) =1 2x° + S s (ky)# (0,0
se (x,y) = (0,0)
,y) # (0,0
3. f(x,y) =1’ +xy+ se (x,y) # (0,0)
se (x,y) = (0,0)

«['%<} Derivadas Parciais
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39-41 Utilize coordenadas polares para determinar o limite. [Se
(r, ) sdo as coordenadas polares do ponto (x, y) com r = 0, observe
que r — 0* quando (x, y) — (0, 0).]

x+y?

39.
(0.0 X2+ y?
40. . }1m % + y*) In(x* + y?)
. e =1
N, lim ————
=00 x*+y
42. No inicio desta secio consideramos a funcéo
) _ sen(x” + y?)
f (x7 y ) - xz + yz
e conjecturamos que f'(x, y) — 1 quando (x, y) — (0, 0) com base
em evidéncias numéricas. Utilize coordenadas polares para com-
provar o valor do limite. Em seguida, faga o grifico da fung@o.
43. Trace o grifico e analise a continuidade da fungdo
sen xy 20
se xy
fey) =9 xy
) 1 se xy =0
44. Seja
_JOsey<Oory=ux*
flx {1 se0 <y<x*
(a) Mostre que f(x, y) — 0 quando (x, y) — (0, 0) por qualquer ca-
minho da forma y = mx® passando por (0, 0) com a < 4.
(b) Independentemente do item (a), mostre que f é descontinua
em (0, 0).
(c) Mostre que f¢é descontinua em duas curvas inteiras.
45. Mostre que a fungdo f dada por f (x) = |x| é continua em R".
[Dica: Considere |x — a|>= (x — a) - (x — a).]
46. Se c € V,, mostre que a fun¢do fdada por f(x) = ¢ - x é conti-

nua em R”.

Em um dia quente, a umidade muito alta aumenta a sensagdo de calor, ao passo que, se o ar
estd muito seco, temos a sensacio de temperatura mais baixa que a indicada no termometro.
O Servigo Meteorolégico do Canadd introduziu o humidex (ou indice de temperatura-umi-
dade) para descrever os efeitos combinados da temperatura e umidade. O humidex / € a tem-
peratura aparente do ar quando a temperatura real for 7 e a umidade relativa for H. Desse
modo, / é uma funcdo de T e H e podemos escrever I = f (T, H). A tabela de valores de [ a
seguir € a parte de uma tabela compilada pelo Servico Meteoroldgico.

Umidade relativa (%)

T ) 40 | 45 50 | 55 60 | 65 70 | 75 80
26 28 28 29 31 31 32 33 34 35
28 31 32 33 34 35 36 37 38 39
Temperatura | 30 34 35 36 37 38 40 41 42 43
1
(r% 32 | 37 | 38 | 39 | 41 | 42 | 43 | 45 | 46 | 47
34 41 42 43 45 47 48 49 51 52 '!'ABELA 1
36 43 45 47 48 50 51 53 54 56 Indice de calor I como fungﬁo da
temperatura e umidade
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Se nos concentrarmos na coluna assinalada da tabela que corresponde & umidade relati-
va de H = 60%, estaremos considerando o humidex como uma func¢do de uma tinica varia-
vel T para um valor fixado de H. Vamos escrever ¢(T) = f (T, 60). Entdo, g(T) descreve como
0 humidex / aumenta a medida que a temperatura real 7 aumenta quando a umidade relativa
€ 60%. A derivada de g quando 7 = 30 °C ¢ a taxa de variag@o de / com relagdo a T quando
T=30°C:

g(30 + h) — ¢(30) — lim f(30 + h, 60) — (30, 60)
h h—0 h

g'(30) = lim

Podemos aproximar seu valor usando a Tabela 1 e tomando & = 2 e —2:

g(32) — g(30) _ f(32,60) — f(30,60) 42 —38
2 N 2 2

g'(30) = 2
9(28) — g(30) _ f(28,60) — £(30,60) _ 35 — 38 _

'(30) ~
g'(30) - - >

1,5

Calculando a média desses valores, podemos dizer que a derivada g'(30) € aproximadamen-
te 1,75. Isso significa que, quando a temperatura real € 30 °C e a umidade relativa € 60%, a
temperatura aparente (humidex) aumenta cerca de 1,75 °C para cada grau que a temperatu-
ra real sobe.

Olhemos agora para a linha sombreada da Tabela 1, que corresponde a temperatura fixa
de 7 = 30 °C. Os numeros nesta linha sdo valores da funcdo G(H) = f (30, H), que descreve
como o humidex aumenta a medida que a umidade relativa H aumenta quando a temperatu-
rareal € T = 30 °C. A derivada dessa fung@o quando H = 60% ¢ a taxa de variag@o de / com
relacdo a H quando T = 60%:

G'(60) = lim 60+ W) — G60) _ . f(30.60 + h) — f(30. 60)

h—0 h h—0 h

Tomando & = 5 e —5, aproximamos o valor de G'(60) usando os valores tabelados:

G(65) — G(60) _ f(30,65) — f(30,60) _ 40 — 38 _

'(60) =~
G'(60) 5 5 5

0,4

G(55) — G(60) _ f(30,55) — £(30,60) _ 37 — 38 _

G'(60) =
(60) -5 =5 -5

0,2

Ao calcularmos média desses valores, obtemos a estimativa G'(60) = 0,3. Isso nos diz que,
quando a temperatura € de 30 °C e a umidade relativa € de 60%, o humidex aumenta em cerca
de 0,3 °C para cada ponto percentual que a umidade relativa aumenta.

Em geral, se f € uma funcdo de duas varidveis x e y, suponha que deixemos somente x
variar enquanto mantemos fixo o valor de y, por exemplo, fazendo y = b, onde b é uma cons-
tante. Estaremos entdo considerando, realmente, uma fun¢do de uma Unica varidvel x, a
saber, g(x) = f(x, b). Se g tem derivada em a, nés a chamaremos derivada parcial de f em
relacdo a x em (a, b) e a denotaremos por fi(a, b). Assim,

[1] fda, b) = g'(a) onde g(x) = f(x, b)

Pela definicdo de derivada, temos

gla + h) — ga)

g'a) = lim h

e assim a Equacdo 1 torna-se

= ﬁ((a’b)zlig(l) f(a+h’l;l)—f(a,b)




Da mesma forma, a derivada parcial de f em relacio a y em (a, b), denotada por f,(a, b),
é obtida mantendo-se x fixo (x = a) e determinando-se a derivada em b da funcdo

G(y) = f(a, y):

(3] f(a, b) = lim f(“’bJrf;l)—f(a,b)

Com essa notacdo para as derivadas parciais, podemos escrever as taxas de variacdo do
humidex I com relacdo a temperatura real 7 e umidade relativa H quando 7 = 30 °C e
H = 60% como segue:

£1(30, 60) =~ 1,75 fu(30, 60) = 0,3

Se agora deixamos o ponto (a, b) variar nas Equagdes 2 e 3, f e f; se tornam fungdes de
duas varidveis.

@ Se fé uma fung@o de duas varidveis, suas derivadas parciais sdo as funcoes f; e
[ definidas por

flx+hy) — flx,y)
h

filx,y) = lim

_ o fey +h) = flxy)
.ﬁ’(x’ )’) - ’lll_r}?) h

Existem diversas nota¢des alternativas para as derivadas parciais. Por exemplo, em vez
de f., podemos escrever f; ou D; f (para indicar a derivacdo em relagdo a primeira variavel)
ou Jf/dx. Mas aqui df/dx ndo pode ser interpretada como uma razio de diferenciais.

Notacdes para as Derivadas Parciais  Se z = f (x, y), escrevemos
of J Jz
Fley) =fi=2o = fey) = =fi=Dif = Df
ax ox ax
aof d 0z
Ly =fi=——=—f(y)=——-=fL=D:f =Df
dy 9y dy

Para calcularmos as derivadas parciais, tudo o que temos a fazer é nos lembrarmos, a par-
tir da Equagdo 1, que a derivada parcial com relag@o a x é a derivada ordindria da funcio g
de uma unica varidvel obtida mantendo-se fixo o valor de y. Entdo, temos a seguinte regra.

Regra para Determinar as Derivadas Parciais de z = f(x, y)

1. Para determinar f,, trate y como uma constante e derive f (x, y) com relacio a x.

2. Para determinar f,, trate x como uma constante e derive f (x, y) com relacdo a y.

EEGEENER Se f(x, y) = x* + x%° — 2y?, encontre £,(2, 1) e £,(2, 1).

SOLUCAO Mantendo y constante e derivando em relagdo a x, obtemos
S, y) = 322 + 2xy?

e, assim, f2,1)=3-2242-2-13=16

Mantendo x constante e derivando em relagdo a y, obtemos

filx,y) = 3x2y* — 4y
£2,1)=3-22-12—4-1=38 -

DERIVADAS PARCIAIS
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FIGURA 1

As derivadas parciais de f em (a, b)
sdo as inclinag¢des das retas tangentes

aC, eC..

FIGURA 2

X

FIGURA 3

FIGURA 4

FIGURA 5

BN Interpretacdes das Derivadas Parciais

Para darmos uma interpretagdo geométrica para as derivadas parciais, lembremo-nos de que
a equagdo z = f (x, y) representa uma superficie S (o gréifico de f). Se f (a, b) = ¢, entdo o
ponto P(a, b, c) estd em S. Ao fixar y = b, estamos restringindo nossa atencao a curva Cj, na
qual o plano vertical y = b intersecciona S. (Em outras palavras, C, é o corte de S no plano
y = b.) Dessa maneira, o plano vertical x = a intersecciona S em uma curva C,. As curvas
C, e C;, passam pelo ponto P (Veja a Figura 1.)

Observe que a curva C; é o grifico da funcio g(x) = f (x, b), de modo que a inclinagdo
da tangente T} em P € g'(a) = fda, b). A curva C, é o grifico da fun¢do G(y) = f(a, y), de
modo que a inclinagdo da tangente 7> em P € G'(b) = fi(a, b).

Entdo, as derivadas parciais fi(a, b) e f,(a, b) podem ser interpretadas geometricamente
como as inclinagdes das retas tangentes em P(a, b, ¢) aos cortes C, e C, de S nos planos
y=bex=a.

Como vimos no caso da fun¢do humidex, as derivadas parciais podem ser interpretadas
como taxas de variacdo. Se z = f (x, y), entdo dz/dx representa a taxa de variacdo de z com
relacdo a x quando y é mantido fixo. Da mesma forma, dz/dy representa a taxa de variacio
de z em relacdo a y quando x é mantido fixo.

SEANENF Sef(x,y) =4 — x2— 2y determine fi(1, 1) e fy(1, 1) e interprete esses nimeros
como inclinacdes.

SOLUCAD Temos
Slx, y) = —2x S, y) = —4y
f(l,1)= -2 £, 1)=—4

O gréfico de fé o paraboloide z = 4 — x*> — 2y, e o plano vertical y = 1 intercepta-o na para-
bolaz =2 — x%, y = 1. (Como na discussdo anterior, rotulamos C; na Figura 2.) A inclina-
¢do da reta tangente a essa pardbola no ponto (1, 1, 1) é fi(1, 1) = —2. Da mesma forma, a

curva C, na qual o plano x = 1 intercepta o paraboloide é a pardbola z = 3 — 2%,
x = 1, e a inclinagdo da reta tangente em (1, 1, 1) é £, (1, 1) = —4. (Veja a Figura 3.)

A Figura 4 nos mostra o grafico desenhado pelo computador correspondente a Figura 2.
O item (a) exibe o plano y = 1 interceptando a superficie para formar a curva C), e o item
(b) mostra C; e T,. [Usamos as equagdes vetoriais r(f) = (¢, 1, 2 — ) para C, e
r(t) = (1 + ¢, 1,1 — 2¢) para T;.] Do mesmo modo, a Figura 5 corresponde a Figura 3.




0, 3}
EEEUH se flx,y) = sen< al ), calcule —fe—f
1+y ox dy

SOLUCAO Usando a Regra da Cadeia para fungdes de uma variavel, temos

af X a9 X by 1
—— = cos c— = Cos .

ax 1+y ax \1+y 1+y 1+y
of by d X X X
—— = cos - — = —cos . 5
ady 1 +y ay \ 1 +y I +y (I +y

[EEEI0NN Determine 9z/0x e dz/dy se z é definido implicitamente como uma funcio de x e
y pela equagdo

B+y+ 2+ 6xyz =1

SOLUCAO Para determinarmos dz/0x, diferenciando implicitamente em rela¢do a x, tomando
o cuidado de tratar y como constante:

d d
32+ 32 4 6yz + 6xy—Z= 0
ox 0x

Resolvendo essa equacdo para dz/dx, obtemos

9z x’+2yz

ox 2% + 2xy

Da mesma forma, derivando implicitamente em relacdo a y, temos
9z y? + 2xz

- = —
dy 22 + 2xy

I Funcdes de Mais de Duas Variaveis

As derivadas parciais também podem ser definidas para func¢des de trés ou mais varidveis.
Por exemplo, se f ¢ uma func¢do de trés varidveis x, y e z, entdo sua derivada parcial em rela-
¢do a x € definida como

fx+ hy, z) — flx,y,z2)
h

filx,y,2) = lim

e é determinada olhando-se y e z como constantes e derivando f (x, y, z) em relacdo a x. Se
w = f(x,y, 2), entdo f, = dw/dx pode ser interpretada como a taxa de variacdo de w com
relacdo a x quando y e z s3o mantidos fixos. Entretanto, ndo podemos interpreti-la geome-
tricamente porque o grafico de f pertence ao espago de dimensdo quatro.

Em geral, se u € uma fungdo de n varidveis, u = f (xy, x2, . . . , X,), sua derivada parcial
em relacdo a i-ésima varidvel x; é

du_ S, o X, X+ Ry Xivry oy %) — (X1, Xy ey X))
ox;  h—0 h

e podemos também escrever

MLy —f=Df

ax,- N (')xl-

[EGETENE Determine £, f, e fose f(x, y, 2) = e¥In z.

SOLUCAOD Mantendo y e z constantes e derivando em relacdo a x, temos

fi=ye¥Inz

Da mesma forma, fi=xe¥Inz e = L

DERIVADAS PARCIAIS
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Alguns sistemas de computacao algébrica

podem tracar superficies definidas por

equagdes implicitas com trés varidveis. A
Figura 6 mostra o desenho da superficie
definida implicitamente pela equagdo do

Exemplo 4.

FIGURA 6

il
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I Derivadas de Ordem Superior

Se fé uma funcdo de duas varidveis, suas derivadas parciais f; e f; sdo funcdes de duas varia-
veis, de modo que podemos considerar novamente suas derivadas parciais ( fo)x (fo)y, (fi)s
e ( fy)y, chamadas derivadas parciais de segunda ordem de f. Se z = f (x, y), usamos a
seguinte notagao:

(Fe = fu = fi =%<§_§> s
(ﬁc)y=ﬂy=ﬁz=aiy<§_£> A5

Portanto, a notagéo f,, (ou 9%7/dy dx) significa que primeiro derivamos com relacéo a x e
depois em relacdo a y, ao passo que no célculo de f;, a ordem ¢ invertida.

Determine as derivadas parciais de
m
f(x, V) =X+ x2y3 - 2y2

SOLUCAOD No Exemplo 1, descobrimos que
Jilx, y) = 307 + 2xy? Six,y) = 3x%y? — 4y
Portanto,

d d
fam e (20 =6r £ 20y = (07 207) = 607

9 Jd
S = o (3x%y? — 4y) = 6xy> Sy = oy (Bx?y? — 4y) = 6x%y — 4 mmm
x y

AFigura 7 mostra o gréfico da fungao f'do
Exemplo 6 e os gréaficos de suas derivadas
parciais de primeira e segunda ordens para
—2<x<2,—2<y= 2 0bserve que esses
gréaficos sdo consistentes com nossas
interpretacdes de f; e f, como inclinagdes das
linhas das tangentes para os cortes do grafico
de f. Por exemplo, o gréfico de f decresce se
comegarmos em (0, —2) e nos movemos na
direcdo x positiva. Isso é refletido nos valores
negativos de f.. Vocé deveria comparar 0s
gréficos de £ e fi, com f; para ver as relagdes.

FIGURA 7 f. f,
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f.\i\‘ f xy = f yx f yy

Observe que f,, = f;x no Exemplo 6. Isso ndo € s6 uma coincidéncia. As derivadas parciais
mistas fiy € f;x sd0 iguais para a maioria das fun¢des que encontramos na pratica. O préximo
teorema, do matemadtico francés Alexis Clairaut (1713-1765), fornece condi¢des sob as quais
podemos afirmar que f,, = f,.. A demonstragao é feita no Apéndice F.

Clairaut

Teorema de Clairaut Suponha que f seja definida em uma bola aberta D que contenha

o ponto (a, b). Se as funcdes f,, e f,, forem ambas continuas em D, entio Alexis Clairaut foi uma crianga prodigio na

area da matematica: aos 10 anos leu o texto
fola, b) = f.(a, b) de calc_ulo de IHospltaI,_e aos 13 apresentou
um artigo sobre geometria na Academia
Francesa de Ciéncias. Aos 18 anos, Clairaut

Derivadas parciais de ordem 3 ou maior também podem ser definidas. Por exemplo, publicou Recherches sur les courbes & double
courbure, o primeiro tratado sistematico em
9 (:)Zf 33f geometria analitica tridimensional, em que
Sy = (fy)y = 5 oy ox = oy ax incluiu o calculo de curvas espaciais.
e usando o Teorema de Clairaut podemos mostrar que fi,, = fyxy = fi)« S€ essas funcdes forem
continuas.
[EEIENER Calcule fiy. se f(x, y, 2) = sen(3x + y2).
SOLUCAO fo = 3 cos(3x + yz)
foo = —9sen(3x + yz)
foo = —9zcos(3x + yz)
foe = =9 cos(3x + yz) + 9yz sen(3x + yz) ]

I Equacdes Diferenciais Parciais

As derivadas parciais ocorrem em equagoes diferenciais parciais que exprimem certas leis
fisicas. Por exemplo, a equacido diferencial parcial

P Fu_
ox? ay?
€ denominada equacao de Laplace em homenagem a Pierre Laplace (1749-1827). As solu-

¢oOes dessa equacgdo sdo chamadas func¢oes harmonicas ¢ sao muito importantes no estudo
de conducio de calor, escoamento de fluidos e potencial elétrico.

0

2N HNER Mostre que a funcao u(x, y) = e* sen y € solug¢do da equacao de Laplace.

SOLUCAO Primeiro calcularemos as derivadas parciais necessdrias de segunda ordem:

U, =e*seny Uy, = e*cosy
Uy = e'seny Uy, = —e‘seny
Assim, Ue T Uy = e'seny — e‘seny = 0
Portanto u satisfaz a equagdo de Laplace. [
A equaciao da onda
*u , 0°u
S B
ar? ax?

descreve o movimento de uma onda, que pode ser do mar, de som, luminosa ou se movendo
em uma corda vibrante. Por exemplo, se u(x, f) representa o deslocamento da corda vibran-
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u(x, t)

—
FIGURA 8

FIGURA 9
Forg¢a do campo magnético da Terra

FIGURA 10
Segunda derivada vertical
do campo magnético

te de violino no instante 7 e a distdncia x de uma das extremidades da corda (como na Figu-
ra 8), entdlo u(x, t) satisfaz a equagdo da onda. A constante a depende da densidade da corda
e da tensdo aplicada nela.

2EHEIEN Verifique se a fungdo u(x, f) = sen(x — at) satisfaz a equacdo de onda.

SOLUCAO u, = cos(x — at) u, = —a cos(x — ar)
Uy = —sen(x — ar) u; = —a’sen(x — at) = a’u,
Entdo u satisfaz a equagdo de onda. |

As equagdes diferenciais parciais que envolvem as funcdes de trés varidveis também sdo
muito importantes na ciéncia e na engenharia. A equagio tridimensional de Laplace é

E 0’u 0’u ’u
FYCILEP IR
ax dy 0z

e um lugar em que ocorre € na geofisica. Se u(x, y, z) representa a for¢a do campo magnéti-
co na posicao (x, y, z), entdo ela satisfaz a Equacado 5. A forga do campo magnético indica a
distribuicdo de minerais ricos em ferro e reflete diferentes tipos de rochas e a localizagdo de
falhas. A Figura 9 mostra um mapa de contorno do campo magnético da Terra, que foi regis-
trado de uma aeronave transportando um magnetometro que voava a 200 m acima da super-
ficie do solo. O mapa de contorno € intensificado pela codificaciio por cores das regides entre
as curvas de nivel.

-
a

A Figura 10 mostra um mapa de contorno para a derivada parcial de segunda ordem de u na
direcdo vertical, ou seja, u... Verifica-se que os valores das derivadas parciais u.. € u,, sdo
mensurados de maneira relativamente facil a partir de um mapa do campo magnético. Entio
os valores de u,, podem ser calculados a partir da equacdo de Laplace [5].
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I A Funcdo de Producéo de Cobb-Douglas

No Exemplo 3 da Secdo 14.1 descrevemos o trabalho de Cobb e Douglas na modelagem da
producdo total P de um sistema econdmico como fun¢do da quantidade de trabalho L e do
capital investido K. Usaremos agora as derivadas parciais para mostrar como a forma parti-
cular desse modelo deriva de certas hip6teses que eles fizeram sobre a economia.

Se a func¢do de producdo é denotada por P = P(L, K), a derivada parcial dP/dL € a taxa
de variacdo da produgdo em relacdo a quantidade de trabalho. Os economistas chamam isso
de produ¢do marginal em relacéo ao trabalho, ou produtividade marginal do trabalho. Da
mesma forma, a derivada parcial dP/0K € a taxa de variacao da producdo em relagdo ao capi-
tal investido, e é denominada produtividade marginal do capital. Nesses termos, as hipé-
teses feitas por Cobb e Douglas podem ser enunciadas da seguinte forma:

(i) Se ou o trabalho ou o capital se anulam, o mesmo acontece com a produgao.

(ii) A produtividade marginal do trabalho é proporcional & quantidade de producao por uni-
dade de trabalho.

(iii) A produtividade marginal do capital € proporcional a quantidade de produg¢ado por uni-
dade de capital.

Como a produgdo por unidade de trabalho é P/L, a hipdtese (ii) diz
ap _ P

= aq—
oL L

para alguma constante «. Se mantivermos K constante (K = Kj), entdo essa equacdo dife-
rencial parcial se transforma na equacao diferencial ordindria:

@ dpP P
2 =
dL L
Se resolvermos essa equacdo diferencial separdvel pelos métodos da Secdo 9.3 (veja também
o Exercicio 85), obteremos

P(L, Ko) = C](K())Lu

Observe que escrevemos a constante C; como funcdo de K, porque ela pode depender do
valor de Kj.
Analogamente, a hipétese (iii) diz que

b _ P
oK K

e podemos resolver essa equagdo diferencial obtendo

P(Ly, K) = Cy(Lo)KP?
Comparando as Equagdes 7 e 8, temos
@ P(L, K) = bL*KP

onde b é uma constante independente de L e K. A hipétese (i) mostraque o« > 0e 3 > 0.
Observe que, pela Equacdo 9, se o trabalho e o capital sdo ambos aumentados por um fator
m, temos

P(mL, mK) = b(mL)*(mK)? = m**PbL*KP = m**BP(L, K)

Se o + B = 1, entdo P(mL, mK) = mP(L, K), o que significa que a producdo também é
aumentada pelo fator m. Essa € a razdo pela qual Cobb e Douglas supuseram que o« + 8 = 1,
portanto,

P(L,K) = bL*K'™«
Essa € a fun¢do de producdo de Cobb-Douglas, discutida na Se¢do 14.1.
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m Exercicios

1.

Velocidade do vento (km/h)

A temperatura 7 (em °C)de uma localidade do Hemisfério Norte

depende da longitude x, da latitude y e do tempo ¢, de modo que

podemos escrever T = f(x, y, ). Vamos medir o tempo em horas

a partir do inicio de janeiro.

(a) Qual o significado das derivadas parciais d7/dx, dT/dy e
aT/or?

(b) Honolulu tem longitude de 158° W e latitude de 21° N. Su-
ponha que as 9 horas em 1° de janeiro esteja ventando para
noroeste uma brisa quente, de forma que a Oeste e a Sul o ar
esteja quente e a Norte e Leste o ar esteja mais frio. Vocé es-
peraria que f, (158, 21, 9), f; (158, 21, 9) e f: (158, 21, 9) fos-
sem positivos ou negativos? Explique.

No inicio desta se¢@o discutimos a fungdo I = f (T, H), onde / era
o humidex; 7, a temperatura; e H, a umidade relativa. Utilize a
Tabela 1 para estimar fr (34, 75) e fu (34, 75). Quais sdo as in-
terpretacdes praticas desses valores?
O indice de sensacdo térmica W é a temperatura sentida quando
a temperatura real é T e a velocidade do vento, v. Portanto, po-
demos escrever W = f (T, v). A tabela de valores a seguir foi ex-
traida da Tabela 1 da Se¢do 14.1.
Velocidade do vento (km/h)
g T v 20 30 40 50 60 70
TE —10 —18 —20 —21 —-22 —-23 —23
—
) -15 | 24 | —26 | —27 | 29 | =30 | =30
<
e
é —20 —30 —-33 —34 -35 —-36 —37
B -25 | —37 | -39 | —41 | —42 | —43 | —44
(a) Estime os valores de fr (—15, 30) e fo(—15, 30). Quais sdo as
interpretagdes praticas desses valores?
(b) Em geral, o que se pode dizer sobre o sinal de dW/aT e
aW/av?
(c) Qual parece ser o valor do seguinte limite?
. oW
lim —
v—>%  Jp
A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do

vento v e do tempo ¢ durante o qual o vento se manteve naquela
intensidade. Os valores da fun¢do i = f (v, t) sdo apresentados
na seguinte tabela.

Duragdo (horas)

v 4 5 10 15 20 30 40 50

20 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6

30 1,2 1,3 1,5 1,5 1,5 1,6 1,6

40 1,5 2,2 24 2,5 2,7 2,8 2,8
60 2,8 4,0 4,9 52 5,5 5,8 59
80 43 6,4 1,1 8,6 9,5 | 10,1 | 10,2
100 5.8 89 | 11,0 | 12,2 | 13,8 | 14,7 | 153
120 74 | 11,3 | 144 | 16,6 | 19,0 | 20,5 | 21,1

E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

(a) Qual o significado das derivadas parciais dh/dv e dh/dt?

(b) Estime os valores de f,(80, 15) e fi(80, 15). Quais s@o as in-
terpretacdes praticas desses valores?

(c) Qual parece ser o valor do seguinte limite?

5-8 Determine os sinais das derivadas parciais da func¢do f cujo gra-
fico estd mostrado.

5 (@f(1,2) () £(1,2)

6. (@f(—1.2) b f(—1.2)

1. @fu(—1,2) (®) fi(—1,2)

8 (@/f(1,2) (b) fo(—1,2)

9.  As seguintes superficies, rotuladas a, b e ¢, sdo graficos de uma

fungdo fe de suas derivadas parciais f; e f;. Identifique cada su-
perficie e dé razdes para sua escolha.

E necessério usar um sistema de computaco algébrica



10. Um mapa de contorno de uma funcdo f é apresentado. Utilize-
-0 para estimar f(2, 1) e f,(2, 1).

/ y / /
3
0 /
_5 6 8
14

e
iZinkn/s%

1. Sef(x,y) = 16 — 4x> — y?, determine f; (1, 2) e f, (1, 2) e inter-
prete esses nimeros como inclinagdes. [lustre ou com um es-
bogo a mio ou utilizando o computador.

10 /

| 12

12. Sef(x,y) = /4 — x? — 4y?, determine f.(1, 0) e f,(1, 0) e in-
terprete esses nimeros como inclinagdes. [lustre ou com um es-
boco a méo ou utilizando o computador.

13-14 Determine f; e f, e faca os gréficos f, f e f, com dominios e

pontos de vista que lhe permitam ver a relag@o entre eles.

13. f(x,y) = x%? 14. f(x,y) =

1+ x%?

15-40 Determine as derivadas parciais de primeira ordem da fungao.

15. f(x,y) =y — 3xy 16. f(x,y) = x*y> + 8x%y
17. f(x,f) = e 'cos mx 18. f(x,H) = xInt
19. z=(2x + 3" 20. z =tgxy
2. flx,y) =X 2 f(r,y) = —X
y (x +y»
2. flxy) =B by % 0= 2
cx +dy u+ v’
2%, g(u,v) = W — V3 2. f(x, 1) = arctg(x/7)
2]. w=senacosp 28. f(x,y)=x"

29. F(x,y) = [ cos (¢) dr 30. F(a,p) = [N+ Ldr
3. f(x,y,2) =xz — 5x% 32. f(x,y,2) =xsen(y —2)
33 w=In(x+ 2y + 3z2) 3. w = zeV

35. u = xysen '(yz) 36. u = x"

31. h(x,y,z, 1) = x*y cos(z /f)

2
38. d(x,y,z,0)= ax + By
¥z + 8y

39, u=x2+ax2+---+x2

40. u = sen(x; + 2xy + - - - + nxy,)

41-44 Determine as derivadas parciais indicadas.

N flx,y) = ln(x + /x? + y? ); (3,4

2. f(x,y) = arctg(y/x);  f(2,3)

B flry)=—2>—5 A2 1D
x+ty+z

4. f(x,y,z) =+/sen’x + sen’y + sen’z;  £(0, 0, 7/4)
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45-46 Use a defini¢do de derivadas parciais como limites para
encontrar fi(x, y) e fi(x, y).
X

8. f(x,y)=xy*—xy 86 f(x,y) =

)C-‘:-y2

47-50 Use a derivagdo implicita para encontrar dz/dx e dz/dy.

47. X*+2y°+372=1
49. e = xyz

48 x> —y’+72—2z=4
50. yz +xlny =22

51-52 Determine dz/dx e dz/dy.
5. @z=/ +4()

52. (a)z = f(x)9(y)
(©) z = f(xly)

53-58 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem.

®z=fx+y
(b)z=f(xy)

53. f(x,y) =X+ 2x% 54 f(x,y) = sen’(mx + ny)

85. w = u®>+ v 56. v = aal

=y

58. v = %

51. z= arctgm

1—xy

59-62 Verifique se a conclusdo do Teorema de Clairaut € vdlida, isto
&, Uy = Uyy.

59. u=x4y —y

61. u = cos (x%)

60. u =eYseny
62. u = In(x + 2y)

63-70 Determine a(s) derivada(s) parcial(is) indicada(s).
63. f(r,y) =X =y faw fox

64. f(x,y) =sen(2x + 5y); fin

65. f(x,y,2) = e fuu

66. g (r,s, 1) = e"sen(st); Grst

du
67. u = ¢’ sen0; 3
Jdr- a0
9%
68. z=uJo—w; ———
du dv dw
X 3w a%w
69. w= R X 3
y+ 2z dz dy 0x 0x~dy
70 aybc a()u
. ou=x"y’z%
Y 0x 6y2823

7. Sef(x,y,z) = xy 2 + arcsen (x 1/z), determine Sy [Dica: Qual
ordem de diferenciacdo € a mais facil?]

72. Seg(x,y,z) =+/1 + xz + 4/1 — xy, determine g.y.. [Dica: Use

uma ordem de diferenciacdo diferente para cada termo.]

73. Use a tabela de valores de f{x, y) para estimar os valores de

f(3,2), £(3,2.2) e £(3, 2).

N4 1.8 2,0 2,2
2,5 12,5 10,2 9.3
3,0 18,1 17,5 15,9
35 20,0 22,4 26,1
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74.

15.

76.

1.

18.

19.

80.

81.

82.

83.

CALCULO

As curvas de nivel sdo mostradas para uma fun¢ao f. Determine
se as seguintes derivadas parciais sdo positivas ou negativas no
ponto P.
(a) fe
(D fy

()
(OF

(©) fux

b S S

P

Verifique se a funcio u = e~ sen kx é solugdo da equagdo de
condugdo do calor u, =o’uy,.

Determine se cada uma das seguintes funcdes € solugdo da equa-
¢do de Laplace u, + u,, = 0.
@u=x*+y

(©) u = x*+ 3xy*

b)u=x>—y*
(du=Inyx2+y?
(e) u = sen x cosh y + cos x senh y
flu=e*cosy —e?cosx

Verifique se a fun¢io u u = 1/y/x? + y2 + z? é uma solucio
da equacdo de Laplace tridimensional u,, + u,, + u,; = 0.

Mostre que cada uma das seguintes fungdes € uma solucao da
equagio da onda u, = a’u.

(a) u = sen(kx) sen(akt)

(b) u = (@’ — x?)

©Q@u=x-—a)’+ (x + an°

(d) u = sen(x — ar) + In(x + ar)

Se fe g sdo funcdes duas vezes diferencidveis de uma unica va-
ridvel, mostre que a fungdo

u(x, t) = f(x + at) + g(x — ar)
¢ solucdo da equagdo de onda dada no Exercicio 78.

Se u = e@nt@wttan onde g + a2 + -+ + a2 = 1, mos-
tre que

62u+62u+.._ Bzu_

oxg  ox? ox2 “

Verifique que a funcéo z = In(e*+ ¢”) é uma solugdo das equa-
¢oes diferenciais
Jz 0z
R + R
0x dy

A I

ax? ay? ax dy

A temperatura em um ponto (x, y) de uma chapa de metal € dada
por T(x, y) = 60/(1 + x> + y?), onde T é medido em °C e x, y em

metros. Determine a taxa de varia¢do da temperatura no ponto
(2, 1) em (a) a direcdo x e (b) a direcdo y.

=1

A resisténcia total R produzida por trés condutores com resis-
téncia R;, R» e R; conectados em paralelo em um circuito elé-
trico é dada pela férmula

Determine 0R/0R;.

84.

85.

86.

81.

89.

90.

91.

92.

93.

Mostre que a fungdo producdo de Cobb-Douglas P = bL*KP sa-
tisfaz a equagdo
L kL atpp
AT
Mostre que a func¢do producdo de Cobb-Douglas satisfaz
P(L, Ko) = C1(Ko)L* resolvendo a equacio diferencial
P P
da - YL
(Veja a Equagdo 6.)
Cobb e Douglas usaram a equagdo P(L, K) = 1,01L %™ K*% para
0 modelo de economia norte-americana de 1899 a 1922, onde L
¢é a quantidade de trabalho e K, a quantidade de capital. (Veja o
Exemplo 3 na Secdo 14.1.)
(a) Calcule P e Pk.
(b) Encontre a produtividade marginal de trabalho e a produti-
vidade marginal de capital no ano de 1920, quando L = 194
e K = 407 (em comparacdo com os valores atribuidos
L =100e K = 100 em 1899). Interprete os resultados.
(c) No ano de 1920, o que trouxe mais beneficios para a produ-
¢do: um aumento no capital de investimento ou um aumento
nos gastos com mao de obra?

A equagdo de van der Waals para n mols de um géas é

nza
P+F (V*nb)=l’lRT

onde P € a pressdo, V € o volume e T ¢ a temperatura do gis. A
constante R € a constante universal de gis e a e b sdo constantes
positivas que sdo caracteristicas de um gds em particular. Calcule
dT/dP e OP/9V.

A lei dos gases para uma massa fixa m de um gds ideal a tem-
peratura absoluta 7, pressdo P e volume V é PV = mRT, onde R
¢é a constante do gas. Mostre que

9P 9V oT

aV oT oP

Para o gés ideal do Exercicio 88, mostre que

9P 3V
——— =mR
oT oT

O indice de sensagao térmica ¢ modelado pela funcio
W= 13,12 + 0,6215T — 11,37v*° + 0,3965Tv*!

onde T € a temperatura (°C) e v, a velocidade do vento (km/h).
Quando T'= —15 °C e v = 30 km/h, quanto vocé espera que a
temperatura aparente W caia se a temperatura real decrescer em
1°C? E se a velocidade do vento aumentar em 1 km/h?

A energia cinética de um corpo com massa m e velocidade v é
1
K = 5 mv?. Mostre que
K 9K
am dv*

Se a, b e ¢ s@o os lados de um triangulo e A, B e C s@o os angu-
los opostos, determine dA/da, dA/db e dA/dc pela derivagdo im-
plicita da Lei dos Cossenos.

Disseram-lhe que existe uma fun¢ao f cujas derivadas parciais sao
fix,y) =x + 4yefi(x,y) = 3x — y. Vocé deve acreditar nisso?



=R

O paraboloide z = 6 — x — x2 — 2y* intercepta o plano x = 1 em
uma pardbola. Determine as equagdes paramétricas para a reta
tangente a essa pardbola no ponto (1, 2, —4). Use um computa-
dor para fazer o grafico do paraboloide, da parabola e da reta
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98. (a) Quantas derivadas parciais de n-ésima ordem tém uma fun-
¢do de duas varidveis?
(b) Se essas derivadas parciais forem continuas, quantas delas
podem ser distintas?

tangente em uma mesma tela. (c) Responda a parte (a) da questdo para uma funcdo de trés va-

ridveis.
95. O elipsoide 4x> + 2y*> + z> = 16 intercepta o plano y = 2 em 5
uma elipse. Determine as equagdes paramétricas da reta tangente 93. (a) Sef(x,y) = x(x* + y?)" 2, determine f(1, 0).
a essa elipse no ponto (1, 2, 2). [Dica: Em vez de determinar f.(x, y) primeiro, observe que é
mais fécil utilizar a Equagdo 1 ou a Equagéo 2.]
96. No estudo de penetragdo do congelamento descobriu-se que a 100. (a) Se f(x,y) = VX7 T 7, determine £00,0)
temperatura T no instante ¢ (medido em dias) a uma profundi- ’ ’ e
dade x (medida em metros) pode ser modelada pela fun¢io 101. (a) . Seja
- “Ax _ 3y — xyd
T(x, 1) = To + Tie ™ sen(wt )\x) - X}; X}; se (x,y) # (0,0)
onde w = 277/365 e A é uma constante positiva. flny) =4 x> +y
(a) Determine d7/dx. Qual seu significado fisico? 0 se (x,y) = (0,0)
(b) Determine d7/dt. Qual seu significado fisico? 3 (a) Use um computador para tragar o grafico de f.
(c) Mostre que T satisfaz a equagdo do calor T; = kT para uma (b) Determine fi(x, y) e fi(x, ¥) quando (x, y) # (0, 0).
certa constante k. (c) Determine £(0, 0) e £;(0, 0) usando as Equagdes 2 e 3.
5 (d)SeA =0,2, T, =0e Ty = 10, use um computador para tra- (d) Mostre que £,,(0, 0) = —1 e f,,(0,0) = 1.
car o grafico de T(x, ). SCA (e) O resultado da parte (d) contradiz o Teorema de Clairaut?
(e) Qual é o significado fisico do termo —Ax na expressdo Use os gréficos de fi, e f,. para ilustrar sua resposta.
sen(wt — Ax)?
97. Utilize o Teorema de Clairaut para mostrar que, se as derivadas

parciais de terceira ordem de f forem continuas, entdo

f‘,"," = f;'x)' = f;'yx

('"'8 Planos Tangentes e Aproximacoes Lineares

Uma das ideias mais importantes em calculo de funcdes com uma tnica varidvel é que, a me-
dida que damos zoom em torno de um ponto no grafico de uma funcéo diferencidvel, esse gra-
fico vai se tornando indistinguivel de sua reta tangente, e podemos aproximar a fun¢ao por
uma func¢ao linear (veja a Secao 3.10, no Volume I.) Desenvolveremos ideias semelhantes em
trés dimensdes. A medida que damos zoom em torno de um ponto na superficie que é o gra-
fico de uma fungao diferencidvel de duas varidveis, essa superficie parece mais e mais com
um plano (seu plano tangente) e podemos aproximar a func¢io, nas proximidades do ponto,
por uma func¢do linear de duas varidveis. Estenderemos também a ideia de diferencial para
as fungdes de duas ou mais varidveis.

N Planos Tangentes

Suponha que uma superficie S tenha a equacgdo z = f(x, y), onde f tenha derivadas parciais con-
tinuas de primeira ordem, e seja P(xo, Yo, Zo) um ponto em S. Como na se¢@o anterior, sejam

Ci e C; as curvas obtidas pela intersec¢do dos planos verticais y = yp e x = Xxo com a superfi- T,

cie S. Entdo o ponto P ficaem C; e C». Sejam T e T as retas tangentes a curva C; e C, no ponto y
P. Entdo o plano tangente a superficie S no ponto P € definido como o plano que contém as

retas da tangente 7 e 7> (veja a Figura 1.) _~1p Cs

Veremos na Secdo 14.6 que, se C € outra curva qualquer que esteja contida na superficie
S e que passe pelo ponto P, entdo sua reta tangente no ponto P também pertence ao plano tan-
gente. Portanto, podemos pensar no plano tangente a S em P como o plano que contém todas
as retas tangentes a curvas contidas em S que passam pelo ponto P. O plano tangente em P é
o plano que melhor aproxima a superficie S perto do ponto P.

Sabemos da Equacdo 12.5.7 que qualquer plano passando pelo ponto P(xo, yo, zo) tem
equacgdo da forma

X

FIGURA 1

O plano tangente contém
as retas tangentes T, e T,.

A(x —x0) + B(y —y)) + C(z =20 =0

Dividindo essa equagdo por C e tomando a = —A/C e b = —B/C, podemos escrevé-la como
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Observe a semelhanca entre a equagao do
plano tangente e a equagdo da reta tangente

¥ = Yo =f"(xo)(x = x0)

0 Visual 14.4A mostra uma
animagao das Figuras 2 e 3.

(@)

[1] z— 20 = alx — xo) + b(y — yo)

Se a Equagdo 1 representa o plano tangente em P, sua intersec¢do com o plano y = y, pre-
cisa ser a reta 7). Impondo y = y, na Equagdo 1, obtemos

Z — 20 = a(x — Xo) onde y =y
e reconhecemos isso como a equagio (na forma ponto-inclinagdo) de uma linha com a incli-
nacdo a. Mas a partir da Se¢@o 14.3 sabemos que a inclinagdo da tangente 7 € fi(xo, yo). Por-
tanto, a = fu(xo, Yo).
Da mesma forma, tomando x = x, na Equacdo 1, obtemos z — zo = b(y — yo), que pre-
cisa representar a reta tangente 7, e, portanto, b = fi(xo, o).

@ Suponha que f tenha derivadas parciais continuas. Uma equacio do plano tan-
gente a superficie z = f(x, ¥) no ponto P(xo, Yo, Z0) ¢ dada por

Z = 20 = flxo, Yo)(x — X0) + fi(x0, Yo)(y — Yo)

Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico z = 2x*> + y* no ponto
(1, 1, 3).
SOLUCAO Sejaf(x,y) = 24> + y* Entéo

Silx, y) = 4x fx,y) =2y

(L, 1)=4 £, 1) =2

Portanto, por |2 ]| temos a equagdo do plano tangente em (1, 1, 3) como
z=3=4x -1 +20—1)
ou z=4x+2y—3 |

A Figura 2(a) mostra o paraboloide eliptico e seu plano tangente em (1, 1, 3) que encontra-
mos no Exemplo 1. Nas partes (b) e (c) damos zoom em dire¢ao ao ponto (1, 1, 3) restringindo
o dominio da fungéo f (x, y) = 2x> + y2. Observe que, quanto mais ampliamos a regido préxima
ao ponto, mais plano parece o grafico da superficie e mais se parece com o plano tangente.

(b) (©

FIGURA 2 O paraboloide eliptico z = 2x* + y? parece coincidir com o plano tangente quando damos zoom em torno de.(1, 1, 3).

1

Na Figura 3 reforcamos essa impressao dando zoom em torno de (1, 1) no mapa de con-
torno da funcéo f (x, y) =2x2 + y* Observe que, quanto mais ampliamos, mais as curvas de
nivel parecem retas igualmente espacadas, o que caracteriza uma regido plana.

1,2 1,05

5
\
FIGURA 3
Dando zoom em torno
do ponto (1, 1) no mapa
de contorno de
fony)=2x*+ y? 1.5 12

0,5

1,05

0,8 0,95
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BN Aproximacdes Lineares

No Exemplo 1 descobrimos que uma equagdo do plano tangente ao grafico da funcdo
f(x, y) = 2x* + y*no ponto (1, 1, 3) é z = 4x + 2y — 3. Portanto, em vista da evidéncia
visual nas Figuras 2 e 3, a funcdo linear de duas varidveis

Lx,y)=4x+2y—3

€ uma boa aproximagao de f (x, y) quando (x, y) estd proximo de (1, 1). A funcdo L é cha-
mada linearizacdo de fem (1, 1), e a aproximacao

fx,y)=4x+2y—3
€ denominada aproximacdo linear ou aproximacdo pelo plano tangente de fem (1, 1).
Por exemplo, no ponto (1,1, 0,95), a aproximagao linear fornece
f(1,1,0,95) = 4(1,1) + 2(0,95) — 3 =33

que esté bastante préximo do valor verdadeiro de £ (1,1, 0,95) = 2(1,1)> + (0,95)* = 3,3225.
Se, entretanto, tomarmos um ponto longe de (1, 1), como (2, 3), ndo teremos mais uma boa
aproximacdo. De fato, L(2, 3) = 11, ao passo que f (2, 3) = 17.

Em geral, sabemos de |2 | que uma equacio do plano tangente ao grafico de uma fungéo
fde duas varidveis que tem derivadas parciais continuas em um ponto (a, b, f (a, b)) é

z=f(a,b) + fla, b)(x — a) + fi(a, D)(y — b)

A funcdo linear cujo gréfico € esse plano tangente, a saber,

(3] L(x,y) = f(a, b) + fda, b)(x — a) + fi(a, b)(y — b)
¢ denominada linearizacao de fem (a, b), e a aproximacio
(4] fx,y) = f(a, b) + fda, b)(x — a) + fi(a, b)(y — b)

¢ chamada aproximacao linear ou aproximacio pelo plano tangente de fem (a, b).

Definimos o plano tangente para as superficies z = f (x, y), onde f tem derivadas parciais
de primeira ordem continuas. O que acontece se f; e f, ndo sdo continuas? A Figura 4 apre-
senta uma tal fungdo. Sua equacéo é

2 se (ny) # 0,0
flny) =4 x> +y FIGURA 4
0 se (x,y) = (0,0) '
flx y) = AzXTyyz se (x, y) # (0, 0),
Podemos verificar (veja o Exercicio 46) que suas derivadas parciais existem na origeme sdo 4 ¢ _

f(0, 0) = 0 e f4(0, 0) = 0, mas f, e f, ndo sdo continuas. A aproximacdo linear seria
f(x,y) = 0, mas f (x, y) = 3 em todos os pontos na reta y = x. Portanto a funcdo de duas
varidveis pode comportar-se mal mesmo se ambas as derivadas parciais existirem. Para evi-
tar esse comportamento, introduzimos a ideia de fun¢do diferencidvel de duas varidveis.

Lembremo-nos de que para uma fun¢@o de uma varidvel, y = f (x), se x varia de a para
a + A x, definimos o incremento de y como

Ay=fla+Ax) —f(a)
No Capitulo 3, no Volume I, mostramos que, se f é diferencidvel em a, entdo

(5] Ay=f"(a)Ax+ eAx onde e —>0quandoAx—0 ) i
Esta é a Equacdo 3.4.7.
Considere agora uma fungdo de duas varidveis, z = f (x, y), € suponha que x varie de a

paraa + A x ey varie de b para b + A y. Entdo, o incremento correspondente de z é

(6] Az=fa+Ax, b+ Ay) —f(a b)

Portanto, o incremento A z representa a variaciio de valor de f quando (x, y) varia de (a, b)
para(a + Ax, b + Ay). Por analogia a[5], definimos a diferenciabilidade de uma fungio de
duas varidveis como segue.
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0 Teorema 8 estd demonstrado no Apéndice F.

A Figura 5 mostra o grdfico da fungdo fe sua linearizagdo Z no
Exemplo 2.

FIGURA 5

Definicdo Se z = f(x, y), entdo f ¢é diferenciavel em (a, b) se A z puder ser ex-
presso na forma

Az=fla,b)Ax + fi(a,b)Ay + eilAx + Ay
onde &, e &, — 0 quando (A x, A y) — (0, 0).

A Definicdo 7 diz que uma fungéo diferencidvel € aquela para a qual a aproximagao linear
€ uma boa aproximagao quando (x, y) esta proximo de (a, b). Em outras palavras, o plano
tangente aproxima bem o grafico de f perto do ponto de tangéncia.

Algumas vezes € dificil usar a Defini¢do 7 diretamente para verificar a diferenciabilida-
de da funcdo, mas o préximo teorema nos da uma condicdo suficientemente conveniente para
a diferenciabilidade.

Teorema Se as derivadas parciais f; e f; existirem perto do ponto (a, b) e forem con-
tinuas em (a, b), entdo f é diferencidvel em (a, b).

[EETENF] Mostre que f (x, y) = xe® é diferencidvel em (1, 0) e encontre sua linearizagio
ali. Em seguida, use a linearizac¢do para aproximar f (1,1, —0,1).
SOLUCAD As derivadas parciais sdo

flny) = ek aye”  fiwy) = e

f(1,0)=1 £H(1,0 =1
Tanto f. quanto f, sdo fungdes continuas; portanto, f ¢ diferencidvel pelo Teorema 8. A linea-
rizagdo é dada por

Lix,y) =f(1,0) + £(1,0)(x — 1) + f(1, 0)(y — 0)
=1+1x—-D+1-y=x+y
A aproximacdo linear correspondente é
xe¥=x+y

Assim, fa,1,-01H)=11-0,1=1
Compare esse valor com o valor real de f (1,1, —0,1) = 1,1 ¢ %!! = 0,98542. [

[EETI0E] No inicio da Segdo 14.3 discutimos o humidex (temperatura aparente) I como
uma fung¢do da temperatura real 7 e da umidade relativa H e fornecemos a seguinte tabela de
valores:

Umidade relativa (%)

H| 40 45 50 55 60 65 70 75 80

26 28 28 29 31 31 32 33 34 35

28 31 32 33 34 35 36 37 38 39
Temperatura

real | 30 34 35 36 37 38 40 41 42 43
O

32 37 38 39 41 42 43 45 46 47

34 41 42 43 45 47 48 49 51 52

36 43 45 47 48 50 51 53 54 56

Determine uma aproximacao linear para o humidex I = f (7, H) quando T estd préximo de
30°C e H estd proximo de 60%. Use essa estimativa do humidex quando a temperatura esti-
ver a 31°C e a umidade relativa for 62%.

SOLUCAD Lemos na tabela que f (30, 60) = 38. Na Secdo 14.3 usamos os valores tabelados
para estimar (30, 60) = 1,75 e fu(30, 60) = 0,3. Assim, a aproximagao linear é



f(T, H) = f(30,60) + (30, 60)(T — 30) + fu(30, 60)(H — 60)
~ 38 + 1,75(T — 30) + 0,3(H — 60)
Em particular,
f(31,62) =38 + 1,75(1) + 0,3(2) = 40,35
Portanto, quando 7' = 31 °C e H = 62%, o humidex é
I ~=404°C [

I Diferenciais

Para uma func¢do de uma unica variavel, y = f(x), definimos a diferencial dx como uma varié-
vel independente; ou seja, dx pode valer qualquer nimero real. A diferencial de y € definida
como

@ dy = f'(x) dx

(Veja a Se¢do 3.10.) A Figura 6 mostra as relagdes entre o incremento Ay e a diferencial dy:
Ay representa a variacdo de altura da curva y = f (x) e dy representa a varia¢do de altura da
reta tangente quando x varia da quantidade dx = Ax.

Para uma funcdo de duas varidveis, z =f (x, y), definimos as diferenciais dx e dy como
varidveis independentes; ou seja, podem ter qualquer valor. Entdo a diferencial dz também
chamada de diferenciacao total, ¢ definida por

Jdz Jdz
dz=ﬁ(x,y)dx+fy(x,y)dy=adx+5dy

(Compare com a Equagdo 9.) Algumas vezes a notagdo df ¢ usada no lugar de dz.
Se tomamos dx = Ax = x —aedy = Ay =y — b na Equagado 10, entdo a diferencial
de z ¢

dz = fia, b)(x — a) + fi(a, b)(y — b)

E assim, com a notagao de diferencial, a aproximacao linear |4 | pode ser escrita como

f,y)=fla,b) +dz

A Figura 7 € uma correspondente tridimensional da Figura 6 e mostra a interpretagdo geo-
métrica da diferencial dz e o incremento A z:dz representa a alteragdo da altura do plano tan-
gente, ao passo que Az representa a alteracdo da altura da superficie z = f (x, y) quando
(x, y) varia de (a, b) para (a + Ax, b + Ay).

(a+Ax,b+ Ay, f(a+ Ax, b+ Ay))
superficie z = f(x, y)

plano tangente

FIGURA 7 z— fla, b)= f(a, b)(x —a) + fy(a, b)(y — b)

| EXEMPLO 4 |
(a) Se z = f(x, y) = x2+ 3xy — ¥?, determine a diferencial dz.
(b) Se x varia de 2 para 2,05 e y varia de 3 a 2,96, compare os valores de Az e dz.
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y
y=100
o
| e N
—d
dx=Ax Y
\ | |
| |
0 a a+Ax

reta tangente

y=fla)+ flla)x—a)
FIGURA 6
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No Exemplo 4, dz estd proximo de Az porque o plano tan-
gente & uma boa aproximacdo da superficie z = x> + 3xy
— y? perto do ponto (2, 3, 13). (Veja a Figura 8.)

FIGURA 8

SOLUCAO
(a) Da Definicdo 10 vem
9 a
dr = Zdx + —Zdy = (2x + 3y)dx + (3x — 2y) dy
ox ay

(b) Tomando x = 2,dx = Ax = 0,05,y =3 edy = Ay = —0,04, obtemos
dz = [2(2) + 3(3)]0,05 + [3(2) — 2(3)](—0,04) = 0,65
O incremento de z é
Az =f(2,05,2,96) — f(2,3)

= [(2,05)> + 3(2,05)(2,96) — (2,96)*] — [2*+ 3(2)(3) — 3%]

= 0,6449
Observe que Az = dz, mas dz € mais simples de calcular. [
I[EETENE Foram feitas medidas do raio da base e da altura de um cone circular reto e obti-

vemos 10 cm e 25 cm, respectivamente, com possivel erro nessas medidas de, no maximo, 0,1
cm. Utilize a diferencial para estimar o erro maximo cometido no célculo do volume do cone.

SOLUCAD O volume V do cone com raio da base r € altura i é V = 7r?h/3. Logo, a diferen-
cialde V é
oV 1% 27rh ar?

=—dr+—dh="—dr +
dv o dr o dh 3 dr 3

dh

Como cada erro é de, no maximo, 0,1 cm, temos |Ar| < 0,1, |A&| < 0,1. Para estimarmos
0 maior erro no volume, tomamos o maior erro na mensuragado de r e de k; portanto, toma-
mos dr = 0,1 e dh = 0,1 parar = 10, h = 25. Isso da

500 100
dV=—j51®J)+ 3”

Assim, o erro mdximo cometido no calculo do volume é de cerca de 207 cm’® = 63 cm’

0,1) = 207

BN Funcédes de Trés ou Mais Variaveis

Aproximacdes lineares, diferenciabilidade e diferenciais podem ser definidas de maneira ané-
loga para as fun¢des de mais que duas varidveis. Uma fungdo diferencidvel € definida por uma
expressdo semelhante aquela da Defini¢do 7. Para essas fun¢des a aproximacao linear ¢é

f @y, 2)=f(a, b, c) + fla, b, c)x — a) + fia, b, o)y — b) + fia, b, c)(z — ¢)

e a linearizacdo L(x, y, z) € o lado direito dessa expressao.
Se w = f(x, y, ), entdo o incremento de w ¢

Aw=fx+Ax,y +Ay,z+Az2) = f(xy,2)
A diferencial dw ¢ definida em termos das diferenciais dx, dy e dz das varidveis indepen-
dentes por
Jw Jw Jw

dw=—dx + —dy + —dz
ox ay 0z

@0 As dimensdes de uma caixa retangular sdo medidas como 75 cm, 60 cm e 40
cm, e cada medida foi feita com precis@o de 0,2 cm. Use diferenciais para estimar o maior erro
possivel quando calculamos o volume da caixa usando essas medidas.

SOLUCAO Se as dimensdes da caixa sdo x, y € z, seu volume € V = xyz; portanto,

% 1% 1'%
dV=—dx+—dy+ —dz=yzdx + xzdy + xydz
ox dy dz
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Foi-nos dado que |Ax| < 0,2, |[Ay| < 0,2 e |Az]| < 0,2. Para estimarmos o maior erro no
volume, utilizamos, portanto, dx = 0,2, dy = 0,2 e dz = 0,2 junto com x = 75,y = 60 e
z = 40:

AV = dV = (60)(40)(0,2) + (75)(40)(0,2) + (75)(60)(0,2) = 1980

Portanto, um erro de apenas 0,2 cm nas medidas de cada dimensdo pode nos levar a um erro
da ordem de 1.980 cm? no célculo do volume! Isso pode parecer um erro muito grande, mas,
na verdade, é um erro de apenas cerca de 1% do volume da caixa. [ |

(['%'® Exercicios

1-6 Determine uma equagdo do plano tangente a superficie no 19. Dado que f'¢ uma funcdo diferencidvel f(2,5) = 6, f«(2,5) = 1

ponto especificado. e fy(2, 5) = —1, use uma aproximagdo linear para estimar
f(22,49).

1. z=3y"—2x+x, (2,—-1,-3)

I~ : e 1 5 —1—

/11 20. Determine a aproximagdo linear da fungdo f (x, y) =1 — xy cos
2. z=3x—-1P+200+37+7, (2, -2,12) my em (1, 1) e use-a para aproximar o nimero f(1,02, 0,97).
3 o= \/57 111 Tlustre, tragando o grafico de fe do plano tangente.

21. Determine a aproximagao linear da funcio

4 2= xev, 2,0,2) flx,y,2) = V/x* + y2 4+ z2 em (3, 2, 6) e use-a para aproxi-
5. z=xsen(x +y), (—1,1,0) mar o nimero +/(3,02)2 + (1,97)2 + (5,99)2.
6. z=In(x—2y), (3,1,0) 22. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do
vento v e do tempo ¢ durante o qual o vento se manteve naquela
] 7-8 Desenhe a superficie e o plano tangente no ponto dado. (Esco- intensidade. Os valores da fungdo i = f (v, t) sdo apresentados
Iha o dominio e o ponto de vista de modo a ver tanto a superficie na seguinte tabela. Use a tabela para determinar uma aproxima-
quanto o plano tangente.) Em seguida, dé zoom até que a superficie ¢do linear da fungfo altura da onda quando v estd proximo de
e o plano tangente se tornem indistinguiveis. 80 km/h e 7 estd préximo de 20 horas. Em seguida, estime a al-
tura das ondas quando estd ventando por 24 horas a 84 km/h.
1. z=x+xy+ 3 (1,1,5)
Duragdo (horas)
8. 7= arctg(xy?), (1, 1, w/4)

! 5 10 15 20 30 40 50

9-10 Desenhe o gréfico de fe de seu plano tangente no ponto dado.
(Utilize um sistema de computacdo algébrica tanto para calcular as
derivadas parciais quanto para tragar os graficos da funcdo e de seu
plano tangente.) Em seguida, dé zoom até que a superficie e o plano
tangente se tornem indistinguiveis.

40 1,5 2,2 2,4 2,5 2,7 2,8 2,8

60 2,8 4,0 4,9 5,2 5.5 58 59

80 43 6,4 1,7 8,6 9,5 | 10,1 10,2

Velocidade do vento (km /h)

9. f(x,y) =%, (1,1,0) (1,1,0) 100 | 5.8 89 | 11,0 | 12,2 | 13,8 | 147 | 153
x“+y
0. f(ry) = e ™(Jx + Jy + iy, (1, 1,3 120 | 74 | 11,3 | 144 | 16,6 | 190 | 20,5 | 21,1

11-16 Explique por que a fung¢do € diferencidvel no ponto dado. A

seguir, encontre a linearizacdio L(x, y) da fungdo naquele ponto, 23. Utilize a tabela do Exemplo 3 para encontrar a aproximago li-

near da fun¢do humidex quando a temperatura estd proxima de

M. f(x,y) =1+xIn(xy —5), 2,3) 32 °C e a umidade relativa do ar é de aproximadamente 65%.
Estime também o humidex quando a temperatura é de 33°C e a
122 f(x,y) =20 (1,1 umidade relativa, 63%.
X
13. f(x,y) = T 2,1 24. O indice de sensacdo térmica W ¢é a temperatura sentida quando
i rry a temperatura real é T e a velocidade do vento, v. Portanto, po-
14 fx,y) = x +e¥, (3,0) demos escrever W = f(T, v). A tabela de valores a seguir foi ex-
15, Flry) =e (.0) traida da Tabela 1 da Segdo 14.1. Use essa tabela para determinar
- f(%y) = ecosy, ™ a aproximagdo linear da fungdo de sensacgdo térmica quando T
16. f(x,y) =y +sen(x/y) (0, 3) estiver a —15 °C e v estiver préximo de 50 km/h. Estime, a se-
: - - guir, a sensacdo térmica quando a temperatura estiver a —17 °C
17-18 Verifique a aproximagdo linear em (0, 0). e a velocidade do vento for de 55 km/h.
2x + 3
17. 4x+1x3+2x—12y 18. \y +cosx ~ 1 +1y
y
E necessério usar uma calculadora gréfica ou computador E necessdrio usar um sistema de computaco algébrica

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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Velocidade do vento (km /h)

v 20 30 40 50 60 70

=110 —18 —20 —21 —22 —23 —23

—15 —24 —26 —=27 —-29 —30 —30

=20 —30 -33 —34 —-35 —36 —37

Temperatura real (°C)

=23 —-37 -39 —41 —42 —43 —44

25-30 Determine a diferencial da funcdo.

26. u = /X" + 3y?

v

25, z=e ¥cos2mt
27. =pq 2. 7T=——
merd 1 + uow

29. R=qaf%cos A 30. L = xze @

31. Sez=5x>+y?e(x,y) variade (1, 2) a (1,05, 2,1), compare o8
valores de A z e dz.

32. Sez=x>—xy+ 3y’e (x, y) varia de (3, —1) a (2,96, —0,95),
compare os valores de A z e dz.

33. O comprimento e a largura de um retangulo foram medidos
como 30 cm e 24 cm, respectivamente, com um erro de medida
de, no méximo, 0,1 cm. Utilize as diferenciais para estimar o
erro maximo cometido no cdlculo da drea do retangulo.

34. Use diferenciais para estimar a quantidade de metal em uma lata
cilindrica fechada de 10 cm de altura e 4 cm de didmetro se o
metal das tampas de cima e de baixo possui 0,1 cm de espessura
e o das laterais tem espessura de 0,05 cm.

35. Utilize diferenciais para estimar a quantidade de estanho em uma
lata cilindrica fechada com 8 cm de didmetro e 12 cm de altura
se a espessura da folha de estanho for de 0,04 cm.

36. O indice de sensacdo térmica é modelado pela fun¢ao
W =13,12 + 0,6215T — 11,37v*® + 0,3965Tv*'

onde T ¢ a temperatura (em °C) e v, a velocidade do vento (em
km/h). A velocidade do vento é medida como 26 km/h, com uma
possibilidade de erro de *2 km/h, e a temperatura é medida como
—11 °C, com a possibilidade de erro de =1 °C. Utilize as diferen-
ciais para estimar o erro maximo cometido no valor calculado de W
em decorréncia dos erros de medida em 7 e v.

37. A tensdo T no cordel do i0i0 na figura é
mgR
2r2 + R?
onde m € a massa do 10id e g € a aceleracdo pela gravidade. Utilize
as diferenciais para estimar a variacdo na tensio se R aumentar de 3

cm para 3,1 cm e r aumentar de 0,7 cm para 0,8 cm. A tensdo
aumenta ou decresce?

T =

TA

|

<
e —

|

I

38. A pressdo, o volume e a temperatura de um mol de um gés ideal
estdo relacionados pela equacdo PV = 8,317, onde P € medida
em quilopascals, V em litros e 7 em kelvins. Utilize diferenciais
para determinar a variag@o aproximada da pressdo se o volume
aumenta de 12 L para 12,3 L e a temperatura decresce de 310 K
para 305 K.

39. Se R é aresisténcia equivalente de trés resistores conectados em
paralelo, com resisténcias R, R, e R3, entdo
1 1 1 1

_— = — 4+ —
R R, R, R

Se as resisténcias sao medidas em ohms como R, =25, R, =
40 Q e R; = 50 (), com margem de erro de 0,5% em cada uma,
estime o erro maximo no valor calculado de R.

40. Quatro nimeros positivos, cada um menor que 50, sdo arredon-
dados até a primeira casa decimal e depois multiplicados. Utilize
diferenciais para estimar o maximo erro possivel no cdlculo do
produto que pode resultar do arredondamento.

41. Um modelo para a drea da superficie do corpo humano ¢ dado
por S = 72,09w%4% h°7% onde w é o peso (em quilogramas),
¢ a altura (em centimetros) e S € medida em centimetros qua-
drados. Se os erros nas medidas de w e 4 forem no maximo de
2%, use diferenciais para estimar a porcentagem de erro maxima
na drea da superficie calculada.

42. Suponha que voce precise saber uma equacgdo do plano tangente
a superficie S no ponto P(2, 1, 3). Vocé ndo tem uma equacgio
para S, mas sabe que as curvas

r®=Q+3,1—-123—4+ 1)
W =1+ ux2u—1,2u+ 1)
ambas estdo em S. Encontre uma equacio para o plano tangente

em P.

43-44 Mostre que a funcdo € diferencidvel achando valores de €, e
&, que satisfacam a Defini¢do 7.

43. f(x,y) = x>+ y? 4. 1 (x,y) =xy — 5y

45. Demonstre que se f € uma fun¢@o de duas varidveis diferencid-
veis em (a, b), entdo f ¢ continua em (a, b).
Dica: Mostre que

lim f(a+ Ax,b+ Ay) = f(a,b)

(Ax, A3)—(0,0)
46. (a) A fungdo

X
flry) =4 x*+y’
0 se (x,y) =(0,0)

foi representada em um grafico na Figura 4. Mostre que £(0, 0)
e f,(0, 0) existem, mas fnéo é diferenciavel em (0, 0). [Dica: Uti-
lize o resultado do Exercicio 45.]

(b) Explique por que f; e f, ndo s@o continuas em (0, 0).

se (x,y) # (0,0)
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Lembremo-nos de que a Regra da Cadeia para uma funcdo de uma udnica varidvel nos dava
uma regra para derivar uma funcdo composta: se y = f(x) e x = g(¢), onde f'e g sdo funcdes
diferencidveis, entdo y € uma fun¢ao indiretamente diferencidvel de ¢ e

dy _ dy dx
[1] dr  dx dr

Para as fungdes de mais de uma varidvel, a Regra da Cadeia tem muitas versdes, cada
uma delas fornecendo uma regra de deriva¢do de uma funcdo composta. A primeira versio
(Teorema 2) lida com o caso onde z = f (x, y) e cada uma das varidveis x e y é, por sua vez,
uma funcio de uma varidvel ¢. Isso significa que z € indiretamente uma funcdo de ¢, z = f
(9(2), h(?)), e a Regra da Cadeia d4 uma férmula para diferenciar z como uma fung¢do de .
Presumimos que f seja diferencidvel (Definicdo 14.4.7.) Lembremo-nos de que este é o caso
quando f; e f; s@o continuas (Teorema 14.4.8).

@ A Regra da Cadeia (Caso 1) Suponha que z = f (x, y) seja uma func¢ao diferencidvel
de x e y, onde x = g(¥) e y = h(¢) sdo func¢des diferencidveis de ¢. Entdo z é uma fun-
¢do diferencidvel de ¢ e

dz _ of dx | of dy
dt dx dt dy dt

DEMONSTRACAO Uma variagdo de At em ¢ produz variagdes de Ax em x e Ay em y. Essas,
por sua vez, produzem uma varia¢do de Az em z e, da Defini¢do 14.4.7, temos

aof f

J
Az = Ax + —Ay + g/ Ax + & Ay
0x dy

onde &1 — 0 e &, — 0 quando (A x, Ay) — (0, 0). [Se as fungdes €, e &; ndo estdo definidas
em (0, 0), podemos defini-las como 0.] Dividindo ambos os lados desta equagdo por At,
temos

Az _ofAx  ofdy Ax Ly

e — + e —

At ax At 9y At At At

Se fizermos At — 0, entdo Ax = g(t + At) — g(t) — 0 porque g € diferencidvel e, portanto,
continua. Da mesma forma, Ay — 0. Isso, por sua vez, implica que &, — 0 e &, — 0, por-
tanto

dz Az
1

& im 22
dt  a—o0 At

J A J A A A
_ W g A A (lim 81) lim —— + (lim 82) lim =~
Ox Ar—0 At dy ar—o At Ar—0 Ar—0 At Ar—0 Ar—0 At
af d.
_Ofdx ofdy o odx o Ay
dx dt dy dt dt dt
P
_ O dx o dy -
ox dt dy dt

Como frequentemente escrevemos dz/dx no lugar de 9f/dx, podemos reescrever a Regra da
Cadeia na forma
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Observe a semelhanca com a definicdo da di-
ferencial:

P P
dz = = dx + — gy
0x dy
y
0, 1)

FIGURA 1
A curva x =sen 2, y =cos ¢

dz _ 0z dx oz dy
dt ox dt dy dt

m Se z = x%y + 3xy*, onde x = sen 2t e y = cos 1, determine dz/dt quando t = 0
SOLUGCAD A Regra da Cadeia fornece

dz dz dx dz dy
+ —_—

dr ox dr dy dt
= (2xy + 3y"(2 cos 21) + (x* + 12xy*)(—sen 1)

Nao € necessdario substituir as expressdes por x e y em termos de 7. N6s simplesmente obser-
vamos que quando ¢ = 0, temos x = sen 0 = 0 e y = cos 0 = 1. Portanto,

dz

il = (0 + 3)(2cos 0) + (0 + 0)(—sen 0) = 6

A derivada no Exemplo 1 pode ser interpretada como a taxa de variagdo de z com relagio a
t quando o ponto (x, y) se move ao longo da curva C com equagdes paramétricas x = sen 21,
y = cos ¢ (Veja a Figura 1.) Em particular, quando # = 0, o ponto (x, y) € (0, 1), e dz/dt = 6
¢ a taxa de aumento quando nos movemos ao longo da curva C por (0, 1). Se, por exemplo,
z = T(x, y) = x*y + 3xy* representar a temperatura no ponto (x, y), entdo a fungdo composta
z = T(sen 2t, cos f) representa a temperatura dos pontos da curva C e sua derivada dz/dt cor-
responde a taxa de variacdo de temperatura ao longo da curva C.

[EEINF A pressdo em P (em kilopascals), volume V (em litros) e temperatura 7 (em kel-
vins) de um mol de um gas ideal relacionam-se pela equagdo PV = 8,317. Determine a taxa
de variacdo da pressdo quando a temperatura € 300 K e estd aumentando com a taxa de 0,1
K/s e o volume € 100 L e estd aumentando com a taxa de 0,2 L/s.

SOLUCAD Se ¢ representa o tempo decorrido, medido em segundos, entdo em um dado ins-
tante temos 7 = 300, dT/dt = 0,1, V = 100, dV/dt = 0,2. Como

T
P =2831—
v
pela Regra da Cadeia

dP _ 9P dT 4P dV _ 831 dT _ 83T dv
dt oT dt oV dt VvV dt Vi dt
8,31 8,31(300)

====(0,1) -
AT

(0,2) = —0,04155

A pressdo estd decrescendo com a taxa de 0,042 kPa/s. [

Vamos considerar agora a situagdo onde z = f(x, y), mas x e y sdo funcdes de outras duas
varidveis s e 11 x = ¢g(s, 1), y = h(s, f). Entdo z ¢ indiretamente uma funcdo de s e 7 e deseja-
mos determinar dz/ds e dz/dt. Lembre-se de que para calcular dz/0f mantemos s fixo e calcu-
lamos a derivada ordindria de z em relacdo a ¢. Portanto, aplicando o Teorema 2, obtemos

b _pzax iy
ot ox ot dy ot

Argumento andlogo serve para dz/ds, e assim demonstramos a seguinte versdao da Regra
da Cadeia.
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@ A Regra da Cadeia (Caso 2) Suponha que z = f(x, y) seja uma func¢ao diferencidvel
de x ey, onde x = ¢(s, ) e y = h(s, t) sdo funcdes diferencidveis de s e 7.

Entao

Gz _dzx  bzdy bz _ oz x| 6z dy
as dx ds dy as ot dx ot dy ot

[EEIE] Se z = e*sen y, onde x = s e y = 5%, determine 9z/ds e dz/ot.
SOLUCAO Aplicando o Caso 2 da Regra da Cadeia, obtemos
Jdz dz dx dz dy
—_— _|._ —_

= = (e* ?) + (e* 2st
s ox s ay os (e*sen y)(t*) + (e cos y)(2s1)

= 2" sen(s%) + 2ste™ cos(s*)

0z Jdz Ox dz dy
—=——+——=(e"seny)(2st) + (e*cos y)(s’
o " ox ot oy ar ( ¥)(2st) + ( y)(s?)
= 2ste™ sen(s%) + s cos(s*) [ ]

O Caso 2 da Regra da Cadeia contém trés tipos de varidveis: s e ¢ sdo varidveis inde-
pendentes, x e y sdo chamadas de varidveis intermediarias, e z ¢ a varidavel dependente.

Observe que o Teorema 3 tem um termo para cada varidvel intermedidria e que cada um des- 37 j;
ses termos se assemelha a Regra da Cadeia unidimensional da Equacido 1.

Para lembrar a Regra da Cadeia, é itil desenhar o diagrama em &rvore da Figura 2. ., ,* 4. ay Y ay
Desenhamos os ramos da 4rvore saindo da varidvel dependente z para as varidveis interme- s / \5 as / \5
didrias x e y a fim de indicar que z é uma func¢do de x e y. Entdo desenhamos os ramos sain- s t t
do de x e y para as varidveis independentes s e £. Em cada ramo indicamos a derivada parcial
correspondente. Para determinar 9z/ds, nés determinamos o produto das derivadas parciais
ao longo de cada caminho de z a s € somamos esses produtos:

s
N

FIGURA 2

b _pzax iy
as dx 0s Jdy as

Da mesma forma, para determinar dz/d¢ usamos os caminhos de z a t.

Consideremos agora uma situagcdo mais geral, na qual a varidvel dependente u ¢ uma fun-
¢do de n varidveis intermedidrias xi, . . . , X,, cada uma das quais, por seu turno, é funcdo de
m varidveis independentes ¢4, . . . , t,. Observe que existem n termos, um para cada varidvel
intermedidria. A demonstracdo é semelhante a do Caso 1.

@ A Regra da Cadeia (Versdo Geral) Suponha que u seja uma fungao diferencidvel de
n variaveis xi, x,, . . . , X, onde cada x; ¢ uma fun¢do diferencidvel de m varidveis
ti, by ..., ty. Entdo u é uma funcdode t, 1, . . ., tn €

o w pxi | ou ix o ox,

at,- axl 81‘,— axz af,’ 6)(,, 81‘,-

paracadai=1,2,...,m.

[N Escreva a Regra da Cadeia para o caso onde w = f(x, y, z, 1) € x = x(u, v),
y =y, v),z = z(u,v) e t = H(u, v).

SOLUCAO Aplicamos o Teorema 4 com n = 4 e m = 2. A Figura 3 mostra o diagrama em x y z '
arvore. Apesar de ndo termos escrito as derivadas nos ramos, entendemos que se um ramo / \ / \ / \ / \
liga y e u, entdo a derivada parcial para este ramo € dy/du. Com a ajuda do diagramaem .~ . v

arvore, podemos escrever as expressdes pedidas:
FIGURA 3
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Jw Jw 0x Jw dy Jw 0z dw Ot
= — =+ —— + ——

ou ax gu 9y ou 0z du 9t ou

Jw Jw ox Jw dy ow dz Jw ot
—=——t — =+ —— + —— [
Jv dx dv dy dv dz Jv at dv

IEETENHE Se u = x'y + y%2%, onde x = rse', y = rs’e" e z = r’s sen t, determine o valor de
du/ds quandor =2,s = 1,¢t= 0.

SOLUCAD Com o auxilio do diagrama em 4rvore da Figura 4, obtemos
Ju du Ox du dy du 0z

ds  dx ds dy ds dz 0ds
u = (4x3y)(re") + (x* + 2yz3)(2rse™) + (3y*22)(r*sen 1)

B v Quandor =2,s =1let = 0,temos x = 2,y = 2 e z = 0, portanto
J
/| /| / 2 (64)(2) + (16)(4) + (0)(0) = 192 —
r N t

ros t r st as

FIGURA 4
EETEOE Se gs, ©) = f (s> — £, 1> — s?) e fé diferencidvel, mostre que g satisfaz a equagio

d d
s
as ot

SOLUCAD Sejax = s*>— Pey = #— 5% Entdo ¢(s, 1) = f(x, y) e a Regra da Cadeia nos for-

nece
J af o af o o) )
_gz_f_x+_f_y=_f(2s) +_f(_2s)
as dx as dy as ox ady
) Jaf o af o ) 9)
_g:_f_x+_f_y:_f(_2t) +_f(2t)
ot ox ot dy 0ot ox ady
Portanto,
d d 9 ) ) )
t—g+s—g= 2st—f—2st—f + —2st—f+2st—f =0 .
as ot 0x ay ox ay

[EETINRA Se z = f(x, y) tem derivadas parciais de segunda ordem continuas e x = r> + s%e
y = 2rs, determine (a) dz/dr e (b) 0°z/0r.

SOLUCAO
(a) A Regra da Cadeia fornece

dz Jz Ox Jdz dy
—_——— — =

dz 0z
= — 2r) + —(29)
ar dx or dy or 0x dy

(b) Aplicando a Regra do Produto na expressdo da parte (a), obtemos
Pz 9 0z 0z
@ — = \2r—+2s—
or or ox ay
9 a ([ a (9
25 (S ) s (=
ox Jar \ ox ar \ dy
Mas, usando a Regra da Cadeia novamente (veja a Figura 5), temos

9 ( oz 9 foz\ox 9 [az)\ay 9% 0’z
N Z) =) =) E =+ (2s)
Jar \ ox dx \dx /) Or dy \dx/ or 0x Jdy dx




DERIVADAS PARCIAIS 835

9z
a (o d [0z d d [0z 9 9’ 9’ ox
R N R SN R A P P
ar \ dy dx \ dy ) or dy \ dy ) or dx dy ay
Colocando essas expressdes na Equacdo 5 e usando a igualdade das derivadas parciais de * y
segunda ordem mistas, obtemos / \ / \
r s r N

9%z Jdz 9%z 9%z 9%z 0%z
—2=2§+2r ZFW—FZS P + 2s| 2r + 2s —

ar dy dx dx dy dy? FIGURA 5
9z 0’z o’z 9z
=2—+4r’— + 8rs + 45— _—
ox ox dx dy ay

I Diferenciacdo Implicita

A Regra da Cadeia pode ser usada para dar uma descricdo mais completa do processo de
derivacdo implicita introduzida nas Secdes 3.5, no Volume I, e 14.3. Supomos que uma
equacdo da forma F(x, y) = 0 defina y implicitamente como uma func¢ao diferencidvel de x,
isto €, y = f(x), onde F(x, f (x)) = 0 para todo x no dominio de f. Se F ¢é diferencidvel, pode-
mos aplicar o Casa 1 da Regra da Cadeia para diferenciar ambos os lados da equacdo F(x, y)
= 0 com relacdo a x. J4 que x e y sdo funcgdes de x, obtemos

JoF dx JoF dy
——+———=0
ax dx dy dx

No entanto, dx/dx = 1, entdo se dF/dy # 0 resolvemos para dy/dx e obtemos

oF
@ dy_ E_ F,
dx  9F F,

ay

Para deduzir essa equacdo, presumimos que F(x, y) = 0 define y implicitamente como fun-
¢do de x. O Teorema da Funcao Implicita, demonstrado em célculo avangado, fornece con-
di¢Bes sob as quais essa suposigdo é valida: Ele afirma que se F é definida em uma bola
aberta contendo (a, b), onde F(a, b) = 0, F\(a, b) # 0 e F, e F, sdo fungdes continuas nessa
bola, entdo a equagdo F(x, y) = 0 define y como uma fung¢do de x perto do ponto (a, b) e a
derivada dessa funcdo é dada pela Equacdo 6.

Determine y’ se x* + y* = 6xy.

SOLUCAD A equagdo dada pode ser escrita como
Fx,y)=x+y —6xy=0

e, dessa forma, a Equacdo 6 nos da

dy F 3x* -6y x*—2y

dx F, 32 — 6x y* = 2x

Suponha agora que z seja dado implicitamente como uma fun¢do z = f (x, ¥) por uma
equacgdo da forma F(x, y, z) = 0. Isso significa que F(x, y, f (x, ¥)) = 0 para todo (x, ¥) no
d?mlmo def. Se F efforerp diferencidveis, utilizamos a Regra da Cadeia para derivar aequa- solugao do Exemplo 8 deve ser comparada com
¢do Fi(x, y, z) = 0 da seguinte forma: a do Exemplo 2 da Segdo 3.5, no Volume I.

OF ox | OF 9y | OF 0z
ox Ox Jdy ox Jz Ox
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d d
Mas, — =1 e —((y) =0
ax ox
portanto, essa equacdo se torna
oF oF 0z
RE— + _— —
0x dJdz dx

Se dF/dz # 0, resolvemos para dz/dx e obtemos a primeira férmula das Equacdes 7. A for-
mula para dz/dy é obtida de uma maneira semelhante.

oF oF

m_ e
ax oF dy JoF

0z a9z

Novamente, uma versio do Teorema da Funcao Implicita estipula condig¢des sob as quais
nossa suposi¢do € vdlida: se F é definida dentro de uma esfera contendo (a, b, c), onde
F(a,b,c) =0, F(a, b,c) # 0e F,, Fye F, sdo continuas dentro da esfera, entdo a equacdo
F(x,y, z) = 0 define z como uma fun¢do de x e y perto do ponto (a, b, c¢), e as derivadas par-
ciais dessa fungdo sdo dadas por [7].

0 d
EEENEN Determine a—Z e a—Z sex* + ¥y + 2+ 6xyz = 1.
X y
SOLUCAD Seja F(x, y, z) = x* + y* + 722 + 6xyz — 1. Entdo, das Equagdes 7, temos

A solugdo do Exemplo 9 deve ser

comparada com a do Exemplo 4 o0z _ _Fo 3x? + 6yz _ x>+ 2yz
na Secdo 14.3. ax F, 3z + 6xy 22 + 2xy
0z F, 3y? + 6xz 2+ 2xz
Lo o2 5 =2 5 _—
dy F. 3z + 6xy z-+ 2xy
(%3 Exercicios
1-6 Use a Regra da Cadeia para achar dz/dt ou dw/dt. M. z=¢cosd r=st 0=+/s+ 12
1. z=x+y +xy, x=sent, y=¢ 122 z=tgulv), u=2s+3t, v=3s—2t
2. z=cos(x+4dy), x=5% y=I1i 13. Sez = f(x,y), onde fé diferencidvel, e
3 z=1+x*+y2, x=Int, y=cost x =g y = h()
3)=2 h(3) =17
4. z=tg'(yx), x=¢, y=1-—e' 963) ©)
g3 =5 h'(3) = —4,
5 w=xet, x=£  y=l-t z=1+2 2. 1)=6 £, 7 =-8
6. w=Inyx>+y>+ 22, x=sent, y=cost, z=tgt determine dz/dt quando ¢ = 3.
7-12 Use a Regra da Cadeia para achar 9z/ds e dz/0t. 14. Seja W(s, 1) = F(u(s, 1), (s, £)), onde F, u e v sdo diferencidveis, e
1. z=x%3, X = S§cCost, y=ssent u(1,0) =2 v(1,0) =3
8 z=arcsen(x —y), x=s*+¢r y=1-—2st u(1,0) = —2 v(l,0) =5
, , u(1,0) =6 v(1,0) =4
9. = 6 s 0 = st?, = st
z = sen 6 cos ¢ s d=ys P23 = —1 Fi2.3) = 10
0. z=e™,  x=st y=ils Encontre Wi(1, 0) e W, 0).

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



15. Suponha que f seja uma funcdo diferencidvel de x e y, e
g(u, v) = f(e" + sen v, ¢ + cos v). Use a tabela de valores para
calcular g,(0, 0) e g,0, 0).

S g S S
0,0 | 3 6 4
12 | 6 3 2

16. Suponha que f seja uma funcdo diferencidvel de x e y, e
g(r, s) = f(2r — s, s* — 4r). Use a tabela de valores do Exerci-
cio 15 para calcular g1, 2) e g,(1, 2).

17-20 Utilize um diagrama em drvore para escrever a Regra da
Cadeia para o caso dado. Suponha que todas as fungdes sejam
diferencidveis.

17. u=fxy),

1. R =f(x, v, 2 1), onde x = x(u, v, w), y = y(u, v, w),
z=2z(u, v, w), t = t(u, v, w)

onde x = x(r, s, 1),y = y(r, s, 1)

19. w=f(,s,1), onder =r(x,y),s =s(xy),t=tx,y)

2. t=fw o w),
w=wp,q,r,s)

21-26 Utilize a Regra da Cadeia para determinar as derivadas par-
ciais indicadas.

onde u = u(p, q, r, 5), v = v(p, q, 1, ),

2. z=xX"+x)%, x=uv>+uw’, y=u-+ ve"
dz 0dz 0z

—, —, — quandou =2, v=1, w=0
Ju dv Jw
22. u=m, r=y+xcost, s=x+ysent
d du 0
l,l,l quandox =1, y=2, r=0
ox dy ot
23. w=xy+tyz+zx, x=rcosf, y=rsenf, z=r6;
ow Jdw
—, — quandor=2,0=m/2
Jar 960
2. P=u?+ v+ wl, u=xe, v=ye, w=ev
oP oP
—_—, — quandox =0, y=2
ox ~ dy
_rtgqg _ _ _
2. N= , p=u+ow, gq=0v-+tuw, r=w+ uv
pt+r
ON ON ON
o ow quandou =2 v=3, w=4
u v w
26. u=uxe”, x=0a’B, y=p, t=~a
a_u,a_u’a_u quandoa = —1, B=2, y=1
da B Iy

27-30 Utilize a Equacdo 6 para determinar dy/dx.
21. ycosx=x>+y’ 28. cos(xy) =1 +seny

29. tg7'(x%y) = x + xy? 30. e’senx = x+ xy

31-34 Utilize as Equagdes 7 para determinar 0z/dx e dz/dy.
3. +2y°+372=1 32 = y’+72—-2z=4

3. =z 4. yz+xlny=2

35.

36.

31.

38.

39.

40.

a.
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A temperatura em um ponto (x, y) € T(x, y), medida em graus
Celsius. Um inseto rasteja, de modo que sua posicao apds ¢ se-
gundos é dadaporx =Vl + ¢,y =2 + %t, onde x e y sdo me-
didos em centimetros. A func¢do da temperatura satisfaz
T«(2,3) =4eTy2,3)=3.Quio rdpido a temperatura aumenta
no caminho do inseto depois de trés segundos?

A produgdo de trigo W em um determinado ano depende da tem-
peratura média 7 e do volume anual das chuvas R. Cientistas es-
timam que a temperatura média anual estd crescendo a taxa de
0,15 °C/ano e a quantidade anual de chuva estd decrescendo a
taxa de 0,1 cm/ano. Eles também estimam que, no atual nivel de
producdo, 0W/dT = —2 e dW/dR = 8.

(a) Qual € o significado do sinal dessas derivadas parciais?

(b) Estime a taxa de variag¢do corrente da producdo de trigo

dwi/dt.

A velocidade da propagagdo do som através do oceano com sa-
linidade de 35 partes por milhar foi modelada pela equacio

C = 14492 + 4,6T — 0,055T2 + 0,000297° + 0,016D

onde C ¢ a velocidade do som (em metros por segundo), 7 é a
temperatura (em graus Celsius) e D € a profundidade abaixo do
nivel do mar (em metros). Um mergulhador comeca um mergu-
lho tranquilo nas aguas ocednicas, e a profundidade do mergu-
lho e a temperatura da dgua ao redor sio registradas nos graficos
a seguir. Estime a taxa de variacdo (em relacio ao tempo) da ve-
locidade do som através do oceano experimentada pelo mergu-
Ihador 20 minutos depois do inicio do mergulho. Quais sdo as
unidades?

—

40 ! 10 20 30 40 !
(min) (min)

10 20 30

O raio de um cone circular reto estd aumentando em uma taxa de
4,6 cm/s enquanto sua altura estd decrescendo em uma taxa de
6,5 cm/s. Em qual taxa o volume do cone estd variando quando
o raio é 300 cm e a altura é 350 cm?

O comprimento ¢, a largura w e a altura & de uma caixa variam
com o tempo. Em um determinado momento, as dimensdes sdo
€=1mew=h=2m,¥{ew estdo aumentando em uma taxa de
2 m/s enquanto h estd decrescendo em uma taxa de 3 m/s. Nesse
instante, encontre as taxas em que as seguintes quantidades estao
variando.

(a) O volume

(b) A érea da superficie

(c) O comprimento da diagonal

A voltagem V em um circuito elétrico simples decresce lenta-
mente a medida que a pilha se descarrega. A resisténcia R au-
menta lentamente com o aumento de calor do resistor. Use a Lei
de Ohm, V = IR, para achar como a corrente / estd variando no
momento em que R = 400 ), I = 0,08 A, dV/dt = —0,01 V/s
e dR/dt = 0,03 (Vs.

A pressdo de 1 mol de um gds ideal estd aumentando em uma
taxa de 0,05 kPa/s e a temperatura estd aumentando em uma taxa
de 0,15 K/s. Use a equacédo no Exemplo 2 para determinar a taxa
de variag¢@o do volume quando a presséo for 20 kPa e a tempe-
ratura for 320 K.
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42. Um fabricante modelou sua func¢io P da producdo anual (o valor
de toda essa producdo em milhdes de ddlares) como uma fungao
Cobb-Douglas

P(L, K) = 147 L"SK"3

onde L € o nimero de horas trabalhadas (em milhares) e K € o
capital investido (em milhdes de d6lares). Suponha que quando
L =30e K = 8, aforca de trabalho esteja decrescendo em uma
taxa de 2.000 horas trabalhadas por ano e o capital esteja au-
mentando em uma taxa de $ 500.000 por ano. Encontre a taxa de
variag@o da produgdo.

43. Um lado de um tridngulo estd aumentando em uma taxa de
3cm/s e um segundo lado estd decrescendo em uma taxa de 2
cm/s. Se a drea do tridngulo permanece constante, a que taxa
varia o angulo entre os lados quando o primeiro lado tem 20 cm
de comprimento, o segundo lado tem 30 cm de comprimento e
o angulo é 7/6?

44. Se um som com frequéncia f; for produzido por uma fonte se
movendo ao longo de uma reta com velocidade v, e um obser-
vador estiver se movendo com velocidade v, ao longo da mesma
reta a partir da dire¢@o oposta, em direc@o a fonte, entdo a fre-
quéncia do som ouvido pelo observador é

c+u,
fo= s
C — Vs

onde ¢ € a velocidade do som, cerca de 332m/s. (Este € o efeito
Doppler.) Suponha que, em um dado momento, vocé esteja em
um trem que se move a 34 m/s e acelera a 1,2 m/s?>. Um trem se
aproxima de vocé da direcdo oposta no outro trilho a 40 m/s,
acelerando a 1,4 m/s?, e toca seu apito, com frequéncia de
460 Hz. Neste instante, qual € a frequéncia aparente que vocé
ouve e quio rapidamente ela estd variando?

45-48 Suponha que todas as fungdes dadas sejam diferencidveis.

45. Sez=f(x,y),ondex =rcosfey=rsen6,(a)determine dz/dr
e dz/00 e (b) mostre que

az \? 9z \? 9z \? 1 {az)?
- + —_ = | == + = \|\—=
ox ady ar re\ a0
46. Seu = f(x,y),ondex = e‘costey = e sent, mostre que

du \? ou \? 5 du \? du \?
— ) + =) =e|—) +|—
0x dy as ot
d d
47. Sez = f(x — y), mostre quei +Z .
0x dy
48. Sez=f(x,y),ondex =5+ tey=s — t, mostre que

a2\ (o= oz oz
ox Jdy Jds 0Ot
49-54 Suponha que todas as fun¢des dadas tenham derivadas par-
ciais de segunda ordem continuas.

49. Mostre que qualquer funcdo da forma
z=f(x+ at) + g(x — ar)
¢ uma solugdo da equagdo de onda

9’z ., 9’z

— = da
at? ax?

[Dica: Sejau = x + at,v = x — at.]

50. Seu =f(x,y),ondex = e‘costey = e sen t, mostre que

o*u o*u | du 0*u
ot oaTel o TS
ox dy as ot
51. Sez = f(x,y), onde x = r*+ s, y = 2rs, determine 9°z/dr ds.
(Compare com o Exemplo 7.)

52. Sez =f(x,y),onde x = rcos 6, ey = rsen 6, determine
(a) 9z/9r, (b) 9z/90 € (c) 9%z/dr 3.

53. Sez = f(x,y),ondex =rcosf,ey=rsen 6, mostre que

+ =—+ + =
ax* oyt arr r? 90*  r or
54. Suponha que z = f(x, y), onde x = g(s, t) e y = h(s, ?).

¥z ¥z 9z 1 &z 19z
2

(a) Mostre que

9’z 9%z [ ax \*
—=—\=) t2
ot ax ot

9z ox 9 9* ay \?
z xy+2<y>

axady ot ot ay* \ ot
9z Px | 0z &y
ax oty ot?

(b) Determine uma férmula semelhante para 9%z/ds ot.
p

55. Uma fung¢do f é chamada homogénea de n-ésimo grau se sa-
tisfaz a equacdo f (tx, ty) = £'f (x, y) para todo ¢, onde n € um in-
teiro positivo e f tem derivadas parciais de segunda ordem
continuas.

(a) Verifique se f(x, y) = x*y + 2xy* + 5y* é homogénea de grau
3.
(b) Mostre que, se fé homogénea de grau n, entdo
of of

x—+y—=nflx,
ax Ty ~ Y

[Dica: Utilize a Regra da Cadeia para derivar f (zx, ty) com rela-
caoat.]

56. Sef¢é homogénea de grau n, mostre que

& & 0
x? 7JZ + 2xy A +y2 7J;
ox ox dy o)

= n(n = Df(x,y)

57. Sef¢é homogénea de grau n, mostre que
Jlax, ty) = 17 filx, y)

58. Suponha que a equagdo F(x, y, z) = 0 defina implicitamente cada
uma das trés varidveis x, y e z como fungdes das outras duas:
z=fx),y =9, 2), x = h(y, z). Se F for diferencidvel e F,,
F, e F. forem todas nio nulas, mostre que

dz dx dy

ox dy 0z

59. A Equacdo 6 é uma férmula para a derivada dy/ dx de uma fun-
¢do definida implicitamente por uma equagdo F (x, y) = 0, sendo
que F é diferencidvel e F, 7 0. Comprove que se F tem deriva-
das continuas de segunda ordem, entdo uma férmula para a se-
gunda derivada de y é

d’ _ _ FuF>—2F,F.F, + F,F?
dxz F\r3




m Derivadas Direcionais e o Vetor Gradiente
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A Figura 1 mostra um mapa de contorno da fun¢do temperatura 7(x, y) para a China as 15
horas em 28 de dezembro de 2004. As curvas de nivel, ou isotérmicas, ligam-se as localida-
des que t€m a mesma temperatura. A derivada parcial 7. em um local como Chongqing € a
taxa de varia¢do da temperatura com relac@o a distancia se nos movermos para o leste a par-
tir de Chongqing; 7, € a taxa de variag@o da temperatura se nos movermos para o norte. Mas,
e se quisermos saber a taxa de variacdo da temperatura quando viajamos para sudoeste ou
em alguma outra dire¢dao? Nesta secdo, introduziremos um tipo de derivada, chamada deri-
vada direcional, que nos permite encontrar a taxa de variagdo de uma fung@o de duas ou mais
varidveis em qualquer direcao.

I Derivadas Direcionais

Lembremo-nos de que, se z = f (x, y), as derivadas parciais f; e f, sdo definidas como

f(xo + A, yo) — f(x0, yo)
h

II, f;(.X(], }’0) = %1_1;%

f(xo, yo + h) — f(x0, y0)
h

Si(x0, y0) = lim

e representam as taxas de mudanga de z nas dire¢des x e y, ou seja, na diregdo dos vetores de
unidade ie j.

Suponha que queiramos determinar a taxa de variagdo de z em (xo, yo) na direcdo de um
vetor unitério arbitrdrio u = {a, b). (Veja a Figura 2.) Para fazé-lo, devemos considerar a
superficie S com equagdo z = f (x, y) (grafico de f) e tomar zo = f (xo, yo). Entdo o ponto
P(x0, yo, zo) estd em S. O plano vertical que passa por P na dire¢do de u intercepta S em uma
curva C. (Veja a Figura 3.) A inclinacgdo da reta tangente 7 a C em P € a taxa de variacdo de
z na direcdo de u.

P(xo, Yo, 29)

FIGURA 3 X

Se O(x, y, Z)l outro ponto sobre C e P’, Q' sdo as proje¢des de P, Q sobre o plano xy,
entdo o vetor P'Q’ é paralelo a u e, portanto
—
P'Q" = hu = {ha, hb)
para alguma escalar k. Logo, x — xo = ha, y — yo = hb, portanto x = xo + ha,y = yo + hb, e
Az z—z _ flxo+ ha,yo + hb) — f(xo, yo)

h h h

N

FIGURA 1

FIGURA 2
Um vetor unitdrio u = {a, b) = {cos 6, sen 6)

Visual 14.6A mostra uma animagdo
da Figura 3 ao rotacionar u e, portanto 7.
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Se tomarmos o limite quando &2 — 0, obteremos a taxa de variacdo de z na dire¢do de u, que
¢ chamada derivada direcional de f na direcdo e sentido de u.

|Z| Definicdo A derivada direcionada de fem (xo, yo) na dire¢do do vetor unitdrio
u={a,b)é

f(xo + ha, yo + hb) — f(x0, yo)
h

Duf(x0, o) = lim

se esse limite existir.

Comparando a Defini¢io 2 com as Equacdes [1], vemos que, se u = i = (1, 0), entdo
Dif=fieseu=j =0, 1), entdo D; f = f,. Em outras palavras, as derivadas parciais de f
relacionadas a x e y sd0 apenas casos especiais da derivada direcional.

21|45 H Use o mapa climético na Figura 1 para estimar o valor da derivada direcional da
fun¢@o da em Chongqing na direcdo Sudoeste.

SOLUCAD O vetor unitdrio na direcdo Sudeste € dado por u = —(i + j) /v/2, mas no neces-
sitaremos dessa expressdao. Em vez disso, inicialmente tracamos uma reta que passa por
Chongging na dire¢ao sudeste. (Veja a Figura 4.)

Xunquim

FIGURA 4

Aproximamos a derivada direcional D,T pela taxa média da variacdo da temperatura
entre os pontos onde essa linha intercepta as isotérmicas 7 = 5 e T = 10. A temperatura no
ponto sudoeste de Chongqing é 7= 10 °C e a temperatura no ponto nordeste de Chongqing
€ T =5 °C. A distancia entre esses pontos parece ser aproximadamente de 380 km. Portan-
to a taxa de variacdo da temperatura na direcao sudoeste €
10 -5 5

DT =
380 380

~ (0,013 °C/km [ ]

Quando calculamos a derivada direcional de uma fungdo definida por uma férmula,
geralmente usamos o seguinte teorema:

IE Teorema Se f ¢ uma funcdo diferencidvel de x e y, entdo f tem derivada direcio-
nal na diregdo de qualquer vetor u = {a, b) e

D“f(x’ }’) =fx(x, }’)a +.f;’(x’ }’)b

DEMONSTRACAQ Se definirmos uma fungdo g de uma tnica variével h por

g(h) = f(xo + ha, yo + hb)
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entdo, pela defini¢do de derivada direcional, temos

gh) — g(0) _ lim f(xo + ha,yo + hb) — f(x0, yo)

@ 9 (O) - %IE}) h h—0 h
= Dy f(x0, o)

Por outro lado, podemos escrever g(h) = f(x, y), onde x = xo + ha,y = yo+ hb e, pela Regra
da Cadeia (Teorema 14.5.2), vem

of dx of dy
'hy=——+——= x\As + > b
gh) =—--— ay dh flx, y)a + fi(x,y)
Se tomarmos # = 0, entdo x = X0, y = Yo, €
@ g'(0) = fulxo, o) a + fy(x0, yo) b
Comparando as Equacdes 4 e 5, vemos que
Dy f(x0, yo) = fu(x0, yo)a + f,(x0, yo) b _—

Se o vetor unitdrio u faz um angulo € com o eixo x positivo (como na Figura 2), entdo
podemos escrever u = {cos 0, sen 0) e a férmula do Teorema 3 fica

(6] Duf(x.y) = fi(x,y) cosf + fi(x, y) senf

[0 Encontre a derivada direcional D, f (x, y) se
fOoy) =x—3xy + 4y?
e u ¢ o vetor unitdrio dado pelo angulo § = 7/6. Qual serd D, f (1, 2)?

SOLUCAO A Férmula 6 dé A derivada direcional Dy f (1, 2) no Exemplo 2
representa a taxa de variagao de z na diregdo
T T de u. Isso é a inclinagdo da reta da tangente
Duf(x,y) = fi(x,y) cos — + f,(x, y) sen — para a curva de intersecgdo da superficie
6 6 z=x%— 3xy + 4y*e o plano vertical por
(1, 2, 0) na diregdo de u mostrado na Figura 5.

3
= (3x* — 3y)§ + (=3x + 8y)2

=3[3V3x2 = 3x + (8 - 33 )]
Portanto,

=13—3ﬁ

D.f(1,2) = }[3/3(1)° = 3(1) + (8 — 3v3)2)] 5

I 0 Vetor Gradiente

Observe no Teorema 3 que a derivada direcional de uma fungdo diferencidvel pode ser escri-
ta como o produto escalar de dois vetores:

FIGURA 5

Duf (x.y) = fx. y)a + fi(x. )b
= (fix, ), f(x, ¥)) - a, b)
= (x5, 3), f(x, y) - u
O primeiro vetor no produto escalar ocorre ndo somente no computo da derivada direcional,

mas também em muitas outras situagdes. Assim, daremos a ele um nome especial (o gra-
diente de f) e uma notacao especial (grad f ou Vf, que lemos “del f).

Definicdo Se f € uma fungdo de duas varidveis x e y, entdo o gradiente de f¢é a
fungdo vetorial Vf definida por

VA(509) = (A ) = i+
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0 vetor gradiente Vf (2, —1) do Exemplo 4 é

mostrado na Figura 6 com ponto inicial (2, —1).

Também é mostrado o vetor v, que dé a

direcdo da derivada direcional. Ambos os
vetores estdo sobrepostos ao mapa de contorno
do gréfico de f.

A

/)

FIGURA 6

[EETINE] Se f(x,y) = senx + ev, entdo
VF(x,y) = (fis ) = {cos x + yev, xe™)
e VF(©0,1) = (2,0 —

Com a notagdo de vetor gradiente, podemos reescrever a Equag@o 7 para a derivada dire-
cional de uma funcgéo diferenciavel como

@ Duf(X,)’):Vf(x’)’)'u

Isso expressa a derivada direcional na direcdo de u como a proje¢do escalar do vetor gra-
diente sobre u.

[EEI0NY Determine a derivada direcional da funcfo f (x, y) = x%* — 4y no ponto
(2, —1) na direg@o do vetor v = 2i + 5j.

SOLUCAO Primeiramente, vamos calcular o vetor gradiente em (2, —1):

Vf(x,y) = 2xy*i + Bx%* — 4)j

VF(2, —1) = —4i + 8j

Observe que v ndo € um vetor unitirio, mas, como | v | = /29, o vetor unitario na diregdo
devé

A4 2 . 5

u=—=

vl

Portanto, pela Equagdo 9, temos

D,f(2,—1) Vf(2,—1)°u=(—4i+8j)-< 2 i+%j>

3

_ —4-2+48-5 32

V29 V29

B Funcdes de Trés Variaveis

Para as fungdes de trés varidveis podemos definir derivadas direcionais de modo semelhan-
te. Novamente D, f (x, y, z) pode ser interpretado como a taxa de variag¢do da funcdo na dire-
¢do de um vetor unitério u.

Definicdo A derivada direcionada de f em (xo, Yo, 20) na direcio do vetor uni-
tariou = {a, b, ¢) é

f(xo + ha,yo + hb, zo + hc) — f(xo, yo, 20)
h

Duf(xo, Yo, Zo) = %lg(l)

se esse limite existir.

Se usarmos a notacdo vetorial, poderemos escrever tanto a defini¢ao (2) quanto a (10) da
derivada direcional na forma compacta

f(xo + hu) — f(xo)
h

i Dufts) = lny

onde Xo = (xo, yo) se n = 2 € Xo = (X0, Yo, Z0) S€ n = 3. Isso era esperado, porque a equagio
vetorial da reta que passa por X, na dire¢do do vetor u € dada por x = xo + m (Equagado
12.5.1), e, portanto, f (xo + hu) representa o valor de f em um ponto dessa reta.

Se f (x, y, z) for diferencidvel e u = (a, b, c), entdo o mesmo método usado na demons-
tracdo do Teorema 3 pode ser usado para mostrar que
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@ D“f(x’ y’ Z) :ﬂ(x’ y9 Z)a +fV(x? y’ Z)b +ﬁ(x’ y’ Z)C

Para uma fungio f de trés varidveis, o vetor gradiente, denotado por Vf ou grad f, ¢

Vf(x’ Yy, Z) = <.f;c(x’ Y, Z)’f;'(x’ Y, Z),ﬁ(x, Yy, Z))

ou, de modo mais abreviado,

oL

k
ay J dz

[ Vi= (i fify =-Li+
0x

Entéo, como para as func¢des de duas variaveis, a Férmula 12 para a derivada direcional pode
ser reescrita como

Duf(x,y,z)=Vf(x,y,z)-u

GO Se f(x, y, z) = x sen yz, (a) determine o gradiente de fe (b) determine a deri-
vada direcional de fem (1, 3, 0) na dire¢do de v =i + 2j — k.

SOLUCAD
(a) O gradiente de f ¢
VI (x, y,2) = (fulx, 3, 2, f(x, ¥, 2, fulx, ¥, 2))
= (sen yz, Xz COS yz, Xy COS yz)
(b) No ponto (1, 3, 0) temos Vf (1, 3, 0) = (0, 0, 3). O vetor unitdrio na direcdo de
v=i+2j—ké
| 4 2 . 1 K
u=—r7i+—7—j——
NN
Portanto, da Equagdo 14, vem

D.f(1,3,0) = Vf(1,3,0) - u

I Maximizando a Derivada Direcional

Suponha que tenhamos uma fun¢éo f de duas ou trés varidveis e consideremos todas as deri-
vadas direcionais possiveis de f em um ponto determinado. Isso nos dard a taxa de variacdo
de fem todas as dire¢des possiveis. Podemos entdo perguntar: em qual dessas diregdes f varia
mais rapidamente e qual a taxa méxima de variagdo? A resposta a essas perguntas ¢ dada pelo
seguinte teorema.

@ Teorema Suponha que fseja uma fun¢do diferencidvel de duas ou trés varidveis.

O valor médximo da derivada direcional D, f (x) € |Vf(x)| ocorre quando u tem a mesma
. . v “f( ) | f( )I d Visual 14.6B realiza uma confirma-
direcdo do vetor gradiente Vf (x). o visual do Teorema 15.

DEMONSTRACAQ Da Equagio 9 ou 14 temos

Duf=Vf-u=|Vfllu| cos @ = |Vf]|cos 6
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onde 0 € o angulo entre Vfe u. O valor maximo de cos 0 € 1 e isso ocorre quando 6 = 0.
Logo, o valor médximo de D, f € |Vf | e ocorre quando 6 = 0, ou seja, quando u tem a mesma

dire¢do que Vf. [
| EXEMPLO 6
y (a) Se f (x, y) = xe*, determine a taxa de varia¢do de f no ponto P(2, 0) na dire¢do de P a
2 00 2).
(b) Em que direcdo f tem a maxima taxa de variacdo? Qual € a maxima taxa de varia¢do?
SOLUCAO
I (a) Primeiro calcularemos o vetor gradiente:
I Vi@, ) = (fu ) = (e, xe”)
0
Vi(2,0)=(1,2)
FIGURA 7 O vetor unitario na direcio @ =(—-1,5,2)éu = (— %, %}, logo a taxa de variacdo de f na

Em (2, 0) a fungo no Exemplo 6 aumenta mais dlregao que vai dePaQé

rapido na direcdo do vetor gradiente D 2.0)=VF(2.0) - u=(1.2)-(— 34
V£ (2, 0) = (1, 2). Na Figura 7 observe que wf(2,0) 12,0 (1.2) < » 5>
esse vetor parece ser perpendicular a curva de 5 "

nivel que passa por (2, 0). A Figura 8 mostra o = 1(_ 5) + 2(5) =1

afico de f 1 diente. . . .
grafico de.fe 0 vetor gradiente (b) De acordo com o Teorema 15, f aumenta mais depressa na direcio do gradiente

V£ (2,0) = (1, 2). A taxa méaxima de variagdo &
IVF (2,00l = K1,2)| =5 -

4
Y,
9]
7
/”:”:”/ 7

[EEI0FA Suponha que a temperatura em um ponto (x, y, z) do espago seja dada por
T(x, y,z) = 80/(1 + x>+ 2y> + 37%), onde T é medida em graus Celsius e x, y e z em metros.
Em que dire¢@o no ponto (1, 1, —2) a temperatura aumenta mais rapidamente? Qual € a taxa
méxima de aumento?

SOLUCAO O gradiente de T é

FIGURA 8

oT oT oT
VI=—i+—j+—k
ox Jdy 0z
160x . 320y ) 480z
- _ j— _
(1 + x>+ 2y% + 32%)? (1 + x>+ 2y>+ 3z2)2J (1 + x>+ 2y? + 32%)
160

= —xi—2yj— 3zk
1+ x>+ 2y* + 322)2( o yi—3zk)

No ponto (1, 1, —2), o vetor gradiente &

VI(1, 1, =2) = 12(—i — 2j + 6k) = 2(—i — 2j + 6Kk)

Pelo Teorema 15, a temperatura aumenta mais rapidamente na direcdo do vetor gradiente
vra, 1, -2) = %(—i — 2j + 6K) ou, de forma equivalente, na direcdo de —i — 2j + 6k ou
o vetor unitdrio (—i — 2j + 6Kk)/4/41. A taxa médxima de aumento é o médulo do vetor gra-

diente
|VT(1,1,=2)| = §| =i — 2j + 6k| = 341
Portanto, a taxa maxima de aumento da temperatura é g\/ﬂ =~ 4°C/m. [ |

I Planos Tangente as Superficies de Nivel

Suponha que § seja a superficie com a equacao F(x, y, z) = k, ou seja, uma superficie de nivel
de uma fun¢do F de trés varidveis, e seja P(xo, Yo, Zo) um ponto em S. Seja C qualquer curva
na superficie S e que passe pelo ponto P. Lembremo-nos da Se¢do 13.1 que a curva C € des-
crita por uma fung@o vetorial continua r(z) = (x(z), y(t), z(¢)). Seja o o valor do parAmetro



correspondente ao ponto P; ou seja, r(f) = {xo, Yo, zo). Como C pertence a S, qualquer ponto
(x(2), (), z(r)) precisa satisfazer a equagdo de S, ou seja,

FG(0), y(0), 20) = k
Se x, y e z sdo funcdes diferencidveis de ¢ e F também diferencidvel, entdo podemos usar a
Regra da Cadeia para diferenciar ambos os lados da Equacdo 16 como segue:

OF d | OF dy | OF d=

ox dt dy dt dz dt
Mas, ja que VF = (F,, F,, F) e r'(t) = (x'(1), y'(1), Z'(¥)), a Equacdo 17 pode ser escrita em
termos de produto notdvel como
VE-r'(t) =0

Em particular, quando ¢ = %y, temos r(f) = {(Xo, Yo, Zo), € assim

VF(xo, yo, 20) “ 1" (t0) = 0

A Equacido 18 nos diz que o vetor gradiente em P, VF(xo, Yo, 20), € perpendicular ao vetor
tangente t'(to) a qualquer curva C em S que passe por P. (Veja Figura 9.) Se VF(xo, Yo, Z0)
# (), é natural definir o plano tangente a superficie de nivel F(x, y, z) = k em P(xo, Yo, Z0)
como o plano que passa por P e tem vetor normal VF(xo, yo, 20). Utilizando a equagdo geral
do plano (Equacdo 12.5.7), podemos escrever a equagao do plano tangente como

Fi(xo, yo, 20)(x = xo) + Fy(xo, yo, 20)(y = Yo) + F:(x0, yo, 20)(z — 20) = 0

A reta normal a S em P € a reta passando através de P e perpendicular ao plano tangen-
te. A dire¢do da reta normal €, portanto, dada pelo vetor gradiente VF(xo, yo, Z0) €, assim, pela
Equagdo 12.5.3, suas equagdes simétricas sao

@ X — X _ Yy — Yo _ zZ — 2o
F.(x0, yo, 20) Fy(x0, yo, 20) F(x0, yo, 20)

No caso especial em que a equagdo de uma superficie S € da forma z = f (x, y) (ou seja,
S € o grafico da funcdo f de duas varidveis), podemos reescrever a equagido como

Flx,y,2) =f@x,y) —z=0
e considerar S como uma superficie de nivel (com & = 0) de F. Entdo

F(xo, Yo, 20) = fi(xo, Yo)

Fy(xo0, Yo, 20) = fy(Xo, Yo)

F(xo, yo, 20) = —1
de modo que a Equagdo 19 se torna

Ji(xo, yo)(x — x0) + fi(x0, Y)(y — Yo)— (2 = 20) = 0

que € equivalente a Equacdo 14.4.2. Entdo, nossa nova, mais geral, defini¢do de plano tan-
gente € consistente com a defini¢do que foi dada no caso especial da Secdo 14.4.
2EZNES Determine as equacdes do plano tangente e da reta normal no ponto
(=2, 1, —3) ao elipsoide

x—2+2+z—2—3
IR

SOLUCAD O elipsoide € a superficie de nivel (com k = 3) da funcdo

DERIVADAS PARCIAIS 845

VF Xy, Yo, Zo)

plano tangente
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AFigura 10 mostra o elipsoide, o plano

tangente e a reta normal do Exemplo 8.

4t
27 /
H
0T .
|
|
z =2+
—41
-6
M
?; 2 0 -2
y X
FIGURA 10

Portanto, temos

X 2z

> Fy(x,y,z) =2y F.x,y,z) = —

FX b b =
(x.y.2) ;

Fo(=2,1,-3)=—1 Fy(=2,1,-3)=2 F.(=2,1,-3) = -2

z

Entdo, da Equacdo 19, temos que a equacdo do plano tangente no ponto (—2, 1, —3) €
—“1x+2)+20 -1 —3@E+3)=0
que pode ser simplificada para 3x — 6y + 2z + 18 = 0.
Pela Equacdo 20, as equacdes simétricas da reta normal sdo
x+2 _ Y- 1 z+3

= 2 -
-1 2 -3

B Importancia do Vetor Gradiente

Vamos resumir agora as maneiras pelas quais o vetor gradiente € importante. Primeiro, con-
sideramos uma funcio f de trés varidveis e um ponto P(xy, yo, Z0) em seu dominio. Por um
lado, sabemos do Teorema 15 que o vetor gradiente Vf (xo, yo, 20) d4 a dire¢do de um aumen-
to mais rdpido de f. Por outro, sabemos que Vf (xo, Yo, zo) € ortogonal a superficie de nivel S
de f em P. (Consulte a Figura 9.) Essas duas propriedades sdo compativeis intuitivamente
porque, quando nos afastamos de P em uma superficie de nivel S, o valor da funcdo f'nio se
altera. Parece razodvel que, se nos movermos em uma direcdo perpendicular, obteremos o
maior aumento.

De maneira semelhante, consideramos uma fun¢do f de duas varidveis e um ponto
P(xo, y0) em seu dominio. Novamente, o vetor gradiente Vf (xo, yo) d4 a dire¢do de um aumen-
to mais rdpido de f. Da mesma forma, pelas consideracdes semelhantes a nossa discussao dos
planos tangente, pode ser mostrado que Vf (xo, yo) € perpendicular a curva de nivel
f(x,¥) = k que passa por P. Mais uma vez, isso € intuitivamente plausivel porque os valores
de f continuam constantes a2 medida que movemos ao longo da curva. (Veja a Figura 11.)

y Vf(xov yO)

N

P(xy, o)

curva de nivel
f(x,y) =k curva de
maior

crescimento 100

FIGURA 11 FIGURA 12

Se considerarmos um mapa topografico de um morro e se f (x, y) representar a altura
acima do nivel do mar do ponto de coordenadas (x, y), entdo a curva de aclive maximo pode
ser desenhada como na Figura 12, fazendo-a perpendicular a todas as curvas de contorno.
Esse fendmeno pode ser observado na Figura 12 na Secdo 14.1, onde o Lonesome Creek
segue a curva de declive mdximo.

Os sistemas de computacao algébrica t€ém comandos que tracam alguns vetores gradien-
tes. Cada vetor gradiente Vf (a, b) é tracado partindo-se do ponto (a, b). A Figura 13 mostra
esse grafico (chamado campo de vetor gradiente) para a fungdo f (x, y) = x> — y? sobreim-
posto a um mapa de contornos de f. Como esperado, os vetores gradientes apontam na dire-
¢do "ladeira acima” e sdo perpendiculares as curvas de nivel.
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m Exercicios

1.
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AN R
— - - /9x
S,

E dado o mapa de contornos mostrando a pressdo barométrica
em hectopascais (hPa) na Australia em 28 de dezembro de 2004.
Estime o valor da derivada direcional da func¢do pressido em
Alice Springs na dire¢do de Adelaide. Quais sdo as unidades da

derivada direcianal?

Baseado em dados de Bureau of Meteorology, Commonwealth of Australia.

0 500
(Distancia em quilometros)

1000 1500

O mapa de contorno mostra a temperatura maxima média em
novembro de 2004 (em °C). Estime o valor da derivada direcio-
nal da fun¢do da temperatura em Dubbo, New South Wales, na
dire¢@o de Sydney. Quais sdo as unidades?

S
0 100 200 300
(Distancia em quildmetros)

Reimpresso com a permissdo de Commonwealth of Australia.

E necessdrio usar uma calculadora grifica ou computador

3.

46

4.

5.

Uma tabela de valores do indice de sensacdo térmica
W = f(T, v) é dada no Exercicio 3 da Sec¢do 14.3. Use-a para es-
timar o valor de D, f(—20, 30), onde u = (i + j)/+/2.

Determine a derivada direcional de f no ponto dado e na dire-
¢do indicada pelo angulo 6.

fly)=xy =2y, (1,1, 6=l

f,y)y=ye™, (0,4, 6=27/3

f,y)=ecosy, (0,0, 0=m/4

6.

7-10

(a) Determine o gradiente de f.
(b) Calcule o gradiente no ponto P.
(c) Determine a taxa de variacdo de fem P na direcdo do vetor u.

1.

9.

10.

flxy) =sen@x+3y), P(—6,4), u=3+/3i—j)
fey)=y4x, P(1,2), u=3(Qi+5))

ooy, =xe%%,  P(3,0,2), u=(—373)
floy, ) =Vatyz, P31, u=(39)

11-17 Determine a derivada direcional da fun¢@o no ponto dado na
dire¢@o do vetor v.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

S, y)=eseny, (0,7/3), v=(=6,8)

Sfley) = m, (1,2, v=435)

9gp.9 =p* —p¢, 2.1, v=it3j

g(r, s) = tg~\(rs), 1, 2), v = 5i + 10j

fy, ) =xe+yes+zet, (0,0,0), v=¢(51,-2)
floy,2) = Vayz,  (3,2,6), v=(-1,-2,2)
h(r,s,t)=InGr+ 6s+ 95, (1,1,1), v=4di+ 12j+ 6k

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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18.

19.

20.

CALcuLo
Use a figura para estimar D, f (2, 2).

Y (2,2)

V£(2,2)

0 \x

Determine a derivada direcional de f(x,y) = +/xy em P(2, 8)
na dire¢do de QO(5, 4).

Determine a derivada direcional de f(x, y, z) = xy + yz + zxem
P(1, —1, 3) na direcdo de Q(2, 4, 5).

21-26 Determine a taxa de varia¢cdo maxima de f no ponto dado e a
direcdo em que isso ocorre.

21.
22,
23.
24.
25.
26.
2]1.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

fy) =4y/x, @ 1)
f(s, 1) = te, 0, 2)
flx,y) =senxy), (1,0)

[y, =&+yz  A,1,-1)
f(x,y,z) = Vx> + y> + 22, 3,6, =2)
fp,q,r) = arctglpgr), (1,2,1)

(a) Mostre que uma fun¢do diferencidvel f decresce mais rapi-
damente em x na direcio oposta a do vetor gradiente, ou seja,
na dire¢éo de —Vf (x).

(b) Utilize o resultado do item (a) para determinar a dire¢do onde
f(x,y) = x*y — x}? decresce mais rdpido no ponto (2, —3).

Determine as dire¢des em que a derivada direcional de
f(x,y) = ye ™ no ponto (0, 2) tem valor 1.

Determine todos os pontos nos quais a dire¢do de maior varia-
¢do da fungdo f(x, y) = X2+ y*— 2x — 4y éi +j.

Préximo a uma boia, a profundidade de um lago com coordena-
das (x, y) é z = 200 + 0,02x*> — 0,001y, onde x, y, e z sd0 me-
didos em metros. Um pescador que estd em um pequeno barco
parte do ponto (80, 60) em direcdo a boia, que estd localizada no
ponto (0, 0). A dgua sob o barco estd ficando mais profunda ou
mais rasa quando ele comega a se mover? Explique.

A temperatura 7 em uma bola de metal € inversamente propor-

cional a distancia do centro da bola, que tomamos como a ori-

gem. A temperatura no ponto (1, 2, 2) é de 120°.

(a) Determine a taxa de variagdo de T'em (1, 2, 2) em dire¢do ao
ponto (2, 1, 3).

(b) Mostre que em qualquer ponto da bola a direcdo de maior
crescimento na temperatura é dada por um vetor que aponta
para a origem.

A temperatura em um ponto (x, y, z) ¢ dada por
T(x,y,2) = 200e %9
onde 7 € medido em °C e x, y, z em metros.
(a) Determine a taxa de variagcdo da temperatura no ponto
P2, —1,2) em direcdo ao ponto (3, —3, 3).
(b) Qual € a direcdo de maior crescimento da temperatura em P?
(c) Encontre a taxa maxima de crescimento em P.

Suponha que em uma certa regido do espago o potencial elétrico

V seja dado por V(x, y, 7) = 5x* — 3xy + xyz.

(a) Determine a taxa de varia¢do do potencial em P(3, 4, 5) na
direcdo do vetorv =1i + j — k.

(b) Em que dire¢@o V varia mais rapidamente em P?
(c) Qual a taxa médxima de varia¢io em P?

34. Suponha que vocé esteja subindo uma montanha cuja forma é

dada pela equacdo z = 1 000 — 0,005x> — 0,01y% onde x, y e z

s30 medidos em metros e vocé estd em um ponto com coorde-

nadas (60, 40, 966). O eixo x positivo aponta para o leste e o

eixo y positivo aponta para o norte.

(a) Se vocé andar exatamente para o Sul, comecard a subir ou a
descer? A que taxa?

(b) Se vocé caminhar em dire¢do ao Noroeste, comegard a subir
ou a descer? A que taxa?

(c) Em que dire¢@o a inclinagdo é maior? Qual ¢ a taxa de ele-
vacdo nessa direcdo? Qual € o dngulo que o inicio desse ca-
minho faz em relago a horizontal?

35. Seja fuma fung@o de duas varidveis que tenha derivadas parciais

continuas e considere os pontos A(1, 3), B(3, 3), C(1, 7) e
D(6, 15). A derivada direcional de f em A na diregdo do vetor
AB ¢ 3, e a derivada direcional em A na direcdo AC ¢ 26. ge-
termine a derivada direcional de f em A na dire¢do do vetor AD.

36. Um mapa topografico de Blue River Pine Provincial Park em

British Columbia € mostrado. Desenhe as curvas da descida mais
ingreme do ponto A (descendo até o Mud Lake) e do ponto B.

37. Mostre que a operacgdo de calcular o gradiente de uma funcdo

tem a propriedade fornecida. Suponha que u e v sejam funcgdes
diferencidveis de x e y e que a, b sejam constantes.

(@) Viau + bv) =aVu +bVv (b) V(uv) =uVv + v Vu

Vu—uV
© V(Z) AL L (d) V' = nu"" Vu

v

38. Esboce o vetor gradiente Vf (4, 6) para a funcéo f cujas curvas

de nivel sdo mostradas. Explique como vocé escolheu a dire¢@o
e sentido e o comprimento desse vetor.




39. A segunda derivada direcional de f (x, y) é 55.

Dy f (x,y) = Du[Du f(x, y)]

Sef(x,y) =x +5x% +y’eu = G, §>, calcule Dy’ f (2, 1). 56.

40. (a)Seu = <a, b> ¢ uma unidade vetorial e f tem derivadas par-
ciais de segunda ordem continuas, mostre que

D f = fua®+2fyab +f,, b*

(b) Determine a derivada direcional de f(x, y) = xe* na direcéo 57.

dev = (4,6).

41-46 Encontre uma equagao (a) do plano tangente e (b) da reta nor- 58.

mal a superficie dada no ponto especificado.

M2 -2+ (- 1P+ E-3P=10, (3,3,5) 59.
2 y=x-7, *173)
60.
43. xyz’ = 6, 3,2, 1)
M. xy+yz+zx=5 (1,2,1) 61
8. x+ty+z=ev  (0,0,1)
B Xy =22, (L) o
47-48 Utilize um computador para tracar o grafico da superficie, do
plano tangente e da reta normal na mesma tela. Escolha o dominio
com cuidado para evitar planos verticais estranhos. Escolha o ponto 83.
de vista de modo que vocé possa ver bem os trés objetos.
4. xy +yz+zx =3, (1, 1,1) 61
8. xyz=6, (1,2,3)
49. Se f(x,y) = xy, encontre o vetor gradiente Vf (3, 2) e use-o para @
encontrar a reta tangente a curva de nivel f(x, y) = 6 no ponto (3, 65
2). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o vetor gradiente. )
50. Se g(x, y) = x>+ y*— 4x, encontre o vetor gradiente Vg(1, 2) e
use-0 para encontrar a reta tangente a curva de nivel g(x, y) = 1
no ponto (1, 2). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o vetor
gradiente.
51. Mostre que a equagdo do plano tangente ao elipsoide
XYa?+ y*Ib? + Z2/c* = 1 no ponto (xo, yo, Zo) pode ser escrita como
XXo Yo o Z20 _ 66.
@t p
52. Determine a equagdo do plano tangente ao hiperboloide
Xa*+ yb* — 22/c* = 1 em (xo, Yo, 20) € expresse-a de forma se-
melhante a do Exercicio 51.
67.
53. Mostre que a equacdo do plano tangente ao paraboloide eliptico
zlc = x*/a® + y*b* no ponto (xo, Yo, Zo) pode ser escrita como
2xx0 . 2yy0  z+ 2
a’ b* c 68.

54. Em qual ponto do paraboloide y = x*> + 72 o plano tangente € pa-
ralelo ao plano x + 2y + 3z = 1?
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Existem pontos no hiperboloide x* — y*> — z> = 1 nos quais o
plano tangente € paralelo ao plano z = x + y?

Mostre que o elipsoide 3x* + 2y + z2 = 9 e a esfera
X2+ y2+ 72— 8x — 6y — 8z + 24 = 0 se tangenciam no ponto
(1, 1, 2). (Isso significa que eles tém um plano tangente comum
nesse ponto.)

Mostre que todo plano que € tangente ao cone x> + y> = z2 passa
pela origem.

Mostre que toda reta normal a esfera x> + y? + z2 = r? passa pelo
centro da esfera.

Onde a reta normal a pardbola z = x> + y? no ponto (1, 1, 2) in-
tercepta o paraboloide uma segunda vez?

Em quais pontos a reta normal que passa pelo ponto (1, 2, 1) no elip-
soide 4x* + y* + 472 = 12 intercepta a esfera x> + y* + z2= 102 ?

Mostre que a soma das interseccdes x, y e z de qualquer plano
tangente a superficie \/; + ﬁ + ﬁ = \/E € uma constante.

Mostre que as pirdmides cortadas do primeiro octante por qual-
quer plano tangente a superficie xyz = 1 em pontos do primeiro
octante t&m o mesmo volume.

Determine as equagdes paramétricas da reta tangente a curva
formada pela intersecgéo do paraboloide z = x> + y* com o elip-
soide 4x> + y* + z2= 9 no ponto (—1, 1, 2).

(a) O plano y + z = 3 intercepta o cilindro x> + y* = 5 em uma
elipse. Determine as equagdes paramétricas da reta tangente a
essa elipse no ponto (1, 2, 1).

(b) Desenhe o cilindro, o plano e a reta tangente na mesma tela.

(a) Duas superficies sdo ditas ortogonais em um ponto de in-
tersec¢d@o se suas normais sio perpendiculares nesse ponto.
Mostre que superficies com equagdes F(x, y, z) = 0 e
G(x, y, z) = 0 sdo ortogonais no ponto P onde VF # 0 e
VG # 0 se e somente se

F.G:+ F\Gy + F.G,= 0 em P

(b) Use o item (a) para mostrar que as superficies z> = x*> + y> e
X2 + y* + z2= r? sdo ortogonais em todo ponto de intersec-
¢d0. Vocé pode ver isso sem fazer os cdlculos?

(a) Mostre que a fungdo f(x, y) = /xxy é continua e suas deri-
vadas parciais f; e f; existem na origem, mas as derivadas di-
recionais em todas as outras direcdes ndo existem.

(b) Trace o grafico de f perto da origem e comente como ele con-
firma o item (a).

Suponha que as derivadas direcionais de f (x, y) sejam conheci-
das em um determinado ponto em duas direcdes ndo paralelas
dadas por vetores unitérios u e v. E possivel determinar Vfnesse
ponto? Em caso afirmativo, como fazé-1o?

Mostre que, se z = f (x, y) for diferencidvel em xo = (xo, o),
entao

S~ f(x0) = V(o) - (x = X0)
m =

li
|x = Xo|

X—Xg

0

[Dica: Use a Defini¢do 14.4.7 diretamente.]
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('~ Valores Maximo e Minimo

N

Miéximo
N absoluto

) Minimo
Minimo local

absoluto

FIGURA 1

Observe que a conclusdo do Teorema 2
pode ser enunciada na notagéo de vetores
gradientes como Vf (a, b) = 0.

FIGURA 2
z=x>+y’—2x—6y+14

Como vimos no Capitulo 4, no Volume I, um dos principais usos da derivada ordindria € na
determinagdo dos valores maximo e minimo (valores extremos). Nesta se¢do veremos como
usar as derivadas parciais para localizar os pontos de maximo e minimo de uma fungéo de
duas varidaveis. Em particular, no Exemplo 6 veremos como maximizar o volume de uma
caixa sem tampa se tivermos uma quantidade limitada de cartolina para trabalhar.

Olhe os picos e vales no grafico de f mostrado na Figura 1. Existem dois pontos (a, b) nos
quais f tem um mdximo local, ou seja, onde f (a, b) € maior que os valores préximos de
f(x, y). O maior destes dois valores € o mdximo absoluto. Do mesmo modo, f tem dois mini-
mos locais onde f (a, b) € menor que os valores préximos. O maior destes dois valores € o
minimo absoluto.

E] Definicdo Uma funcdo de duas varidveis tem um maximo local em (a, b) se
f(x, y) =< f(a, b) quando (x, y) esta préximo de (a, b.) [Isso significa que f (x, y) < f(a, b)
para todos os pontos (x, y) em alguma bola aberta com centro (a, b).] O nimero
f(a, b) é chamado valor maximo local. Se f (x, y) = f (a, b) quando (x, y) estd préximo
(a, b), entdo f tem um minimo local em (a, b) e f (a, b) € um valor minimo local.

Se as inequacdes da Defini¢do 1 valerem para todos os pontos (x, y) do dominio de f,
entdo f tem um maximo absoluto (ou minimo absoluto) em (a, b).

(2] Teorema Se f tem um mdximo ou minimo local em (a, b) e as derivadas parciais
de primeira ordem de f existem nesses pontos, entdo f.(a, b) = 0 e fi(a, b) = 0.

DEMONSTRACAO Seja g(x) = f(x, b). Se f tem um méximo (ou minimo) local em (a, b), entdo
¢ tem um maximo (ou minimo) local em a, portanto g'(a) = 0 pelo Teorema de Fermat (veja
o Teorema 4.1.4). Mas g'(a) = f(a, b) (veja a Equagdo 14.3.1) e, portanto, fi(a, b) = 0. Da
mesma forma, pela aplicagdo do Teorema de Fermat a funcdo G(y) = f (a, y), obtemos
f(a, b) =0. [

Se impusermos fi(a, b) = 0 e fi(a, b) = 0 na equacdo do plano tangente (Equacdo
14.4.2), obteremos z = zo. Assim, a interpretacdo geométrica do Teorema 2 € que o gréfico
de f tem um plano tangente em um maximo ou minimo local, portanto, o plano tangente
deve ser horizontal.

Um ponto (a, b) é chamado ponto critico (ou ponto estaciondrio) de f se fi(a, b) = 0 e
fi(a, b) = 0, ou se uma das derivadas parciais nio existir. O Teorema 2 diz que se f tem um
maximo ou minimo local em (a, b), entdo (a, b) € um ponto critico de f. No entanto, como
no calculo varidvel tinico, nem todos os pontos criticos originam maximos ou minimos. Em
um ponto critico, a fungdo pode ter um maximo local ou um minimo local, ou ainda nenhum
dos dois.

[EEEINEN Sejaf(x,y) = x>+ y2— 2x — 6y + 14. Entdo
S, y) =2x =2 S, y) =2y —6

Essas derivadas parciais sdo nulas quando x = 1 e y = 3, portanto, o Gnico ponto critico €
(1, 3). Completando os quadrados, achamos

fy) =4+ -1+ (y—3)

Jique (x — 1)*=0e (y — 3)>= 0, temos f (x, y) = 4 para todos os valores de x e y. Logo,
f({,3) =4 ¢ um minimo local e, de fato, € o minimo absoluto de f. Isso pode ser confirma-
do geometricamente a partir do grafico de f, que € o paraboloide eliptico com vértice (1, 3,
4) mostrado na Figura 2. [

[EETEZNF Determine os valores extremos de f (x, y) = y? — x2



SOLUCAD Como f, = —2xef, = 2y, o Unico ponto critico € (0, 0). Observe que, para 0s pon-
tos sobre 0 eixo x, temos y = 0, portanto f (x, y) = —x><< 0 (se x # 0). Entretanto, para os
pontos sobre o eixo y, temos x = 0, portanto f (x, y) = y*> 0 (se y # 0). Logo, todo disco
com centro (0, 0) contém pontos onde a fungdo tem valores positivos, assim como pontos
onde f tem valores negativos. Entdo, f (0, 0) = 0 ndo pode ser um valor extremo de f, por-
tanto f ndo tem valor extremo. |

O Exemplo 2 ilustra o fato de que uma fun¢@o pode nio ter nem maximo nem minimo
em um ponto critico. A Figura 3 mostra como isso € possivel. O grifico de f'€é o paraboloide
hiperbélico z = y* — x2, que tem plano horizontal tangente (z = 0) na origem. E possivel
observar que f(0, 0) = 0 € um médximo na dire¢@o do eixo x, mas um minimo na dire¢ao do
eixo y. Préximo a origem do grifico existe o formato de uma sela e, portanto, (0, 0) € cha-
mado ponto de sela de f.

Uma montanha tem um formato de sela. Conforme a fotografia da formagao geoldgica
ilustra, para as pessoas que escalam em uma direcdo, o ponto de sela € o ponto mais baixo
na rota, enquanto para aqueles que viajam em uma direcdo diferente, o ponto de sela € o
ponto mais alto.

Precisamos ser capazes de determinar se uma fun¢@o tem um valor extremo em um ponto
critico. O teste a seguir, que serd demonstrado no fim desta se¢do, € andlogo ao Teste da
Segunda Derivada para as funcdes de uma tnica variavel.

@ Teste da Segunda Derivada Suponha que as segundas derivadas parciais de f sejam
continuas em uma bola aberta com centro em (a, b), e suponha que fi(a, b) = 0 e fi(a,
b) = 0 [ou seja, (a, b) € um ponto critico de f]. Seja

D = D(a, b) = fu(a, b) fi(a, b) — [ fu(a, b)I
(a) Se D > 0 e fi(a, b) > 0, entdo f (a, b) ¢ um minimo local.
(b) Se D > 0 e fu(a, b) <0, entdo f (a, b) € um maximo local.

(c) Se D < 0, entdo f (a, b) ndo € minimo local nem maximo local.

OBSERVACAO0 1 No caso (c) o ponto (a, b) é chamado ponto de sela de f e o grafico de f
cruza seu plano tangente em (a, b).

OBSERVACAO0 2 Se D = 0, ndo d4 nenhuma informagdo: f pode ter um maximo local ou
minimo local em (a, b), ou (a, b) pode ser um ponto de sela de f.

OBSERVACAO 3 Para lembrar a férmula de D, € util escrevé-la como um determinante:

Joo fo
Fon Sy

D= = fuckiy — (f)cy)z

[EEITE] Determine os valores mdximos e minimos locais e os pontos de sela de
fG,y)=x+ y*—dxy + 1.

SOLUCAO Primeiro localizamos os pontos criticos:
fi=4—4y =4y —4x
Igualando essas derivadas parciais a zero, obtemos as equagdes
X=y=0 e yY—-—x=0
Para resolvé-las, substituimos y = x* da primeira equagdo na segunda. Isso dd
0=x—x=x(*— D =x(x*— DE*+ 1) =x(x— D>+ DHEx*+ 1)

e existem trés raizes reais: x = 0, 1, —1. Os trés pontos criticos sdo (0, 0), (1, 1) e (—1, —1).
Agora vamos calcular as segundas derivadas parciais e D(x, y):

S = 1252 fo=—4 Sy = 12y?

D(x,y) = fufiy = (fo)? = 144x°y* — 16

Stan Wagon, Macale:
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Como D(0, 0) = —16 < 0, segue do caso (c) do Teste da Segunda Derivada que a origem ¢é
um ponto de sela; ou seja, f ndo tem nem maximo local nem minimo local em (0, 0). Como
D(1,1) =128 > 0 e f(1, 1) = 12 > 0, vemos do caso (a) do teste que f(1, 1) = —1 & um
minimo local. Da mesma forma, temos D(—1, —1) = 128 > 0 e fu(—1, —1) = 12 > 0, por-
tanto f(—1, —1) = —1 € também um minimo local.

Um mapa de contorno da fung&o f do O gréfico de f é mostrado na Figura 4. [

Exemplo 3 é mostrado na Figura 5. As

curvas de nivel pertode (1, 1) e

(=1, —1) tém forma oval e indicam que,

quando nos movemos para longe de (1, 1)

ou (—1, —1) em qualquer diregdo, 0s

valores de f'crescem. As curvas de nivel

perto de (0, 0), por outro lado, parecem

hipérboles. Elas revelam que, quando nos

movemos para longe da origem (onde o

valor de fé 1), os valores de f decrescem

em algumas direcdes, mas crescem em

outras. Portanto, o mapa de contornos ;

sugere a presenga dos minimos e do ponto

de sela que encontramos no Exemplo 3.

h
t

FIGURA 5

Em Module 14.7 & possivel utilizar Determine e classifique os pontos criticos da fungio
€D q p ¢
0s mapas de contorno para estimar as
localizagBes dos pontos criticos [ y) =108y — 56 — 4y> —x* — 2y
Determine também o ponto mais alto do grafico de f.
SOLUGCAD As derivadas parciais de primeira ordem sdo
Jfr=20xy — 10x — 4x3 Sy = 10x* — 8y — 8y?

Para acharmos os pontos criticos precisamos resolver as equacgdes

[4] 2x(10y — 5 — 2x2) = 0
@ 5x—4y —4y’=0
Da Equacio 4, vemos que
x=0 ou 10y —5—-2x*=0

No primeiro caso (x = 0), a Equagéo 5 fica —4y(1 + y*) = 0, assim, y = 0 e temos um
ponto critico (0, 0).
No segundo caso (10y — 5 — 2x* = (), temos

@ xX2=5y—25

e, substituindo na Equagdo 5, temos 25y — 12,5 — 4y — 4y = 0. Logo, temos de resolver a
equagdo cuibica

4y — 21y + 12,5 =0

Utilizando uma calculadora grafica ou um computador para tragar o grafico da funcio

) gy) =4y*— 21y + 12,5
/\ como na Figura 6, vemos que a Equacdo 7 tem trés raizes reais. Dando zoom podemos achar
-3 27 as raizes com quatro casas decimais:

y~ —2,5452 y =~ 0,6468 y ~ 1,8984

L (Como alternativa, podemos usar o método de Newton ou um programa para localizar raizes
para determind-las.) Da Equagao 6, os valores x correspondentes sdo dados por

x = *5y—25

FIGURA 6



Se y = —2,5452, entdo x ndo tem valor real correspondente. Se y =~ 0,6468, entdo
x = *£0,8567. Se y = 1,8984, entdo x = *£2,6442. Assim, temos o total de cinco pontos cri-
ticos, que s@o analisados na tabela a seguir. Todos os valores estdo arredondados para duas

casas decimais.

Ponto critico Valor de f S D Conclusdes
(0, 0) 0,00 —10,00 80,00 maximo local

(£2,64, 1,90) 8,50 —55,93 2.488,72 méximo local

(£0,86, 0,65) —1,48 —5,87 —187,64 ponto de sela

As Figuras 7 e 8 mostram o grafico de f sob dois pontos de vista diferentes, e vemos que
a superficie se abre para baixo. [Isso pode ser visto da expressdo de f (x, y): os termos domi-
nantes sdo —x* — 2y* quando |x| e |y| sdo grandes.] Comparando os valores de f nos maxi-
mos locais, vemos que o maximo absoluto de /'€ f (+2,64, 1,90) =~ 8,50. Em outras palavras,
os pontos mais altos do grafico de f sdo (*£2,64, 1,90, 8,50).
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FIGURA 9

[EEI0H Determine a menor distincia entre o ponto (1,0, —2) e o plano x + 2y + z =4.
SOLUCAD A distancia entre um ponto qualquer (x, y, z) € o ponto (1, 0, —2) é
d=+(x— 12+ y2+ (z + 20

Mas, se (x, y, z) pertence ao plano x + 2y + z = 4, entdo z = 4 — x — 2y e assim temos
d=+/(x — 1)+ y2 + (6 — x — 2y)?. Podemos minimizar d minimizando a expressio
mais simples

d*=fx,y)=@x— 12+ 2+ (6 —x — 2y)
Resolvendo as equacdes

fi=2x—1)—26—x—2y)=dx+4y—14=0

=2y —46 —x—2y)=4x+ 10y —24 =0
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Visual 14.7 mostra diversas
familias de superficies. A superficie nas
Figuras 7 e 8 ¢ um membro de uma dessas
familias.

Os cinco pontos criticos da fungdo f do
Exemplo 4 estéo destacados em azul no
mapa de contorno de f na Figura 9.
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0 Exemplo 5 poderia ser resolvido
utilizando-se vetores. Compare com 0s
métodos da Segdo 12.5.

y

FIGURA 10

(a) Conjuntos fechados

- T
\ \
\ \
\ \

—— \
(b) Conjuntos que nao sao fechados

FIGURA 11

achamos que o tnico ponto critico é (lgl, %) Como f« = 4, fy, = 4 e f,, = 10, temos
D(x,y) = fufiy — (fy)? = 24 > 0 e fi. > 0, portanto, pelo Teste da Segunda Derivada, f tem
um minimo local em (%l %) Intuitivamente podemos ver que esse minimo local é, na verda-
de, um minimo absoluto, porque precisa haver um ponto no plano dado que esteja mais pro-

ximo de (1,0, —2). Se x = % e y = 3, entdo

d=Jax—1P+y+6-x-27 =P+ P+ (F =iv6

A menor distancia de (1, 0, —2) ao plano x + 2y + z =4 é 2./6. _—

@0 Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12 m? de papeldo. Deter-
mine o volume maximo dessa caixa.

SOLUGCAD Sejam x, y e z 0 comprimento, a largura € a altura da caixa (em metros) como mos-
trado na Figura 10. Entdo, o volume da caixa é
V=1xyz
Podemos expressar V como fungdo sé de x e y usando o fato de que a drea dos quatro lados
e do fundo da caixa é
2xz + 2yz + xy =12

Isolando z nessa equagdo, obtemos z = (12 — xy)/[2(x + y)], e V fica
12 —xy  12xy —x%y°

YTy T 2ty

Calculamos as derivadas parciais:

v _ yH (12 — 2xy — x?) av _ x*(12 — 2xy — y?)
ox 2(x + y)? dy 2(x + y)?

Se V € um maximo, entdo dV/dx = aV/dy = 0, masx = Oouy = 0d4d V = 0, de modo que
precisamos resolver as equagdes

12—-2xy—x*=0 12 —2xy —y*=0

Isso implica que x> = y? e, portanto, x = y. (Observe que ambos devem ser positivos neste
problema.) Se colocarmos x = y em qualquer uma das equacdes obtemos 12 — 3x>= 0, o
quedix=2,y=2ez=(12—-2-2)/[22 +2)] = 1.

Podemos usar o Teste da Segunda Derivada para mostrar que o ponto obtido € um maéxi-
mo local de V, ou podemos argumentar que a natureza fisica do problema exige a existéncia
de um méximo absoluto, que deve ocorrer em um ponto critico de V, portanto, esse maximo
pode ocorrer quando x = 2,y =2,z = 1. Assim, V=2 -2 - 1 = 4, e 0 volume méiximo da
caixa é 4 m°. [ |

N Vvalores Maximo e Minimo Absolutos

Para uma funcéo f de uma varidvel, o Teorema do Valor Extremo diz que, se f é continua em
um intervalo fechado [a, b], entdo ftem um valor minimo absoluto e um valor maximo absolu-
to. De acordo com o Método dos Intervalos Fechados da Secéo 4.1, no Volume I, achamos esses
valores calculando f ndo somente nos pontos criticos, mas também nas extremidades a e b.
Para as funcdes de duas varidveis, a situacéio é semelhante. Do mesmo modo que os inter-
valos fechados contém suas extremidades, um conjunto fechado de R? contém todos os seus
pontos da fronteira. [Um ponto da fronteira de D € um ponto (a, b) tal que qualquer bola aberta
com centro em (a, b) contém pontos de D e pontos ndo pertencentes a D.] Por exemplo, o disco

D= {(x, Y|+ y’< 1)}

constituido de todos os pontos sobre e dentro da circunferéncia x> + y*> = 1 é um conjunto
fechado porque contém todos os seus pontos da fronteira (que sdo os pontos sobre a circun-
feréncia x> + y? = 1). Mas se um tnico ponto da fronteira for omitido, o conjunto deixa de
ser fechado (veja a Figura 11.)

Um conjunto limitado em R? é aquele que estd contido em alguma bola aberta. Em
outras palavras, ele € finito em extensdo. Entdo, em termos de conjuntos fechados e limita-
dos, podemos enunciar o correspondente ao Teorema do Valor Extremo para duas dimensoes.



Teorema do Valor Extremo para as Fungdes de Duas Variaveis Se f € continua em um
conjunto fechado e limitado D em R? entdo f assume um valor mdximo absoluto
f (x1, y1) € um valor minimo absoluto f (x, y,) em alguns pontos (x;, y1) € (x2, y2) de D.

Para acharmos os pontos extremos, cuja existéncia ¢ garantida pelo Teorema 8, observa-
mos que, pelo Teorema 2, se f tem um valor extremo em (xi, 1), entdo (x;, y;) ou € um ponto
critico de f, ou um ponto da fronteira de D. Portanto, temos a seguinte extensdo do Método
dos Intervalos Fechados.

@ Para determinar os valores maximo e minimo absolutos de uma fung¢io continua
fem um conjunto fechado e limitado D:

1.  Determine os valores de f nos pontos criticos de fem D.
2.  Determine os valores extremos de f na fronteira de D.

3. O maior dos valores dos passos 1 e 2 € o valor maximo absoluto; o menor des-
ses valores € o valor minimo absoluto.

[EE[INF] Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcéo
f(x,y) =x*—2xy + 2ynoretdngulo D = {(x, ) |0 =<x<3,0<y <2}

SOLUCAO Como fé um polindmio, é continua no retingulo fechado e limitado D, portanto o
Teorema 8 nos diz que existem tanto o maximo absoluto quanto o minimo absoluto. De
acordo com o passo 1 de [9], inicialmente devemos calcular os pontos criticos. Eles ocorrem
quando

fi=2x—2y=0 f="2x+2=0

e, assim, o tUnico ponto critico existente € (1, 1), e o valor de fai é f(1, 1) = 1.
No passo 2 olhamos para os valores de f na fronteira de D, que € constituido por quatro
segmentos de reta L, L,, L3 € Ly mostrados na Figura 12. Em L,, temosy = 0 e

f(x,0) = x? 0<x<3

Isso corresponde a uma fung@o crescente de x, que tem valor minimo f (0, 0) = 0 e maximo
fB3,0)=9.Em L, temosx =3 e

fG.»=9—-4y O0sy=<2

Essa é uma fungdo decrescente de y, portanto seu maximo € f (3, 0) = 9 e seu minimo &
f(3,2)=1.Em L, temosy = 2 e

f,2)=x*—4x+4 0sx<3

Pelos métodos do Capitulo 4, no Volume I, ou simplesmente observando que f (x, 2) = (x —
2)?, vemos que o minimo valor dessa fungfo é f (2, 2) = 0, e seu valor maximo é f (0, 2) =
4. Finalmente, em L,, temos x = O e

fQO,y) =2y O0sy=<?2

com valor médximo f (0, 2) = 4 e valor minimo f (0, 0) = 0. Portanto, na fronteira, o valor
minimo de f € 0 e 0 méximo, 9.

No passo 3 comparamos esses valores com o valor f (1, 1) = 1 no ponto critico e con-
cluimos que o valor maximo absoluto de fem D € f (3,0) = 9, e o valor minimo absoluto é
f(0,0) = f(2,2) = 0. A Figura 13 mostra o gréfico de f. |

Concluimos esta se¢do com a demonstra¢do da primeira parte do Teste da Segunda Deri-
vada. As partes (b) e (c) tém demonstra¢des semelhantes.

DEMONSTRACAOQ DO TEOREMA 3, PARTE (a) Vamos calcular a derivada direcional de segunda
ordem de f na dire¢do de u = (h, k). A derivada de primeira ordem é dada pelo Teorema
14.6.3:

Duf=fh + fk
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y
T R R P
L, L,
(0, 0) L, (3,0 X
FIGURA 12

FIGURA 13
flx,y)=x*—2xy+2y
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Aplicando esse teorema uma segunda vez, temos
) 9 d
Dif= Du(Duf) = (Duf)h + (Duf)k
ox dy

= (fuh + fiuk)h + (fiuh + f,,kk
= fuh® + 2f hk + £, k*

(pelo Teorema de Clairaut)

Se completarmos os quadrados na expressao, obteremos

fo N LK
D3f=fxx<h + - k) + =y = f3)

f;fx fxx
Foi-nos dado que fi.(a, b) > 0 e D(a, b) > 0. Mas fi. e D = fi. f,y — fi3 s@o fun¢des conti-
nuas, portanto ha uma bola aberta B com centro (a, b) e raio 6 > 0 tal que fi(x, y) > 0e
D(x, y) > 0 sempre que (x, y) estd em B. Logo, ao olhar na Equagéo 10, vemos que D} f (x,
y) > 0 sempre que (x, y) pertencer a B. Isso significa que se C € a curva obtida pela inter-
seccdo do gréifico de f com o plano vertical que passa por P(a, b, f (a, b)) na dire¢do de u,
entdo C é cOncava para cima no intervalo do comprimento 268. Isso é verdadeiro na dire¢do
de cada vetor u, portanto se restringirmos (x, y) para ficar em B, o grafico de f fica acima de
seu plano horizontal tangente em P. Assim, f (x, y) = f (a, b) sempre que (x, y) estiver em B.
Isso mostra que f (a, b) € um minimo local. [

1. Suponha que (1, 1) seja um ponto critico de uma funcio f com 4,

derivadas de segunda ordem continuas. Em cada caso, o que se
pode dizer sobre f?

(@) ful1, 1) = 4,
(b) ful1, 1) = 4,

fol, D=1,
fo(1, 1) =3,

S, 1) =2
S, 1) =2
Suponha que (0, 2) seja um ponto critico de uma fungdo g com

derivadas de segunda ordem continuas. Em cada caso, o que se
pode dizer sobre g?

(a) g»*’f“(o’ 2) = _1’ gX,V(Ov 2) = 6’ g}'}'(ov 2) = 1
(b) gXX(()! 2) = _19 gxy(o’ 2) = 2’ g}'y(o’ 2) = _8
(C) gXX(()’ 2) = 4’ gXV(O’ 2) = 6’ g,V,V(O’ 2) = 9

3-4 Utilize as curvas de nivel da figura para predizer a localiza¢do
dos pontos criticos de f e se f tem um ponto de sela ou um maximo
ou minimo local em cada um desses pontos. Explique seu racioci-
nio. Em seguida, empregue o Teste da Segunda Derivada para con-
firmar suas predi¢des.

3.

f,y) =4+ x4+ y = 3xy

Y

)
N/

3,7
32
2
1

E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

fly)=3x—x—2y"+y*

5-18 Determine os valores maximos e minimos locais e pontos de
sela da fungdo. Se vocé tiver um programa de computador para
desenhar em trés dimensdes, trace o grafico da fung¢do usando um
ponto de vista e dominio convenientes para mostrar 0os aspectos
importantes da fungo.

5. f(r,y) =9 —2x+4y—x— 4y
6. f(x,y)=xy+ 12¢ -8y

1. fx,y)y=x—y) (1 —xy)

8 flxy) =xe >

8. f(ny) =y +3x%y— 62— 62+2
10. f(r,y)=xy(l—x—y)

M. f(x,y)=x = 12xy + 8y

. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



12.
13.

14.

15.

11
fy) =xy+—+—
x oy

f(x,y) = ecosy
fx,y) =ycosx

f(x, y) = (xz + yZ)e"l,Xz

16. f(x,y) = &(? — x?)

17. f(x,y) =y*> — 2ycos x, —-1=sx=<7

18. f(x,y) = senxseny, —rT<x<m, —r<y<mw

19. Mostre que f (x, y) = x*> + 4y 2 — 4xy + 2 em um ndmero infi-
nito de pontos criticos e que D = 0 em cada um. A seguir, mos-
tre que f tem um minimo local (e absoluto) em cada ponto
critico.

20. Mostre que f (x, y) = x%ye " tem valores maximos em

(+1,1/4/2)) e valores maximos em (*1, —1/4/2 ). Mostre tam-
bém que f tem infinitos outros pontos criticos e que D = 0 em
cada um deles. Quais deles ddo origem a valores maximos? E a
valores minimos? E a pontos de sela?

21-24 Utilize um gréafico e/ou curvas de nivel para estimar os valo-
res maximos e minimos locais e pontos de sela da fungdo. Em
seguida, use o célculo para determinar esses valores de modo preciso.

21.

22,

23.

24.

floy)y=x+y +x72y7
fOny) = xye

f(x,y) =senx + seny + sen(x + y),
Osx=2m0sy=<2w

f(x,y) =senx + seny + cos(x + y),
Osxs=7m4,0<ysmn/4

25-28 Utilize uma ferramenta grafica como no Exemplo 4 (ou o
Meétodo de Newton ou um determinador de raizes) para encontrar os
pontos criticos de f com precisdo de trés casas decimais. Em
seguida, classifique o ponto critico e determine o valor mais alto e o
mais baixo do gréfico, se houver.

25.
26.
21.
28.

fx,y) =x* + ¥+ 4xPy + 2y

Oy =y =2+ =y +y
f,y=x*+y =32+ +x—2y+1

Fx,y) =20e sen3xcos 3y, |x| <1, |yl <1

29-36 Determine os valores mdximo e minimo absolutos de f no
conjunto D.

29.

30.

31.

32.

33.

f(x,y) = x>+ y*>—2x, D éaregido triangular fechada com
vértices (2, 0), (0,2) e (0, —2)

fx,y)=x+y—xy, Déaregido triangular fechada com
vértices (0, 0), (0, 2) e (4, 0)

f,y) =22+ y*+ x*y + 4,
D= {xyllxl <1yl <1}

f(x,y) =4x + 6y — x> —y?,
D={x0<sx<40<y<5}

fl,y)=x'+y'—dxy + 2,
D={xl0=sx<30<y=<2}

34.

35.

36.
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fae,y=x2% D={xylx=0,y=0,8+)y’<3}
f,y)=2¢+y, D= {xyl+y’<1}

f,y)=x*=3x —y*+ 12y, D é o quadrilétero cujos vérti-
ces sdo (—2,3),(2,3),(2,2)e(—2, —2).

38.

39.

40.

a.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Para as fungdes de uma varidvel, € impossivel uma funcdo con-
tinua ter dois pontos de maximo local e nenhum de minimo
local. Para as func¢des de duas varidveis, esse caso existe. Mos-
tre que a funcdo

Flry) === 1P = (2y —x — 1P
s6 tem dois pontos criticos, ambos de maximo local. Em se-
guida, utilize um computador com uma escolha conveniente de
dominio e ponto de vista para ver como isso € possivel.

Se uma fun¢do de uma varidvel é continua em um intervalo e
tem um tnico ponto critico, entdo um maximo local tem de ser
um maximo absoluto. Mas isso ndo é verdadeiro para as funcdes
de duas varidveis. Mostre que a funcio

fx,y) =3xe— x*— ¥
tem exatamente um ponto critico, onde f tem um méximo local,
porém este ndo € um maximo absoluto. Em seguida, utilize um

computador com uma escolha conveniente de dominio e ponto
de vista para ver como isso € possivel.

Determine a menor distancia entre o ponto (2, 0, —3) e o plano
x+y+z=1

Determine o ponto do plano x — 2y + 3z = 6 que estd mais pro-
ximo do ponto (0, 1, 1).

Determine os pontos do cone 7> = x> + y? que estdo mais proxi-
mos do ponto (4, 2, 0).

Determine os pontos da superficie y> = 9 + xz que estdo mais
proximos da origem.

Determine trés nimeros positivos cuja soma é 100 e cujo pro-
duto é maximo.

Encontre trés nimeros positivos cuja soma é 12 e cuja soma dos
quadrados € a menor possivel.

Encontre o volume médximo de uma caixa retangular que esta
inscrita em uma esfera de raio r.

Encontre as dimensdes de uma caixa com volume de 1.000 cm3
que tenha a drea de sua superficie minima.

Determine o volume da maior caixa retangular no primeiro oc-
tante com trés faces nos planos coordenados e com um vértice
no plano x + 2y + 3z = 6.

Determine as dimensdes da caixa retangular de maior volume
se a drea total de sua superficie é dada por 64 cm?>.

Determine as dimensdes de uma caixa retangular de volume ma-
ximo tal que a soma dos comprimentos de suas 12 arestas seja
uma constante c.

A base de um aquério com volume V ¢ feita de ardésia e os lados
sdo de vidro. Se o preco da arddsia (por unidade de drea) equi-
vale a cinco vezes o preco do vidro, determine as dimensdes do
aqudrio para minimizar o custo do material.
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51.

52.

53.

54.

55.

CALCULO

Uma caixa de papeldo sem tampa deve ter um volume de 32.000
cm?®. Determine as dimensdes que minimizem a quantidade de
papeldo utilizado.

Um prédio retangular estd sendo projetado para minimizar a

perda de calor. As paredes leste e oeste perdem calor a uma taxa

de 10 unidades/m? por dia; as paredes norte e sul, a uma taxa de

8 unidades/m? por dia; o piso, a uma taxa de 1 unidade/m? por

dia e o teto, a uma taxa de 5 unidades/m? por dia. Cada parede

deve ter pelo menos 30 m de comprimento, a altura deve ser no
minimo 4 m, e o volume, exatamente 4 000 m?>.

(a) Determine e esboce o dominio da perda de calor como uma
fungdo dos comprimentos dos lados.

(b) Encontre as dimensdes que minimizam a perda de calor.
(Analise tanto os pontos criticos como os pontos sobre a
fronteira do dominio.)

(c) Vocé poderia projetar um prédio com precisamente menos
perda de calor ainda se as restri¢des sobre os comprimentos
das paredes fossem removidas?

Se o comprimento da diagonal de uma caixa retangular deve ser
L, qual € o maior volume possivel?

Trés alelos (versdes alternativas de um gene) A, B e O determinam
0s quatro tipos de sangue: A (AA ou AO), B (BB ou BO), O (OO)
e AB. A Lei de Hardy-Weinberg afirma que a propor¢ao de indi-
viduos em uma populagdo que carregam dois alelos diferentes é

P =2pg + 2pr + 2rq

onde p, g e r sdo as proporgdes de A, B e O na populagdo. Use
o fato de que p + g + r = 1 para mostrar que P é no maximo 3.

Suponha que um cientista tenha razdes para acreditar que duas
quantidades x e y estejam relacionadas linearmente, ou seja,
y = mx + b, pelo menos aproximadamente, para algum valor de

56.

m e de b. O cientista realiza uma experiéncia e coleta os dados na
forma de pontos (xi, 1), (x2, y2), - . . , (X, Y»), € €ntdo coloca-os em
um gréfico. Os pontos néo estdo todos alinhados, de modo que o
cientista quer determinar as constantes m e b para que aretay =
mx + b “ajuste” os pontos tanto quanto possivel (veja a figura).

y

Seja d; = y; — (mx; + b) o desvio vertical do ponto (x;, y;) da
reta. O método dos minimos quadrados determina m e b de

o e e n 2 .
modo a minimizar ¥,;_, d;, a soma dos quadrados dos desvios.
Mostre que, de acordo com esse método, a reta de melhor ajuste
é obtida quando

mzxi+bn=2y,<

i=1 i=1

n n n
m2x3+b2xi= EX;y,-
i1 =1 =1

Dessa forma, a reta é determinada ao resolver essas duas equa-
¢Oes nas incognitas m e b. (Veja a Secdo 1.2, no Volume I, para
mais discussdes e aplicagdes do método dos quadrados mini-
mos.)

Determine uma equagdo do plano que passa pelo ponto (1, 2, 3)
e que corta o menor volume do primeiro octante.

PROJETO DE UMA CACAMBA

para sua andlise:

de construgdo.

Para esse projeto, inicialmente localizamos uma cacamba de entulho retangular para estudar

sua forma e construg@o. Tentaremos entdo determinar as dimensdes de um recipiente de forma

similar e que minimize o custo de construgdo.

1. Primeiro localize uma cagamba de entulho. Estude e descreva cuidadosamente todos os
detalhes de sua construcio e determine seu volume. Inclua um esboco do recipiente.

2. Mantendo a mesma forma geral e o método de constru¢do, determine as dimensdes que tal
recipiente deveria ter para minimizar o custo de constru¢do. Utilize as seguintes hipdteses

m Os lados, a parte de trds e a da frente devem ser feitos com folhas de aco de tipo 12 (2,657
mm de espessura), que custam $ 8,00 por metro quadrado (incluindo quaisquer cortes ou
dobras necessarios).

= A base deve ser feita de uma folha de aco de tipo 10 (3,416 mm de espessura), que custa
$ 10,00 por metro quadrado.

m As tampas custam aproximadamente $ 50,00 cada, independentemente das dimensdes.
® A soldagem custa aproximadamente $ 0,60 por metro para material e servico combinados.

Dg sua justificativa para qualquer hip6tese adicional ou simplificacdo feita dos detalhes

3. Descreva como qualquer hipétese ou simplificacio feita pode afetar o resultado.
4. Se vocé fosse contratado como consultor nessa pesquisa, quais seriam suas conclusdes? Vocé
recomendaria a alteracdo do projeto da cagcamba? Se sim, descreva a economia resultante.
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APROXIMACAO QUADRATICA E PONTOS CRITICOS

A aproximagao por polindmio de Taylor de uma fun¢do de uma varidvel discutida no Capitulo
11 pode ser estendida para as fungdes de duas ou mais varidveis. Estudaremos aqui a aproxi-
macdo quadratica para as fungdes de duas varidveis e usaremos esse estudo para melhor enten-
der o Teste da Segunda Derivada para classificar pontos criticos.

Na Secdo 14.4 discutimos a linearizacdo de uma funcgdo f de duas varidveis em um ponto
(a, b):

L(x’ y) :f(a’ b) +.f;€(a’ b)(x - Cl) +.f,;'(a9 b)(y - b)

N

Lembre-se de que o grifico de L é o plano tangente a superficie z = f(x, y) em
(a, b, f (a, b)), e a aproximagio linear correspondente € f (x, y) = L(x, y). A linearizagio L
também é chamada polindmio de Taylor de primeiro grau de f em (a, b).

1. Se ftiver derivadas parciais de segunda ordem continuas em (&, b), entdo o polinémio de
Taylor de segundo grau de fem (a, b) é

O(x,y) = f(a, b) + fila, b)(x — a) + fi(a, b)(y — b)
+ 5 fula, b)(x — a)* + fola, b)(x — a)(y — b) + 5 f(a, b)(y — b)*

e a aproximagdo f (x, ¥) = Q(x, y) é denominada aproximag¢io quadritica de fem (a,
b). Verifique que Q tem as mesmas derivadas parciais de primeira e segunda ordens que f

em (a, b).
2. (a) Determine os polindmios de Taylor de primeiro e segundo graus L e Q de
fxy) =e " em (0,0).
[ (b) Esboce o gréfico de f, L € Q. Comente o quanto L e Q se aproximam de f.

3. (a) Determine os polindmios de Taylor de primeiro e segundo graus L e Q para
f(x,y) =xe’em (1, 0).
(b) Compare os valores de L, Q e fem (0,9, 0,1).
@ (c) Esboce o gréfico de f, L e Q. Comente o quanto L e Q se aproximam de f.

4. Nesse problema analisaremos o comportamento do polindmio f (x, y) = ax*> + bxy + cy*
(sem utilizar o Teste da Segunda Derivada) identificando o grafico como um paraboloide.

(a) Completando os quadrados, mostre que, se a 7 0, entdo

b 2 dac — b?
fx,y) =ax* +bxy+cy*=al||(x+—y] + acizyz
2a 4a

(b) Seja D = 4ac — b>. Mostre que se D > 0 e a > 0, entdo f tem um minimo local em
(0, 0).
(c) Demonstre que se D > 0 e a < 0, entdo f tem um méximo local em (0, 0).

(d) Demonstre que se D < 0, entdo (0, 0) é um ponto de sela.

5. (a) Suponha que f seja uma funcdo qualquer com derivadas parciais de segunda ordem con-
tinuas, tal que £ (0, 0) = 0 e que (0, 0) seja um ponto critico de f. Escreva uma expres-
séo para o polindmio de Taylor de segundo grau Q de fem (0, 0).

(b) O que vocé conclui sobre Q usando os resultados do Problema 4?

(c) Em vista da aproximagdo quadrética f (x, ¥) = Q(x, ), o que a parte (b) sugere sobre f°?

@ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador
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('%:} Multiplicadores de Lagrange

y
fle,y)=11
\ flx,y)=10
fe,y)=9
G y) =k
g(x,y) fy) =8
flx,y)=1
0 X
FIGURA 1

Visual 14.8 mostra uma animagdo
da Figura 1 para as curvas de nivel e
superficies de nivel.

Multiplicadores de Lagrange tém esse
nome em homenagem ao matemético
franco-italiano Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813).

Ao deduzirmos o Método de Lagrange,
supusemos que Vg # 0. Em cada um de
nossos exemplos, vocé pode verificar que
Vg # 0 em todos os pontos onde

g(x, y, z) = k. Veja o Exercicio 23 para
descobrir o que pode sair errado

se Vg =0.

No Exemplo 6 da Secdo 14.7 maximizamos a fun¢do volume V = xyz sujeita a restricdo
2xz + 2yz + xy = 12, que expressa a condicdo de a drea da superficie ser de 12 m2. Nesta
secdo apresentaremos o método de Lagrange para maximizar uma funcao genérica f (x, y, 2)
sujeita a uma restricdo (ou vinculo) da forma g(x, y, z) = k.

E ficil explicar a base geométrica do método de Lagrange para as fungdes de duas varia-
veis. Entdo, vamos comegar tentando determinar os valores extremos de f (x, y) sujeita a uma
restri¢cdo da forma g(x, y) = k. Em outras palavras, queremos achar os valores extremos de
f (x, y) quando o ponto (x, y) pertencer a curva de nivel g(x, y) = k. A Figura 1 mostra essa
curva junto de diversas curvas de nivel de f. Estas t€ém as equagdes f (x, y) = c onde ¢ = 7,
8,9, 10, 11. Para maximizar f (x, y) sujeita a g(x, y) = k é preciso determinar o maior valor
de c, tal que a curva de nivel f (x, y) = c intercepte g(x, y) = k. Parece, da Figura 1, que isso
acontece quando essas curvas se tocam, ou seja, quando essas curvas t€ém uma reta tangente
comum. (Caso contrdrio, poderifamos aumentar o valor de c.) Isso significa que as retas nor-
mais ao ponto (xo, yo) onde as duas curvas se tocam devem ser as mesmas. Logo, os vetores
gradientes sdo paralelos, ou seja, Vf (xo, yo) = AVg(xo, yo) para algum escalar A.

Esse tipo de argumento também se aplica ao problema de achar os valores extremos de
f(x, y, ) sujeita a restri¢do g(x, y, z) = k. Assim, o ponto (x, y, z) estd restrito a pertencer a
superficie S com equagdo g(x, y, z) = k. Em vez das curvas de nivel na Figura 1, devemos
considerar as superficies de nivel f (x, y, z) = ¢ e argumentar que, se o valor maximo de f é
f (xo, yo, 20) = ¢, entdo a superficie de nivel f (x, y, z) = ¢ € tangente a superficie de nivel
g(x, y, 7) = k, e entdo os correspondentes gradientes sdo paralelos.

Esse argumento intuitivo pode se tornar preciso da seguinte forma. Suponha que uma
fun¢do f tenha um valor extremo no ponto P(xo, yo, Zo) sobre a superficie S e seja C uma curva
com equacdo vetorial r(r) = (x(¢), ¥(¢), z(r)) que pertenca a S e passe pelo ponto P. Se 1) é 0
valor do pardmetro correspondente ao ponto P, entdo r(f) = {Xo, yo, Z0). A fun¢do composta
h(f) = f (x(9), ¥(¥), z(t)) representa os valores que f assume sobre a curva C. Como f tem um
valor extremo em (xo, Yo, Z0), S€gue que A tem um valor extremo em fo, portanto, h'(f)) = 0.
Porém, se f for diferencidvel, usando a Regra da Cadeia, podemos escrever

0=h'(t)
= fu(Xo, yo, 20)x"(f0) + fy(Xo, yo, 20)y" (o) + fi(Xo, Yo, 20)2" (£0)
= Vf(X(), Yo, 20) r'(t)

Isso mostra que o vetor gradiente Vf (xo, yo, zo) € ortogonal ao vetor da tangente r'(f) para
todas as curvas C. Mas ja sabemos da Secdo 14.6 que o vetor gradiente de g, Vg(xo, Yo, 20),
também € ortogonal a r’(fy) para todas as curvas. (Veja a Equagdo 14.6.18.) Isso significa que
os vetores Vf (xo, Yo, 20) € Vg(xo, Yo, 20) precisam ser paralelos. Logo, se Vg(xo, Yo, z0) # 0, exis-
te um ndmero A tal que

[1] Vf (xo, yo, 20) = A Vg(xo, yo, 20)

O nidmero A na Equacgdo 1 é chamado multiplicador de Lagrange. O procedimento
baseado na Equacdo 1 € o seguinte:

Método dos Multiplicadores de Lagrange Para determinar os valores maximo e minimo
de f (x, y, 2) sujeitos a restricao g(x, y, z) = k [supondo que esses valores extremos exis-
tam e que Vg # 0 sobre a superficie g(x, y, z) = k]

(a) Determine todos os valores de x, y, z € A tais que

Vfx,y,2) = A Vg(x,y,2)
e gx,y,2) =k

(b) Calcule fem todos os pontos (x, y, z) que resultaram do passo (a). O maior desses
valores serd o valor maximo de f, € 0 menor serd o valor minimo de f.




Se escrevermos a equagio vetorial Vf = A Vg em termos de suas componentes, as equa-
¢des do passo (a) ficardo

Jr = Ags fr = Agy f: = Ag. gx,y,2) =k

Isso € um sistema de quatro equacdes a quatro incognitas, x, y, z € A. Mas ndo € necessdrio
calcular de modo explicito valores para A.

Para as fung¢des de duas varidveis, o método dos multiplicadores de Lagrange € andlogo
aquele que acabamos de descrever. Para acharmos os valores extremos de f (x, y) sujeitos a
restricdo g(x, y) = k, olhamos para todos os valores de x, y e A, tais que

Vf (x.y) = A Vg(x, y) e gx,y) = k
Isso leva a solugdo de um sistema de trés equagdes a trés incognitas:
Je = Ags =29, glx,y) = k
Nosso primeiro exemplo de método de Lagrange € reconsiderar o problema dado no
Exemplo 6 da Segdo 14.7.
[EEITEN Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12 m2? de papeldo. Deter-
mine o volume maximo dessa caixa.

SOLUCAO Como no Exemplo 6 na Secdo 14.7, sejam x, y e z 0 comprimento, a largura € a
altura, respectivamente, da caixa em metros. Queremos maximizar

V=1xyz
sujeita a restricdo
glx, y,z) = 2xz + 2yz + xy = 12

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, olhamos para os valores de x, y, z e
A, tais que VV = AVg e g(x, y, z) = 12. Isso gera as equagdes

Vi = Agu, Vy = Agy, V. = Ag., 2xz+ 2yz +xy =12
ou seja:
[2] ¥z =AQ2z +y)
3] X2 = A2z + %)
[4] Xy = AQ2x + 2y)
@ 2xz + 2yz + xy = 12

Nio hd regras gerais de como resolver esse sistema de equagdes. Algumas vezes precisamos
de certa engenhosidade. No presente caso, vocé pode observar que, se multiplicarmos |2 | por
x, [3] por y, e [4] por z, os lados esquerdos dessas equacdes ficam idénticos. Fazendo isso,
temos

(6] xyz = A(2xz + xy)
xyz = A(2yz + xy)
xyz = A(2xz + 2y2)

Observamos que A # 0 porque A = 0 implicaria yz = xz = xy = 0 de [2], [3] e [4], e isso
contradiz [5]. Logo, de [6] e [7], temos

2xz + xy = 2yz + xy

que nos fornece xz = yz. Mas z # 0 (uma vez que z = 0 daria V = 0), portanto x = y. De
e [8] temos
2yz + xy = 2xz + 2yz

que da 2xz = xy e assim (como x # 0), y = 2z. Se colocarmos x = y = 2z em [5], obtemos

47224+ 4722+ 472=12
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Outro método de resolver o sistema de
Equagdes (2-5) é isolar A em cada uma das
EquacBes 2, 3 e 4 para A e depois igualar
as expressoes resultantes.
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Em termos geométricos, o Exemplo 2 pede os
pontos mais altos e 0s pontos mais baixos da

curva C da Figura 2 que pertence ao paraboloide

z = x>+ 2y*e que estd diretamente acima do
circulo de restricdo x> + y> = 1.

FIGURA 2

A geometria por trds do uso de multiplicadores
de Lagrange no Exemplo 2 é mostrada na Figura

3. Os valores extremos de f (x, y) = x> + 2y?
correspondem as curvas de nivel que tocam a
circunferéncia x> + y? = 1.

xX2+2y*=2

FIGURA 3

=
/

X242y’ =1

Como x, y e z todos sdo positivos, teremos z = 1 e, portanto, x = 2 e y = 2. Isso concorda
com nossa resposta na Secdo 14.7. [

[0 Determine os valores extremos da fungdo f (x, y) = x> + 2y no circulo
X+y =1

N

SOLUCAO Foi-nos pedido para determinar os valores extremos de f sujeita a restri¢io
g(x, y) = x*+ y* = 1. Usando os multiplicadores de Lagrange, resolvemos as equacdes
Vf = AVge g(x, y) = 1, que podem ser escritas como

o = Age Sy =Agy gx,y) =1

ou
@ 2x = 2xA
4y = 2yA
@ xX2+y=1

De [9]temosx = 0oul = 1. Sex = 0, entdo [l levaay = =1.Se A = 1, entdo y = 0 de
[10], e assim [11] d4 x = *1. Dessa forma, os valores extremos possiveis de f'sido os pontos (0,
1), (0, —1), (1, 0) e ( —1, 0). Calculando f nesses quatro pontos, achamos

£, 1) =2 fO,-1H)=2 f1,0 =1 f=L0=1
Portanto, o valor mdximo de f no circulo x> + y*= 1 ¢ f (0, =1) = 2, e o valor minimo é
f (%=1, 0) = 1. Verificando na Figura 2, vemos que esses valores sdo razoaveis. [
[E@TINE] Determine os valores extremos de f (x, y) = x> + 2y? no disco x> + y*< 1.

SOLUCAO De acordo com o procedimento em (14.7.9), comparamos os valores de f nos pon-
tos criticos com os pontos na fronteira. Uma vez que f, = 2x e f, = 4y, o Ginico ponto critico
€ (0, 0). Comparamos o valor de fno ponto com os valores extremos no limite do Exemplo 2:

f©0,00=0 f(x1,0) =1 O, £1)=2
Assim, o valor mdximo de f no disco x> + y*< 1 é f (0, =1) = 2, e o valor minimo &
£(0,0)=0. [
[EEI0NY Determine os pontos da esfera x>+ y* + z2 = 4 que estdio mais préximos e mais
distantes do ponto (3, 1, —1).
SOLUGCAD A distancia de um ponto (x, y, z) ao ponto (3, 1, —1) €
d=Vx—32+ (G — 12+ (z + 1)?

mas a dlgebra fica mais simples se maximizarmos e minimizarmos o quadrado dessa distan-
cia:

P=fy,2)=@x =3P+ - 1P+ (+1)
A restri¢@o € que o ponto (x, y, z) pertenca a esfera, ou seja,
gx,y,2) = x>+ 2+ 2=4

De acordo com o método dos multiplicadores de Lagrange, resolvemos Vf = AVg, g = 4.
Isso da

[12] 2(x — 3) = 2xA
[13] 200 — 1) = 23\
2z +1) = 2z
[15] Y+ =4

O modo mais simples de resolver essas equagdes € determinar x, y € z em termos de A de [12],
e [14], e substituir esses valores em [I3]. De [12] temos



x—3=2xA ou x(1 =X =3 ou x =
1—A

[Observe 1 — A # 0 porque A = 1 é impossivel a partir de [12].] Da mesma forma, [13] e [14] ddo

Portanto, de [15] temos

32 N 12 N (_1)2 _
(1=a (@=1 A=

quenosdd (1 —A)?=1",1— A= *+/11/2, logo

p=1e VL
~ 2

Esses valores de A entdo fornecem os pontos correspondentes (x, y, z)

6 2 2 6 2 2
9 o - e - o - b
V117 /11 V11 V11 V117 /11
E fcil ver que f tem valor menor no primeiro desses pontos; dessa forma, o ponto mais proxi-

mo é (6/4/11,2/4/11, =2/4/11) e 0 mais distante § (—6/y/11, —2/4/11,2//11). mmm

B Duas Restricdes

Suponha agora que queiramos determinar os valores maximo e minimo de f (x, y, z) sujeita
a duas restri¢des (vinculos) da forma g(x, y, z) = k e h(x, y, z) = c. Geometricamente, isso
significa que estamos procurando pelos valores extremos de f quando (x, y, z) estd restrito a
pertencer a curva C, obtida pela intersec¢do das superficies de nivel g(x, y, z) = k e
h(x, y, z) = c. (Veja a Figura 5.) Suponha que f tenha um tal valor extremo no ponto
P(x0, o, 20)- Sabemos que do inicio dessa se¢do que Vf € ortogonal a C em P. Mas também
sabemos que Vg € ortogonal a g(x, y, z) = k e Vh € ortogonal a h(x, y, z) = ¢, portanto Vg e
Vh sdo ortogonais a C. Isso significa que o vetor gradiente Vf (xo, yo, Z0) estd no plano deter-
minado por Vg(xo, yo, z0) € Vh(xo, yo, 20). (Presumimos que esses vetores gradientes ndo sdo
nulos nem paralelos.) Portanto, existem nimeros A e w (chamados multiplicadores de
Lagrange) tais que

Vf()C(), Yo, Z()) = A Vg(.X(), Yo, Z()) + M Vh(.X(), Yo, Z())

Nesse caso o método de Lagrange nos leva a procurar por valores extremos ao resolver cinco
equagdes nas cinco incognitas x, y, z, A e . Essas equacgdes s@o obtidas ao escrever a Equa-
¢d0 16 em termos de seus componentes e ao utilizar as equagdes de restricao :

fr =Agx + phy
fy =Agy + uhy
J: =Ag: + uh.
g(x,y,2) =k

h(x,y,z) =c¢

[0 Determine o valor maximo da funcgio f (x, y, z) = x + 2y + 3z na curva da in-
terseccdo do plano x — y + z = 1 com o cilindro x> + y*> = 1.
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A Figura 4 mostra a esfera e o ponto mais
proximo P do Exemplo 4. Vocé pode pensar
em um modo de calcular as coordenadas de
P sem usar o calculo?

p
S
’!’5’00’% q; \
I S
OO OO
W
NNSSS 8227
WSS 27

y
7/
il

(3,1,-1)

FIGURA 4

FIGURA 5
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O cilindro x> + y?> = 1 intercepta o plano
x —y + z = 1emuma elipse (Figura 6).0
Exemplo 5 questiona o valor méximo de f
quando (x, y, z) pertence a essa elipse.

FIGURA 6

(['¥:} Exercicios

SOLUCAO Maximizamos a fungdo f(x, y, z) = x +2y + 3z sujeita as restri¢gdes
gx,y,z) =x —y+tz=1eh(x, vy z)=x+ y = 1. A condi¢do de Lagrange ¢
Vf = AVg + uVh, de modo que devemos resolver as equacdes

1 =X+ 2xu
2=—A+2yu
3=A
x—y+tz=1
X+ yr=1

Substituindo A = 3 [de [19] em [17]], obtemos 2xu = —2, € entdo x = — 1/u. Analogamente,
dd y = 5/(2u). Substituindo em [21], temos

1 25
— + 7= 1
no A
epn’ =2, u=*y29/2.Entiox = ¥2/4/29,y = £5/4/29, e, de [20,
z=1—-x+y=1=7/y29. Os valores correspondentes de f sdo
2 5 7
F——+2lt—=|+3|1 =—=) =3 %29
Y29 ( V29 ) < V29 >
Portanto, o valor maximo de fna curvadadaé 3 + /29. |

1. Na figura estdo um mapa de contorno de f'e a curva de equagdo
g(x, y) = 8. Estime os valores mdximo e minimo de f sujeita a

restri¢do g(x, y) = 8. Explique suas razdes.

T

g(x,

w
1]

g
g

2
I

30
/
—

40
X
0

0

A4 2. (a) Use uma calculadora grafica ou um computador para tragar
o circulo x* + y* = 1. Na mesma tela, trace diversas curvas da
forma x> + y = ¢ até que vocé encontre duas que apenas to-
quem o circulo. Qual o significado dos valores de ¢ dessas

duas curvas?

(b) Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os
valores extremos de f (x, y) = x> + y sujeita 2 restri¢do
x?+ y?>= 1. Compare sua resposta com a da parte (a).

3-14 Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os
valores maximo e minimo da fungdo sujeita a(s) restrigdo(des)

dada(s).

E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

3. fy=x+yy wy=1

4 fey)=3x+y; 2£+y=10

5 fl,y)=y"—x; %x2+y2=]

6. flx,y)=ev xX+y'=16

1. fuy.2)=2x+2y+z X+ +22=9
8 fluy=x+y+z5 x+tytz=12
9. fy.,d=x F+27+32=6
10. f(x,y,2)=xy2; F+y+2=1

N flhyg=xr+y+z x+y+=1
122 fry.g=x+y+z 2+ y+2=1
13. f(x,y,z)=x+y+z+t;, xX+y+z2+£=1

M fx,x,....%)=x1tx+ -+ x;
X12+x§++x’%:

15-18 Determine os valores extremos de f sujeita a ambas as restri-
¢oes.

15. fx,y,2)=x+2y; x+y+z=1, yY+72=4

16. f(x,y,200=3x—y—3z x+y—z=0 2+22=1
17. foy,2=yz+xy;, xy=1 Y+z22=1

18. f(x,y,00=x+y+z75 x—y=1, y¥—22=1

E necessdrio usar um sistema de computacdo algébrica

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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19-21 Determine os valores extremos de f na regido descrita pela
desigualdade.

19. fr,y)=x+y" +4x—4y, xX+y*<9

20. f(x,y)=2+3y*—4x—5, x+y’<16

21.

fx,y)=e>, X+4yr<1

22. Considere o problema de maximizar a funcdo f (x, y) = 2x + 3y

sujeita a restricao \x + \/}) =35.

(a) Tente usar multiplicadores de Lagrange para resolver este
problema.

(b) £(25,0) d4 um valor maior que o obtido na parte (a)?

(c) Resolva o problema tragando a equagao da restrigdo e diver-
sas curvas de nivel de f.

(d) Explique por que o método dos multiplicadores de Lagrange
falha em resolver o problema.

(e) Qual € o significado de £ (9, 4)?

23. Considere o problema de minimizar a fun¢do f (x, y) = x na

curva y? + x* — x* = 0 (uma piriforme).

(a) Tente usar multiplicadores de Lagrange para resolver este
problema.

(b) Mostre que o valor minimo € f (0, 0) = 0 mas que a condi-
¢do V£ (0, 0) = AVg(0, 0) ndo € satisfeita para nenhum valor
de A.

(c) Explique por que os multiplicadores de Lagrange falham em
encontrar 0 minimo neste caso.

(a) Se seu sistema de computagdo algébrica traga o grafico de
curvas definidas implicitamente, use-o para estimar os valo-
res minimo e maximo de f(x, y) = x* + y* + 3xy sujeita & res-
trigdo (x — 3)*> + (y — 3)>= 9 por métodos graficos.

(b) Resolva o problema da parte (a) com o auxilio dos multipli-
cadores de Lagrange. Use um SCA para resolver as equagdes
numericamente. Compare sua resposta com a da parte (a).

25. A produgdo total P de certo produto depende da quantidade L de
trabalho empregado e da quantidade K de capital investido. Nas
Segdes 14.1 e 14.3 discutimos como o modelo Cobb-Douglas
P = bL*K'~® segue a partir de determinadas suposi¢des econd-
micas, onde b e a sdo constantes positivas e a < 1. Se o custo
por unidade de trabalho for m e o custo por unidade de capital
for n, e uma companhia puder gastar somente uma quantidade p
de dinheiro como despesa total, entdo a maximizacdo da produ-
¢do P estard sujeita a restricdo mL + nK = p. Mostre que a pro-
ducdo maxima ocorre quando

17
Lo )
m n

26. Em relacdo ao Problema 25, suponha agora que a producdo seja
fixada em bL*K'~® = Q, onde Q é uma constante. Quais valores

de L e K minimizam a funcéo custo C(L, K) = mL + nK?

21. Utilize os multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o re-
tangulo com darea maxima, e que tem um perimetro constante p,

¢ um quadrado.

28. Use multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o trian-
gulo com area maxima, e que tem um perimetro constante p, é
equilatero.

Dica: Utilize a férmula de Heron para a drea:

A= s(s =) = ) — 2)

onde s = p/2 e x, y, z 580 os comprimentos dos lados.

A
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29-41 Utilize os multiplicadores de Lagrange para dar uma solucéo
alternativa aos exercicios da Secdo 14.7 indicados.

29. Exercicio 39 30. Exercicio 40
31. Exercicio 41 32. Exercicio 42
33. Exercicio 43 34. Exercicio 44
35. Exercicio 45 36. Exercicio 46
37. Exercicio 47 38. Exercicio 48
39. Exercicio 49 40. Exercicio 50
41. Exercicio 53

42. Determine os volumes mdximo e minimo da caixa retangular
cuja superficie tem 1 500 cm? e cuja soma dos comprimentos das
arestas € 200 cm.

43. Oplanox + y + 2z = 2 intercepta o paraboloide z =x> + y* em
uma elipse. Determine os pontos dessa elipse que estdo mais
proximo e mais longe da origem.

44. O plano 4x — 3y + 8z = 5 intercepta o cone z> = x> +y* em

uma elipse.

(a) Faga os graficos do cone, do plano e da elipse.

(b) Use os multiplicadores de Lagrange para achar os pontos
mais alto e mais baixo da elipse.

45-46 Ache os valores de mdximo e minimo da funcéo f sujeita as

restri¢des dadas. Utilize um sistema de computagdo algébrica para
resolver o sistema de equagdes proveniente do uso dos multiplica-
dores de Lagrange. (Se seu SCA achar somente uma solucéo, vocé
pode precisar do uso de comandos adicionais.)

45. f(x,y,2) =ye % 9x2+ 4y? + 3622= 36, xy +yz=1

6. f(x,y,2)=x+y+z X*—y'=z xX*+7=4

47. (a) Determine o valor maximo de

f(X|,X2, e

sendo que xi, X, . . . , X, sd0 numeros positivos e
Xx; + x, + -+ + x, = ¢, onde ¢ é uma constante.

(b) Deduza do item (a) que se xi, X, . . . , X, S40 ndmeros positi-
VoS, entao

7xn) = V’XIXZ' * ot Xn

xptxy+ o+ x,
n

VXX Xy S

Essa desigualdade diz que a média geométrica de n nimeros
ndo pode ser maior que a média aritmética deles. Sob que cir-
cunstancias as duas médias sdo iguais?

48. (a) Maximize Z}—,x;y; sujeita as restrigdes S/ x7 =1 e
Sy = 1.
(b) Tome

para mostrar que
2 aib; < v2a? Vib?

para todos os ndmeros ai, . . . , ds, by, . . . , b,. Essa desigual-
dade € conhecida como a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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CALCULO

CIENCIA DOS FOGUETES

Cortesia da Orbital Sciences Corporation

Muitos foguetes, tais como o Pegasus XL, usado atualmente para o langamento de satélites, e
o Saturno V, que colocou o primeiro homem na Lua, sdo projetados para usar trés estdgios em
sua subida para o espaco. O primeiro e maior estdgio impulsiona o foguete até€ que seu com-
bustivel seja consumido, quando esse estagio € ejetado para decrescer a massa do foguete. O
segundo e terceiro estigios, que sdo menores, funcionam da mesma forma, colocando a carga
do foguete em 6rbita em torno da Terra. (Com esse projeto sdo necessdrios pelo menos dois
estdgios para que o foguete atinja a velocidade necessdria, e 0 uso de trés estdgios provou ofe-
recer boa relacdo entre custo e desempenho.) Nosso objetivo aqui € determinar as massas indi-
viduais dos trés estdgios, que foram projetados de forma a minimizar a massa total do foguete
€ a0 mesmo tempo permitir que ele atinja a velocidade desejada.

Para um foguete com um tnico estdgio consumindo combustivel a uma taxa constante, a
variagdo na velocidade resultante da aceleragcdo do foguete foi modelada por

AV= —cin( 1 = L=9M,
P+ M,

onde M, é a massa do propulsor do foguete, incluindo o combustivel inicial, P ¢ a massa da
carga, S € o fator estrutural determinado pelo projeto do foguete (especificamente, € a razdo
entre a massa do foguete sem combustivel e sem carga e a massa do foguete com carga e com-
bustivel) e ¢ € a velocidade (constante) de exaustio relativa do foguete.

Considere agora um foguete de trés estdgios e carga de massa A. Vamos supor que as for-
cas externas sejam despreziveis e que ¢ e S permanecam constantes em cada estdgio. Se M; é
a massa do i-ésimo estdgio, podemos inicialmente considerar que o propulsor do foguete tenha
massa M, e sua carga tenha massa M, + M3 + A; o segundo e terceiro estdgios podem ser
tratados da mesma forma.

1. Mostre que a velocidade atingida depois que os trés estdgios sdo ejetados € dada por
M, + M+ M+ A M, + Ms + A M; + A
v=c|In + In + In
SMy + M, + M5 + A SM, + M; + A SM; + A
2. Desejamos minimizar a massa total M = M, + M, + M; do propulsor do foguete sujeita a
restricdo que a velocidade desejada vy do Problema 1 seja atingida. O método dos multi-
plicadores de Lagrange € apropriado, mas € dificil implementé-lo usando as expressdes de
que dispomos até aqui. Para simplificarmos, definimos varidveis N; de modo que a restri-
¢do possa ser expressa como Uy = c(In Ny + In N, + In N3). Como € dificil exprimir M em

termos dos NV, € desejdvel usar uma fun¢io mais simples, que ao ser minimizada leve tam-
bém a minimizagdo de M. Mostre que

M +M,+M;+A (1-=S)N

Mz ot M3 =P A ] - SN]
M+ M;+A (1-S)N,
M; + A 1 — SN,
A 1 — SNs
e conclua que
M+A (1 — S)’NiN,N;
A (1 = SN)(1 — SN>)(1 — SN3)

3. Verifique se In((M + A)/A) tem os mesmos pontos de minimo que M; utilize os multiplica-
dores de Lagrange e o resultado do Problema 2 para determinar as expressdes para os va-
lores de N; onde o minimo ocorre sujeito a restricdo vy = c(In Ny + In N, + In Ns). [Dica:
Utilize as propriedades dos logaritmos para ajudar na simplifica¢do das expressoes.]
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4. Determine uma expressdo para o valor minimo de M como funcdo de vy

5. Se desejarmos colocar um foguete de trés estdgios em uma 6rbita 160 km acima da super-
ficie terrestre, a velocidade final necessaria € de aproximadamente 28 000 km/h. Suponha
que cada estdgio seja construido com um fator estrutural S = 0,2 e que a velocidade de
exaustdo seja ¢ = 9 600 km/h.

(a) Determine a massa total minima M do propulsor do foguete como fun¢do de A.
(b) Determine a massa de cada estdgio como funcdo de A. (Eles ndo precisam ter tama-
nhos iguais!)

6. O mesmo foguete precisaria de uma velocidade final de 39.700 km/h, aproximadamente, para
escapar da gravidade terrestre. Determine a massa de cada estdgio que minimizaria a massa
total do propulsor do foguete e Ihe permitiria carregar uma sonda de 200 kg para o espaco.

OTIMIZACAO DE UMA TURBINA HIDRAULICA

867

A Katahdin Paper Company, de Millinocket, no estado de Maine, opera uma usina hidroelétri-
ca no rio Penobscot. A dgua € bombeada de uma represa para a usina geradora de poténcia. A
taxa pela qual a dgua flui nas tubulagdes varia, dependendo de condicGes externas.

A usina geradora de poténcia tem trés turbinas hidroelétricas diferentes; para cada uma
delas, € conhecida a quantidade da poténcia elétrica gerada em funcdo do fluxo de dgua que
chega a turbina (funcdio de poténcia da turbina). A dgua que chega pode ser distribuida em
quantidades diferentes entre as turbinas, € nosso objetivo € determinar como programar essa
distribuicao de dgua para obter maxima producdo de energia total para qualquer vazao.

Usando dados experimentais e a equagdo de Bernoulli, chegou-se ao modelo quadratico mos-
trado para a saida de poténcia de cada turbina, com as seguintes vazdes de operagdo permitidas:

KW, = (—18,89 + 0,1277Q, — 4,08 - 10‘5Qf)(170 - 1,6 10‘6Q§)
KW, = (—24,51 + 0,13580, — 4,69 - 10‘5Q§)(170 - 1,6 10‘6Q§)
KW; = (—=27,02 + 0,138005 — 3,84 - 10‘5Q§)(170 - 1,6 10‘6Q§)
250 < 0, < 1.110, 250 < 0, < 1.110, 250 < 0; < 1.225

onde
Q; = fluxo pela turbina i em pés ciibicos por segundo
KW; = poténcia gerada pela turbina i em quilowatts
Or = fluxo total pela turbina em pés cibicos por segundo

1. Setodas as trés turbinas estiverem sendo usadas, queremos determinar o fluxo Q; em cada
turbina que resultard na producdo total maxima de energia. Nossas limitacdes sdo que o
fluxo total precisa ser igual ao fluxo que chega a usina e que para cada turbina o fluxo es-
teja na faixa permitida. Consequentemente, utilize os multiplicadores de Lagrange para
achar os valores de cada fluxo individual (como fun¢do de Qr) que maximizem a produgio
total de energia KW, + KW, + KWj; sujeita as restrigdes Q1 + Q, + Q3 = Qr e restrigdes
de dominio de cada Q;.

2. Para que valores de Q7 seu resultado € vélido?

Para uma vazéo de entrada de 2 500 pés/s, determine a distribuigéio para as turbinas e ve-
rifique (tentando algumas distribui¢des semelhantes) se seu resultado corresponde real-
mente a um maximo.

4.  Até agora supusemos que as trés turbinas estavam em operacao. E possivel que mais potén-
cia possa ser obtida usando somente uma turbina em algumas situagdes? Faga um grafico das
fungdes poténcia e utilize-o para decidir se uma vazio de entrada de 1 000 pés*/s deveria ser
distribuida para as tré€s turbinas ou concentrada em uma sé. (Se vocé concluir que s6 uma tur-
bina dever4 ser utilizada, responda: qual € ela?) E se a vazéo for de somente 600 pés’/s?

5. Talvez para alguns niveis de vazao seja vantajoso usar duas turbinas. Se a vazao de chegada
for de 1 500 pés’/s, quais duas turbinas devem ser utilizadas? Use os multiplicadores de La-
grange para determinar como a vazdo deveria ser distribuida entre as duas turbinas para
maximizar a energia produzida. Para essa vazdo, o uso de duas turbinas € mais eficiente que
o emprego das trés?

6. Se a vazdo de entrada for de 3 400 pés*/s, o que vocé recomendaria para a empresa?
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n Revisao

Verificacado de Conceitos

1.

10.

1.

12.

(a) O que € uma funcio de duas varidveis?
(b) Descreva trés métodos para visualizar uma fungdo de duas
variaveis.

O que € uma fung¢@o de trés varidveis? Como vocé pode visuali-
zar tal funcdo?

O que
lim f(x,y) =1L

(x,y)—(a, b)
significa? Como mostrar que esse limite ndo existe?

(a) O que significa dizer que f'é continua em (a, b)?
(b) Se f € continua em R?, 0 que vocé pode dizer de seu gréfico?

(a) Escreva as expressdes para as derivadas parciais fi(a, b) e
f(a, b) como limites.

(b) Como vocé interpreta f(a, b) e fi(a, b) geometricamente?
Como as interpreta como taxas de variagdo?

(c) Se f (x, y) € dada por uma férmula, como calcular f; e f;?

O que o Teorema de Clairaut diz?

Como achar o plano tangente a cada um dos seguintes tipos de

superficie?

(a) Um gréfico de uma fungdo de duas varidveis, z = f(x, y)

(b) Uma superficie de nivel de uma funcdo de trés varidveis,
F(x,y,2) =k

Defina a linearizagdo de fem (a, b). Qual € a correspondente
aproximacdo linear? Qual € a interpretaciio geométrica da apro-
ximagdo linear?

(a) O que significa dizer que f ¢ diferencidvel em (a, b)?
(b) Como usualmente verificamos que f € diferencidvel?

Se z = f(x, y), o que sdo as diferenciais dx, dy e dz?

Enuncie a Regra da Cadeia para o casoem que z = f(x,y)exe
y sdo fun¢des de uma variavel. E se x e y forem func¢des de duas
variaveis?

Se z € definido implicitamente como uma fun¢do de x e y por

uma equagdo da forma F(x, y, z) = 0, como determinar
dz/0x e dz/0y?

13. (a) Escreva uma expressdo limitando a derivada direcional de f
em (xo, yo) na dire¢@o do vetor unitdrio u = {a, b). Como in-
terpretd-la como taxa de variacao? Como interpreti-la geo-
metricamente?

(b)Se f ¢ diferencidvel, escreva uma expressdo para
D, f (x0, yo) em termos de f; e f,.

14. (a) Defina o vetor gradiente Vf de uma fungio f'e duas ou trés
variaveis.
(b) Expresse D, fem termos de Vf.
(c) Explique o significado geométrico do gradiente.

15. O que as seguintes sentencgas significam?
(a) f tem um maximo local em (a, b).
(b) ftem um maximo absoluto em (a, b).
(c) ftem um minimo local em (a, b).
(d) ftem um minimo absoluto em (a, b).
(e) f tem um ponto de sela em (a, b).

16. (a) Se ftem um maximo local em (a, b), o que vocé pode dizer
de suas derivadas parciais em (a, b)?
(b) O que € um ponto critico de f?

17. Qual € o Teste da Segunda Derivada?

18. (a) O que é um conjunto fechado em R?? O que é um conjunto
limitado?
(b) Dé o enunciado do Teorema dos Valores Extremos para as
fungdes de duas varidveis.
(c) Como achar os valores que o Teorema dos Valores Extremos
garante existirem?

19. Explique como o método dos multiplicadores de Lagrange fun-
ciona para determinar os valores extremos de f(x, y, z) sujeita a
restri¢do g(x, y, z) = k. E se tivermos uma segunda restri¢do A(x,
y.2) =c?

Teste — Verdadeiro ou Falso

Determine se a afirmacao é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por

qué.

Caso contrdrio, explique por que ou dé um exemplo que mostre que é falsa.

fla,y) — f(a, b)

fila, b) = }T}, Y= b

Existe uma funcdo f com derivadas parciais de segunda ordem
continuas, tais que fi(x, y) = x + y* e fy(x, y) = x — 2.

*f
S =
ox dy

Dy f(x,y,2) = fulx, ¥, 2)

Se f (x, y) — L quando (x, y) — (a, b) ao longo de toda reta que
passa por (a, b), entdo lim, y)— @ » f (X, y) = L.

6. Sefida, b) e fi(a, b) existem, entdo f € diferencidvel em (a, b).

Se ftem um minimo local em (a, b) e f € diferencidvel em (a, b),
entdo Vf(a, b) = 0.

8. Sef¢uma fungdo, entdo
li ,y) =f(2,5
o imflxy) = f(2,5)
9. Sef(x,y) =Iny,entdo Vf(x,y) = lly
10. Se (2, 1) é um ponto critico de fe
o2, D f(2, 1) < [ fo(2, DI
entdo ftem um ponto de sela em (2, 1).
1.Sef(x,y) = senx + sen y, entdo —+/2 < Dy f(x,y) < /2.
12. Sef(x,y) tem dois maximos locais, entdo f tem um minimo local.
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Exercicios

1-2 Determine e esboce o dominio da fung@o.
1. fhby)=Inx+y+1)

2 fry)=V4-x2—y2+J1-x?
3-4 Esboce o grifico da fung@o.

3 feyy=1-y?

4 fl,yy=x*+@-—2)

5-6 Esboce vdrias curvas de nivel da fungéo.

5 flx,y)=+4x2+y* 6.

1. Facaum esbogo de um mapa de contorno da fungao cujo grafico
estd mostrado.

fy)=e+y

S

ﬂ’;‘,"f?‘%&

,1'17I 0% \\‘\\;v
<SSR AN
N

7
K77 W

I QOSSR
lll"""z‘g:“‘\\‘

8. Um mapa de contorno de uma fungdo f € apresentado. Use-o
para fazer um esbogo do gréfico de f.

y

9-10 Calcule o limite ou mostre que ele néo existe.
2xy

lim ——2 2xy
=01 x% + 2y?

9. lim —————
(9)—0,0 x° + 2y

10.

1. Uma placa de metal estd situada no plano xy e ocupa o retan-
gulo 0 =< x =< 10,0 =< y < 8§, onde x e y sdo medidos em me-
tros. A temperatura no ponto (x, y) do plano € T(x, y), onde T é
medido em graus Celsius. Temperaturas em pontos igualmente
espagados foram medidas e registradas na tabela.

(a) Estime o valor das derivadas parciais 7+(6, 4) e 7,(6, 4). Quais
sdo as unidades?

(b) Estime o valor de D,T(6, 4), onde u = (i + j)/+/2.
Interprete o resultado.

(c) Estime o valor de T,(6, 4).

E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

2 52 56 60 62 61

4 78 74 72 68 66

6 98 87 80 75 71

8 96 90 86 80 75

10 92 92 91 87 78

12. Determine uma aproximacdo linear para a fungfo temperatura
T(x, y) do Exercicio 11 perto do ponto (6, 4). Em seguida use-a
para estimar a temperatura no ponto (5, 3,8).

13-17 Determine as derivadas parciais de primeira ordem.
u+ 2v

13. f(x, y) = (Syz + 2x2y)8 14. g(M, 1)) _ m

15. F(a,B) =a® In(a®> + B*) 16. G (x,y,z) = e“sen(y/z)
17. S (u, v, w) = u arctg (v\/ﬁ)

18. A velocidade da propagacdo da onda sonora no oceano ¢ uma
funcdo da temperatura, da salinidade e da pressdo. Foi mode-
lada como

C =1449,2 + 4,6T — 0,0557% + 0,000297"*

+ (1,34 — 0,017)(S — 35) + 0,016D
onde C € a velocidade do som (em metros por segundo), 7 € a
temperatura (em graus Celsius), S € a salinidade (concentracao
de sal em partes por milhar, o que significa o nimero de gra
mas de sélidos dissolvidos por 1 000 g de dgua) e D € a pro-
fundidade abaixo da superficie do oceano (em metros). Calcule
dC/aT, aC/aS, dC/dD, quando T = 10 °C, § = 35 partes por mi-
Ihar e D = 100 m. Explique o significado fisico dessas deriva-
das parciais.

19-22 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem de f.
19. f(x,y) =43 — x)? 2. z=xe®
21. f(x,y,2) = xkylzm 22. v =rcos(s + 21

) 0z Jdz
23. Sez=xy + xe’, mostre que x— + y— =xy + z.
0x ady
24. Se z = sen(x + sen t), mostre que
9z ooz
dx daxar At oax?

25-29 Encontre uma equagio (a) do plano tangente e (b) da reta nor-
mal a superficie dada no ponto especificado.

2. z=3—y+2 (1,-2,1
26. z = e"cosy, 0,0,1)

2. ¥+2y'—-32=3, (2,-11)
28 xytyz+z=3, (1,1,1)

29. sen(xyz) = x + 2y + 3z, 2,-1,0
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30.

31.

32,

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

a.

42.

43.
44,

CALCULO

Use um computador para tracar o grafico da superficie
z = x*+ y* e de seu plano tangente e reta normal em (1, 1, 2) na
mesma tela. Escolha o dominio e ponto de vista para obter uma
boa visdo dos trés objetos.

Encontre os pontos no hiperboloide x> + 4y> — 7> = 4 onde o
plano tangente € paralelo ao plano 2x + 2y + z = 5.

Encontre du se u = In(1 + se*).

Determine a aproximacao linear da fungao
f(x,v,z) = x*\/y? + z2 no ponto (2, 3, 4) e use-a para

aproximar o nimero (1,98)°/(3,01)2 + (3,97)2.

Os dois catetos de um tridngulo retangulo medem S m e 12 m
com um erro possivel nas medidas de, no maximo, 0,2 cm em
cada. Utilize diferenciais para estimar o erro mdximo no célculo
(a) da area do tridngulo e (b) do comprimento da hipotenusa.

Seu=x*+ 7z, ondex=p+ 3p*y=pePez=psenp,usea
Regra da Cadeia para encontrar du/dp.

Sev =x*seny + yev,onde x = s + 2t ey = st, use a Regra
da Cadeia para encontrar dv/ds e dv/dt quando

s=0et=1.
Suponha que z = f(x, y), onde x = g(s, 1), y = h(s, 1),
g(1, 2) = 3, g(1,2) = —1, g(1, 2) = 4, h(l, 2) = 6,

hi(1,2) = =5, h(1, 2) = 10, £i(3, 6) = 7 e f,(3, 6) = 8. Deter-
mine dz/ds e dz/dt quando s = 1 et = 2.
Utilize o diagrama em 4rvore para escrever a Regra da Cadeia
para o caso onde w = f (¢, u, v), t = tp, q, 1, S),
u=up,q,r,s)ev=uvp,q,r,s), todas diferencidveis.
Se z =y + f(x* — y*), onde f € diferencidvel, mostre que

z &

—+
yax

X—=x
ay

O comprimento x de um lado de um tridngulo estd aumentando
auma taxa de 6 cm/s, o comprimento y de um outro lado est4 di-
minuindo a uma taxa de 4 cm/s e o angulo 6 entre eles estd au-
mentando a uma taxa de 0,05 radiano/s. Qudo rapidamente estd
variando a drea do tridngulo quando x = 80 cm, y = 100 cm e
0 = w/6?

Se z = f(u, v), onde u = xy, v = y/x e f t€m derivadas parciais
de segunda ordem continuas, mostre que

9z 9z 9’z dz

xzfz— 272=—4m) + 20—

ox dy du dv v
9z 9z
Se cos(xyz) = 1+ x**+ 22, determine — e —
ox dy

Determine o gradiente da fungdo f(x,y, z) = x%%.

(a) Quando a derivada direcional de f¢é maxima?
(b) Quando € minima?

(c) Quando € 0?

(d) Quando € a metade de seu valor maximo?

45-46 Determine a derivada direcional de f no ponto dado na dire-
¢do indicada.

45,
46.

f(x,y) = x%7, (=2, 0), na dire¢do do ponto (2, —3)

floy, 2 =x’y +xy/1 +2z, (1, 2, 3), na direcio de
v=2i+j— 2k

47.

48.

49,

50.

Determine a taxa méaxima de variagdo de f (x, y) = x2y + \/)7 no
ponto (2, 1). Em que dire¢do isso ocorre?

Determine a dire¢@o na qual f (x, y, z) = ze™ aumenta mais ra-
pido no ponto (0, 1, 2). Qual € a taxa mdxima de aumento?

O mapa de contorno mostra a velocidade do vento em néds du-
rante o furacdo Andrew em 24 de agosto de 1992. Utilize-o para
estimar o valor da derivada direcional da velocidade do vento
em Homestead, Flérida, na direcdo do olho do furacdo.

Homestead
L]

|

EE——
*Key West =

Baseado em NOAA / AOML Hurricane Research Division

e

Determine as equacdes paramétricas da reta tangente no ponto

S S S —
0 10 20 30 40
(Distancia em milhas)

(—2,2,4) acurva de intersec¢do da superficie z = 2x*> — y? com
o plano z = 4.

51-54 Determine os valores maximos e minimos locais e os pontos
de sela da fung@o. Se vocé tiver um programa de computador para
desenhar em trés dimensdes, trace o grafico da fun¢do usando um
ponto de vista e dominio conveniente para mostrar os aspectos
importantes da fungéo.

5. f(x,y) =x*—xy +y*+ 9x — 6y + 10

52. f(x,y) =x3— 6xy + 8*

53. f(x,y) =3xy — Xy — xy*

50. f(x,y) = (@ + y)e”

55-56 Determine os valores maximo e minimo absolutos de f no
conjunto D.

55. f(x,y) = 4xy*— x2y?>— xy*, D é aregido triangular fechada do

56.

plano xy com vértices (0, 0), (0, 6) e (6, 0)

fy) =e 2 (@+2?); Déodisco+ <4

57.

Utilize o grafico e/ou curvas de nivel para estimar os valores
maximo e minimo e os pontos de sela de
f(x,y) = x*— 3x + y*— 2y% Em seguida, use o célculo para

determinar esses valores de modo preciso.



58.

Use uma calculadora grafica ou um computador (método de
Newton ou sistema de computacio algébrica) para determinar
os pontos criticos de f (x, y) = 12 + 10y — 2x2 — 8xy — y* com
precisdo de trés casas decimais. Em seguida, classifique os pon-
tos criticos e determine o ponto mais alto do gréfico.

53-62 Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os
valores mdximo e minimo de f sujeita a(s) restricdo(des) dada(s).
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60.
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62.

flx,y) =22y, xX*+y*=1
I B
fy)=—+— S +—=1
X y X y
fe,y,2)=xyz; xX*+y2+722=3

floy, ) =x+ 29"+ 325
x+y+tz=lLx—y+2z=2

63.

64.

4.

Determine os pontos da superficie xy*z> = 2 que estdo mais
préximos da origem.

Um pacote com o formato de uma caixa retangular pode ser en-
viado pelo correio como encomenda postal se a soma de seu
comprimento e cintura (perimetro da seccdo transversal ortogo-
nal ao comprimento) for de, no méximo, 108 pol. Determine as

Problemas Quentes

65.

66.
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dimensdes do pacote de maior volume que pode ser enviado
como encomenda postal.

Um pentagono € formado colocando-se um tridngulo isdsceles
sobre um retangulo, como mostrado na figura. Se o pentigono
tem perimetro P fixo, determine os comprimentos dos lados do
pentidgono que maximiza sua drea.

Uma particula de massa m se move sobre uma superficie

z=f(x,y). Sejam x = x(¢), y = y(¢) as coordenadas x e y da par-

ticula no instante ¢.

(a) Determine o vetor velocidade v e a energia cinética
K = 3 m IvP? da particula.

(b) Determine o vetor aceleracéo a.

(c) Sejam z = x* + y? e x(f) = ¢ cos t, y(t) = t sen t. Determine
o vetor velocidade, a energia cinética e o vetor aceleracao.

Um retangulo com comprimento L e largura W € cortado em quatro retangulos menores por duas
retas paralelas aos lados. Determine os valores mdximo e minimo da soma dos quadrados das dreas

dos retangulos menores.

Bidlogos marinhos determinaram que, quando um tubardo detecta a presenca de sangue na dgua, ele
nada na direcdo em que a concentragdo de sangue aumenta mais rapidamente. Com base em certos
testes na dgua do mar, sabe-se que a concentragdo de sangue (em partes por milhdo) em um ponto

P(x, y) na superficie é de aproximadamente

C(x, y) _ e—uhzyz)/lo4

onde x e y sdo medidos em metros em coordenadas cartesianas com a fonte do sangue como origem.

(a) Identifique as curvas de nivel da fun¢io concentrac@o e esboce vdrios membros dessa familia,
junto com a trajetdria que o tubardo deve percorrer para chegar a fonte.

(b) Suponha que um tubar@o esteja no ponto (xo, yo) quando detecta a presenga de sangue na agua.
Determine a equagdo da trajetéria do tubardo escrevendo e resolvendo uma equagdo diferen-

cial.

Uma longa folha de metal galvanizado de espessura w polegadas deve ser dobrada em uma forma
simétrica com trés lados planos para fazer uma calha. A seccdo transversal € mostrada na figura.
(a) Determine as dimensdes para permitir a mixima vazao, ou seja, determine as dimensdes que for-

necem a maior drea da seccdo transversal.

(b) Vocé acharia melhor dobrar a folha de metal em uma calha com sec¢do transversal semicircu-

lar do que em uma seccio transversal de trés lados?

Para que valores do niimero r a funcéo
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(x+y+2)y
Floy,2) = m se (x,y,2) # (0,0,0)
0 se (x,y,2) =(0,0,0)

é continua em R3?

5. Suponha que f seja uma fun¢do diferencidvel de uma varidvel. Mostre que todos os planos tan-
gentes a superficie z = xf (y/x) se interceptam em um ponto comum.

6. (a) O método de Newton para aproximar a raiz de uma equagdo f(x) = 0 (veja a Se¢do 4.8, no Vo-
lume I) pode ser adaptado para aproximar a solucéio de um sistema de equacdes f (x,y) = O e
g(x,y) = 0. As superficies z = f(x, y) e z = g(x, y) se interceptam em uma curva que intercepta
o plano xy no ponto (r, s), que € a solucdo deste sistema. Se uma aproximacao inicial (x;, y;) es-
tiver proxima deste ponto, entdo os planos tangentes as superficies em (x;, y1) se interceptam em
uma reta que intercepta o plano xy em um ponto (x», ¥»), que deveria estar mais préximo de (7,
s). (Compare com a Figura 2 na Se¢ao 4.8.) Mostre que

fo — 19 _ f9 = fo.

=X o e »m=y

Segy = fi9x Segy = fy9x

onde f, g e suas derivadas parciais sdo calculadas em (x;, y;). Se continuarmos esse processo, ob-
teremos uma sequéncia de aproximagdes sucessivas (X, yn).

(b) Foi Thomas Simpson (1710-1761) quem formulou o método de Newton como o conhecemos
hoje e quem o estendeu para as fungdes de duas varidveis como no item (a). O exemplo que ele
deu para ilustrar o método foi resolver o sistema de equacdes

x*+ y= 1000 X+ y*= 100
Em outras palavras, ele descobriu os pontos de interseccéo das curvas da figura. Utilize o mé-

todo da parte (a) para determinar as coordenadas dos pontos de intersec¢do com precisdo de seis
casas decimais.

y
¥+ 7 = 1000
44
X+ ¥ =100
24
0 2 4 x

1. Seaelipse x*/a® + y*/b* = 1 circunda a circunferéncia x> + y> = 2y, quais sdo os valores de a ¢ b
que minimizam a drea da elipse?

8. Entre todos os planos que sdo tangentes a superficie xy’z> = 1, determine os que estdo mais longe
da origem.



