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Funcoes Vetoriais

A Primeira Lei de Kepler diz que os planetas

giram em torno do Sol em drbitas elipticas. Na
Segdo 13.4 vocé vai ver como o material deste
capftulo é usado em uma das grandes conquistas ~ .*
do cdlculo: provando as leis de Kepler. :

Christos Georghiou/Shutterstock

As fungdes que usamos até agora foram fungdes a valores reais. Agora estudaremos
funcdes cujos valores sdo vetores, pois estas sdo necessdrias para descrever curvas e
superficies no espaco. Usaremos fungdes a valores vetoriais também para descrever o
movimento de objetos no espago. Em particular, as usaremos para deduzir as leis de
Kepler para o movimento planetario.
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m Funcdes Vetoriais e Curvas Espaciais

Se lim,_.,r(t) = L, essa definigdo
equivale a dizer que o comprimento, a

direcdo e o sentido do vetor r() se aproxi-

mam do comprimento, da diregdo e do
sentido do vetor L.

Em geral, uma funcédo € uma regra que associa a cada elemento de seu dominio um elemento
de sua imagem. Uma funcéo vetorial, ou funcio a valores vetoriais, ¢ uma fungao cujo do-
minio € um conjunto de nimeros reais e cuja imagem € um conjunto de vetores. Estamos par-
ticularmente interessados em fungdes vetoriais r cujos valores sdo vetores tridimensionais. Isso
significa que, para todo nimero ¢ no dominio de r existe um tnico vetor de V3 denotado por
r(r). Se f(1), g(¢) e h(¢) sdo as componentes do vetor r(f), entdo f, g e h sdo fungdes a valores
reais chamadas funcdes componentes de r e podemos escrever

r(t) = (f(0),9(0), k() = fOi+ g()j + h@®k

Usamos a letra ¢ para denotar a varidvel independente porque ela representa o tempo na
maioria das aplica¢des de funcdes vetoriais.

EGEOE Se
r(t) = (A, In3 — 0, V7)

entdo, as fungdes componentes sdao

fo=r g() =1In(3 — 1) h@) = Vi

Pela convenc¢ao usual, o dominio de r € constituido por todos os valores de ¢ para os quais a
expressdo r(7) estd definida. As expressdes ¢, In(3 — 1) e v/t sdo definidas quando 3 — ¢ > 0
et = 0. Portanto, o dominio de r € o intervalo [0, 3). [ |

O limite de uma fun¢do vetorial r € definido tomando-se os limites de suas funcgdes
componentes como a seguir.

[1] Ser(r) = (f(0), g(0), h(2)), entdo
lim () = (lim £(2), lim g(0), lim ()}

desde que os limites das fun¢des componentes existam.

Da mesma forma, poderiamos ter usado uma definicio usando o &-6 (veja o Exercicio
51). Os limites de fungdes vetoriais obedecem as mesmas regras que os limites de funcdes
reais (veja o Exercicio 49).

sen ¢

[EEINF] Determine 1in(} r(r),onder(r) = (1 + £3)i+ te™'j + k.

SOLUCAO De acordo com a Definigdo 1, o limite de r € o vetor cujas componentes sao 0s
limites das fun¢des componentes de r:

t—0 t

: ) . . . sent
lim r(¢) = [hm(l + t3)]1 + [hm te ’]J + [hm ]k
t—0 t—0 t—0
=itk (Pela Equagio 3.3.2) |

Uma fungio vetorial r é continua em a se

}En r(z) = r(a)

Em vista da Defini¢ao 1, vemos que r € continua em a se e somente se suas fun¢des com-
ponentes f, g e h forem continuas em a.

As curvas espaciais e as fungdes vetoriais continuas estdo intimamente relacionadas.
Suponha que f, g e & sejam funcdes reais continuas em um intervalo /. Em seguida, o con-
junto C de todos os pontos (x, y, ) no espago, onde



(2] x=f y=g0 z=h0

e t varia no intervalo I, é chamado curva espacial. As equagdes em sdo denominadas
equacdes paramétricas de C e ¢ € conhecido como parametro. Podemos pensar em C como
tendo sido tracada pelo movimento de uma particula cuja posicio no instante ¢ €
( f@), g(0), h(t)) Se considerarmos agora a fungio vetorial r(z) = { f(2), g(1), h(z)), entdo r(r)
é o vetor posicio do ponto de P(f(1), g(¢), h(r)) em C. Assim, qualquer fungdo vetorial con-
tinua r define uma curva espacial C que € tracada pela ponta do vetor em movimento r(z),
como se mostra na Figura 1.

[EEITE] Descreva a curva definida pela fungio vetorial
r()) = (1 +¢2+ 5, -1+ 61)

SOLUCAO As equagdes paramétricas correspondentes sio

x=1+1t y=2+ 5t z=—1+ 6t

que reconhecemos, a partir da Equagdo 12.5.2, como as equagdes paramétricas de uma reta
passando pelo ponto (1, 2, —1) e paralela ao vetor (1,5, 6). Como alternativa, podemos ob-
servar que a fungdo pode ser escrita como r =ry + rv, quando ro = (1,2, —1) e
v = (1,5, 6), e esta é a equagdo vetorial da reta dada pela Equacdo 12.5.1. [

Curvas planas também podem ser representadas utilizando-se notacéo vetorial. Por exem-
plo, a curva determinada pelas equagdes paramétricas x = t* — 2tey = t + 1 (veja o Exem-
plo 1, na Se¢do 10.1) poderia também ser descrita pela equacio vetorial

r(t) = (> —2t,t+ 1) = (> —20i+ ¢+ 1)j

onde i = (1,0)ej=(0,1).

[N Esboce a curva cuja equacio vetorial é dada por

r(t) =costi +senrj+ rk

SOLUCAD As equagdes paramétricas para essa curva so

X = cost y=sent 7=t

Uma vez que x>+ y? = cos’t + sen’t = 1, a curva deve situar-se no cilindro circular
x*+y*=1.0 ponto (x, y, z) estd diretamente acima do ponto (x, y, 0), que se move para a
esquerda em torno do circulo x? + y* = 1 no plano xy. (A proje¢io da curva para o plano xy
tem equagdo vetorial r(s) = <cos t,sent,0). Veja o Exemplo 2 na Secdo 10.1.) Como z = ¢
a curva gira para cima ao redor do cilindro quando ¢ aumenta. A curva, mostrada na Figura 2,

€ chamada hélice. |

A forma de saca-rolha da hélice circular do Exemplo 4 é a mesma das molas. Elas tam-
bém aparecem no modelo do DNA (4cido desoxirribonucleico, material genético de células
vivas). Em 1953, James Watson e Francis Crick mostraram que a estrutura da molécula de
DNA € de duas hélices circulares paralelas interligadas, como na Figura 3.

Nos Exemplos 3 e 4 demos as equagdes vetoriais das curvas e pedimos uma descrigdo
geométrica ou esbogo delas. Nos dois exemplos a seguir, daremos uma descri¢do geométrica
da curva e pediremos para encontrar equagdes paramétricas para ela.

@I Determine uma equacio vetorial e as equacdes paramétricas para o segmento de
reta ligando o ponto P(1, 3, —2) ao ponto Q(2, —1, 3).

SOLUCAD Na Segdo 12.5 encontramos uma equacio vetorial para o segmento de reta que une
a extremidade do vetor ry a extremidade do vetor r;:

o
I\
I

r() = (1 — Ory + tr,
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X

FIGURA 1
C € tracada pelo movimento da ponta
do vetor de posicao r(#).

Visual 13.1A mostra diversas
curvas serem tragadas por vetores posicao,
incluindo aquelas nas

Figuras 1e 2.

(1,0,0)

FIGURA 2

FIGURA 3
Uma hélice dupla
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A Figura 4 mostra o segmento de linha PQ
no Exemplo 5

P(1,3,-2)

FIGURA 4

(Veja a Equagdo 12.5.4.) Aqui tomamos ro = (1,3, —=2) e r; = (2, —1, 3) para obter uma
equacdo vetorial do segmento de linha de P para Q:

r(r) = (1 —n{1,3, =2) +t(2,—-1,3) 0sr=<1
ou r(f) =1+ 13 —4t, -2+ 5t) 0sr=<1
As equagdes paramétricas correspondentes sdo

x=1+1t

y=3—4¢ z=—2+5¢ osr=<1

EETINA Determine uma equagdo vetorial que represente a curva obtida pela intersecao
do cilindro x* + y* = 1 com o planoy + z = 2.

SOLUCAO A Figura 5 mostra como o plano intercepta o cilindro, e a Figura 6 mostra a curva
de intersecgdo C, que € uma elipse.

z
yrz=2 (0.-1.3)
(-1,0,2)
C
(1,0,2)
N
RS
W IR 0,1,1
\‘ KKK \\““ 0,1 1)
mA e
RIS 0
R
< ““ﬂ
x& P X y
FIGURA 5 FIGURA 6

A projecdo de C para o plano xy € o circulo x? + y*> = 1, z = 0. Entdo, sabemos do Exem-
plo 2 na Secao 10.1 que podemos escrever

X = cost y =sent O0str=27w
Da equagdo do plano, temos
z=2—y=2—sent
Deste modo, podemos escrever as equagdes paramétricas para C como
z=2—sent O0<t=<2mw

X = cost y =sent

A equagdo vetorial correspondente é

r(f) = costi+senrj+ (2 —sennk 0<:t<2m

Essa equacao € chamada de parametrizagdo da curva C. As setas na Figura 6 indicam o sen-
tido em que a curva C € percorrida quando o valor do pardmetro # aumenta. [

I Utilizando Computadores para Tracar Curvas Espaciais

As curvas espaciais sdo inerentemente mais dificeis de desenhar que as curvas planas. Para
uma representagdo mais precisa precisamos utilizar a tecnologia. Por exemplo, a Figura 7
mostra o grafico gerado por computador da curva com equagdes paramétricas



x = (4 + sen 20¢) cos ¢ y = (4 + sen 201) sen ¢ z = cos 20¢

Essa curva € denominada espiral toroidal, pois estd sobre um toro. Outra curva interes-
sante, o né de trevo ou trifélio, com equacdes

x = (2 + cos 1,5¢) cos ¢ y = (2 + cos 1,5¢) sen ¢ z = sen 1,5¢

estd ilustrada na Figura 8. Seria muito dificil tragar qualquer uma dessas curvas a méo.

FIGURA 7 Espiral toroidal FIGURA 8 N6 de trevo

Mesmo com o auxilio de computador no desenho de curvas espaciais, as ilusdes dpticas
tornam dificil entender a forma real da curva. (Isso € especialmente verdadeiro na Figura 8.
Veja o Exercicio 50.) O exemplo seguinte mostra como lidar com este problema.

[EE[I0F] Utilize um computador para tracar a curva com equagdo vetorial
r(f) = (t,t% t*). Essa curva é chamada ciibica retorcida.

SOLUCAD Comegaremos tragando, com o auxilio do computador, a curva com equagdes
paramétricas x = ¢,y = t*, z = ¢’ para —2 < t < 2. O resultado € mostrado na Figura 9(a),
mas € dificil ver a verdadeira natureza da curva através desse unico grafico. A maioria dos
programas de computador para desenhar em trés dimensdes permite, em vez de utilizar os
eixos coordenados, colocar uma caixa envolvendo a curva ou superficie. Quando olhamos a
mesma curva na caixa na Figura 9(b), conseguimos visualizar melhor sua forma. Podemos
ver que a curva se eleva do canto inferior da caixa para o canto superior mais proximo de
noés, torcendo-se a medida que sobe.

-2 8
_1 4 4
0 x z 0 z
1 —4 7
2 -8
0 1 2 3 4 2 1 0 -1 -2
y X

FIGURA 9 Vistas da cubica torcida

FUNCOES VETORIAIS
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Em Visual 13.1bvocé pode girar a
caixa na Figura 9 para ver a curva a partir
de qualquer ponto de vista.

FIGURA 10

Visual 13.1C mostra como as
curvas surgem como intersecgdes de
superficies.

FIGURA 11

Alguns sistemas de computagdo algébrica
nos proporcionam uma figura bem mais
clara de uma curva espacial envolvendo-a
em um tubo. Esse recurso nos permite ver
se uma parte de uma curva passa pela
frente ou por tras de outra parte dessa
curva. Por exemplo, a Figura 13 mostra a
curva da Figura 12(b), obtida como
resultado do comando tubeplot

no Maple.

Temos uma ideia melhor da curva quando a observamos de diversos angulos. A parte (c)
apresenta o resultado da rotagdo da caixa para fornecer outro ponto de vista. As partes (d), (e)
e (f) mostram o que vemos quando olhamos diretamente através de uma face da caixa. Em par-
ticular, a parte (d) mostra a vista de cima da caixa. A curva obtida € a proje¢do da curva no
plano xy, a pardbola y = x2. A parte (e) exibe a proje¢io no plano xz a curva ctibica z = x°.
Fica claro o porqué de essa curva ser chamada cubica retorcida.

Outra maneira de visualizar uma curva espacial € desenhd-la em uma superficie. Por exem-
plo, a ctibica retorcida do Exemplo 7 estd no cilindro parabdlico y = x2. (Elimine o parame-
tro das duas primeiras equagdes paramétricas, x = t e y = 2.) A Figura 10 mostra o cilindro
e a cubica retorcida sobrepostos, tornando mais fécil enxergar que a curva caminha da origem
para cima, sobre o cilindro. Usamos essa mesma técnica no Exemplo 4 para visualizar a hé-
lice circular (veja a Figura 2).

Um terceiro processo de visualizacdo para a ctibica retorcida € constatar que a curva tam-
bém esté contida na superficie cilindrica z = x*. Entdo podemos ver a curva como a intersec-
¢éo das duas superficies cilindricas y = x? e z = x>. (Veja a Figura 11.)

|
[

|

|
o
f
il

! X 01 0 2)’

Vimos que uma curva espacial interessante, a hélice, aparece no modelo do DNA. Outro

exemplo notavel de uma curva espacial na ciéncia € a trajetdria de uma particula de carga posi-

tiva em campos elétricos e magnéticos ortogonalmente orientados E e B. Dependendo da velo-

cidade inicial dada a particula na origem, a trajetdria da particula ou € uma curva espacial, cuja

projecdo sobre o plano horizontal € a cicloide estudada na Secéo 10.1 [Figura 12(a)], ou € uma
curva cuja projecao € a trocoide investigada no Exercicio 40 da Secéo 10.1 [Figura 12 (b).]



t

(a) r(t) = (t—sent,1 —cost,t) (b) r(t) = <t—% sent, | —% cos t, t>

FIGURA 12

Movimento de particula carregada
em campos elétrico e magnético
orientados ortogonalmente

FUNCOES VETORIAIS 761
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FIGURA 13

Para mais detalhes sobre a fisica envolvida e animagdes das trajetdrias das particulas, con-

sulte os seguintes sites:

= www.phy.ntnu.edu.tw/java/emField/emField.html
= www.physics.ucla.edu/plasma-exp/Beam/

m Exercicios

1-2 Determine o dominio das fungdes vetoriais.

1. r()=(VE—F eI+ 1))

2
i+sentj+ InO — Ak

t
2 1) =
r0 =7

17-20 Encontre uma equagao vetorial e equagdes paramétricas para o
segmento de reta que liga P e Q.
17. P(0,0,0), 0(1,2,3)
19. PO, —1,1), 0G, %1

18. P(1,0, 1),
20. P(a, b, c),

0(2,3,1)
O(u, v, w)

3-6 Calcule os limites.

2
3. lim <e3'i + j + cos 2[k>

1—0 sen’t

P —t t
4 lim Ry L UL
1 Int

. P+t 1
6. lim{ e, ,tsen —
1—o 28 — 1 t

7-14 Esboce o gréfico da curva cuja equacdo vetorial € dada. Indique
com setas a direcio na qual o parAmetro 7 cresce.

7. r() = (sent,t) 8. r() = (1)

9. r(= (1,2 — 12t 10. r(r) = (sen ¢, t, cos mt)
1. r(r) = (1,cos t,2sen t) 12 r() =Fi+1rj+2k

13. r(r) =i + t*j + 1°k

14. r(r) =costi—costj+ sentk

15-16 Desenhe as projegdes da curva nos trés planos coordenados.
Use essas projecdes para ajudéd-lo a esbogar a curva.
15. r(r) = (t,sent,2 cos t) 16. r(t) = {t,1,1*)

4 L. .
E necessdrio usar uma calculadora grifica ou computador

21-26 Faca uma correspondéncia entre as equacdes paramétricas e 0s
gréficos (identificados com niimeros de I-VI). Justifique sua escolha.

~

I z v z
. y
X

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

~
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21. x=tcost, y=t z=tsent, t=0
22. x=cost, y=sent, z= 1/(1 +7)

23. x=t y=1/(1+1¢), z=1¢

24 x =cost, y=sent, z=cos2t

25. x =cos8, y=sen8, z=2¢" =0
26. x = cos’t, y=sen’t, z=t

2]. Mostre que a curva com equagdes paramétricas x = f cos ¢,
y = tsent,z = testdnocone z> = x> + y?, e use esse fato para
esbocar a curva.

28. Mostre que a curva com equacdes paramétricas x = senf,
y = cost, z = sen’t é a curva de interseccdo das superficies
z = x%ex? + y? = 1. Use esse fato para esbogar a curva.

29. Em quais pontos a curvar(f) = ¢ti + (2¢ — ¢?) k intercepta o pa-
raboloide z = x> + y??

30. Em quais pontos a hélice r(s) = (sen ¢, cos f, 1) intercepta a es-

ferax®> + y> + 22 =52
31-35 Utilize um computador para tragar a curva da equagdo vetorial
dada. Escolha o dominio do pardmetro e ponto de vista de forma a re-
velar a verdadeira natureza da curva.

31. r(z) = {(cost sen 2¢, sen ¢ sen 2¢, cos 2t)

32. r(t) = (%, Int, t)

33. r(r) = (t,tsent, tcost)

34. r(r) = (t,e', cost)

35. r(r) = {(cos 2t, cos 3t, cos 4t)

{19 36. Trace a curva com equagdes paramétricas x = sen f, y = sen 2¢,
z = cos 4t. Explique sua forma representando por graficos suas
projecgdes para os trés planos coordenados.

37. Trace a curva com equagdes paramétricas

x = (1 + cos 16¢) cos ¢
y = (1 + cos 161) sen ¢
z=1 + cos 16t.

Explique a aparéncia da curva, mostrando que ela estd em um
cone.

| ~ P
38. Trace a curva com equagdes paramétricas

x =+/1 — 0,25 cos?10z cos t
y=+/1—0,25cos?10¢ sen ¢
z=0,5cos 10¢

Explique a aparéncia da curva, mostrando que ela estd em uma
esfera.

39. Mostre que a curva com equagdes paramétricas x = 2,
y =1 —3t,z = 1+ 3 passa pelos pontos (1, 4, 0) e (9, —8, 28),
mas ndo passa pelo ponto (4, 7, —6).

40-44 Determine a fung@o vetorial que representa a curva obtida pela

intersec¢do das duas superficies.

40. O cilindro de x> + y? = 4 e a superficie z = xy

41. Ocone z= meoplanoz= 1+y

42. O paraboloide z = 4x? + y? e o cilindro parabélico y = x*

43. A hipérbole z = x> — y? e o cilindro x? + y*> =

Va
Al

]
¢

M
[

. O semielipsoide x>+ y? + 472 =4,y = 0, e o cilindro x2 + 72 = 1

45,

47.

48.

49.

50.

51.

Tente esbogar a mao a curva obtida pela intersec¢io do cilindro
circular x> + y? = 4 com o cilindro parabélico z = x2. Determine
entdo as equagdes paramétricas dessa curva e utilize um compu-
tador para desenhé-la.

. Tente esbogar a méo a curva obtida pela intersecgéo do cilindro cir-

cular y = x? e a metade superior do elipsoide x> + 4y? + 4z%> =16.
Determine ento as equagdes paramétricas dessa curva e utilize um
computador para desenha-la.

Se dois objetos viajam pelo espago ao longo de duas curvas di-
ferentes, € sempre importante saber se eles vdo colidir. (Serd que
um missil atingiu seu alvo em movimento? Vao se colidir duas
aeronaves?) As curvas podem se interceptar, mas precisamos
saber se os objetos estardo na mesma posi¢io no mesmo instante.
Suponha que as trajetdrias de duas particulas sejam dadas pelas
seguintes funcdes vetoriais

ri() = (37t — 12,12 ry(f) = (4t — 3,t%, 5t — 6)
para ¢t = 0. As particulas colidem?
Duas particulas se movem ao longo das curvas espaciais

r(H) = (t,t% %) ) =(1+21+6t1+ 14¢)
As particulas colidem? Suas trajetdrias se interceptam?
Suponha que u e v sejam funcdes vetoriais que possuem limites
quando t — a e seja ¢ uma constante. Demonstre as seguintes
propriedades de limites.

(@) lim [u(?) + v()] = lim u(;) + lim v()

(b) lim cu(t) = c lim u(?)

(©) lim [u(@) - v()] = lim u(?) - lim v(z)
(@ lim [u(z) X v(z)] = lim u(z) X lim v()

A visdo do n6 de trevo apresentada na Figura 8 € correta, mas
ndo muito reveladora. Use as equagdes paramétricas

x = (2 + cos 1,5¢) cos t
y = (2 + cos 1,5¢) sen ¢

z = sen 1,5¢
para esbocar a mio a curva vista de cima, deixando pequenas fa-
lhas para indicar os pontos onde a curva se sobrepde. Comece
mostrando que sua proje¢do sobre o plano xy tem coordenadas
polares r = 2 + cos 1,5t e § = t, de forma que r varia entre 1 e
3. Mostre entdo que z tem um valor mdximo e um minimo quando
aproje¢do estdentre r = ler = 3.

Quando vocé terminar o esbo¢o a mao livre, utilize um com-
putador para tragar a curva com o observador vendo de cima e
compare-a ao seu desenho. Trace a curva sob outros pontos de
vista. Vocé alcancard melhor resultado se tragar um tubo de raio
0,2 em torno da curva. (Utilize o comando tubeplot do Maple
ou o curvetube ou comando Tube no Mathematica.)

Mostre que lim,—, r(f) = b se e somente se para todo £ > 0
existe um nimero 6 > 0 tal que

se 0<|r—a|<$ entdo |r() —b|<e
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Mais adiante neste capitulo, utilizaremos as func¢des vetoriais para descrever o movimento
dos planetas e outros objetos no espago. Vamos nos preparar aqui para desenvolver o célculo
com fungdes vetoriais.

I Derivadas

A derivada r’' de uma fungio vetorial r € definida do mesmo modo como foi feito para as fun-
¢Oes a valores reais:

r(t + h) — r(?)

dr s
[1] o 0= jim n

se este limite existir. O significado geométrico dessa defini¢do estd refgsentado na Figura 1.
Se os pontos P e Q tém vetores posi¢do r(z) e r(r + h), entdo PQ representa o vetor
r(t + h) — r(z), que pode ser visto como um vetor secante. Se # > 0, o miltiplo escalar
(1/h)(x(z + k) — r(z)) tem o mesmo sentido que r(z + k) — r(z). Quando & — 0, parece que
esse vetor se aproxima de um vetor que estd sobre a reta tangente. Por essa razio, o vetor r'(f)
€ chamado o vetor tangente a curva definida por r no ponto P, desde que r'(¢) exista e
r'(f) # 0. A reta tangente a C em P € definida como a reta que passa por P e € paralela ao
vetor r'(7). Teremos ocasido de considerar o vetor tangente unitario, dado por

r'(1)
[r'(0) |

T(r) =

(a) O vetor secante @ (b) O vetor tangente r'(z)

O teorema seguinte fornece um método conveniente para calcular a derivada de uma fun-
¢ao vetorial r por derivacdo de cada componente de r.

(2] Teorema Se (1) = (f(1), g(t), h(t)) = f()i + g(1)j + h(t)k, onde f,ge h sdo
funcdes diferencidveis, entdao

r'@) = (f' 0.9, h00)) =f'Oi+g®j+h0Dk

DEMONSTRAGAQ

(0 Altigloé [r(t + A — 1(1)]

= }fL“oiW(t + A1), gt + An), h(t + A1) — (f(1), g(0), h(0))]

At At At

Ar—0

. < Fe+ A = f(D) gt + AD) — g(t) h(t + Ar) — h(t)>

Visual 13.Z mostra uma animagao
da Figura 1.

FIGURA 1
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FIGURA 2

Observe na Figura 2 os pontos de vetor
tangente na diregdo de aumentar. (Veja o
Exercicio 56.)

A hélice e a reta tangente do Exemplo 3
estdo na Figura 3.

FIGURA 3

< L fe+ AN —F@) . g+ A —g() . h(t+ A — h(t)>
= ({ lim , lim , lim
At—0 At At—0 At At—0 At

= (f'(1),g'(), n' (1) -

[EXEMPLO 1 |

(a) Determine a derivada de r(f) = (1 + #*)i + te”'j + sen 2t k.
(b) Encontre o vetor tangente unitdrio no ponto onde ¢ = 0.

SOLUCAO
(a) De acordo com o Teorema 2, derivando cada componente de r, obtemos:

r'(t)) =3"i + (1 — e 'j + 2cos 2tk
(b) Uma vez que r(0) = ie r'(0) = j + 2Kk, o vetor unitdrio da tangente no ponto (1, 0, 0) €

10 = SO _dt2k 1. 2, —
O] Virs s

IEEENFE Paraacurva r(r) = 4/t i + (2 — 1) j, determine r'(r) e desenhe o vetor posi¢do
r(1) e o vetor tangente r'(1).

SOLUCAD Temos
0 =i 1) = 5i-J
r = —1— € r = —1—
N '

A curva € plana, e a eliminacdo do pardmetro das equacdes x = \/t_ ,y=12—tnos da
y = 2 — x% x = 0. Na Figura 2, desenhamos o vetor posicdo r(1) = i + j comecando na
origem e o vetor tangente r'(1) comegando no ponto correspondente (1, 1). |

[EETZGE] Determine as equacdes paramétricas para a reta tangente 2 hélice com equacdes
paramétricas

x=2cost y=sent z=1
no ponto (0, 1, 7/2).
SOLUCAO A equagido vetorial da hélice € r(r) = (2 cos ¢, sen ¢, t), de modo que
r'(t) = (—2sent,cost 1)
O valor do parAmetro correspondente ao ponto (0, 1, 7/2) é t = /2, e o vetor tangente €

r'(m/2) = (=2,0, 1). A reta tangente passa por (0, 1, 7/2) e é paralela ao vetor {(—2,0, 1),
entdo, pela equagdo 12.5.2, suas equagdes paramétricas sao

T
x = —2t y=1 z=?+t [ |
12
8
4

-2
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Do mesmo modo que para as fungdes reais, a segunda derivada da fungao vetorial r é ade-  Na Segdo 13.4 veremos como r'(1) e r"(r)

rivada de r’, ou seja, r” = (r’)’. Por exemplo, a segunda derivada da funcdo do Exemplo 3 é podem ser interpretados como os vetores
velocidade e aceleragdo de uma particula
r"(l) = <_2 cost, —sent, ()) se movendo pelo espaco com vetor posi¢do

r(z) no instante z.

I Regras de Derivacao

O préximo teorema mostra que as férmulas de derivagdo para funcdes reais t€ém suas equiva-
lentes para as funcdes vetoriais.

@ Teorema Suponha que u e v sejam fung¢des vetoriais diferencidveis, ¢ um escalar
e fuma fungdo real. Entdo,

1) + V0] = W) + V0

2 < feu(i) = ew()

3. % [f@u@®)] = f'Oul) + fOu'@)

&S Tu) - v = W) - v0) + u) - V()
5. < ul) X V(0] = w() X ¥() + u) X V0

6. % [ll(f(t))] = f’(l)ll’(f(t)) (Regra da Cadeia)

Esse teorema pode ser demonstrado usando-se diretamente a Defini¢cdo 1 ou empregando-
-se 0 Teorema 2 e as férmulas de derivagio correspondentes para as funcdes a valores reais. A
demonstracio da Férmula 4 estd a seguir; as férmulas restantes sdo deixadas como exercicios.

DEMONSTRAGAO DA FORMULA 4 Sejam
u(r) = (fi(0), £(0), /1) V(1) = (g:1(1), g2(1), g5(1))

Entdo u(®) - v@0) = fi()gi(0) + fo(1) ga(r) + f3(0) gs(1) = ; fi(®) g:(1)
e as regras usuais de derivagdo do produto fornecem

d d 3 L d

2 L@ VOl =2 2 D90 = 2 - L0 g0)]

Z L£(0) gi(t) + £(2) gi(0)]
= 2 f090) + 3 g0
=u'(s) - v(r) +u@) - v [ |

IEEENEN Mostre que, se |r() | = ¢ (uma constante), entdo r'(r) € ortogonal a r(f) para
todo 7.

SOLUCAO Uma vez que
r(®) - r(t) = [r()|* = ¢*

e ¢? é uma constante, da Formula 4 do Teorema 3 vem

0= % [r(@) - x(®)] = ¥'() - x(1) + x(0) - ¥'(1) = 2r'(r) - ¥(0)
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Assim, r'(7) - r(f) = 0, que diz que r'(¢) € ortogonal a r(z).
Geometricamente, esse resultado indica que, se a curva estd em uma esfera com o centro
na origem, entdo o vetor tangente r'(z) € sempre perpendicular ao vetor posi¢ao r(z).

N Integrais

A integral definida de uma funcfo vetorial continua r(r) pode ser definida da mesma forma
que para a funcdo real, exceto que a integral resulta em um vetor. Mas podemos expressar a
integral de r como a integral de suas fun¢des componentes f, g € & como segue. (Utilizamos
a notagdo do Capitulo 5, no Volume I.)

fb r(f) dt = lim E r(r) At

o
a n—%° =1

= lim [(if(r,-*) At) i+ <2 g(t’) At)j + (2 h(t") At) k]

e também

Lb r(r) di = ( Lb 1) dt> i+ < Lh g(1) dt) j+ < fb ) dt> K

Isso mostra que podemos calcular a integral da funcao vetorial integrando cada componente
dela.

Podemos estender o Teorema Fundamental do Célculo para as fungdes vetoriais continuas
como segue:

["r() &t = RO = RG) - R@

onde R é uma primitiva de r, ou seja, R'(r) = r(s) . Usaremos a notago f r(¢) dt para as inte-
grais indefinidas (primitivas).

IEETI0HE Se r(r) =2costi+ sentj + 2tk entdo

jr(r)dt= (jzcoszdt>i+ (f sentdt)j + <j2rdz>k

=2senti—costj+t*k +C

onde C € um vetor constante de integragao, e

2
foﬁ/zr(t)dt=[ZSenti—costj+t2k]g/2=21+j+%k -
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1. A figura mostra uma curva C dada pela fungio vetorial r(z).

16.

rf))=taXxX (b +trc

(a) Desenhe os vetores r(4,5) — r(4) er(4,2) — r(4).
(b) Esboce os vetores

17-20 Determine o vetor tangente unitario T(#) no ponto com valor

de parametro dado .

r(f) = (te”',2arctg t,2¢'y, t=0

r() =(f+ 3,2+ 1,3t+4), t=1
r(f) =costi+ 3tj + 2 sen2tk, t=0
r() = sen’ti + cos’tj + tg’tk, t= w/4

Se r(f) = (t,¢% ¢*), encontre r'(¢), T(1), r"(t) e r'(r) X r"(¥).
Se r(t) = (e*, e ¥, te*), encontre T(0), r"(0)er'(s) - r"(¢).

23-26 Determine as equacdes paramétricas para a reta tangente a
curva dada pelas equagdes paramétricas, no ponto especificado.

=1+4+2Jt, y=£—1t z=7Ff+t (3,0,2)
(1,0,0)

=e¢'cost, y=e'sent, z=e¢ " (1,0,1)

x=+F+3 y=I@+3); z=r (2,In4,1)

=e, y=te, 7=te"

r(4,5) — r(4) r(4.2) — r(4) 17.
0,5 0,2 18.
(c) Escreva a expressdo para r'(4) e para seu vetor tangente 19.
unitario T(4). 20.
(d) Desenhe o vetor T(4).
y 21.
R 2.
r(4,5)
1 0
r(4,2) 23.
P 24.
f 25.
e/ 26.
0 1 X
2].
2. (a) Faga um esboco grande da curva descrita pela fungdo veto- 28

rial r(f) = (¢%,t), 0 <t <2, e desenhe os vetores r(l),
r(1,D)er(l,1) — r(1).
(b) Desenhe o vetor r'(1) comegando em (1, 1) e o compare

Encontre uma equacéo para a reta tangente a curva de intersec-
¢éo dos cilindros x> + y* = 25 e y* + 7z = 20 no ponto (3, 4, 2).
Encontre o ponto na curva de r(r) = <2 cost, 2 sent, e’>,
0=t T, em que a reta tangente € paralela ao plano

\/§x+y:1.

=

=

29-31 Determine as equacdes paramétricas para a reta tangente a

com o vetor ~ o .
r(1.1) — r(1) curva dada pelas equacdes paramétricas, no ponto especificado. Ilus-
_ tre tracando o grafico da curva e da reta tangente em uma mesma tela.
0.1 ~ 2
. o .. 29 x=ty=e',z=2t—1; (0,1,0)
Explique por que esses vetores estdo tdo proximos um do
. . . 30. x=2cost, y=2sent, z=4cos?2t; (\/3,1,2)
outro tanto em médulo quanto em direcdo e sentido.
3-8 3. x=rcost, y=t, z=tsent; (—m, m0)
a) Esboce o grifico da curva plana com a equacdo vetorial dada. . . - N
@) £ p quac 32. (a) Determine o ponto de interseccdo das retas tangentes a

(b) Encontre r'(z).
(c) Esboce o vetor posi¢do r(z) e o vetor tangente r'(r) para o
valor dado de ¢.

. r=@—-2,*+1), t=-1
\ 3,
8 r=(A¢), t=1
5 r() =senti+ 2costj, t=m/4
6. rt)=ce'i+e'j t=0
21 ts 34.
1. rt)=¢e"it+te'j t=0
8 r(=00+cosn)i+ (2+sennj, t=m/6
. . - . 35—
9-16 Determine a derivada da funcio vetorial.
9. r() = (tsent, > tcos2t) 35.
10. r(s) = (tgt,sect, 1/t%)
M. r()=i—j+e*k 36.
12. r(?) i+ - + £ k
. I = 1 K
T+t 1+ 1+1 -
1B.r)=¢"i—j+In(1+3)k '
14. r(Y) = atcos 3ti + bsen’tj + ccostk 3
15. r(f) =a + tb + ¢ '

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador
1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

curvar(z) = (senmt,2 sen wt, cos wt) nos pontos t = 0 e
t=0,5.
(b) HNustre tragando o grafico da curva e ambas as tangentes.
Ascurvas de ri(f) = (1, % t>) e ro(f) = (sent, sen 2t, t) se in-
terceptam na origem. Determine o angulo de intersec¢do destas
com precisdo de um grau.
Em que ponto as curvas ri(f) = (t,1 — £,3 + *) e
r(s) = (3 — 5,5 — 2,5%) se cruzam? Determine o angulo de
intersec¢@o destas com precisdo de um grau.
40 Calcule a integral.

f: (ti — £j + 3°K) dr

J‘I 4 - 2t K| ar
1T+t 75

/2 . .
f (3sen’t costi+ 3sent cos’tj + 2sent costk)dt
0

flz (i + 1/t — 1j + tsen w1 K) dt

E necessério usar um sistema de computagdo algébrica
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39, f(efi + 26§ + Intk) dr

40. [(coswti +senwtj + tk) dt

41. Encontre r(f) se r'(r) = 2ti + 3£%j + Vi ker(l) =i + j.

42. Encontrer(t)ser'(t) =ti +e'j+ te'ker(0) =i+ j + k.

43. Demonstre a Formula 1 do Teorema 3.

44. Demonstre a Formula 3 do Teorema 3.

45. Demonstre a Formula 5 do Teorema 3.

46. Demonstre a Férmula 6 do Teorema 3.

41. Seu(r) = (sent, cost, t)ev(t) = (¢, cost, sent), utilize a For-
mula 4 do Teorema 3 para encontrar

d
E[“(’) - v(1)]

48. Se u e v sdo as funcdes de vetor no Exercicio 47, utilize a For-
mula 5 do Teorema 3 para encontrar

< [uo) X V(0]

49. Determine f'(2), onde f(¢) = u(?) - v(2), u(2) = (1, 2, — 1),
u')=3,0,4)ev(®) = (1)

m Comprimento de Arco e Curvatura

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Se r(f) = u () X v(t), onde u e v sdo as funcdes de vetor no
Exercicio 49, encontre r'(2).
Mostre que se r é uma fungdo vetorial tal que exista r”, entdo

% [r() X r'()] = x(t) X ¥'(1)

d
Determine uma expressdo para E[u(z) < (v(t) X w()].

dt L0 v,

Se r(r) # 0, mostre que — |r(7) | =
a1 T

[Dica: |r(t)|* = r(®) - r(1)]

Se uma curva tem a propriedade de o vetor posicdo r(z) estar

sempre perpendicular ao vetor tangente r'(s), mostre que essa

curva estd em uma esfera com o centro na origem.
Se u(r) = r(z) - [r'(z) X r"(z)], mostre que

w'(@®) =r@) - [r'(H) X r"(@)]

. Mostre que o vetor tangente a uma curva definida por uma funcéo

vetorial r(f) aponta no mesmo sentido da curva com ¢ aumentando.
[Dica: Consulte a Figura 1 e considere os casos 7 > 0e h < 0 se-
paradamente. ]

Na Sec¢ado 10.2 definimos o comprimento de uma curva plana com equagdes paramétricas
x = f(t),y = g(t),a < t < b, como o limite do comprimento das poligonais inscritas e, para
o caso no qual f’ e ¢’ sdo continuas, chegamos a seguinte férmula

dy
dt

KN NV Eario 7 ) \/ (%) . <—> p

O comprimento de uma curva espacial € definido exatamente da mesma forma (veja a Fi-

X

FIGURA 1

O comprimento de uma curva espacial
¢ o limite dos comprimentos das
poligonais inscritas.

gura 1). Suponha que a curva tenha equagdo vetorial r(r) = ( f(z), (1), h(t)),a < t < b, ou,
o que € equivalente, equagdes paramétricas x = f(¢), y = ¢(z), z = h(r), onde f’, g4’ e h’ sdo
funcdes continuas. Se a curva € percorrida exatamente uma vez a medida que ¢ cresce, a par-
tir de a para b, € possivel mostrar que

2] L= ["VIF@OF + [g@F + W OP dr

J‘b dx \* dy \? dz \*

= — |+ (=) + (=] a

a dt dt dt
Observe que os comprimentos dos arcos de curva dados pelas Férmulas [1] e [2] podem

ser escritos de forma mais compacta

(3] L= Lb | () | dt

porque, para curvas planas r(r) = f(1)i + g(1)j,
X0 =[O+ g0 = VIFOP + g0

e para as curvas espaciais r(z) = f())i + g(r)j + h()K,



r0)] = fOi+ g0+ n0Ok]=VIFOF +[gOF + W]

[EEI0EN Calcule o comprimento do arco da hélice circular de equacio
r(f) = costi + sentj + t k do ponto (1, 0, 0) até o ponto (1, 0, 277).

SOLUCAO Uma vez que r'(f) = —senti + costj + k, temos

[r'(r)| = /(—=sen D + cos?t + 1 = /2

O arco de (1, 0, 0) até (1,0, 27) € descrito quando o pardmetro percorre o intervalo
0 < t < 27re, assim, da Férmula 3, temos

L= fozﬂ\r’(t)|dt = Lz”\/fdt =22 -

Uma tnica curva C pode ser representada por mais de uma funcéo vetorial. Por exemplo,
a cubica retorcida

I
I
[\

(4] ri(7) = (1, 1% 1%) 1

poderia ser representada também pela funcao

@ r(u) = (e e* e*) O0<u<In2

onde a relacdo entre os parAmetros 7 e u € dada por r = e". Dizemos que as Equagdes 4 e 5
sdo parametrizacoes da curva C. Se f6ssemos usar a Equacdo 3 para calcular o comprimento
de C usando Equagdes 4 e 5, gostariamos de obter a mesma resposta. Em geral, pode ser mos-
trado que, quando a Equacg@o 3 € usada para calcular o comprimento do arco, a resposta € in-
dependente da parametrizacdo que € usada.

Suponhamos agora que C seja uma curva dada pela funcgdo vetorial

r(t) =f@i+ g@)j + h(Hk a<t<b

onde r’ € continua e C € percorrida exatamente uma vez a medida que # aumenta de a para b.
Definimos sua funcao de comprimento de arco s por

5 - T (6] (5]

Entéo s(7) € o comprimento da parte de C entre r(a) e r(f). (Veja a Figura 3.) Se derivarmos
os dois lados da Equacio 6 usando a Parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo, obteremos

ds
— ~Ir @]

E frequentemente ttil parametrizar uma curva em relaciio ao comprimento do arco,
pois o comprimento de arco aparece naturalmente a partir da forma da curva e ndao depende
do sistema de coordenadas utilizado. Se uma curva r(7) ja estd dada em termos de um para-
metro ¢ e s(7) € a fungdo comprimento de arco dada pela Equagao 6, podemos ser capazes de
escrever ¢t como uma fungdo de s: r = #(s). Em seguida, a curva pode ser reparametrizada em
termos de s substituindo por #: r = r(¢(s)). Assim, se s = 3, por exemplo, r(¢(3)) € a posi-
¢a0 do ponto que estd a trés unidades de comprimento do inicio da curva.

[EEINF Reparametrize a hélice circular r(f) = cos ti + sentj + ¢k utilizando o com-
primento de arco medido a partir de (1, 0, 0) na direcao de crescimento de .
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A Figura 2 mostra o arco de hélice cujo
comprimento é calculado no Exemplo 1.

(1,0,0)

X

FIGURA 2

FIGURA 3



770 CALCULO

SOLUCAD O ponto inicial (1, 0, 0) corresponde ao valor do pardmetro t = 0. A partir do
Exemplo 1, temos

L e -2

. t t
e assim s=s(t)=f|r’(u)|du=j\/§du=\/§t
0 0
Portanto 1 = s/v/2 e a reparametrizacdo pedida € obtida substituindo-se o valor de ¢:
r(1(s)) = cos(s/v/2)i + sen(s/v/2) j + (s/v/2) Kk [
B Curvatura
Visual 13.34 mostra vetores Uma parametrizagdo r(f) é chamada suave em um intervalo I se r’ for continua e r'(f) # 0 em
tangentes unitarios animados, como os da 1. Uma curva € chamada de suave se tiver uma parametrizagio suave. Uma curva suave nio tem
Figura 4, para uma variedade de curvas quebras abruptas ou cuispides; quando seu vetor tangente gira, ele o faz continuamente.

planas e curvas espaciais.

Se C for uma curva suave definida por uma fung¢ao vetorial r, lembre-se de que o vetor tan-
gente unitério T(7) serd dado por

r'(y)
[r'(0) |

e indica a dire¢do da curva. Da Figura 4, podemos ver que T(#) muda de dire¢do muito deva-
gar quando a curva C é razoavelmente reta, mas muda de direcdo mais rapidamente quando a
curva C se dobra ou retorce mais acentuadamente.

A curvatura de C em um dado ponto € a medida de quao rapidamente a curva muda de di-

T() =

FIGURA 4 re¢do no ponto. Especificamente, definimos a curvatura como o médulo da taxa de variacdo
Vetor tangente unitdrio em pontos do vetor tangente unitdrio com relagdo ao comprimento do arco. (Utilizamos o comprimento
igualmente espacados de C de arco, pois assim a curvatura independe da parametrizagao.)

Definicdo A curvatura de uma curva é

onde T € o vetor tangente unitdrio.

A curvatura € mais simples de calcular se expressa em termos do parametro ¢ em vez de
s. Assim, usamos a Regra da Cadeia (Teorema 13.2.3, Férmula 6) para escrever

ar _ards _a| | avsa
dt ds dt ds ds/dt
Mas, da Equacdo 7, ds/dt = | r'(1) |, e entdo
|T'() |
k() = ———
o] 0]

[EETINE] Mostre que a curvatura de um circulo de raio a € 1/a.

SOLUCAD Podemos tomar o circulo com centro na origem e parametrizado por
r(f) =acosti+ asentj

Portanto r'() = —asenti+ acostj e Ir'()| =a

r'(y)
|r'(0)]

Logo, T@) = = —senti+ costj



e T'(f) = —costi — sentj
Issonos da | T'(r) | = 1, entdo, usando a Equag@o 9, temos
T'(z 1
k() = | ,()|=— [
|r'(7) | a

O resultado do Exemplo 3 mostra que pequenos circulos t€m uma grande curvatura, en-
quanto grandes circulos t€ém uma pequena curvatura, como nossa intui¢io indica. Podemos
ver diretamente da defini¢@o que a curvatura de uma reta € sempre 0, pois o vetor tangente
¢ constante.

Embora a Férmula 9 possa ser utilizada em qualquer caso para calcular a curvatura, em
geral € mais conveniente aplicar a férmula dada pelo teorema a seguir:

Teorema A curvatura de uma curva dada pela fungao vetorial r é

[r'(t) X (1) |

k() = T

DEMONSTRACAO Como T = r'/|r'| e |r’| = ds/dt, temos

_ds

[ T = —
r [r'| "

e, pela Regra do Produto (Teorema 13.2.3, Férmula 3), temos

d? d.
-+ S
dt dt

"

Usando o fato de que T X T = 0 (veja o Exemplo 2 da Segéo 12.4), temos
ds \*
It == TXT
r'Xr (dt) ( )

Agora | T(z)| = 1 para todo ¢, entdo T e T’ sdo ortogonais pelo Exemplo 4 na Segdo 13.2.
Portanto, pelo Teorema 12.4.9,

! 4 dsz ! dsz ! dsz !
x| =(—) [TXT[=|—]|T|[|T|=(—) [T
dt dt dt

L |T, | _ |r/ >< I./!l _ |rl >< r//
O8: (ds/d1)? v P
[T | |r' X r”
€ K = = AE |
x| x|

[N Determine a curvatura da ctibica retorcida r(f) = (t, %, ¢*) em um ponto gené-
rico e em (0, 0, 0).

SOLUCAD Calculemos inicialmente os ingredientes necessarios:

r'() = (1, 21, 3¢%) r'(1) = (0, 2, 6¢)
|r'(n)| = /1 + 482 + 9¢*
k

J
r'(t) X r'(t) = 2t 32| =6¢*i— 6tj+ 2k

FUNCOES VETORIAIS
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FIGURA 5
A pardbola y = x* e sua
fun¢do curvatura

Podemos pensar no vetor normal como
indicador da direcéo para a qual a curva
esta se virando em cada ponto.

FIGURA 6

|v'(H) X r"(5) | = /361% + 3612 + 4 = 2/91* + 912 + 1
Entao, aplicando o Teorema 10, temos

@) x| 241+ 912 + 9¢*

IO (1 + 42+ 9r4)2

k(?)

Na origem, onde ¢ = 0, a curvatura é «(0) = 2. [ |

Para o caso especial de uma curva plana com a equagdo y = f(x), escolhemos x como
pardmetro e escrevemos r(x) = xi + f(x) j. Entdo r'(x) =i + f'(x)j e r"(x) = f"(x) j.
Como i Xj=ke jxXj=0, segue que r'(x) X r"(x) = f"(x) k. Nés também temos

|r'(x)| = /1 + [f'(x)]* e, assim, pelo Teorema 10,

_ | f"(x) |
a T T

Encontre a curvatura da parabola y = x? nos pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4).
p y p

SOLUCAD Como y' = 2xey” = 2, a Férmula 11 nos dd

=—1 2
[+ O 12 (4 4x)”

A curvatura em (0, 0) € k(0) = 2. Em (1, 1) isso é k(1) = 2/5%? = 0,18. Em (2, 4) isso &
k(2) = 2/17%% = 0,03. Observe a partir da expressdo de «(x) ou o grifico de « na Figura 5 que
k(x) — 0 quando x — oo, Isso corresponde ao fato de que a pardbola parece tornar-se mais
plana quando x — =+, [

y

[l Vetores Normal e Binormal

Em um ponto dado de uma curva suave r(z), existem muitos vetores que sdo ortogonais ao
vetor tangente unitdrio T(7). Escolhemos um observando que, como | T(r)| = 1 para todo ,
temos T(¢) - T'(t) = 0 pelo Exemplo 4 da Secdo 13.2, de modo que T'(¢) € ortogonal a T(7)
. Observe, no entanto, que T'(z) pode ndo ser um vetor unitdrio. Mas se r’ também for suave,
k 7 Opodemos definir o vetor normal unitario principal N(z) (ou simplesmente normal
unitario) como

T'(1)

NO = T,

O vetor B(7) = T(r) X N(z) é chamado vetor binormal. Ele ¢ perpendicular a ambos T
e N e também € unitdrio (veja a Figura 6).



[EEENNT Determine os vetores normal e binormal da hélice circular
r(t) = costi +senrj+ rk

SOLUCAO Vamos, inicialmente, calcular os ingredientes necessérios para o cédlculo do vetor
normal unitario:

r'(f) = —senti+ costj + k [r'(n)| =2
r'(z) 1
T@) = — =—=(—senti+ costj + k)
r@0] V2
1 , _ |
T'(t) = N3 (—costi— sentj) |T'(r)| = 7z
T'(z
N@) = T((t)” = —costi—sentj= (—cost, —sent,0)

Isso mostra que o vetor normal em um ponto da hélice circular € horizontal e aponta em di-
recdo ao eixo z. O vetor binormal €

i ik
1 1
B(f) = T(t) X N(t) = —= | —sent cost 1 |=-—=<(sent, —cost, 1) mmm
V2 t t 0 V2
—cost —sen

O plano determinado pelos vetores normal e binormal N e B num ponto P sobre uma curva
C é chamado plano normal de C em P. E constituida por todas as linhas que sao ortogonais
ao vetor tangente T. O plano determinado pelos vetores T e N é chamado plano osculador
de C a P. O nome vem do latim osculum, que significa “beijo”. E o plano que se aproxima mais
do que contém a parte da curva préxima P. (Para uma curva plana, o plano osculador € sim-
plesmente o plano que contém a curva.)

O circulo que estd no plano osculador de C em P, tem a mesma tangente que C em P, fica
do lado concavo de C (na dire¢do em que N aponta) e tem raio p = 1/« (o reciproco da cur-
vatura) € conhecido como circulo osculador (ou circulo da curvatura) de C em P. E o cir-
culo que melhor descreve como C se comporta perto de P; que compartilha a mesma tangente,
normal e curvatura P.

[EEINFA Determine as equagdes do plano normal e do plano osculador da hélice circular
do Exemplo 6 no ponto P(0, 1, 7/2).

SOLUCAO O plano normal em P tem vetor normal r'(77/2) = (—1, 0, 1), portanto sua equa-
¢ao é

—1(x—0)+0(y—1)+1<z—%>=0 ou z=x+%

O plano osculador em P contém os vetores T e N, e assim seu vetor normal é T X N = B. A

partir do Exemplo 6, temos
T 1 1
Bl—)={—4,0,—4—
( 2 > <ﬁ V2 >

Um vetor normal mais simples € (1, 0, 1), entdo uma equacéo do plano osculador é

1
B(r) = ﬁ (sent, —cost, 1)

1(x—0)+0(y—1)+1<z—%>=0 ou Z=—x+% [ ]

AEEINE] Determine e desenhe o circulo osculador da pardbola y = x? na origem.

SOLUCAO Do Exemplo 5, a curvatura da pardbola na origem é k(0) = 2. Dessa forma, o raio
do circulo osculador é 1/k = 1 e seu centro & (O, %) Sua equacio €, portanto,
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AFigura 7 ilustra o Exemplo 6 mostrando os
vetores T, N e B em dois pontos da hélice
circular. Em geral, os vetores T, N e B,
comegando nos varios pontos da curva,
formam um conjunto de vetores ortogonais,
denominados referencial TNB, que se
move ao longo da curva quando ¢ varia.
Esse referencial TNB tem um papel
importante em um ramo da matematica
chamado geometria diferencial e em suas
aplicagdes em movimento de naves
espaciais.

FIGURA 7

Visual 13.3B mostra como a
estrutura TNB move ao longo de diversas
curvas.

A Figura 8 mostra a hélice e o plano
osculador do Exemplo 7.

FIGURA 8
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y 2 12 _1
= 2 2+ (y—3)=
osculador y=x : !
circular Para o gréfico da Figura 9 usamos as equagdes paramétricas do circulo:
x=1cost y=1+zssent [
11
2 Resumimos aqui as férmulas para os vetores tangente unitdrio, normal unitédrio e binormal
5 1 > e para a curvatura.
FIGURA 9 r'(?) T'(¢)
T(r) = N@t) = — B(r) = T(r) X N(z)
(@) [T |
! ! "
Visual 13.3C mostra como o circulo _ aT _ | T'() | _ [r'() X x"(r) |
osculador muda conforme um ponto se ds [r'(r)] [r'(n)|?
move ao longo de uma curva.
m Exercicios
1-6 Determine o comprimento da curva dada.
1. r(r) = (t,cost,3sent), —5<t<5 r(t)=< 2 —1>i+ 2t j
2 2

2 r) =230, 0<r=<I1 2+ 1 2+ 1
3. r()=2ti+e'jte'k O0=<t=<1 aca , 4 did a
& r(t) =costi+ sentj + Incostk, 0<r1<m/4 ein (;e aga:: ao~compr1men;o oEarco medido a parurl 0 Ponto
5 r)=i+Rj+rk 0=<i<1 (1, f) na 1re<;.ao.creslceng: e . xFresseareplar.amekt)rlzagao en;
6. r() =120 + 8°2j + 3%k, 0=<1<1 sua forma mais simples. O que vocé pode concluir sobre a curva’

7-9 Encontre o comprimento da curva com precisio de quatro casas
decimais. (Use sua calculadora para aproximar a integral.)

7. ()= (Vi.1, 12>, 1<t<4
8. r()= (e te"), 1<t<3
9. r() = (sent,cost,tgt), 0<t<w/4

10,

Trace a curva com equagdes paramétricas x = sen f, y = sen 2,
z = sen 3t. Encontre o comprimento total desta curva com preci-
sdo de quatro casas decimais.

Seja C a curva de interseccio do cilindro parabélico x* = 2y e da
superficie 3z = xy. Encontre o comprimento exato de C da ori-
gem até o ponto (6, 18, 36).

Encontre, com precisdo de quatro casas decimais, o comprimento
da curva de intersecgdo do cilindro 4x? + y* = 4 com o plano
x+y+z=2.

13-14 Reparametrize a curva com relagio ao comprimento de arco
medido a partir do ponto onde ¢ = 0 na dire¢do crescente de 7.
1B.r()=2ri+1-3nj +5+4pk

14. r(1) = e*cos2ti+ 2j+ e*sen2rk

1.

12.

15. Suponha que vocé comece no ponto (0, 0, 3) e se mova 5 unida-
des ao longo da curva x = 3 sen ¢, y = 4¢, z = 3 cos ¢ na dire¢do
positiva. Onde vocé estd agora?

16. Reparametrize a curva

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador
1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

17-20
(a) Determine os vetores tangente e normal unitdrios T(z) e N(z).
(b) Utilize a Férmula 9 para encontrar a curvatura.

17. r(1) = (t,3 cos t,3sent)

18. r(t) = (¢t} sent — tcost,cost + tsent), t>0
19. r(t) = (ﬂt, e, e’t}

2. r(r) = (1,312 12)

21-23 Utilize o Teorema 10 para encontrar a curvatura.

2. r() =Fj+ 1’k

2 rt)=ti+tj+(1+k

23. r(r) =3ri+4sentj+ 4cosrk

24. Encontre a curvatura da curva r() = (e‘cost, e'sent, t) no

ponto (1, 0, 0).
25. Encontre a curvatura de r(f) = (1, ¢% ) no ponto (1, 1, 1).
[ 26. Trace o grafico da curva com equagdes paramétricas x = cos ¢,
y = sen t, 7 = sen 5¢ e calcule a curvatura no ponto (1, 0, 0).
27-29 Use a Férmula 11 para encontrar a curvatura.
21, y=x*

28. y=tgx 29. y = xe*

30-31 Em que ponto a curva tem curvatura mdxima? O que acontece
com a curvatura quando x — ©?

3. y=Inx N y=e¢e"

32. Determine a equagdo de uma parabola que tenha curvatura 4 na
origem.

E necessdrio usar um sistema de computagdo algébrica
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33. (a) A curvatura da curva C mostrada na figura é maior em P ou 48. r(r) = (cost,sent,Incost), (1,0,0)
em Q? Explique.
(b) Estime a curvatura em P e Q desenhando o circulo osculador 49-50 Determine as equacdes dos planos normal e osculador da curva
nesses pontos. no ponto indicado.
y P 49. x=2sen3t, y=1t z=2cos3t; (0,7, —2)
50. x=1¢t, y=1¢, z=1¢; (1,1,1)
C
S~ [A]51. Encontre as equagdes para o circulo osculador da elipse
1+ 9x? + 4y? = 36 nos pontos (2, 0) e (0, 3). Utilize uma calcula-
0 dora gréfica ou computador para tragar a elipse e ambos os cir-
) culos osculadores na mesma tela.
0 1 X 52. Encontre as equagdes para o circulo osculador da pardbola

y= %xZ nos pontos (0, 0) e (1, %) Trace os dois circulos oscula-
) - . d abol tela.
34-35 Utilize uma calculadora gréfica ou um computador para tragar Ores € @ parabola na mesma te'a

~ . . 53. Em qual ponto da curva x = ¢3, y = 3¢, z = t* 0 plano normal
na mesma tela a curva e sua funcéo curvatura k(x). Esse € o grafico quatp Y < P

< — 8 =12
que vocé esperava? ¢ paralelo ao plano 6x + 6y — 8z = 17

SCA i ici -
3. y—x* — 217 3,y =y 54. Existe um ponto da curva do Exercicio 53 onde o plano oscula

dor € paralelo ao planox +y + z = 1?

36-37 Trace a curva espacial e sua funcdo curvatura k(#). Comente [Observagdo: VocE precisard de um SCA para derivar, simplifi-

como a curvatura reflete a forma da curva. car e calcular um produto vetorial. ]

36. r() = (r — sent, | — cost,4cos(t/2)), 0<1<8m 55. Determine as equagdes dos planos normais e osculador da curva
3. r(r) = (tef, e, 21), —5<1<5 de intersecdo dos cilindros parabélicos x = y* e z = x? no ponto
(1,1, 1).
38-39 Dois graficos, a e b, sio mostrados. Uméacurvay = f(x) e 0 96. Mostre que o plano osculador em cada ponto da curva
outro é o gréfico da sua fungio curvaturay = «(x). Identifique cada r() = (t + 2,1 = £,5r") € 0 mesmo plano. O que vocé pode
uma e justifique suas escolhas. concluir sobre a curva?
38. 39 57. Mostre que a curvatura k estd relacionada com os vetores tan-
‘ Y gente e normal pela equagio
! ar _ kN
b ds

58. Mostre que a curvatura de uma curva plana é k = |d¢/ds

s

‘ X onde ¢ € o angulo entre T e i, isto €, ¢ € o Angulo de inclinacdo
da reta tangente. (Isso mostra que a definicéo de curvatura € con-

sistente com a defini¢do dada para curvas planas no Exercicio 69
da Secdo 10.2.)
. (a) Mostre que dB/ds € perpendicular a B.

40. (a) Desenhe a curva r(r) = (sen 31, sen 2¢, sen 3¢). Em quantos
pontos da curva tem-se a impressdo de que a curvatura possui 59

um maximo local ou absoluto? (b) Mostre que dB/ds € perpendicular a T.

(c) Deduza das partes (a) e (b) que dB/ds = — 7(s)N para algum
ndmero 7(s) chamado tor¢ao da curva. (A tor¢do mede

(b) Use um SCA para determinar e fazer o grafico da fung@o cur-
vatura. Esse grafico confirma sua conclusio na parte (a)?
M. O gréfico de r(r) = <t —3sent,1 —3 cost, t) € mostrado na

) quanto a curva € retorcida.)
Figura 12(b) da Se¢do 13.1. Onde vocé acha que a curvatura é

(d) Mostre que para uma curva plana a tor¢do € 7(s) = 0.

ior? i i d ] : )
maior? Use um SCA para determinar e fazer o grifico da funcdo 60. As formulas seguintes, chamadas férmulas de Frenet-Serret,

curvatura. Para quais valores de 7 a curvatura ¢ maior? 5 . A L -
sdo de fundamental importincia em geometria diferencial:

42. Use o Teorema 10 para mostrar que a curvatura da curva plana

parametrizada x = f(z), y = g(¢) é 1. dT/ds = kN
2. dN/ds = — kT + 7B
PEE N 23 3. dB/ds = — N
[ + y? ] (A Férmula 1 € fornecida a partir do Exercicio 57 e da Férmula 3
onde os pontos indicam as derivadas em relagéo a 7. vem de Exercicio 59.) Use o fato de que N = B X T para dedu-
43-45 Use a féormula do Exercicio 42 para calcular a curvatura. zir Férmula 2 a partir das Férmulas 1 e 3.
B.x=7 y=~ 61. Utilize as férmulas de Frenet-Serret para demonstrar cada um
4. x=acosw!, y=~bsenwt dos seguintes itens. (Apdstrofo denota derivadas com relagdo a z.
45, x=¢ cost, y=éesent Comece como na demonstragio do Teorema 10.)
(a) r" =s"T + k(s')*N
46. Considere a curvatura em x = 0 para cada membro da familia de ®) ' Xr' = k(s')’B
fungdes f(x) = e, Para quais membros «(0) € maior? © r" =[s" — K(s'P]T + [3ks's” + «'(s')* IN + kr(s')’ B
47-48 Encontre os vetores T, N e B no ponto indicado. , . ”
a7. v() = (12 26%,1), (1.21) @ r=ZXT) "

|rr>< r//‘z
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62. Mostre que a hélice circular r(r) = (a cos 1, a sen t, bt), onde a 66. Consideremos o problema de projetar uma linha férrea de modo
e b sdo as constantes positivas, tem curvatura e tor¢ao constantes. a fazer transigoes lisas entre as se¢des de trilhos retos. Um trilho
[Use o resultado do Exercicio 61(d).] existente ao longo da parte negativa do eixo x precisa ser ligado

63. Utilize a férmula do Exercicio 61(d) para calcular a tor¢io da a um trilho que corre ao longo dareta y = 1 parax = 1.

curva r() = (1,362, 113).

(a) Determine um polindmio P = P(x) de grau 5 tal que a fun¢éo

64. Encontre a curvatura e tor¢do da curva x = senh #, y = cosh z, F definida por

z = tno ponto (0, 1, 0).
65. A molécula de DNA tem a forma de duas hélices circulares. O
raio de cada uma das hélices € de cerca de 10 angstroms (1

0 se x <0
F(x) ={P(x) se 0<x<11

A = 107 cm). Cada hélice, em uma volta completa, sobe 34 A, 1 se x =1
e existem cerca de 2,9 X 10® voltas completas. Estime o com- seja continua e tenha derivada e curvatura continuas.

primento de cada hélice circular.

Y
K<

(b) Utilize uma calculadora grafica ou um computador para tra-
car o grafico de F.

(£'8 Movimento no Espaco: Velocidade e Aceleracao

FIGURA 1

Nesta sec@o, mostraremos como as ideias dos vetores tangente e normal, assim como as de cur-
vatura, podem ser usadas na fisica para estudar o movimento de objetos, sua velocidade e sua
aceleracdo, quando estdo se movendo ao longo de uma curva espacial. Em particular, segui-
remos os passos de Newton, usando seu método para deduzir a Primeira Lei de Kepler para o
movimento planetério.

Suponha que uma particula se mova no espaco de forma que seu vetor posicao no instante
t € r(r). Observe da Figura 1 que, para pequenos valores de &, o vetor

r(t + h) —r(»

il h

se aproxima da direcdo de movimento da particula que se move ao longo da curva r(¢). Seu
moédulo mede o tamanho do vetor deslocamento por unidade de tempo. O vetor |1 | fornece a
velocidade média no intervalo de tempo de comprimento % e seu limite € o vetor velocidade
v(?) no instante ¢:

@ V() = %151) r(t + h})l —r(?) )

Portanto, o vetor velocidade € também o vetor tangente e tem a dire¢do da reta tangente a
curva.

A velocidade escalar da particula no instante # € a magnitude do vetor velocidade, ou seja,
| v(2) | Isso € apropriado, pois, de [2] e da Equagdo 13.3.7, temos

ds . oA
[v@e)| = ()| = —, —ataxa de variagio da distancia com rela¢do ao tempo

Como no caso de movimento unidimensional, a aceleracao da particula € definida como a de-
rivada da velocidade:

at) =v'(@) =r"(r

[EETI0EN O vetor posicdo de um objeto em movimento em um plano é dado por
r(f) = £*i + 1*j. Determine a sua velocidade, a velocidade escalar aceleracdo quando ¢ = 1
e ilustre geometricamente.

SOLUCAD A velocidade e a acelera¢do no instante ¢ $30

v(t) = r'(t) = 3121 + 2t



a()) =r"(t) = 6¢i + 2

e a velocidade escalar €

|v(t)| = V(3122 + (21)2 = /9¢t* + 412
Quando ¢t = 1, temos

v(l) =3i +2j a(l) =6i+2j lv(l)] =13

Os vetores velocidade e aceleracdo estdao mostrados na Figura 2. |

[EEI0F Determine a velocidade, a aceleraciio e a velocidade escalar de uma particula
com vetor posi¢do r(f) = (1%, e', te").
SOLUCAD

v(e) =r'(0) = (2t,¢', (1 + De')

alt) =v(@) = (2,e,2 + ne")

[v(0)] = VA2 + e + (1 + 1)%e? [

A integracdo de vetores introduzida na Se¢do 13.2 pode ser usada para achar o vetor po-
sicdo quando os vetores velocidade ou aceleracdo sdo conhecidos, como no seguinte exemplo.

[EEENE] Uma particula movendo-se comega numa posicdo inicial r(0) = (1,0,0) com
uma velocidade inicial v(0) =i — j + k. Sua aceleragio é a(¢r) = 4ri + 6¢j + k. Deter-
mine a sua velocidade e posi¢do no momento .

SOLUCAOD Uma vez que a(t) = v'(¢), temos
V(1) =ja(t)dr=f(4ti +61j+K)dr
=2ri+3%j+tk+ C

Para determinarmos o valor da constante do vetor C, usamos o fato de que v(0) =i — j + k
. A equacdo anterior permite v(0) = C,de modoque C =i — j + ke

vit) =221+ 3 j+tk+i—j+k
=22+ 1Di+ @G -Dj+ @+ 1k
Uma vez que v(¢) = r'(f) temos
r(0) = | v(o) dr

=j[(2z2 + )i+ GeE—Dj+ (c+ )k]dr

=GP +)i+ @ -0j+ G+ )k +D
Tomando ¢ = 0, achamos que D = r(0) = i, entdo a posi¢do no tempo ¢ é dada por
|

r) =G +r+ )i+ @ —0j+ G2 +)k

Em geral, por integracdo vetorial podemos recuperar a velocidade quando a aceleragéo
for conhecida e a posi¢do quando a velocidade for conhecida:

V(1) = vit) + f " au) du () = r(t) + j "v(u) du
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v(l)
a(l)
11
0 X
FIGURA 2

Visual 13.4 mostra vetores
animados de velocidade e aceleragdo para
objetos que se movem ao longo de vérias
curvas.

A Figura 3 mostra a trajetéria da particula
do Exemplo 2 com vetores velocidade e
aceleragdo quando ¢t = 1.

1
y
X

FIGURA 3

A expressdo para r(f) que obtivemos no
Exemplo 3 foi usada para tracar a trajetéria
da particula na Figura4 para 0 < ¢ < 3.

FIGURA 4
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A velocidade angular do objeto em movi-
mento com posicdo P é w = d6/dt, onde
0 é 0 angulo mostrado na Figura 5.

FIGURA 5

\a

FIGURA 6

Se a for¢a que age sobre a particula € conhecida, entdo a aceleragdo pode ser determinada
a partir da Segunda Lei de Newton para o Movimento. A versdo vetorial dessa lei nos diz
que, se em qualquer instante de tempo ¢, uma forga F(¢) age sobre um objeto m produzindo
uma aceleragdo a(), entdo

F(r) = ma(r)

[EETI0F] Um objeto de massa m que se move em uma trajetdria circular com velocidade
angular constante w tem vetor posi¢io dado por r(f) = acos wri + asen wt j. Determine a
forca que age sobre o objeto e mostre que sua direcao e sentido sdo dados pela reta que passa
pela origem, apontando em dire¢@o a origem.

SOLUCAD Para encontrarmos a forga, precisamos primeiro saber a aceleracdo:
V() = r'(t) = —aw sen wt i + aw cos wt j
a(f) = v'(1) = —aw’cos wti — aw’sen wt j

Portanto, pela Segunda Lei de Newton, temos a forca

F(t) = ma(t) = —mw*(a cos wti + a sen wt j)
Observe que F() = —maw?r(¢). Isso mostra que a forca age na direciio oposta ao vetor radial
r(f) e, portanto, aponta para a origem (veja a Figura 5). Essa forca € chamada forca centripeta.

[EETENE Um projétil € disparado com angulo de elevagio « e velocidade inicial vo. (Veja
a Figura 6.) Assumindo que a resisténcia do ar seja desprezivel e que a Unica forca externa seja
devida a gravidade, determine a funcdo posi¢ao r(¢) do projétil. Para qual valor de o obtemos
maior alcance (distancia horizontal percorrida)?

SOLUCAO Fixamos os eixos coordenados de forma que a origem coincida com o ponto ini-
cial da trajetdria do projétil. Como a for¢a devida a gravidade age para baixo, temos

F=ma= —mgj
onde g = |a| = 9,8 m/s*. Assim,
a=—g]
Uma vez que v'(f) = a, temos

v(t) = —gtj+ C
onde C = v(0) = v,. Portanto
r'())=v() = —gtj+ v
Integrando novamente, obtemos
r() = —398%j + tvo + D

Mas D = r(0) = 0, e entdo o vetor posi¢do do projétil € dado por

(3] r(r) = —398%§ + tvo

Se escrevermos | vo| = v (a velocidade escalar inicial do projétil), entdo
Vo = vpcos a1 + vpsen a j

e a Equac@o 3 se torna



r(z) = (vocos a)ri + [(vo sen a)t — %gtz]j

As equagdes paramétricas da trajetoria sdo

@ x = (vocos @)t y = (vo sen a)t — 3gt>

A distancia horizontal d € dada pelo valor de x quando y = 0. Ajustando y = 0, obtemos
t = 0 our = (2vysen a)/y. O tltimo valor de 7 fornece

2uosena vé(2sen a cosa)  vd sen 2a
d = x = (vy cos ) = =
9 g )

Claramente, d tem valor maximo quando sen 2« = 1, ou seja, quando « = 7/4.

[EEENE Um projétil € langado com velocidade de disparo de 150 m/s e angulo de eleva-
¢do de 45° de um ponto 10 m acima do nivel do solo. Onde o projétil vai atingir o solo e com
que velocidade escalar?

SOLUCAD Se tomarmos a origem no nivel do solo, entdo a posi¢ao inicial do projétil € (0, 10)
e, portanto, precisamos adequar a Equacdo 4 adicionando 10 na expressdo para y. Com
vo = 150 m/s, a = 45° e g = 9,8 m/s* temos

x = 150 cos(r/4)t = 75+/2 ¢t

y =10 + 150 sen(7/4)t — 2(9,8)r> = 10 + 75/2 t — 4,91

O impacto ocorrerd quando y = 0, isto &, 4,9¢* — 75\/§t — 10 = 0. Resolvendo essa equa-
¢a0 quadratica (e usando somente o valor positivo de ), temos

7542 + /11250 + 196
: 9.8
Entdo x = 754/2 (21,74) = 2.306, assim o projétil atinge o solo a uma distancia de cerca de
2.306 m.
A velocidade do projétil é

V() =1’ (1) =75V2 i+ (75V2 — 9.81)

Portanto, sua velocidade escalar no impacto €

~ 21,74

|v(21,74)| = V(75v2)” + (75v2 — 9.8 - 21,74)> =~ 151 m/s -

I Componentes Tangencial e Normal da Aceleracao

Quando estudamos o movimento de uma particula, € frequentemente titil decompor a acele-
racdo em duas componentes, uma na dire¢do da tangente e outra na direcdo da normal. Se es-
crevemos v = | v | para a velocidade escalar da particula, entdo

() _ v(t) _v
TO =TT = Tvol = o
€, assim, v=1T

Se derivarmos ambos os lados em relacgdo a ¢, obteremos
@ a=v =¢T+ T’

Se usarmos a expressdo da curvatura dada pela Equagdo 13.3.9, temos
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Se vocé eliminar 7 das Equagdes 4, vera
que y é uma fungdo quadrética de x.
Assim, o caminho do projétil faz parte de
uma parébola.
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(6] K= = logo  |T'| = kv

H\
<

, entdio [6] fornece

O vetor normal unitdrio foi definido na se¢do anterior como N = T'/| T’
T' = |T'|N = koN

e a Equagdo 5 se torna

a=v'T+ kv®N

Escrevendo ar e ay para as componentes tangencial e normal da aceleracdo, temos
a= aTT + aNN

onde

ar=1v' e ay = kv*

FIGURA 7 Essa conclusdo estd ilustrada na Figura 7.

Vamos olhar agora o que a Férmula 7 nos diz. A primeira coisa a observar € que o vetor
binormal B ndo aparece. Independentemente de como o objeto se move no espago, sua ace-
lerag@o sempre estd nos planos de T e N (o plano osculador). (Lembre-se de que T fornece a
direcdo e sentido do movimento e N aponta a dire¢@o na qual a curva estd se entortando.) Em
seguida, observamos que a componente tangencial da aceleragdo € ', a taxa de variaggo da ve-
locidade escalar, e a componente normal da aceleragiio é kv?, a curvatura vezes o quadrado
da velocidade escalar. Isso explica o que acontece com um passageiro em um carro — uma
virada brusca em uma rua pode ser vista como um valor grande de curvatura k, de forma que
a componente da aceleraciio perpendicular ao movimento € grande e o passageiro € jogado
contra a porta do carro. A alta velocidade em uma curva tem o mesmo efeito: de fato, se do-
brarmos nossa velocidade escalar, an serd aumentada por um fator de 4.

Apesar de termos uma expressdo para as componentes tangencial e normal da aceleragdo
na Equac@o 8, € desejavel obter expressdes que dependam somente de r, r’ e r”. Com essa fi-
nalidade, tomamos o produto escalar de v = T com a como dada na Equacdo 7:

oT - W'T + kv°N)
vw'T-T+ kT -N

v-a

=0’ (umavezque T-T=1eT-N=0)

Portanto

vea ') - r'(o)

[2] ar=v= o]

v

Usando a férmula da curvatura dada pelo Teorema 13.3.10, temos
_ [r'(r) X r"(2) ] [r'(5) X (1) |

ay = Kv Wh‘(tﬂ = |I"(t)|

[E@I0F] Uma particula se move com funcfo posicdo r(f) = (t2, % t* ). Determine as
componentes tangencial e normal da aceleragio.
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SOLUCAO r() =i+ *j+ £’k
r'() =2ti+ 2tj + 3t°k
r'(®) =2i+2j + 61k

[X'(0)| = /82 + Or*

Portanto, da Equacdo 9 vem que a componente tangencial é

_r@-r'()  8r+ 187

ar =

()| 82+ 9/°
i ok
Uma vez que r'(t) X r'"(t) = |2t 2t 3t*| =611 — 617
2 2 6t

da Equagdo 10 obtemos a componente normal

LORS LGOI 6212
a Ir'(r) | V812 + 97

I Leis de Kepler para o Movimento Planetario

Descreveremos agora um dos principais feitos do cdlculo mostrando como o material deste ca-
pitulo pode ser usado para demonstrar as leis de Kepler para o movimento planetario. Depois
de 20 anos estudando as observagdes do astronomo dinamarqués Tycho Brahe, o astrdbnomo
e matemdtico alemao Johannes Kepler (1571-1630) formulou as seguintes trés leis:

Leis de Kepler

1. Um planeta gira em torno do Sol em uma 6rbita eliptica, com o Sol em um dos
focos.

2. O segmento de reta que liga o Sol a um planeta varre dreas iguais em intervalos de o
tempo iguais. '

3. O quadrado do periodo de revolugdo de um planeta € proporcional ao cubo do com-
primento do eixo maior de sua 6rbita.

Em seu livro Principia Mathematica, de 1687, sir Isaac Newton mostrou que as trés leis @]
de Kepler podem ser obtidas como consequéncias de outras duas leis de sua autoria, a Se-
gunda Lei do Movimento e a Lei da Gravitacdo Universal. A seguir, demonstraremos a Pri-
meira Lei de Kepler. As leis restantes sdo deixadas como exercicios (com sugestoes).

Como a forga gravitacional do Sol sobre um planeta € muito maior que as forcas exerc'—\’
das por outros corpos celestes, podemos ignorar todos os outros corpos do Universo, excetb\o_
0 Sol e um planeta girando em torno dele. Usaremos um sistema de coordenadas com origem
no Sol e sejar =r (¢) o vetor posicio do planeta. (Poderiamos igualmente considerar r o vetor
posicdo da Lua ou de um satélite girando em torno da Terra, ou um cometa movendo-se em
torno de uma estrela.) O vetor velocidade € v =r’ e o vetor aceleracéo é a =r" . Utilizaremos
as seguintes leis de Newton:

Segunda Lei do Movimento: F = ma

Lei de Gravitacdo: F = r = S u

onde F € a forca da gravidade sobre o planeta, m e M sao as massas do planeta e do Sol, G €
a constante gravitacional, r = |r|, e uw = (1/r)r € o vetor unitdrio na dire¢do de r.

Mostraremos inicialmente que o planeta se move em um plano. Igualando a expressdo
para F nas duas leis de Newton, chegamos a
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FIGURA 8

e, assim, a € paralelo ar. Segue que r X a = (. Usamos a Férmula 5 no Teorema 13.2.3 para
escrever

d ! !
E(er)=r Xv+rXv

=vXv+rxXxa=0+0=0

Logo, rXv=h
onde h € um vetor constante. (Podemos assumir que h 7 0; isto &, r e v ndo sio paralelos.)
Isto significa que o vetor r = r(¢) € perpendicular a h para todos os valores de ¢, de modo que
o planeta sempre se situa no plano através da origem perpendicular de h. Assim, a érbita do
planeta € uma curva plana.

Para demonstrarmos a Primeira Lei de Kepler, vamos reescrever o vetor h como segue:

h=rXv=rXr =ruX(u

=ru X (ru’ + ru) =r*u X u') + r'(u X u)

=ri(u Xu)
Entdo,
axh= _gMuX(rquu/)=—GMuX(uXu’)
= —GM[(U . ll’)ll - (ll . ll)ll'] (pelo Teorema 12.4.11, Propriedade 6)
Masu - u = |u|> = 1l e, umavez que |u(?)| = 1, segue-se a partir do Exemplo 4, na Segdo

13.2, que u - u’ = 0. Portanto

axXh=GMu

e (vXh)'=v Xh=aXh=GMu
Integrando ambos os lados da equacdo, obtemos

1] vXh=GMu+c

onde ¢ € um vetor constante.

Neste ponto € conveniente escolher os eixos coordenados de forma que o vetor da base ca-
ndnica k aponte na dire¢do do vetor h. Em seguida, o planeta se move no plano xy. Como
ambos v X h e u sdo perpendiculares a h, a Equagdo 11 mostra que ¢ pertence ao plano xy.
Isso significa que podemos escolher os eixos x e y de forma que o vetor i esteja na direcéo de
¢, como mostrado na Figura 8.

Se 0 € o angulo entre ¢ e r, entdo (r, H) sdo as coordenadas polares do planeta. Da Equa-
¢do 11, temos

r-(vxh=r-(GMu+c¢)=GMr-u-+r-c

= GMru-u+ |r||c|cos® = GMr + rccos 0

onde ¢ = |¢|. Entdo,

_r-(vxh) 1 r-(vxh)
: GM + ccos O GM 1+ ecosf




onde e = ¢/(GM). Mas
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(X ) = (X V) h=hh=[hP =

onde h = |h|. Logo,

n’/(GM) eh’/c

- l+ecos® 1+ ecosh

Escrevendo d = h?*/c, obtemos a equacio

_ ed
1+ ecosf

[12] r

Comparando com o Teorema 10.6.6, vemos que a Equacdo 12 € aquela da forma polar da
se¢do conica com foco na origem e excentricidade e. Sabemos que a érbita de um planeta €
uma curva fechada e assim a conica deve ser uma elipse.
Isso completa a deducdo da Primeira Lei de Kepler. Vamos orienté-lo através da deriva-
¢ao0 das Segunda e Terceira Leis do Projeto Aplicado. As demonstragdes dessas trés leis mos-
tram que o método deste capitulo fornece uma ferramenta poderosa na descri¢do de leis da
natureza.

1.

(k1" Exercicios

A tabela fornece coordenadas de uma particula movendo-se no

espago ao longo de uma curva suave.

(a) Determine a velocidade média nos intervalos de tempo [0, 1],
[0,5; 11, [1,2] e [1; 1,5].

(b) Estime a velocidade e a velocidade escalar da particula no
instante ¢ = 1.

0,5 3,5 72 33
1,0 4,5 6,0 3,0
1,5 59 6,4 2,8
2,0 73 7,8 2,7

A figura mostra a trajetéria de uma particula que se move com

vetor posi¢do r(z) no instante z.

(a) Desenhe um vetor que represente a velocidade média da par-
ticula no intervalo de tempo 2 < r < 2.4.

(b) Desenhe um vetor que represente a velocidade média da par-
ticula no intervalo de tempo 1,5 < ¢ < 2.

(c) Escreva uma expressdo para o vetor velocidade v(2).

(d) Desenhe uma aproximagao do vetor v(2) e estime a veloci-
dade escalar da particula em ¢t = 2.

@ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

3-8 Determine a velocidade, a aceleracgdo e a velocidade escalar da
particula cuja funcdo posicdo € dada. Esboce a trajetdria da particula
e desenhe os vetores velocidade e aceleragdo para os valores de 7 es-
pecificados.

3. r()=(—3%1), t=2

8 r(=02—14y1), t=1

5. r(f)=3costi+ 2sentj, t=u/3
6. r()=e'i+e*j, t=0

1. r=ti+j+2k, t=1

8 r(=ti+2costj+sentk, r=0

9-14 Determine a velocidade, a aceleracdo e a velocidade escalar da
particula cuja fungdo posicdo € dada.
9. r()=(>+1,5>-1)

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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10.
1.

12.
13.
14.

CALCULO

r(f) = (2cost, 31,2 sent)
r) =V2ri+e'j+e'k

r() =t*i+2tj+1Inrk
r(f) = e'(cosri + sentj + tk)

r(f) =tsenti+ tcostj+ t*k

15-16 Determine os vetores velocidade e posi¢do de uma particula,
dadas a sua aceleragdo, velocidade e posi¢ao iniciais.

15. a() =i+ 2j, v(O)=k, r0) =i
16. a() = 2i + 61j + 127k, v(0) =i, r0)=j—k
17-18

(a) Determine o vetor posi¢do de uma particula, dada a sua acelera-

¢do e suas velocidade e posi¢do iniciais.

(b) Utilize o computador para tragar a trajetdria percorrida pela par-

17.
18.

ticula.
a(f) = 2ti + sentj + cos 2tk, v(0) =i,

v(0) = Kk,

r(0) = j

a() =ri+e'j+ ek, r0)=j+k

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

2].

28.

29.

A fungdo posicdo de particula € dada por
r(t) = (#3, 5¢,t* — 16¢). Quando sua velocidade escalar € mi-
nima?

uma

Qual a forca necessdria para que uma particula de massa m tenha
a funcdo posicio r(f) = *i + *j + £°k?

Uma for¢a com magnitude 20 N atua diretamente para cima do
plano xy em um objeto com massa de 4 kg. O objeto comeca na
origem com velocidade inicial v(0) = i — j. Encontre a sua fun-
¢do posicao e a sua velocidade no instante ¢.

Mostre que, se uma particula se move com velocidade escalar
constante, entdo os vetores velocidade e aceleragio sdo ortogo-
nais.

Um projétil € disparado com uma velocidade escalar inicial de
200 m/s e angulo de elevagdo de 60°. Determine (a) o alcance do
projétil, (b) a altura maxima atingida e (c) a velocidade escalar no
impacto.

Repita o Exercicio 23, considerando agora o projétil disparado
de uma posi¢do 100 m acima do solo.

Uma bola € atirada em um angulo de elevacio de 45° em relacdo
ao solo. Se a bola cai no solo a uma distancia de 90 m, qual a ve-
locidade escalar inicial da bola?

Uma arma € disparada com angulo de elevagdo de 30°. Qual a
velocidade de disparo se o mdximo de altura que a bala atinge ¢
de 500 m?

A velocidade de disparo de uma arma € 150 m/s. Determine dois
angulos de elevag¢do que podem ser utilizados para atingir um
alvo que estd a 800 m de distancia.

No beisebol, um batedor rebate uma bola, que estd 3 pés acima
do chio, em direcdo a parte central da cerca do campo, que tem
10 pés de altura e dista 400 pés da base do lancamento. A bola
deixa o bastdo com uma velocidade escalar de 115 pés/s e com
angulo de 50° acima da horizontal. Foi home run? (Em outras pa-
lavras, a bola passou por cima da cerca?)

Uma cidade medieval tem a forma de um quadrado e estd protegida
pelas muralhas com comprimento de 500 m de altura de 15 m.

30.

31.

32.

A5 33.

34.

35.

36.

Vocé € o comandante de um exército de ataque e 0 mais préximo

que vocé pode chegar da muralha é 100 m. Seu plano € incendiar

a cidade catapultando rochas aquecidas sobre a parede (com uma

velocidade inicial de 80 m/s). Em que intervalo de angulos vocé

deve dizer a seus homens para armar a catapulta? (Suponha que a

trajetdria das rochas seja perpendicular a muralha.)

Mostre que um projétil atinge trés quartos da sua altura méxima

em metade do tempo necessario para atingir a sua altura maxima.

Uma bola é langada para o ar para leste a partir da origem (na di-

recdo do eixo x positivo). A velocidade inicial € 50i + 80 k, com

a velocidade medida em pés por segundo. A rotagdo da bola re-

sulta em uma acelera¢do em dire¢do ao sul de 4 pés/s?, de modo

que o vetor aceleragdo é a = —4j — 32 k. Onde a bola cai e com
que velocidade escalar?

Uma bola com massa 0,8 kg € arremessada ao ar em direcdo ao

sul com velocidade escalar de 30 m/s e angulo de 30° com o solo.

Um vento do oeste aplica uma forca constante de 4 N a bola na

direcdo leste. Onde a bola cai e com que velocidade escalar?

A dgua, descendo por um trecho reto de um rio, em geral escoa

mais rapidamente no meio e a velocidade escalar diminui para

quase zero nas margens. Considere um trecho longo de rio es-
coando para o norte com as margens paralelas distando 40 m uma
da outra. Se a velocidade maxima da dgua € de 3 m/s, pode-se

utilizar uma fungdo quadritica como um modelo bésico para a

taxa de fluxo de dgua x unidades de distdncia da margem

oeste: f(x) = 7 x(40 — x).

(a) Um barco se move com uma velocidade escalar constante de
5 m/s a partir de um ponto de A na margem oeste enquanto se
mantém direcionado perpendicularmente & margem. A que
distancia rio abaixo, na margem oposta, o barco vai atingir a
terra firme? Faca um grafico da trajetdria do barco.

(b) Suponha que quiséssemos pilotar o barco para terra no ponto B
na margem leste em frente A. Se mantivermos uma velocidade
constante de 5 m/s, e uma dire¢ao constante, encontre o angulo
em que o barco deve dirigir. Depois, faga o grafico do caminho
real que o barco segue. Essa trajetéria parece realista?

Outro modelo razodvel para a velocidade escalar da dgua do rio

no Exercicio 33 € uma fungio senoidal: f(x) = 3 sen(7x/40).

Se o piloto do barco quiser atravessar o rio de A até B com dire-

¢do constante e velocidade escalar constante de 5 m/s, determine

o angulo no qual o barco deve seguir.

Uma particula tem funcéo posi¢do r(¢). Ser'(t) = ¢ X r(¢), onde

¢ ¢ um vetor constante, descrevem o caminho da particula.

(a) Se uma particula se move ao longo de uma linha reta, o que
vocé pode dizer sobre seu vetor aceleragdo?

(b) Se uma particula se move com velocidade constante ao longo de
uma curva, o que vocé pode dizer sobre seu vetor aceleragio?

37-42 Determine as componentes tangencial e normal do vetor ace-

lerag@o.

37. r(t) = (3t — )i + 3%
Br@)=0+ni+ E—20j
39. r(r) = costi+sentj + rk
40. r(r) = ti+ 12j + 3tk

M. r@)=c'i+V21j+e'k
42. r(r) = ti+ cos’tj + sen’t k




43. O mdédulo do vetor aceleracdo a é 10 cm/s% Use a figura para es-

timar as componentes tangencial e normal de a.
y

44. Se uma particula com massa m se move com vetor posigdo r(z),

entdo seu momento angular € definido como L(7) = mr(z) X v(7)
e seu torque € definido como () = mr(¢) X a(zr). Mostre que
L'(r) = 7(r). Deduza que, se 7(1) = 0 para todo ¢, entdo L(z) é
constante. (Essa € a lei de conservagdo do momento angular.)

45. A funcdo posi¢do de uma nave espacial é

LEIS DE KEPLER

46.
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r(t)=(3+z)i+(2+1nt)j+<7—l;il>k

e as coordenadas de uma estagao espacial sdo (6, 4, 9). O capitio
quer que a nave atraque na estagao espacial. Quando os motores
da nave devem ser desligados?

Um foguete queimando seu combustivel a bordo enquanto se
move através do espago tem velocidade v(7) e massa m(f) no mo-
mento 7. Se os gases de exaustio escapam com velocidade de v,
em relacdo ao foguete, pode deduzir-se a partir da Segunda Lei
de Newton do Movimento que

av _an
" d ¢
m(0)

(a) Mostre que v(r) = v(0) — In \ 2
m(t)

(b) Para que, em linha reta, o foguete acelere do repouso para o
dobro da velocidade escalar de escape de seus gases de com-
bustio, que fracdo de sua massa inicial o foguete devera quei-
mar como combustivel?

Johannes Kepler enunciou trés leis sobre o0 movimento planetdrio, baseando-se em uma grande
quantidade de dados relativos a posi¢do dos planetas em diferentes instantes de tempo.

LEIS DE KEPLER

iguais.

1. Um planeta gira em torno do Sol em uma 6rbita eliptica, com o Sol em um dos focos.
2. O segmento de reta que liga o Sol a um planeta varre areas iguais em intervalos de tempo

3. O quadrado do periodo de revolugdo de um planeta € proporcional ao cubo do compri-
mento do eixo maior de sua 6rbita.

consequéncias.

0
Most h=r>—k
(a) ostre que r i

y ) Deduzaque 92 =
(0 eduza que r 7 .
A(r) r(to)
na figura, mostre que
0 X
(d) Deduza que

de Kepler.

Kepler formulou essas leis, pois elas se ajustavam aos dados astrondmicos. Ele nio foi capaz de
perceber por que elas eram vélidas nem como se relacionavam umas com as outras. Mas sir Isaac
Newton, em seu Principia Mathematica, de 1687, mostrou como deduzir as trés leis de Kepler de
duas leis de sua autoria, a Segunda Lei do Movimento e a Lei da Gravitagdo Universal. Na Secédo
13.4 demontramos a Primeira Lei de Kepler usando o célculo de funcdes vetoriais. Neste projeto,
guiaremos vocé pela demonstragdo da Segunda e da Terceira Leis de Kepler e exploraremos suas

1. Utilize os seguintes passos para demonstrar a Segunda Lei de Kepler. A notacdo serd a mesma

que foi empregada na demonstracéio da Primeira Lei na Se¢do 13.4. Em particular, use coorde-
nadas polares r = (rcos 6) i + (rsen 0) j.

(c) Se A = A(t) é a drea varrida pelo vetor radical r = r(¢) no intervalo de tempo [f, t] como

dA

dA _, ,d6
dt dt

0=

a_

o %h = constante

Essa equacdo mostra que a taxa na qual A € percorrida € constante e demonstra a Segunda Lei
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2. Seja T o periodo de um planeta em torno do Sol; ou seja, T € o tempo necessdrio para o planeta

dar uma volta completa em torno do Sol, em sua 6rbita eliptica. Suponha que os comprimentos
dos eixos maior e menor da elipse sejam 2a e 2b.
(a) Use a parte (d) do Problema 1 para mostrar que T = 27rab/h.
h? b?
b) Mostre que =ed=—.
(b) que o7 P

2

GM

a’.

(c) Use as partes (a) e (b) para mostrar que T2 =
Isso demonstra a Terceira Lei de Kepler.
[Observe que a constante de proporcionalidade 477%/(GM) independe do planeta.]

. O periodo da Terra girando em torno do Sol € de aproximadamente 365,25 dias. Utilize esse

fato e a Terceira Lei de Kepler para determinar o eixo maior da Orbita terrestre. Vocé preci-
sard do valor da massa do Sol, M = 1,99 X 10% kg, e da constante gravitacional,
G = 6,67 X 10" N-m?/kg?.

. E possivel colocar um satélite em 6rbita em torno da Terra de modo que ele permanega fixo em

uma posi¢ao localizada sobre o equador. Calcule a altitude necessdria para esse satélite. A massa
da Terra é 5,98 X 10* kg; seu raio é 6,37 X 10°m. (Esta 6rbita é chamada Orbita Geoesta-
ciondria Clarke, em homenagem a Arthur C. Clarke, quem primeiro prop0s a idéia, em 1945. O

n Revisao

Verificacao de Conceitos

primeiro satélite, Syncom 11, foi lancado em julho de 1963.)

O que € uma funcio vetorial? Como calcular sua derivada e sua

(b) Escreva a formula para curvatura em fungio de r'(r) e T'(z).

integral? (c) Escreva a férmula para curvatura em fungéo de r'(z) e r"(z).
2. Qual a relagdo entre funcdes vetoriais e curvas espaciais? (d) Escreva a férmula para curvatura de uma curva plana com
3. Como achar o vetor tangente a uma curva suave em um ponto? equagdo y = f(x).
Como achar a reta tangente? Como determinar o vetor tangente 7. (a) Escreva as férmulas para os vetores normal e binormal de
unitario? uma curva suave espacial r(z).
4. Seu e vsao funcdes vetoriais diferencidveis, ¢ € um escalar e fé (b) O que € o plano normal de uma curva em um ponto? E o
uma fung¢ao real, escreva as regras para derivar as seguintes fun- plano osculador? O que € o circulo osculador?
¢Oes vetoriais: 8. (a) Como determinar a velocidade, a velocidade escalar e a ace-
(a) u(®) + v(1) (b) cu(?) (©) f(Ou() leragdo de uma particula que se move ao longo de uma curva
(d) u() - v(®) (e) ul®) Xv(®  (® u(f@) espacial?
5. Como achar o comprimento de uma curva espacial dada pela fun- (b) Escreva a aceleracio em termos de suas componentes tan-
¢éo vetorial r(#)? gencial e normal.
6. (a) Qual a defini¢do de curvatura? 9. Quais so as leis de Kepler?
Quiz Verdadeiro-Falso
Determine se a afirmagdo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique d
por qué. Caso contrério, explique por que ou dé um exemplo que mostre que "y r@) | =[r'@®|
é falsa. c s N
. . - 3. i 1. Se T(z) é o vetor tangente unitdrio de uma curva suave, entdo a
1. A curva com equagdo vetorial r(f) = °i + 27°j + 3°k é uma .
. curvatura é k = | dT/dt]|.
reta. . .
) ) 8. O vetor binormal é B(7) = N(¢) X T(z).
2. Acurvar(r) = (0, £, 4) é uma paribola. . . . .
. . 3 9. Suponha que fseja duas vezes continuamente diferencidvel. Em
3. Acurvar(s) = (21,3 — £,0) € uma linha que passa através da . _ .
. um ponto de inflexdo da curva y = f(x), a curvatura € 0.
origem. _ .
A . . . 10. Se «(#) = 0 para todo ¢, a curva € uma reta.
4. A derivada da funcio vetorial € obtida derivando cada compo- 1 )
~ 1. Se |r(r)| = 1 para todo ¢, entdo |r'(¢) |  constante.
nente da fungdo. N
- - L o . 12. Se |r(r)| = 1 para todo #, entdo r'(r) é ortogonal a r(z) para
5. Se u(z) e v(7) sdo fungdes vetoriais diferencidveis, entdo todo ¢
d , , 13. O circulo osculador de uma curva C em um ponto tem 0 mesmo
dar [u@) X v(@)] = w'()) X v'() vetor tangente, vetor normal e curvatura que C naquele ponto.
6. Se r(s) é uma funcdo vetorial diferencidvel, entdo 14. As parametrizacdes diferentes de uma mesma curva resultam em

vetores tangentes idénticos em um mesmo ponto da curva.
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Exercicios
1. (a) Esboce a curva com funcio vetorial N
r(f) =ti+ cosmtj + senwtk t=0 P
(b) Encontre r'(¢) e r"(z). c
2. Seja r()) = (2 —t,(e' — 1)/t,In(t + 1)). Lt
(a) Determine o dominio de r. r(3)
(b) Encontre lim,_¢ r(z). (3,2)
(c) Encontre r'(z).
3. Determine uma equagfo vetorial que represente a curva obtida pela 5 |
interse¢do do cilindro x? + y*> = 16 com o plano x + z = 5. ! '
/4. Determine as equacdes paramétricas da reta tangente a curva ]
X =2sent,y = 2sen 2tz =2 sen 3t no ponto (17 \@’ 2). De- 17. Uma  particula se  move Acom furTgao posu;a.o
senhe a curva e a tangente em uma mesma tela r(tf) = tInti + tj + ¢ 'k. Determine a velocidade, a veloci-
5. Se r() =t*i + t cosmtj + senwtk, calcule ‘01 r(z) dt. dade escalar e a aceleragdo da pa.rtlcula. ) o
6. Seja Cacurvacomequagiox =2 — 3,y =2t — 1,z =Int 18. Uma particula comeca na origem com velocidade inicial
’ ’ : s s ~ )3 — . 2. 5
Encontre (a) o ponto em que C intersecta o plano xz, ! J + 3k. Sua acelerhagao ¢a(r) = 6ri + 121°j — 6rk. De
(b) as equacdes paramétricas da reta tangente em (1, 1, 0), e termine sua funcao p 051ga9.
(¢) uma equagio do plano normal ao C em (1, 1, 0) 19. Um atleta arremessa um disco em um angulo de 45° em relagdo
7. Use a Regra de Simpson com n = 6 para estimar o comprimento a horizontal com velocidade escalar inicial de 13 m/s. Ele deixa
do arco da curva com as equagdes x = t?, y =1t 7z =1t sua mio 2 m acima do solo. )
0<t<3 (a) Onde estd o disco 2 segundos depois?
. . - . o
8. Determine o comprimento da curva r(r) = {2¢*2, cos 21, sen 21), (b) Qual a alFura rn.axmla que o disco atinge?
0o<:t<1 (c) Onde o disco atinge o chio?
9. A hélice ri(f) =costi+sentj+rk intercepta a curva 20. Determine as componentes tangencial e normal do vetor acele-
() = (1 + 0i + £2j + £’k no ponto (1, 0, 0). Determine o an- racdo de uma particula que se move com vetor posi¢ao
gulo de interseccdo dessas curvas. r(t) =ti+ 2tj + 1’k
: i rs t H t
10. Reparametrize a ‘curva r(e) = e'i + e sent J + e'cos t k com 21. Um disco de raio estd rodando no sentido anti-hordrio com uma
relag.ao ao comprimento de arco medido a partir do ponto (1, 0, 1) velocidade angular constante w. Uma particula inicia no centro
na direcéo crescente de 7. i ) do disco e se move em dire¢d@o as bordas em uma dire¢do radial
1. Para a curva dada por Ij(t) .= <§t 22t t>’ determine fixa de forma que sua posi¢do no instante ¢, t = 0, € dada por
(a) o vetor tangente ufllta.rlo (1) = 1R(7), onde
(b) o vetor normal unitério e
(¢) a curvatura. R(#) = cos wti + sen ot j
12. Encontre a curvatura da elipse x = 3 cos 7, y = 4 sen ¢ no ponto (a) Mostre que a velocidade v da particula &
(3,0)e (0, 4). v =cos wti+ sen wtj + tv,
_ 4
. Encontr.e a curvatura da <iurv ay ,x no ponto (1, 1). onde v, = R'(z) € a velocidade do ponto na borda do disco.
. Determine uma ‘equagao do circulo osculador da curva (b) Mostre que a aceleracdo a da particula é
y = x* — x*na origem. Faga o gréfico da curva e do circulo os-
culador. a=2v;+ tag
15. Determine uma equagéo do plano osculador da curva x = sen 21, onde a; = R"(#) € a aceleragdo na borda do disco. O termo
y = 1,z = cos 2t no ponto (0, , 1). extra 2 v, é chamado aceleragdo de Coriolis; € o resultado da
16. A figura mostra a curva C tragada por uma particula com vetor interag@o entre a rota¢do do disco e o movimento da parti-
posi¢do r(7) no instante . cula. Podemos obter uma demonstragdo fisica dessa acelera-
(a) Desenhe um vetor que represente a velocidade média da par- ¢do andando em diregdo a borda de um carrossel.
ticula no intervalo de tempo 3 < ¢ < 3,2. (c) Determine a aceleragdo de Coriolis de uma particula que se
(b) Escreva a expressio para a velocidade v(3). move em um disco rodando segundo a equagio
(c) Escreva uma expressdo para o vetor tangente unitdrio T(3) e r(f) = e"'cos wti + ¢ 'sen wt j
desenhe-o. 22. No projeto de curvas de transferéncia, usadas para para ligar tre-

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

chos de ferrovia em trilhos retos, € importante perceber que a

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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aceleracdo do trem deve ser continua, de modo que a forga de

reacdo exercida pelo trem na pista também € continua. Por causa

das férmulas para os componentes de aceleracdo na Secédo 13.4,

este s serd o caso se a curvatura variar continuamente.

(a) Um candidato 16gico a curva de transferéncia para juntar dois
trilhos existentes dados pory = 1 parax < Oey = V2 —x
para x = 1/y/2 poderia ser a fungdo f(x) =+/1 — x2,
0 < x < 1/4/2, cujo grifico & o arco de circulo mostrado na
figura. A primeira vista, parece razodvel. Demonstre que a
funcdo

1 se x<0
F(x) ={J1T—x2 se 0<x<1/y2
V2 —x sef x=1/2

é continua e tem derivada continua, mas ndo tem curvatura
continua. Assim fnio € uma curva de transferéncia adequada.

(b) Determine um polindmio de quinto grau para servir de curva
de transferéncia entre os dois segmentos de reta: y = 0 para
x < 0ey = xparax = 1. Poderiamos utilizar um polinémio
de quarto grau? Use uma calculadora grafica ou computador
para esbocar o grafico da fungdo “conectada” e verifique que
ele se assemelha ao da figura.

Y y
— y=F(x) y=x
1
curva de
y=0 traflsferenma
0 1 X 0 | x
2

23. Uma particula P move-se com velocidade angular constante w

em torno de um circulo com centro na origem e raio R. A parti-

cula € considerada em movimento circular uniforme. Suponha

que o0 movimento seja no sentido anti-hordrio e que a particula es-
teja no ponto (R, 0) quando = 0. O vetor posi¢do no instante
t=06r() = Rcos wti + Rsen wtj.

(a) Encontre o vetor velocidade v e mostre que v * r = (. Con-
clua que v € tangente ao circulo e tem sentido igual ao do mo-
vimento.

(b) Mostre que a velocidade | v | da particula € a constante wR. O
periodo T da particula € o tempo requerido para uma volta
completa. Conclua que

_ 2R _2m
vl e

(c) Encontre o vetor aceleragio a. Mostre que ele € proporcional
ar e que aponta para a origem. Uma aceleracio com essa pro-
priedade € chamada aceleragdo centripeta. Mostre que o mo-

a| = R’

dulo do vetor aceleragdo é

(d) Suponha que a particula tenha uma massa m. Mostre que a
magnitude da forca F que € necessdria para produzir esse mo-
vimento, denominada for¢a centripeta, é

m|v[

[F|=

R

24. Uma curva circular de raio R em uma autoestrada € inclinada em

um angulo de # de modo que um carro possa passar pela curva
sem derrapar quando ndo existe atrito entre a estrada e os pneus.
A perda de atrito ocorre, por exemplo, se a estrada estd coberta
com uma fina camada de dgua ou de gelo. A velocidade escalar
nominal v associada a uma curva € a velocidade escalar maxima
que o carro pode atingir sem derrapar. Suponha que um carro de
massa m esteja transpondo a curva com a velocidade escalar no-
minal vg. Duas forgas que atuam sobre o carro: a forga vertical,
mg, devido ao peso do carro, e uma forca F exercida pela estrada,
perpendicular a ela (veja a figura).

A componente vertical de F equilibra o peso do carro, de
forma que | F| cos § = mg. A componente horizontal de F pro-
duz uma forga centripeta no carro de forma que, pela Segunda
Lei de Newton e pela parte (d) do Problema 23,

2
|F|sen6 = o

(a) Mostre que v7 = Rg tg 6.

(b) Determine a velocidade escalar nominal associada a uma curva
circular de raio 120 m que € inclinada em um angulo de 12°.

(c) Suponha que os engenheiros projetistas queiram manter a in-
clinagdo em 12°, mas desejem aumentar a velocidade escalar
nominal em 50%. Nesse caso, qual deve ser o raio da curva?
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As.

Problemas Quentes

Um projétil € disparado da origem com um angulo de elevacido « e velocidade inicial v,.

Supondo que a resisténcia do ar seja desprezivel e que a Unica for¢a que age sobre o pro-

jétil seja a gravidade, g, foi mostrado no Exemplo 5 da Se¢do 13.4 que o vetor posi¢io do

projétil € r() = (vocos a)ti + [(vo sen a)t — %gzz] j. Também foi mostrado que o alcance ma-

ximo do projétil ocorre quando o = 45° e, nesse caso, o alcance € R = vi/g.

(a) Qual € o angulo no qual o projétil deve ser disparado para atingir a altura maxima e qual
€ essa altura?

(b) Fixe uma velocidade inicial v, e considere a pardbola x> + 2Ry — R* = 0, cujo grafico
¢é exposto na figura. Mostre que o projétil pode atingir qualquer alvo dentro ou na fron-
teira da regido limitada pela pardbola e pelo eixo x, e que o projétil ndo pode atingir
nenhum alvo fora dessa regido.

(c) Suponha que o lancador do projétil tenha um angulo de inclinacdo @ quando mirando
um alvo que esteja suspenso a uma altura & diretamente acima de um ponto D unida-
des a frente. O alvo € solto no instante em que o projétil é langado. Mostre que o pro-
jétil sempre atinge o alvo, independentemente da velocidade vy, desde que o projétil ndo
atinja o solo “antes” de D.

(a) Um projétil € disparado a partir da origem em direcio a um plano inclinado para baixo
em um angulo # com a horizontal. O angulo de elevacdo do langador e a velocidade es-
calar inicial do projétil s@o « e vy, respectivamente. Encontre o vetor posi¢do do projé-
til e as equacdes paramétricas da trajetéria do projétil como funcdes do tempo . (Ignore
a resisténcia do ar.)

(b) Mostre que o angulo « de elevacdo que vai maximizar o alcance do projétil no plano
inclinado € a metade do angulo entre o plano e a vertical.

(c) Suponha que o projétil seja langado sobre um plano inclinado para cima cujo dngulo
de inclinacdo € 6. Mostre que, a fim de maximizar o alcance (ladeira acima), o projé-
til devera ser disparado em dire¢do a metade do dngulo entre o plano e a vertical.

(d) Em um artigo apresentado em 1686, Edmond Halley resumiu as leis da gravitacdo e do
movimento de projéteis e as aplicou a artilharia. Um dos problemas propostos por ele
envolvia disparar um projétil para atingir um alvo a uma distancia R em um plano in-
clinado para cima. Mostre que o angulo no qual o projétil deve ser disparado para atin-
gir o alvo, mas usando a menor quantidade de energia, € o mesmo que o dngulo da
parte (c). (Use o fato de que a energia necessdria para disparar o projétil € proporcio-
nal ao quadrado da velocidade inicial; assim, minimizar a energia equivale a minimi-
zar a velocidade inicial.)

Uma bola rola de uma mesa com velocidade escalar de 0,5 m/s. A mesa tem 1,2 m de al-

tura.

(a) Determine o ponto no qual a bola atinge o solo e encontre sua velocidade escalar no
instante do impacto.

(b) Encontre o angulo 6 entre a trajetéria da bola e a reta vertical que passa pelo ponto de
impacto (veja a figura).

(c) Suponha que a bola repique no solo no mesmo angulo com o qual ela o atinge, mas que
perca 20% de sua velocidade escalar em virtude da energia absorvida no impacto. Onde
a bola atinge o chio no segundo repique?

Determine a curvatura da curva com equagdes paramétricas
X = f(: sen(3m0%)do  y = jot cos(3 76%) do

Se um projétil € disparado com angulo de elevacdo « e velocidade escalar inicial v, as
equacdes paramétricas de sua trajetdria sdo x = (v cos a)t, y = (v sen a)r — 3912 (Veja o
Exemplo 5, na Secdo 13.4.) Sabemos que o alcance (distancia horizontal percorrida) € ma-
ximizado quando « = 45°. Qual valor de « maximiza a distancia total percorrida pelo pro-
jétil? (D€ sua resposta com precisao de um grau.)
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FIGURA PARA 0 PROBLEMA 1
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FIGURA PARA 0 PROBLEMA 2

FIGURA PARA 0 PROBLEMA 3
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6. Um cabo tem raio e comprimento L e € enrolado em torno de um carretel com raio R sem
excesso de lapidag@o. Qual € o comprimento mais curto ao longo da bobina, que € coberta
pelo cabo?

1. Mostre que a curva com equacdo vetorial
r(t) = (a1t2 + blt + Ci, a2t2 + bzt + Ca, (l3t2 + b3t + C3>

encontra-se em um plano e encontre uma equagio do plano.



