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Tecnicas de Integracao

A fotografia ao lado é de Omega
Centauro, que contém diversos milhdes
de estrelas e é 0 maior aglomerado
globular em nossa galéxia. Os
astronomos usam a estereografia estelar
para determinar a densidade real das
estrelas em um aglomerado estelar a
partir da densidade (bidimensional) que
pode ser analisada a partir de uma
fotografia. Na Secdo 7.8 € solicitado que
vocé avalie uma integral para calcular a
densidade percebida a partir da
densidade real.

Nathan Jaskowiak/Shutterstock
Por causa do Teorema Fundamental do Célculo, podemos integrar uma func¢ao se conhe-
cermos uma primitiva, isto €, uma integral indefinida. Aqui, resumimos as integrais mais
importantes aprendidas até agora.

fx"dx=n:11+c (n# —1) f%dx=ln|x|+c

J-exdx=eX+C fa"dx=lzxa+C
jsenxdx=—c0sx+C jcosxdx=senx+C

fseczxdx =tgx+ C fcosseczxdx = —cotgx + C

J'secx tgxdx=secx + C J'cossecx cotg xdx = —cossec x + C
jsenhxdx=coshx+C jcoshxdx=senhx+C
ftgxdx=ln|secx|+C fcotgxdx=ln|senx|+C
fﬁdx=étgl<%> +C jﬁd}c= senl<%> +C,a>0

Neste capitulo desenvolveremos técnicas para usar essas formulas basicas de integragdo para
obter integrais indefinidas de funcdes mais complicadas. Aprendemos o método mais im-
portante de integracdo, o Método da Substitui¢do, na Secdo 5.5. A outra técnica geral, in-
tegraco por partes, € apresentada na Se¢do 7.1. Entdo, aprenderemos métodos que sao es-
peciais para classes particulares de fungdes, tais como fungdes trigonométricas e racionais.

A integracdo ndo € tdo simples quanto a derivagio; ndo existem regras que nos garan-
tam a obten¢ao de uma integral indefinida de uma funcao. Portanto, na Secdo 7.5, discu-
tiremos uma estratégia para integracao.
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m Integracao por Partes

E util usar o padréo:
u=10
du =0

dv=101

V=

O

Cada regra de derivacdo tem outra correspondente de integragdo. Por exemplo, a Regra de Subs-
titui¢do para a integragdo corresponde a Regra da Cadeia para a derivagdo. Aquela que cor-
responde a Regra do Produto para a derivagdo € chamada integragdo por partes.

A Regra do Produto afirma que se f e g forem fungdes derivaveis, entdo

d
= LS @g0] = f(0)g'(x) + g(x)f'(x)
Na notag¢ao para integrais indefinidas, essa equagdo se torna

[ 709/ + g0 (0] dx = F(x)g(x0)

ou ff(x)g’(x) dx + f gx)f'(x) dx = f(x)g(x)

Podemos rearranjar essa equagdo como

1] [ £ dx = £(g) — [ g(f (0) v

A Férmula 1 € chamada férmula para integracio por partes. Talvez seja mais facil lembrar
com a seguinte nota¢do. Sejam u = f(x) e v = g(x). Ento as diferenciais sdo du = f'(x) dx e
dv = ¢'(x) dx e, assim, pela Regra da Substituicao, a férmula para a integracdo por partes torna-se

(2] fudv=uv—jvdu

[EEE0E] Encontre j x sen x dx.

SOLUGCAD USANDO A FORMULA 1 Suponha que escolhamos f(x) = x e g'(x) = sen x. Entio
f'(x) = 1 e g(x) = —cos x. (Para g, podemos escolher qualquer antiderivada de g'.) Assim,
utilizando a Férmula 1, temos

f xsen x dx = f(x)g(x) — j‘ g(x)f'(x) dx

= x(—cos x) — f (—cos x) dx

= —xcosx+jcosxdx
= —xcosx +senx + C

E aconselhdvel verificar a resposta derivando-a. Se fizermos assim, obteremos x sen x, como
esperado.

SOLUGAO USANDO A FORMULA 2 Sejam

u=x dv = sen x dx
Entdo, du = dx V= —COSX
de modo que
fxsenxdx = f x senxdx = x (—cosx) — | (—cos x) dx
__dv ou___ — K du

—xcosx + fcosxdx

= —xcosx +senx + C |

OBSERVACAO Nosso objetivo ao usarmos a integrag@o por partes € obter uma integral mais
simples que aquela de partida. Assim, no Exemplo 1, iniciamos com f X sen x dx e a expres-
samos em termos da integral mais simples f cos x dx. Se tivéssemos escolhido u = senx e dv = x
dx, entdo du = cos x dx e v = x*/2 e, assim, a integragdo por partes daria
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2
1
fxsenxdx= (senx)x———fxzcosxdx
2 2

Embora isso seja verdadeiro, f x2cos x dx é uma integral mais dificil que aquela com a qual
comecamos. Em geral, ao decidirmos sobre uma escolha para u e dv, geralmente tentamos es-
colher u = f(x) como uma funcio que se torna mais simples quando derivada (ou ao menos
ndo mais complicada), contanto que dv = g'(x) dx possa ser prontamente integrada para for-
necer .

EEENH Avalie j In x dx.

SOLUCAO Aqui ndo temos muita escolha para u e dv. Considere

u=Inx dv = dx
1

Entéo, du = —dx V=X
X

Integrando por partes, temos

flnxdx=xlnx—fx(i—x

E comum escrevermos | 1 dx como | dx.
Verifique a resposta derivando-a.

=x1nx—jdx

=xlnx—x+C

A integragao por partes € eficaz neste exemplo porque a derivada da funcdo f(x) = In x € mais
simples que f. [

EEEGE Encontre j e dt.

SOLUCAD Observe que 7 se torna mais simples quando derivada (enquanto e' permanece
inalterada quando a derivamos ou a integramos). Assim, escolhemos

u =t dv = e'dt
Entao, du = 2tdt v=oc¢'

A integracdo por partes resulta em

(3] j tPe'dt = t’e' — ZJ te'dt

A integral que obtivemos, | te' dt, é mais simples que a integral original, mas ainda ndo € 6b-
via. Portanto, usamos a integragdo por partes mais uma vez, mas agora com u =1 e
dv = e'dt. Entdo, du = dt,v = e'e

fte’dt =te' — je’dt

=te'—¢e +C
Colocando isso na Equacio 3, obtemos
ftze’dt =t — 2 f te' dt
=t — 2te' — ' + C)

= %' — 2te' + 2¢' + C, onde C; = —2C ]

Um método mais fécil, usando nimeros

[EEETNY Calcule f e*sen x dx. complexos, é dado no Exercicio 50 do
Apéndice H.

SOLUCAD Nem e* nem sen x tornam-se mais simples quando derivadas, mas tentamos esco-

lher u = e* e dv = sen x dx de qualquer maneira. Entdo, du = e*dx e v = —cos x. Assim,

a integracdo por partes resulta em
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AFigura 1 ilustra o Exemplo 4, mostrando os
gréficos de f(x) = e*senxe
F(x) = 2e*(sen x — cos x). Como uma

verificacdo visual de nosso trabalho, observe que
f(x) = 0 quando F tem um maximo ou um

minimo.
12
e N
F
f
-3
\ 1L
—4
FIGURA 1

Como tg~'x = 0 para x = 0, a integral no
Exemplo 5 pode ser interpretada como a
é4rea da regido mostrada na Figura 2.

FIGURA 2

E] fe"senxdx = —e'cos x + je"cosxdx

A integral que obtivemos, f e*cos x dx, ndo € mais simples que a integral original, mas pelo
menos ndo € mais complicada. Como tivemos sucesso no exemplo anterior integrando por par-
tes duas vezes, insistiremos e integraremos por partes novamente. Dessa vez usaremos u = e*
edv = cos x dx. Entdo du = e*dx,v = sen x, e

[5] fe"cosxdx=e"senx—fe‘senxdx

A principio, parece que ndo fizemos nada, ja que chegamos a [ e*sen x dx,, isto €, onde co-
megamos. No entanto, se substituirmos a expressdo por | e*cos x dx da Equagio 5 na Equa-
¢d0 4, obtemos

fe"senxdx = —e*cosx + e'senx — fe*senxdx

Isso pode ser considerado uma equagdo para integral desconhecida. Adicionando
f e* sen x dx em ambos os lados, obtemos

ZJ e'sen xdx = —e*cos x + e"sen x
Dividindo por 2 e adicionando a constante de integra¢io, temos
1
f e'sen xdx = ;e*(senx — cos x) + C [ |

Se combinarmos a férmula de integragdo por partes com a Parte 2 do Teorema Fundamental
do Ciélculo, poderemos calcular integrais definidas por partes. Calculando ambos os lados da
Férmula 1 entre a e b, supondo f' e ¢’ continuas, e usando o Teorema Fundamental do Cal-
culo, obtemos

6] [} g @ dx = fg; — [ g0f () dx

[EEE0HE Calcule jol tg'x dx.
SOLUCAD Seja

u=tg 'x dv = dx
dx

Entao, du = ——
1+ x

Assim, a Férmula 6 resulta em
_[01 tg 'xdx = x tg"x]O - Ll 1+xz dx
—1-tg'1—0-tg'0 - Llﬁdx
- b

Para calcularmos essa integral, usamos a substitui¢io = 1 + x? (jd que u tem outro signifi-
cado neste exemplo). Entdo df = 2xdx e, assim, xdx = %dt. Quando x = 0, t = 1; quando
x = 1, t = 2; portanto

Xt 2
j01+x2dx— L g 21n|t’]]

=i2-Inl)=3In2

[N]

o _m X =1_1n2
Logo, jo tg xdx = 7 fo T+ dx A |
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@I Demonstre a férmula de redugio

1 j sen” 2x dx A Equacdo 7 é chamada de férmula de
redugdo porque o exponente foi reduzido
paran — len — 2.

1 a n
f sen"xdx = ——cos x sen" 'x +
n

onde n = 2 € um inteiro.

n

SOLUCAOD Seja
u=sen" 'x dv = sen x dx

Entio, du=(n—1)sen" *xcosxdx v = —cosx

de modo que a integracdo por partes resulta em
j sen"xdx = —cos xsen" 'x + (n — 1) f sen" 2x cos*x dx
Uma vez que cos®x = 1 — sen’x, temos
f sen"xdx = —cos xsen” 'x + (n — 1) f sen" xdx — (n — 1) f sen”x dx

Como no Exemplo 4, nessa equagdo isolamos a integral desejada, levando o dltimo termo do
lado direito para o lado esquerdo. Entao, temos

nj sen"x dx = —cos xsen" 'x + (n — 1) J sen” x dx
n 1 n—1 n— 1 n—2
ou sen"x dx = ——cos xsen" x + sen" “x dx [ |
n n

A férmula de reducao | 7 | € ttil porque usando-a repetidas vezes podemos eventualmente expressar
| sen"x dx em termos de | sen x dx (se n for impar) ou | (sen x)’dx = | dx (se n for par).

m Exercicios

1-2 Calcqle a integral usando a integracdo por partes com as escolhas 19, |~ Petde 20. “ xtglx dx
de u e dv indicadas. ! Y
1. fxz Inxdx; wu=Inx, dv=x>dx 21. J xe* dx 22. J (arcsen x)? dx
(1 + 2x)?
2 .[ 0 cos6df; u =6, dv=cosfdf 23. f;lzx cos mx dx 24. J; P+ 1De™dx
= i . s In
3-36 Calcule a integral. 25, J;tcosh td 2%. ‘z \/_y dy
. : y
3. fx cos 5x dx 4, J xe™ dx
r3 2
. 2]. | Plnrd 28. * sen 2t dt
5. [ re”dr 6. [ 1sen2rdr Jirinrdr fi
7. [+ 20 cos x d 8 [ sen Brdr 2 1= d 30. [“arctg (1/x) dr
Jo, J
3 -1
9. f In x dx 10. fsen x dx o > (In x)2
3. |, cos lxdx 2. [ —= dx
1. farctg 4t dt 12. fpS Inpdp R
13. [ rsec’ 2 dr W. [s2ds 33. | cos x In(sen x) dx u [ A dr
‘ ‘ ] cos x In(sen.0) e
15. | (Inx) dx 16. [ 1senhmedr
. ) 35. flz x* (In x)? dx 36. J;ex sen(t — s) ds
17. | ¢ sen 30 dO 18. | e cos 20 df

M - Z. z . ~ . ’ .
E necessdrio uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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37-42 Primeiro faga uma substitui¢do e entéo use integracéo por par-

tes para calcular a integral.

37. [ cos \x dx 8. [Perd
N (T

39. | — 6% cos(6?) df 40. | e 'sen2rdr

M. xIn(l + x) dx 42. | sen(in x) dx

43-46 Calcule a integral indefinida. Ilustre e verifique se sua resposta
é razodvel, usando o grifico da fungdo e de sua primitiva (tome
C=0).

43, fxe‘”'alx
45, fx3 VI + x2dx

44, J x*?1n x dx

46. J x? sen 2x dx

47. (a) Use a férmula de redu¢@o no Exemplo 6 para mostrar que

x  sen2x
[ sen2xdx = — —
. 2 4

(b) Use a parte (a) e a férmula de redugdo para calcular fsen“x dx.

48. (a) Demonstre a férmula de reducdo

n—1

. 1
J cos™x dx = — cos" 'x sen x +

[ cos"2x dx
n n ¢

(b) Use a parte (a) para calcular f cos’x dx.
(c) Use as partes (a) e (b) para calcular fcos“x dx.

49. (a) Use a férmula de reducdo no Exemplo 6 para mostrar que

w2 n—1 e
ro sen'x dx = —— | 7 sen" Zx dx
: n

onde n = 2 € um inteiro.
(b) Use a parte (a) para calcular f o ? sen’x dx e f:lz sen’x dx.
(c) Use a parte (a) para mostrar que, para as poténcias {mpares
de seno,

[ sentroi g = — 24160 2n

0 3 . 5 . 7 ..... (2n —+ 1)
50. Demonstre que, para as poténcias pares de seno,

/2
f X sen”'x dx =

51-54 Use integragdo por partes para demonstrar a férmula de redu-
¢ao.

51. | (Inx)y'dx = x(Inx)y' = n | (Inxy"'dx
52. J x'e*dx = x"e* —n f X" lerdx

tg" x

5. [tgxdx == KT

tgx sec” 2 -2
gxsec x 4 n 2 [ sec"2x dx
n—1 n—1°

58. | sec'x dx = (n#1)

55. Use o Exercicio 51 para encontrar ‘ (In x)*dx.

56. Use o Exercicio 52 para encontrar J xte'dx.
57-58 Encontre a drea da regido delimitada pelas curvas dadas.
5. y=x*Inx, y=4Inx

B8. y=x%"* y=uxe™*

[A4 59-60 Use um grifico para encontrar as coordenadas aproximadas x

dos pontos de intersec¢do das curvas dadas. A seguir, ache (aproxi-
madamente) a drea da regido delimitada pelas curvas.

59. y = arcsen (% x), y=2-—x*

60. y=xIn(x+1), y=3x—x2

61-63 Use o método das cascas cilindricas para encontrar o volume
gerado pela rotagdo da regido delimitada pelas curvas dadas em torno
do eixo especificado.

61. y =cos(mx/2), y=0, 0<x<1; em torno do eixoy
62. y=e¢, y=e*, x=1; emtornodoeixoy

63. y=e¢" y=0, x=-1, x=0; emtornodex =1

64. Calcule o volume gerado pela rotacio da regido delimitada pelas
curvasy = Inx, y = 0 e x = 2 em torno de cada eixo.

(a) o eixo y (b) o eixo x
65. Calcule o valor médio de f (x) = x sec? no intervalo [0, 77/4].

66. Um foguete acelera pela queima do combustivel a bordo; assim,
sua massa diminui com o tempo. Suponha que a massa inicial do
foguete no lancamento (incluindo seu combustivel) seja m, o
combustivel seja consumido a uma taxa 7 e os gases de exaus-
tao sejam ejetados a uma velocidade constante 0. (relativa ao fo-
guete). Um modelo para a velocidade do foguete no instante 7 é
dado pela seguinte equacdo

v() = —gt — Ve In u,
m
onde g € a aceleragdo da gravidade e ¢ ndo é muito grande. Se
g =9,8m/s%, m = 30.000 kg, r = 160 kg/s e v. = 3.000 m/s, en-
contre a altitude do foguete 1 minuto apds o lancamento.

67. Uma particula que se move ao longo de uma reta tem veloci-
dade igual a v(f) = ' metros por segundo apés ¢ segundos.
Qual a distincia que essa particula percorrerd durante os pri-
meiros ¢ segundos?

68. Sef(0) = g(0) = 0ef" eg" forem continuas, mostre que
[2F g0 dx = f(@g' @) — (@@ + [2f g d.

69. Suponha que f(1) =2,f(4) =‘Z,f’(1) =5,f'(4)=3ef"seja
continua. Encontre o valor de J X f"(x) dx.

70. (a) Use integracdo por partes para mostrar que

[reode=xfe) = [xf'edx

(b) Se fe g forem fungdes inversas e f’ for continua, demonstre
que

£y dx = bf ) = af @ = [1 g0 dy
[Dica: Use a parte (a) e faca a substituicdo de y = f(x).]

(c) No caso em que f'e g forem funcdes positivas e b > a > 0, de-
senhe um diagrama para dar uma interpretagdo geométrica a
parte (b).

(d) Use a parte (b) para calcular J‘jln x dx.
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71. Chegamos a Formula 6.3.2, V = fj 27x f (x) dx, utilizando cas- e deduzir que limy — & Lorsi/lpr = 1.
cas cilindricas, mas agora podemos usar integracdo por partes
para demonstra-la usando o método das fatias da Secdo 6.2, ao
menos para o caso em que f for injetora e, portanto, tiver uma 2 2 4 4 6 6 m m
funcio inversa g. Use a figura para mostrar que lim 1 33 55 °7° I

(d) Use a parte (c) e os Exercicios 49 e 50 para mostrar que

V = wb*d — ma’c — fj g dy

Faga a substituicdo y = f(x) e entdo use integrag¢do por partes na
integral resultante para demostrar que

V= Jj 2mx f (x) dx
que € chamado produto de Wallis.

y
x=90) y=f) (e) Construimos retdngulos como a seguir. Comece com um qua-
di——— drado de drea 1 e coloque retangulos de drea 1 alternadamente
. ao lado ou no topo do retangulo anterior (veja a figura). En-
el — x=b contre o limite da relacéo largura/altura desses retdngulos.
xX=a
0 a b X

72. Sejal, = f:;u sen’x dx.

(a) Mostre que L2 < Lyt < L.

(b) Use o Exercicio 50 para mostrar que

b, 2n + 2 | |

T
by 2n+1 T ————I-———:
|
|
|

(c) Use as partes (a) e (b) para mostrar que

2n + 1 - Ly

< =1
2n+ 2 12"

n Integrais Trigonométricas

Nesta secao usaremos as identidades trigonométricas para integrar certas combinacdes de
funcdes trigonométricas. Comecaremos com as poténcias de seno e cosseno.

Calcule | cos’x dx.
| EXEMPLO 1|

SOLUCAD A simples substitui¢do de u = cos x ndo ajuda, porque assim du = —sen x dx. Para
integramos poténcias de cosseno, necessitariamos de um fator extra sen x. De forma seme-
lhante, uma poténcia de seno pediria um fator extra cos x. Portanto, aqui podemos separar
um fator cosseno e converter o fator cos’x restante em uma expressio envolvendo o seno,
usando a identidade sen’x + cos*x = 1:

cos®x = cosx - cos x = (1 — sen’x) cos x
Podemos entdo calcular a integral, substituindo # = sen x, de modo que du = cos x dx e
3 — 2 — _ 2
fcosxdx—fcosx-cosxdx—j(l sen’x) cos x dx

=j(1—u2)du=u—%u3+c

1
sen x — 3sen’x + C [
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Em geral, tentamos escrever um integrando envolvendo as poténcias de seno e cosseno em
uma forma onde tenhamos somente um fator seno (e o restante da expressdo em termos de
cosseno) ou apenas um fator cosseno (e o restante da expressdo em termos de seno). A iden-
tidade sen®x + cos®x = 1 nos permite a interconversdo de poténcias pares de seno e cosseno.

[IEEI0FN Encontre f sen’x cos’x dx.

SOLUCAD Poderiamos converter cos*x para 1 — senx, mas obteriamos uma expressio em ter-
mos de sen x sem nenhum fator extra cos x. Em vez disso, separamos um tnico fator de seno
e reescrevemos o fator sen*x restante em termos de cos x:

sen’x cos*x = (sen’r)? cos’x sen x = (1 — cos’x)* cos*x sen x
A Figura 1 mostra os gréficos do integrando
sen’x cos>x no Exemplo 2 e sua integral Substituindo ¥ = cos x, temos du = —sen x dx e, assim,
indefinida (com C = 0). Qual é qual?

f sen’x cos’x dx = j (sen®r)?cos*x sen x dx

0,2
- ~ = f (1 — cosx)*cos’x sen x dx
= f (1 — u®u?(—du) = —f w? —2u* + u®)du
- o
S [
3 5 7
\ J
—-0,2 _ 1 3 2 5 1 7
= —3c08°x + 5c08°x —5cos'x + C ||
FIGURA 1
Nos exemplos anteriores, uma poténcia impar de seno ou cosseno nos permitiu separar
um unico fator e converter a poténcia par remanescente. Se um integrando contém poténcias
pares tanto para seno como para cosseno, essa estratégia falha. Nesse caso, podemos apro-
veitar as identidades dos angulos-metade (veja as Equagdes 17b e 17a no Apéndice D):
sen’r = 3(1 — cos 2x) e cos’x = 3(1 + cos 2x)
0 Exemplo 3 mostra que a érea da regido ™ 5
exposta na Figura 2 é /2. IEEIRTEN Calcule jo sen’x dox.

SOLUGCAD Se escrevermos sen’x = 1 — cos?x, a integral ndo € mais simples de calcular.

1,5 Usando a férmula do 4ngulo-metade para sen’x, contudo, temos
I N

y=sen’x fﬁ sen’x dx = %JW (1 — cos 2x) dx
0 0

= [3x — 3sen 295

0 T

L ) I%(ﬂ'—%senZ'rr)—%(0—%sen0)=%'n'
-0,5 Observe que mentalmente fizemos a substituicdo # = 2x quando integramos cos 2x. Outro
FIGURA 2 método para se calcular essa integral foi dado no Exercicio 47 na Segdo 7.1. [

[EETZNNY Encontre f sen‘x dx.

SOLUCAD Nés poderfamos calcular essa integral usando a férmula de redugdo para
J sen"x dx (Equagdo 7.1.7) junto com o Exemplo 3 (como no Exercicio 47 na Segéo 7.1),
entretanto, outro método € escrever sen*x = (sen’r)? e usar uma férmula do Angulo-metade:

f sen*x dx = f (sen*x)*dx

_j‘(l —0052x>2d
— ) &

= %f (1 = 2cos2x + cos®2x) dx
Como cos? 2x ocorre, precisamos usar outra férmula do angulo-metade

cos?2x = 3(1 + cos 4x)
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Isso fornece
jsen“x dx = %J [1 — 2cos2x + 2(1 + cos 4x)] dx
=i.‘.(% — 2cos2x + %cos4x)dx
_ 13 1
—;(gx—sen2x+gsen4x)+C ||

Para resumirmos, listamos as regras que devem ser seguidas ao calcular integrais da
forma f sen™x cos"x dx, em que m = 0 e n = 0 sdo inteiros.

ESTRATEGIA PARA CALCULAR | sen™x cos"x dx

(a) Se a poténcia do cosseno € impar (n = 2k + 1), guarde um fator cosseno e use
cos’x = 1 — sen’x para expressar os fatores restantes em termos de seno:

f sen"x cos*"x dx = j sen”x (cos*x)*cos x dx

= f sen”x (1 — sen’x)*cos x dx

A seguir, substitua u = sen x.

<

(b) Se a poténcia do seno € impar (m = 2k + 1), guarde um fator seno e use
sen’x = 1 — cos’x para expressar os fatores restantes em termos de cosseno:

f sen**"1x cos"x dx = j (sen*v)* cos"x sen x dx

= f (1 — cos®x)*cos"x sen x dx

A seguir, substitua # = cos x. [Observe que se ambas as poténcias de seno e cos-
seno forem fmpares, podemos usar (a) ou (b).]

(c) Se as poténcias de seno e cosseno forem pares, utilizamos as identidades dos an-
gulos-metade
1 1
sen’x = (1 — cos 2x) cos’x = 3(1 + cos 2x)

Algumas vezes € util usar a identidade

1
sen x cos x = 3 sen 2x

Podemos empregar uma estratégia semelhante para calcular integrais da forma
tg"x sec"x dx. Como (d/dx) tg x = sec’x, podemos separar um fator sec?x e converter a
poténcia (par) da secante restante em uma expressdo envolvendo a tangente, utilizando a
identidade sec’x = 1 + tgZx. Ou, como (d/dx) sec x = sec x tg x, podemos separar um fator
sec x tg x e converter a poténcia (par) da tangente restante para a secante.

IEETEOE Calcule f tg®x sec’x dx.

SOLUCAO Se separarmos um fator sec’x, poderemos expressar o fator sec’x em termos de
tangente, usando a identidade sec’x = 1 + tg%x. Podemos entdo calcular a integral, substi-
tuindo u = tg x, de modo que du = sec?x dx:

f tg®x sec’x dx = f tg®x sec’x sec’x dx
= j tg®x (1 + tg*x) sec’x dx
= f w1 + u?)du = J. W® + u®)du

u’ou’

——+—+C
79

=ltg’x +5te°x + C [ ]
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A Férmula 1 foi descoberta por James
Gregory em 1668. Gregory usava essa
férmula para resolver um problema na
construgdo de tabelas nduticas.

[EETE0N Encontre j tg*0 sec’d db.

SOLUCAD Se separarmos um fator sec’§ como no exemplo anterior, ficaremos com um
fator sec’d, que ndo € facilmente convertido para tangente. Contudo, se separarmos um fator
sec 6 tg 6, poderemos converter a poténcia restante de tangente em uma expressdo envol-
vendo apenas a secante, usando a identidade tg?0 = sec’ — 1. Poderemos entéo calcular a
integral substituindo # = sec §, de modo que du = sec 6 tg 0 db:

f tg®0 sec’0 do = f tg*0 sec®d sec O tg 0 do
= j (sec?d@ — 1)*sec®d sec 0 tg 6 db
= f (w? — 1)*u’du

= j (' — 2u® + u®)du

ul] ug u7
I e
11 9 7
= sec''0 — 5 sec’d + 2sec’d + C [

Os exemplos anteriores mostram as estratégias para calcular integrais da forma
tg"x sec"x dx para dois casos, resumidos aqui.

ESTRATEGIA PARA CALCULAR ‘ tg"x sec"x dx

(a) Se a poténcia da secante é par (n = 2k, k = 2), guarde um fator de sec’x e use
sec’x = 1 + tg2x para expressar os fatores restantes em termos de tg x:

f tg"x sec*x dx = f tg"x (sec’)* 'secx dx

= f tg"x (1 + tg*)* 'sec’x dx
A seguir, substitua u = tg x.

(b) Se a poténcia da tangente for impar (m = 2k + 1), guarde um fator de sec x tg x e
use tg?x = sec’x — 1 para expressar os fatores restantes em termos de sec x:

f tg**lx sec"x dx = j (tg’x)*sec" 'x sec x tg x dx

= f (sec’ — 1)Fsec” 'x sec x tg x dx

A seguir, substitua u = sec x.

Para outros casos as regras nao s@o tao simples. Talvez seja necessdrio usar identidades,

integracdo por partes e, ocasionalmente, um pouco de engenhosidade. Algumas vezes preci-
saremos conseguir integrar tg x usando a férmula estabelecida em (5.5.5):

ftgxdx=ln|secx| +C

Também precisaremos da integral indefinida de secante:

[1] jsecxdx=ln|secx+tgx|+€

Poderiamos verificar a Férmula 1 derivando o lado direito, ou como a seguir. Primeiro mul-
tiplicamos o numerador e o denominador por sec x + tg x:

secx + tgx
jsecxdx =jsecx—dx
secx + tgx
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B f sec’x + sec x tg x
secx + tgx
Se substituirmos u = sec x + tg x, entdo du = (sec x tg x + sec’) dx, assim a integral torna-
se J (1/u) du = In |u| + C. Entdo, temos

fsecxdx=1n|secx+tgx\ +C

EGEEGH Encontre f te’x dx.

SOLUCAD Aqui apenas tg x ocorre, entdo usamos tg’x = sec’xr — 1 para reescrever um fator
tg?x em termos de sec’x:

f tg’x dx = f tg x tg?x dx = f tan x (sec’x — 1) dx

=ftgx secx dx — jtgxdx

t2
= g2x —1In|secx| + C

Na primeira integral substituimos mentalmente u = tg x, de modo que du = sec’x dx. .

Se uma poténcia par de tangente aparecer com uma poténcia impar de secante, € util
expressar o integrando completamente em termos de sec x. As poténcias de sec x podem exi-
gir integra¢do por partes, conforme mostrado no seguinte exemplo:

S{AINE] Encontre f sec’x dx.

SOLUCAD Aqui integramos por partes com

u = sec x dv = sec’x dx
du = sec x tg x dx v=1tgx
Ento, j sec’x dx = sec x tg x — J sec x tgx dx

sec x tg x — f sec x (secx — 1) dx

= secxtgx—jsec%cdx + fsecxdx

Usando a Férmula 1 e isolando a integral pedida, temos

fsec3xdx=%(secxtgx+ln|secx+tgx|)+C [

As integrais como as do exemplo anterior podem parecer muito especiais, mas elas ocorrem
frequentemente nas aplicagdes de integracdo, como veremos no Capitulo 8. As integrais da
forma f cotg™x cossec"x dx podem ser encontradas por métodos semelhantes devido a iden-
tidade 1 + cotg®x = cossec®x.

Finalmente, podemos usar outras identidades trigonométricas:

IZ] Para calcular as integrais (a) f sen mx cos nx dx, (b) f sen mx sen nx dx ou

429

(c) f cos mx cos nx dx, use a identidade correspondente: Estas identidades envolvendo produtos

sdo discutidas no Apéndice D.
(a) sen A cos B = 5 [sen(A — B) + sen(A + B)]
(b) sen A sen B = 5 [cos(A — B) — cos(A + B)]

1
2
(c)cosAcos B = % [cos(A — B) + cos(A + B)]
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m Exercicios

[EEENE] Calcule j sen 4x cos 5x dx.

SOLUCAO Essa integral poderia ser calculada utilizando integra¢do por partes, mas € mais
facil usar a identidade na Equacdo 2(a) como a seguir:

f sen 4x cos Sx dx = f I[sen(—x) + sen 9x] dx

= %f (—sen x + sen 9x) dx

= %(Cos —3cos9x) + C

1-49 Calcule a integral.

1. J sen®x cos2x dx
rml2
3. JO sen’d cos’0 db
5. J sen?(7x) cos3(arx) dx
1. f;ﬂz cos?6 do
9. [ cos*(20) dr
(™ senx cos2x dx

1. J;”

13. J tsen’t dt

15 ‘- cos’a da
Y <sen a

17. J cos®x tgx dx

+
19. ‘-cosx sen 2x dx

sen x
21. J tgx sec® x dx
23. f tg?x dx

25. | tg*x sec®x dx

0

29. | tg’x sec x dx

J‘

2. f"B tgx sectx dx
/

31. J tgdx dx

33. f x sec x tg x dx

35. J:Z cotgx dx

10.

14.

16.

18.

20.

22,

24.

26.

28.

30.

32

34.

36.

f sen’x cos’x dx
;w2
J , cosxdx

sen’(x)
fenth)

J‘;ﬁz senz(% 0) do

dx

J :)7 sen’t cos*t dt

- ;”2 (2 — sen B)2 df

fcos 0 cos’(sen 0) db

f x sen’x dx

JN cotg9 send df
J‘ cos2x sen 2x dx

f tg? 6 sec'6 db

Jﬁ (tg>x + tg*x) dx
77/4

f , sec’dtg'6 do

f tg’x sec’x dx
/2

), te'rdr

f tg?x sec x dx

sen ¢ d
f cos’p ¢

/2
3
f g Cotgx dx

M & L. L,
E necessdrio uma calculadora grafica ou computador

37.

39.

a.

45.

47.

49.

JZZ cotg’ ¢ cossec’ ¢ dp 38. f cossecx cotg®x dx

f cossec x dx 40. f:; cossec’x dx
J‘ sen 8x cos 5x dx 42. f cos 7x cos 4 mx dx
- +
f sen 56 sen 6 df 44, LosxTsenx dx
- sen 2x
J':/() V1 + cos 2xdx 46. J‘Z/A V1 — cos 46 d6
1 — te? dx
J 1-tgx dx 48. f -
sec’x cosx — 1
f xtg?x dx

50.

14 14
Se fg tgbx sec x dx = I, expresse o valor de f:: tg®x sec x dx
em termos de /.

51-54 Calcule a integral indefinida. Ilustre e verifique se sua resposta

é razodvel colocando em um gréfico o integrando e sua primitiva

(tome C = 0).

51. f x sen?(x?) dx 52, J sen’x cos*x dx

53. f sen 3x sen 6x dx 54, J sect % dx

55. Encontre o valor médio da fungdo f (x) = sen’x cos’x no inter-
valo [—, 77].

56. Calcule f sen x cos x dx por quatro métodos:

A

(a) a substituicdo u = cos x,

(b) a substitui¢do u = sen x,

(c) a identidade sen 2x = 2 sen x cos x

(d) integracdo por partes

Explique os aspectos diferentes de suas respostas.

57-58 Encontre a drea da regido delimitada pelas curvas dadas.

57. y = sen’,

58. y = sen’x,

y = cos%x, —m/d < x < m/4

y=cos®x, w4 <x<S57/4

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



59-60 Use um grafico do integrando para conjecturar o valor da inte-
gral. Entdo, utilize os métodos desta secio para demonstrar que sua

conjectura esta correta.

59. sz cos’x dx 60. fz sen 27rx cos S7x dx

61-64 Encontre o volume obtido pela rotacdo da regido delimitada

pelas curvas dadas em torno dos eixos especificados.

61. y=senx, y=0, #/2<x=<; em torno do eixo x
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onde 7 € o tempo em segundos. Os voltimetros leem a voltagem
RMS (raiz da média quadrética), que € a raiz quadrada do valor
médio de [E(¢)]*em um ciclo.

(a) Calcule a voltagem RMS da corrente doméstica.

(b) Muitos fornos elétricos requerem a voltagem RMS de

220 V. Encontre a amplitude A correspondente necessdria
para a voltagem E(r) = A sen(1207r1).

67-69 Demonstre a férmula, onde m e n s@o inteiros positivos.

0 sem#n
T osem=n

0 sem##n
T sem=n

67. Jfﬂ sen mx cos nx dx = 0
62. y=sen’x, y=0, 0<x<m; emtornodo eixox
63. y=senx, y=cosx, 0<x</4; emtornodoy =1 68. Lﬂsenmxsen nx dx = [
64. y=secx, y=cosx, O0<x=</3; emtornodoy= —1

69. Jfﬂ COS mx cos nx dx = {
65. Uma particula se move em linha reta com fungéo velocidade

v(f) = sen wt cos’wt. Encontre sua fungdo posigdo s = f (¢) se
70.

£(0)=0.

66. A eletricidade doméstica € fornecida na forma de corrente al-
ternada que varia de 155V a —155 V com uma frequéncia de
60 ciclos por segundo (Hz). A voltagem entdo € dada pela se-
guinte equagao:

E(t) = 155 sen(1207rt)

m Substituicao Trigonométrica

Uma série de Fourier finita é dada pela soma

fx) = § a, sen nx

n=1

a;senx + a;sen 2x + - -+ + aysen Nx

Mostre que o m-ésimo coeficiente a,, € dado pela férmula

1 T
Ay = — J_ﬂf(x) sen mx dx

Para encontrar a drea de um circulo ou uma elipse, uma integral da forma f Jva?r — xtdx

aparece, onde a > 0. Se ela fosse | xv/a? — x? dx, a substitui¢io u = a® — x” poderia ser

eficaz, mas, como estd, | v/a? — x2 dx dx € mais dificil. Se mudarmos a varidvel de x para 6
pela substituicdo x = a sen 0, entdo a identidade 1 — sen’d = cos’d permitird que nos livre-

mos da raiz, porque

Va? — x? = \/a®> — a*sen’0 = /a*(1 — sen’0) = \/a’cos’) = a|cos |

Observe a diferenca entre a substituicdo u = a® — x? (na qual a nova vari4vel é uma fungio
da antiga) e a substitui¢do x = a sen 6 (a varidvel antiga € uma fun¢@o da nova).

Em geral, podemos fazer uma substitui¢do da forma x = g(¢), usando a Regra da Subs-
tituiclio ao contrdrio. Para simplificarmos nossos calculos, presumimos que g tenha uma fun-
¢do inversa, isto €, g € injetora. Nesse caso, se substituirmos u por x e x por ¢ na Regra de

Substitui¢do (Equacgdo 5.5.4), obteremos

[ 1) ax = [ £g0)g'@) ar

Esse tipo de substituicdo é chamado de substituicdo inversa.

Podemos fazer a substitui¢@o inversa x = a sen f desde que esta defina uma funcio inje-
tora. Isso pode ser conseguido pela restri¢do de 6 no intervalo [— /2, 7/2].
Na tabela a seguir listamos as substituicdes trigonométricas que sdo eficazes para as

expressdes radicais dadas em razdo de certas identidades trigonométricas. Em cada caso, a
restri¢do de 6 € imposta para assegurar que a fungdo que define a substituicdo seja injetora.
(Estes sdo os mesmos intervalos usados na Se¢do 1.6 na defini¢cdo de funcdes inversas.)
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3
0
9—x2
FIGURA 1

sen § =

Tabela de Substituicdes Trigonométricas

Expressao Substitui¢do Identidade

Ja?r — x2? X = asené, —%$0$% 1 — sen’d = cos’d

Ja* — x? x=atgh, —%<0<% 1 + tg’0 = sec’d
3

Vx? —a? x = asec, 0<0<%0uw<0<7ﬂ- sec’d — 1 = tg?0

9 _ 2
IEEIE Caleule [ ~~—"—dx.
X

SOLUCAO Sejax = 3 sen 6, onde —7/2 <6 < 7/2. Entdodx = 3 cos H db e

V9 —x2 =49 — 9sen? = /9cos?d = 3|cosf|=3cosb

(Observe que cos 8 = 0 porque —7/2 < 6 < 77/2.) Assim, a Regra da Substitui¢do Inversa

fornece
V9 — x? 3 0
[ ="ar= [ 5= 3cos 0 ap
X 9 sen“6
cos’0 )
| 5 6= [ cotg’o a0

j (cossec’d — 1) db

= —cotgd — 0+ C

Como esta € uma integral indefinida, devemos retornar a varidvel original x. Isso pode ser
feito usando identidades trigonométricas para expressar cotg 6 em termos de sen § = x/3 ou
desenhando um diagrama, como mostrado na Figura 1, onde 6 € interpretado como um angu-
lo de um tridngulo retdngulo. Como sen sen § = x/3, escolhemos o lado oposto e a hipote-
nusa como tendo comprimentos x e 3. Pelo Teorema de Pitdgoras, o comprimento do lado
adjacente € /9 — x2, assim podemos ler simplesmente o valor de cotg 0 da figura:

V9 — x?

X

cotg 0 =

(Embora 6 > 0 no diagrama, essa expressdo para cotg 6 € vélida quando 6 < 0.) Como
sen § = x/3, obtemos 6 = sen'(x/3) , logo

V9 — x? V9 — x? [ x
~- - ~- - |
f e dx = — B — sen 3 +C

[IEETETFN Encontre a drea delimitada pela elipse

2 2
o
a b?

SOLUCAOD Isolando y na equacdo da elipse, temos

2
y X a- —x b
7=1——2=—2 ou y:iZ /a2_x2

S
S



Como a elipse € simétrica em relacdo a ambos os eixos, a drea total A € quatro vezes a drea
do primeiro quadrante (veja a Figura 2). A parte da elipse no primeiro quadrante € dada pela
funcdo

b
y=—+a*— x? O=s=x=a
a

. . ab
e, assim, A= f —a? — x% dx
0 a

Para calcularmos essa integral, substituimos x = a sen 0. Entéo, dx = a cos 6 dfl. Para mudar-
mos os limites de integrag¢@o, notamos que quando x = 0, sen § = 0; logo, # = 0; quando
x =a,sen 0 = 1, assim, 0 = 7/2. Além disso,

Va? — x? = y/a*> — a*sen’ = Ja?cos’0 = a|cos 0| = acos 0
jdque 0 < 6 < /2. Portanto,
b ra b /2
A=4—f \/az—x2dx=4—j acos 0+ acos 0do
a Jo a Jo

— 4ab fo”” 0820 d6 = 4ab Lm%(l + cos 20) df

1 /2 w
= 2ab[0 + Lsen20];” = 2ab — +0-0)=mab
Mostramos que a drea de uma elipse com semieixos a e b € wab. Em particular, consideran-
do a = b = r, demonstramos a famosa férmula que diz que a drea de um circulo de raio r €

rl. [

OBSERVACAO Como a integral no Exemplo 2 era uma integral definida, mudamos os limi-
tes da integracdo e ndo tivemos que converter de volta a varidvel x original.

1
[IEGETETEN Encontre f W dx.

SOLUCAD Sex =2tgh, —m/2 < 6 < w/2.Entdo dx = 2sec’0dfe

VX2 + 4 = 4tg?0 + 1) = /4sec?d = 2|secH| = 2seco

Assim, temos

2 sec?0 db f sec 0
4

dx
szw/xz +4 j 41g%0 - 2sec § thG

Para calcularmos essa integral trigonométrica, colocamos tudo em termos de sen 0 e cos 6:

secd 1 cos’ _ cos 6

tg’0  cosf sen’d  sen’d

Portanto, fazendo a substitui¢do u = sen 6, temos

fm 4f§§§0 =ﬂ%

cossec 6
4
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FIGURA 2
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\/x2+4
6
2
FIGURA 3
_ X
tg 0= >
X
X
0
a
FIGURA 4
sec¢9=£
a

—da

Usamos a Figura 3 para determinar que cossec cossec 0 = /x2 + 4 /x e, assim,

f dx Jxr+ 4

x23/x2 + 4 T 4

+ C |

EEENE Encontre j ﬁ dx.
X

SOLUCAOD Seria possivel usar a substitui¢fo trigonométrica x = 2 tg 6 aqui (como no Exem-
plo 3). Mas a substitui¢do direta u = x> + 4 € mais simples, porque du = 2x dx e

X 1 du
[ — = — | — = = 2
f x2+4dx 2!\/; Ju+Cc=Jx2+4+cC ]

OBSERVACAO O Exemplo 4 ilustra o fato de que, mesmo quando as substitui¢des trigono-
métricas sdo possiveis, elas nem sempre ddo a solugdo mais facil. Vocé deve primeiro pro-
curar um método mais simples.

d
[EGEIETE Caleule % onde a > 0.
X°—a

SOLUCAD 1 Sejax = asec §,onde 0 < 0 < 7/2 ou 7 < 6 < 37/2. Entdo
dx =asecftan fdbe

Vx2 —a? = a*(sec’® — 1) = a’tgd =altgb| =atgh

Portanto

dx asecf tg6
f\/ﬂ:j atg d0=jsec€d0=ln|secf)+tg0|+C

O tridngulo da Figura 4 mostra que tg 6 = /x2 — a?/a, de modo que, temos

/x2 — a2

a

+C

X
=+
a

dx
fﬁ—ln
=In|x ++/x*—a*| —lna+C

Escrevendo C; = C — In a, temos

II] f—%=ln\x+ﬁ|+a

SOLUCAOD 2 Para x > 0, a substituicdo hiperbdlica x = a cosh t também pode ser usada.
Usando a identidade cosh?y — senh®y = 1, temos

Vx2 — a? = y/a*(cosh’t — 1) = \/a? senh?t = a senh ¢
Como dx = asenh t dt, obtemos

a senh t dt

d
J\/xZi—az =f a senh ¢

Como cosh t = x/a, temos t = cosh™!(x/a) e

=jdt=t+C



dx | x
IZ] fﬁ—cosh 1<a>+C

Embora as Férmulas 1 e 2 parecam muito diferentes, elas sdo realmente equivalentes pela
Férmula 3.11.4. L

OBSERVACAO Como o Exemplo 5 ilustra, as substitui¢des hiperbdlicas podem ser utiliza-
das no lugar das substitui¢des trigonométricas e elas, as vezes, nos levam a respostas mais
simples. Mas geralmente usamos substitui¢des trigonométricas, porque as identidades trigo-
nométricas sdo mais familiares que as identidades hiperbdlicas.

x3

@+ o

3J3/2
IEEIE Encontre [

SOLUGAO Primeiro observamos que (4x> + 9)? = (y/4x? + 9 )?, portanto a substitui¢o tri-
gonométrica € apropriada. Embora /4x2 + 9 ndo seja exatamente uma expressao da tabela
de substitui¢des trigonométricas, ela se torna parte delas quando fazemos a substitui¢do pre-
liminar # = 2x. Quando combinamos esta com a substituicdo da tangente, temos
x =3 tg 0, que resulta em dx = ; sec’0 df e

V4x2+9 =,91tg20 + 9 = 3sech

Quando x = 0, tg 8 = 0, assim 6 = 0; quando x = 3\/5/2, tg = \/§’ logo 6 = 7/3. Portanto,

ENCY x? s R0 5
fo (4x% + 9)* dr = fO 27 secf 2 0 o

[
=3 077/3 % sen 0 do
Agora substituimos # = cos 6, de modo que du = —sen 6 df. Quando § = 0, u = 1; quan-
do @ = /3, u = 1. Portanto,
L Nl

1/2

1
=2 11/2 (1 —u?)du =136[u + —]
u

1

i+ -a+p)=3 O

X
EEIEH Caleule | ———dx.
V3 = 2x — x?
SOLUCAO Podemos transformar o integrando em uma fungio para a qual a substitui¢do tri-
gonométrica € apropriada completando primeiramente o quadrado sob o sinal da raiz:
3—-2x—x*=3—-(+2x)=3+1-x*+2x+1)

=4— (x + 1)
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Como o Exemplo 6 mostra, a substituicdo
trigonométrica é, algumas vezes, uma boa
ideia quando (x> + a?)? ocorre em uma
integral, onde n é um inteiro arbitrario. O
mesmo € verdade quando (a* — x2)"2 ou
(x* — a®)"? ocorrem.
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A Figura 5 mostra os gréaficos do integrando
no Exemplo 7 o de sua integral indefinida
(com C = 0). Qual é qual?

3
e N
AN
|
\ J
=5
FIGURA 5

m Exercicios

Isso sugere que fagcamos a substituicdo # = x + 1. Entdo du = dx e x = u — 1, de modo que

u—1

jﬁdx:fﬁdu

Agora substituimos u = 2 sen 6, obtendo du = 2 cos 6 df e N4 — u2 = 2 cos 6, de forma que

| =—=-]

2senf — 1
2 cos 6

2 cos 6 do
=J(2sen0— 1) do
= —2cos—0+C

= Vi—uw - sen1(§> +C

+ 1
=—-3-2x—x* — sen"(x 5 >+C-

1-3 Calcule a integral usando a substituicdo trigonométrica indicada.

Esboce e coloque legendas no tridngulo retangulo associado.

19.
1
1. ~fde; x=23sech
2. J‘x3\l9 — x2dx; x=3senf 2.
x3
3. —— dx; =3tg6
[ Toag de x=3e "
4-30 Calcule a integral.
4, J; XNl — x2dx 25
5 ‘fz ; dt 6 f3 — dx
T AN -1 T Y036 — 2 -
aa dx dt
@t 470 (FNrT;
29.
9 dx 0 [ —— 4
A - A T dt
‘f Vx2 + 16 J N2+ 2 31.
du
1. f\ll — 4x2 dx 12. fﬁ
Y NS —u
sx2—9 . dx
13. J T dx 14. fo m
a Zmdx 3 dx
15. [0 x2Va> —x N e 32

X
17. fﬁ dx

dx

TR ——
Y ax)y? — b2)3n2

ﬁ E necessdrio uma calculadora grafica ou computador

X

V1 + x2
[T g 0. [ —— dax
e X Y l+x2
fo’éx—z dx 22 fl Nx2+ 1dx
¢ 9 — 250 s
dr
V5 +4x—x2d U [ ——
I e | =D
[ = x % [ i d
I +xtl e ®
x4+ 1
w2 +2xdx 8 [————
S —2x +2)2
- N cos t
V1 — x* dx 30 [ —ur
J o JO V1 + sen2t

(a) Use substitui¢do trigonométrica para mostrar que

. dx
J ﬁ=ln(x+ Va2 +a2) + C.
X2 +a

(b) Use a substitui¢@o hiperbdlica x = a senh ¢ para mostrar que

‘. dx

Essas férmulas estdo interligadas pela Formula 3.11.3.

X
= senh"(—) + C.
a

Calcule

x2

f (xz + a2)3/2 dx

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



33.
34.

35.

A4 36.

37.

38.

39.

(a) por substituicdo trigonométrica.
(b) por substitui¢@o hiperbdlica x = a senh ¢.

Encontre o valor médio de f(x) = Va2 — l/x, 1 < x<7.

Encontre a drea da regido delimitada pela hipérbole
Ox*— 4y*=36earetax = 3.

Demonstre a formula A = %rz 0 para a drea de um setor circular
com raio r e angulo central 6. [Dica: Suponha que 0 < 6 < 77/2
e coloque o centro do circulo na origem, assim ele terd a equa-
¢do x2+ y* = r 2 Entdo A é a soma da drea do tridngulo POQ e
a drea da regido PQR na figura.]

Y P
0
0| Q0 R x
Calcule a integral
‘, dx
Yoxx2 — 2

Coloque em um gréfico o integrando e a integral indefinida e
verifique se sua resposta € razodvel.

Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno do
eixo x da regido delimitada pelas curvas y= 9/(x> + 9), y = 0,
x=0ex=3.

Encontre o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno da
retax=1daregidosobacurvay =xV1l —x2, 0sx=<1.

(a) Use substitui¢do trigonométrica para verificar que
f; Va2 — £ dt = 1 a? sen~'(/a) + 3 x Va2 — x2.

(b) Use a figura para dar interpretagcdes geométricas de ambos os
termos no lado direito da equag@o na parte (a).

y

af— =7

40.

a.

42.

43.

44.
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A pardbolay = %xz divide o disco x*> + y*> < 8 em duas partes.
Encontre as dreas de ambas as partes.

Um toro € gerado pela rota¢do do circulo x> + (y — R)*> = r a0
redor do eixo x. Ache o volume delimitado pelo toro.

Uma barra carregada de comprimento L produz um campo elé-
trico no ponto P(a, b) dado por

L—a Ab
EP) = ["" ————— ax
YT daree(x2 + b2

em que A € a densidade de carga por unidade de comprimento da
barra e &, a permissividade do vicuo (veja a figura). Calcule a in-
tegral para determinar uma expressio para o campo elétrico E(P).

Encontre a drea da regido em forma de lua crescente delimitada
pelos arcos dos circulos de raios r e R. (Veja a figura.)

-
7

Um tanque de armazenamento de d4gua tem a forma de um cilin-
dro com diametro de 10 m. Ele estd montado de forma que as
seccgoes transversais circulares sdo verticais. Se a profundidade
da dgua € 7 m, qual a porcentagem da capacidade total usada?
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715 Integracao de Funcoes Racionais por Fracdes Parciais

Nesta secdo mostraremos como integrar qualquer funcio racional (um quociente de polind-
mios) expressando-a como uma soma de fragdes mais simples, chamadas fragdes parciais,
que ja sabemos como integrar. Para ilustrarmos o método, observe que, levando as fragdes
2/(x — 1) e 1/(x + 2) a um denominador comum, obtemos

2 I 20+2)—(x—-1  x+5

x—1 x+2  (G-Dx+2  x2+x-2

Se agora revertermos o procedimento, veremos como integrar a func¢do no lado direito desta

equacao:
+5 2 1
[ | _ ix
xX“+x—2 x—1 x+2

=2Injx— 1| —In|lx+ 2|+ C

Para vermos como o método de fragdes parciais funciona em geral, consideremos a fun-
¢do racional

onde P e Q sdo polindmios. E possivel expressar f como uma soma de fra¢cdes mais simples,
desde que o grau de P seja menor que o grau de Q. Essa funcao racional € denominada pro-
pria. Lembre-se de que se

P(x) =a,x" + a,-x" '+ -+ ajx + ap

onde a, # 0, entdo o grau de P € n e escrevemos gr(P) = n.

Se f for impropria, isto é, gr(P) = gr(Q), entdo devemos fazer uma etapa preliminar, divi-
dindo Q por P (por divisdo de polindmios) até o resto R(x) ser obtido com gr(R) < gr(Q). O
resultado da divisdo €

_ P _ R
1] F0 =50 =59 50

onde S e R também sdo polindmios.
Como o exemplo a seguir mostra, algumas vezes essa etapa preliminar € tudo de que pre-
cisamos.

x’ + x
1

dx.

3
IEGEIEIEN Encontre | ~—

X

SOLUCAD Como o grau do numerador é maior que o grau do denominador, primeiro deve-
mos realizar a divisdo. Isso nos permite escrever

34 2
jx xdx=j xX2+x+2+ dx
x—1 x—1

x X2
=?+7+2x+ 2In|x — 1|+ C |

A préxima etapa é fatorar o denominador Q(x) o maximo possivel. E possivel demonstrar
que qualquer polindmio Q pode ser fatorado como um produto de fatores lineares (da forma
ax + b) e fatores quadraticos irredutiveis (da forma ax*> + bx + ¢, onde b*> — 4ac < 0). Por
exemplo, se Q(x) = x* — 16, poderiamos fatord-lo como

0)=x*—x*+4)=x-2)x+2)(x*+4)



A terceira etapa € expressar a fungfo racional prépria R(x)/Q(x) (da Equagdo 1) como
uma soma das fracoes parciais da forma

A o Ax + B
(ax + b) (ax* + bx + ¢y’

Um teorema na dlgebra garante que € sempre possivel fazer isso. Explicamos os detalhes
para os quatro casos que ocorrem.

CASO | 0 denominador Q(x) € um produto de fatores lineares distintos.
Isso significa que podemos escrever
0(x) = (a1x + bi)(arx + by) -+ - (axx + by)

onde nenhum fator € repetido (e nenhum fator é multiplo constante do outro). Nesse caso, o

teorema das fracdes parciais afirma que existem constantes Aj, A,, . .., A tais que
R(x A A A
[2] W _ L4 C U e S
O(x) aix + b a)x + b, apx + by

Essas constantes podem ser determinadas como no exemplo seguinte.

P+ 2x— 1
EGEETA Caleule | ———————dx
2

x4+ 3x2—2x

SOLUCAOD Como o grau do numerador € menor que o grau do denominador, ndo precisamos
dividir. Fatoramos o denominador como

2x + 3x? — 2x=x(2x> + 3x — 2) = x(2x — 1)(x + 2)

Como o denominador tem trés fatores lineares distintos, a decomposi¢io em fracdes parciais
do integrando |2 | tem a forma

x2+2x—1 A B Cc
E e
x2x — D(x +2) x  2x—1 x+2

Para determinarmos os valores de A, B e C, multiplicamos os lados dessa equagao pelo pro-
duto dos denominadores, x(2x — 1)(x + 2), obtendo

[4] XP+2x—1=A2x— D(x+2) + Bx(x +2) + Cx(2x — 1)

Expandindo o lado direito da Equag@o 4 e escrevendo-a na forma padrdo para os polindmios,
temos

(5] X2+2x—1=QA+B+2C)x>+ BA+2B—C)x — 24
Os polindmios na Equagdo 5 sdo idénticos, entdo seus coeficientes devem ser iguais. O
coeficiente x* do lado direito, 24 + B + 2C, deve ser igual ao coeficiente de x> do lado

esquerdo, ou seja, 1. Do mesmo modo, os coeficientes de x sdo iguais e os termos constan-
tes também. Isso resulta no seguinte sistema de equacdes para A, B e C:

2A+ B+2C=1

3A+2B— C=2

—24 = -1
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Um outro método para encontrar A, Be C é
dado na observacdo apds este exemplo.
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Poderfamos conferir nosso resultado calculando
o denominador comum dos termos e depois
somando-os.

A Figura 1 mostra os gréficos do integrando no
Exemplo 2 e de sua integral indefinida (com
K = 0). Qual é qual?

2
e N
-3 3
\ m J
-2
FIGURA 1

1 1 1 .
Resolvendo, obtemos A =3, B=35e(C = — 5, € assim

x2+2x—1d_fll+l Lot
200 + 32 — 2x 2x 52x—-1 10x+2)%
=3In|x|+GIn|2x — 1| = gln|x + 2| + K

Ao integrarmos o termo do meio, fizemos mentalmente a substituicdo u = 2x — 1, que resulta
emdu = 2dxedx = du/2. [

OBSERVACAO Podemos usar um método alternativo para encontrar os coeficientes A, Be C
no Exemplo 2. A Equagdo 4 é uma identidade; € verdadeira para cada valor de x. Vamos esco-
lher valores de x que simplificam a equag@o. Se colocarmos x = 0 na Equag@o 4, entdo o

segundo e terceiro termos do lado direito desaparecerdo, e a equagdo serd —24 = —1, ou
A = }. Da mesma forma, x = § d4 5B/4 = ; e x = —2 resulta em 10C = 1, assim, B = ée
C=- %. (Vocé pode argumentar que a Equag@o 3 ndo € valida para x = 0, 1 ou —2, entdo,

por que a Equagfo 4 deveria ser vélida para aqueles valores? Na verdade, a Equagéo 4 € vili-
da para todos os valores de x, até para x = 0, je —2. Veja o Exercicio 71 para obter uma
explicagdo.)

d
| EXEMPLO 3 | Encontrej —xz’ onde a # 0.
a

x*—

SOLUCAD O método das fragdes parciais fornece

1 1 __A B
x*—a* (x—-ax+a x—a x+a
e, portanto, Alx+a) +Blx—a)=1

Usando o método da observagdo anterior, colocamos x = a nessa equacdo e obtemos
AQ2a) = 1, assim, A = 1/(2a). Se colocarmos x = —a, obteremos B(—2a) = 1, assim,
B = —1/(2a). Logo,

j dx 1 1 1 d
—_— = - X
x2—a®> 2a xX—a x+a

1
=—(n|x—a|—In|x+a])+C
2a

Como In x — Iny = In(x/y), podemos escrever a integral como

(6] j—dx I i e
x*—a®> 2a |x+a
Veja os Exercicios 57-58 para obter formas de usar a Férmula 6. |

CASO Il Q(x) € um produto de fatores lineares, e alguns dos fatores sao repetidos.

Suponha que o primeiro fator linear (a;x + b;) seja repetido r vezes; isto €, (a;x + b;)
ocorre na fatoragdo de Q(x). Entdo, em vez de um tnico termo A;/(a;x + b;) na Equagdo 2,
usariamos
A A, A,
: R e
arx + bl (alx + bl) (alx + bl)

Para ilustrarmos, poderiamos escrever

X¥-x+1 A _B_ C D, E
x*(x— 1) x x* x—-1 (-1 -1y

mas € preferivel detalhar um exemplo mais simples.
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xt—2x2+4x + 1
x*—x*—x+1

dx.

[EEINNY Encontre f

SOLUCAD A primeira etapa € dividir. O resultado da divisdo de polindmios €

xt—=2x2+4x + 1 4x
3 5 =x+1+ 3 3
x> —x"—x+1 x’—x"—x+1

A segunda etapa € fatorar o denominador Q(x) = x* — x2 — x + 1. Como Q(1) = 0, sabe-
mos que x — 1 € um fator e obtemos

P=x—x+1=x-Dx*-D=Gx—-Dx-Dx+1)
=x-1>(x+1)
Como o fator linear x — 1 ocorre duas vezes, a decomposi¢ao em fracdes parciais €

4x A N B . C
x—-1D(x+1) =x-1 x—1P x+1

Multiplicando pelo minimo denominador comum, (x — 1)*(x + 1), temos

dx=Ax—Dx+ 1) +Bx+ 1)+ Clx—1)3
=A+C)x*+B-2C)x+(-A+B+C)

Agora igualamos os coeficientes: Outro método para encontrar os coeficientes:

Fagax = 1em[8]: B = 2.
A + C=0 Fagax = —1:C = —1.

B—2C=4 Facax=0A=B+C=1.

~A+B+ C=0

Resolvendo, obtemos A = 1, B=2¢e C = —1; assim
xt*—=2x2+4x + 1 1 2 1
f 3 5 dx = x+ 1+ + > = dx
X —x"—x+1 x—1 x—=1 x+1

x? 2
=—+x+h|jx—1|-——-In|x+ 1| +K
2 x—1

2

=—+x— + In
2 x—1

x—1
x+1

+ K |

CASO IlIl Q(x) contém fatores quadraticos irredutiveis, nenhum dos quais se repete.

Se Q(x) tiver o fator ax? + bx + ¢, onde b* — 4ac < 0, entdo, além das fragdes parciais nas
Equagdes 2 e 7, a expressdo para R(x)/Q(x) terd um termo da forma

2]

Ax + B
ax’>+ bx + ¢

onde A e B sdo constantes a serem determinadas. Por exemplo, a funcdo dada por
f(x) = x/[(x — 2)(x*> + 1)(x* + 4)] tem uma decomposic¢do em fragdes parciais da forma

X A Bx + C Dx + E

+ +
x=2E*+Dx*+4) x—2 x*+1 x*+4

O termo dado em [9] pode ser integrado completando o quadrado (se necessério) e usando a
férmula
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x“+a a

j%zltan(%)%—C

2x2—x+ 4

IEEETE Caleule | =————dx.
x* + 4x
SOLUCAD Como x* + 4x = x(x> + 4) ndo pode ser mais fatorado, escrevemos

2xz—x+4_A Bx + C

x(x2+4) x * x*+4
Multiplicando por x(x> + 4), temos
2x—x+4=Ax*+4) + Bx+ CO)x
=(A+B)x>+ Cx +4A

Igualando os coeficientes, obtemos

A+B=2 C=-1 4A =4

EntaioA =1,B=1e C = —1 e, assim,
2x*—x+ 4 1 x—1
——dx = —+ d
j‘ Ot j(x x2+4>x
Para integrarmos o segundo termo, o dividimos em duas partes:
x—1 1
fx2+4dx_ _jx2+4dx

Fazemos a substituicdo u = x> + 4 na primeira das integrais de modo que du = 2x dx.
Calculamos a segunda integral usando a Férmula 10 com a = 2:

2x*—x+ 4 1
dx = | —dx + ———d
jx(x+4) T j o j jx2+4x
=In|x| +35In(x*> + 4) — jtan"'(x/2) + K [
4> = 3x + 2
IEETENA Caleule x_—xdx.

dx + 3

SOLUCAO Como o grau do numerador ndo é menor que o grau do denominador, primeiro
dividimos e obtemos

4 = 3x +2 N x—1
4x* —4x + 3 4x* — 4x + 3
Observe que o termo quadrético 4x*> — 4x + 3 € irredutivel, porque seu discriminante é
b* — 4ac = —32 < 0. Isso significa que este ndo pode ser fatorado, entdo ndo precisamos
usar a técnica da fragdes parciais.
Para integrarmos a fungdo dada completamos o quadrado no denominador:

4x* —4x +3=02x— 1)+ 2

Isso sugere que facamos a substituicio u = 2x — 1. Entdo du = 2 dxe x = 5 (u + 1), assim

4x* —3x + 2 x—1
e e H L e
Ax? — 4x + 3 j( 4x2—4x+3>x
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R R P

1 u 1 1
x| e = e

F i@ +2) - L. 1<”>+c

— 4 'In(u _ u
vz \z

2x — 1

vl (f

=x + §In(4x> — 4x + 3) —

e -

OBSERVACAO O Exemplo 6 ilustra o procedimento geral para se integrar uma fra¢do par-
cial da forma

Ax + B

— onde b? — 4ac <0
ax* + bx + ¢

Completamos o quadrado no denominador e entdo fazemos uma substitui¢do que traz a inte-
gral para a forma

jiu:D Cf du-l—Df—

Entdo, a primeira integral é um logaritmo, e a segunda € expressa em termos de tg™!

CASO IV Q(x) contém fatores quadraticos irredutiveis repetidos.

Se Q(x) tiver um fator (ax?> + bx + ¢)’, onde b> — 4ac < 0, entdo, em vez de uma tnica fra-
cdo parcial [9], a soma

[11]

ocorre na decomposi¢do em fracdes parciais de R(x)/Q(x). Cada um dos termos de |1 1| pode
ser integrado usando uma substituicao ou completando primeiramente o quadrado, se neces-
sario.

Alx + Bl Azx + B2 A,x + Br
ax* + bx + ¢ (ax® + bx + ¢)? (ax* + bx + o)

[EEINF] Escreva a forma da decomposigio em fragdes parciais da fungdo

X+t
x(x = Dx*+x+ D>+ 1)°

443

Seria extremamente entediante o calculo

manual dos valores numéricos dos coeficientes
~ no Exemplo 7. A maioria dos sistemas de
SOLUCAO plo /. Ame
computacao algébrica, no entanto, consegue
encontrar os valores numéricos muito rapida-

P+ x2+1 mente. Por exemplo, o comando do Maple
x(x _ 1)(x2 +x + 1)(x2 + 1)3 Convert(f, parfrac, x)
ou o comando do Mathematica
A B Cx+ D Ex + F Gx + H Ix+J Apart [f]
=24 > > | . .
X x—1 x4+ x+1 x2+1 (x*+ 1) (x*+ 1) fornecem os seguintes valores:

A=-1 B=5 C=D=-

E=% F=—-y G=H=3;

x + 2x2 — x°

1 —_
EXEMPLO 8 Calculef dx. [= -1 =1

x(x*+ 1)
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No segundo e no quarto termos, fizemos
mentalmente a substituicdo u = x> + 1.

SOLUCAO A forma da decomposi¢do em fragdes parciais €

l1—x+2x*—x* A Bx+C Dx + E

=2+ +
x(x?+ 1) X xP+1 (x* + 1)?

Multiplicando por x(x* + 1)?, temos
—X+2—x+1=AC+ 1+ Bx+ Ox(x>*+ 1)+ (Dx + E)x
=AM+ 22+ 1)+ B@*+x*) + C(xX*+ x) + Dx* + Ex
=A+Bx*+CP*+QRA+B+D)x*+ (C+ E)x+ A.
Se igualarmos os coeficientes, obteremos o sistema
A+B=0, c=-1, 2A+B+ D=2, C+E=-1, A =1,
que tem a solugdo A = 1,B=—1,C= —1,D = 1e E = 0. Logo,

jl—x+2x2—x3d j‘ 1 x+1+ X 4
x=||—- X
x(x?+ 1) x  x*+1 (417

jdx X d f dx n xdx
= [ == _ x —
x x*+1 x*+ 1 (x2 + 1)?

1

—— + K I
2(x 4+ 1)

=In|x| —5In(x*+ 1) —tg"'x —

Observamos que algumas vezes as fracdes parciais podem ser evitadas na integracéo de
funcdes racionais. Por exemplo, embora a integral

J~x2+1 4
x(x* + 3) *

<

possa ser calculada pelo método do Caso III, € muito mais facil observar que se
u = x(x>+ 3) = x* + 3x, entdo du = (3x* + 3) dx e, assim,

f xP+1

mdx=%ln|x3+3x| +C

I Substituicdes Racionalizantes

Algumas fun¢des nao racionais podem ser transformadas em fungdes racionais por meio de
substitui¢des apropriadas. Em particular, quando um integrando contém uma expressao da
forma "/g(x), entdo a substitui¢io u = /g(x) pode ser eficaz. Outros exemplos aparecem nos
exercicios.

Jx+ 4
EELENH Calcule jx—dx dx.
X

SOLUCAO Sejau = +/x + 4. Entdo u?>= x + 4, de modo que, x = u?> — 4 e dx = 2u du.
Portanto,

J'—Vx;‘tdx=f u2u_42udu=2j uzu_z

4du
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Podemos calcular essa integral fatorando u?> — 4 em (« — 2)(u + 2) e usando as fragdes par-
ciais ou usando a Férmula 6 com a = 2:

f_vx;“dx=2jdu+8juzdf4

1
=2u+ 8- In + C
22 u-+2
VJx+4 =2
=2x+4 +2In \/—+2 + C |
7//5 Exercicios
1-6 Escreva as formas de decomposi¢do em fragdes parciais da fun-
¢do (como no Exemplo 7). Ndo determine os valores numéricos w XX —=2x2—4 L X —4x—-10
dos coeficientes. 15. JS 3 2 dx 16. ufo 2y dx
X+ 2x x¥*—x—6
@ 1+ 6x ®) 10
a) ————————— gy — _
(4x = 3)(2x +5) 53— 200 g o2, o [ 2L
"y + 2)(y—3) X —x
2 al b x
. () Ctr_2 (b) 4+ 2 19-f X2 +1 ” J x> —=5x+ 16 '
(x—=3)(x— 2)2 2x + D(x — 2)?
3 () x+1 ®) 1
. (a) ——
X+ 4x3 (x* + 9) 21. J‘ c+4 dx 22. ‘,—ds
W D=1y
. @ =23+ xX+2x— 1 ®) x*—1
. (a 2 _
¥+ 2x+1 S+ 2+ x 23. J‘de 24, f de
(x— DE*+9) X+ 3x
x° x* )
5 (a) (b) 4x x4 x+ 1
4 (O =+ D+ 27 2. fx3 e rar %. | (2 + 1y
3 2 2
o 5 x4+ 20+ 1 x—2x—1
6. (a) el (b) S 2. | o+ D2+ 2) dx 2. f (x — D> + 1)dx
1+ 7 =) +22+ 1)
7-38 Calcule a integral. 2 f x+4 p 20 f 32+ x+4
| ————dx ., | —
X R xX2+2x+5 X3+ 2
1. f dx J dr
T x—6 r+4 1 .
rl
31. d 32. —d
_ [ R
x—9 1
[—2 & —L
(x+35)x —2) Tt v X+ 2x X +x—1
33. J —dx 34, —dx
., 2 L ox—4 O xt+4x + 3 ¥+ 1
1. Jozidx 12, Jo— X
20+ 3x + 1 ¥+5x+6 dx Y3241
35. f— 3. | ——
ax N 1 x(x* + 4y © X7+ 5%+ 5x
13. f 2_bdx 14. de}c
. * T Ox rx2—3x+7 28 X2+ 3x—2

Y2 — 4+ 6)

E necessério usar uma calculadora grifica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

(2 + 2x + 2)2

E necessério usar um sistema de computacdo algébrica
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39-52 Faca uma substituicéo para expressar o integrando como uma
fung¢do racional e entio calcule a integral.

Vx + 1 N dx
39. —d 40. ————
I PR S oNx 3+
a [ —2 2 [ —
’ ‘J 2+ "o 43k
¢ x s
43. J —3,—x2 | dx 44. Jm s dx

[Dica: Substitua u = g/;c.]

-1
4. | T

46. ‘“ Mt x dx
v X
e R sen x
M [ —————dx 8 [ ————d
YeX 4 3"+ 2 cos’x — 3cos x
19 ‘ sec’t p [. e 0
3 - ___ at -
Ytgkr+3tgr+2 et —=2)(e+ 1)
. dx cosh ¢
51 | - 5, [ —————
1+ e Y sen’t +senh*

53-54 Use integracdo por partes, juntamente com as técnicas desta
secdo, para calcular a integral.

53. J In(x*> — x + 2)dx 54, J xtgx dx

55. Use um gréfico de f (x) = 1/(x*> — 2x — 3) para decidir se
|; f (x) dx é positiva ou negativa. Utilize o grafico para dar uma
estimativa aproximada do valor da integral e entdo use fragdes
parciais para encontrar o valor exato.

56. Calcule
|
J dx
X+ k
considerando diversos casos para a constante k.

57-58 Calcule a integral completando o quadrado e usando a For-
mula 6.

dx r 2x + 1

5. [ 5. [ —————dx
- 2x 4+ 126 — 7

59. O matemadtico alemdo Karl Weierstrass (1815-1897) observou
que a substituicdo ¢ = tg(x/2) converte qualquer fungéo racional
de sen x e cos x em uma fung¢@o racional ordindria de ¢.

(a) Se t =tg(x/2), —m < x < 77, esboce um tridngulo retangulo
ou use as identidades trigonométricas para mostrar que

X 1 X t
(G- o =)
(b) Mostre que
1-7 2t
cos x = Trr e senx = — o~

(c) Mostre que

2
dx = T+ 7 dt

60-63 Use a substitui¢do do Exercicio 59 para transformar o inte-
grando em uma fungdo racional de ¢ e entdo calcule a integral.

o0, [—= 61. | !
- 1 — cos x " Y 3senx— 4 cosx

J dx  63. |

64-65 Encontre a drea da regido sob a curva dada de 1 até 2.
x4+ 1

0

™3 1 + sen x— coOSs x 2 + cos x

SR

66. Encontre o volume do sélido resultante se a regifio sob a curva
y=1/(x* + 3x + 2) dex = 0 ax = 1 for girada em torno do: (a)
eixo x e (b) eixo y.

67. Um método de retardar o crescimento de uma populacio de inse-
tos sem usar pesticidas € introduzir na populacido um nimero de
machos estéreis que cruzam com fémeas férteis, mas néo produ-
zem filhotes. Se P representar o nimero de fémeas na populagdo
de insetos, S, o nimero de machos estéreis introduzidos a cada
geracgdo e r, a taxa de crescimento populacional natural, entdo a
populagio de fémeas estd relacionada com o instante  através de

J. P+S

P[(r — )P — §]
Suponha que uma populacio de insetos com 10 000 fémeas
cresga a uma taxa de » = 0,10 e que 900 machos estéreis sejam
adicionados. Calcule a integral para dar uma equacdo relacio-

nando a populacdo de fémeas com o tempo. (Observe que a equa-
¢do resultante ndo pode ser resolvida explicitamente para P.)

68. Fatore x* + 1 como uma diferenca de quadrados adicionando e
subtraindo a mesma quantidade. Use essa fatorag@o para calcu-
lar‘j 1 (x* + 1)dx.

SCA| 69. (a) Use um sistema de computacdo algébrica para encontrar a de-

composi¢ao em fracdes parciais da fungdo
4x3 +27x2 + 5x — 32
30x° — 13x* + 50x° — 286x% —299x —70

fx) =

(b) Use parte (a) para encontrar J f(x) dx (manualmente) e compare
com o resultado se for usado um SCA para integrar f direta-
mente. Comente qualquer discrepancia.

ScA| 70. (a) Encontre a decomposicao em fragdes parciais da fungio

12x5 — 7x3 — 13x2 + 8
100x° — 80x° + 116x* — 80x* + 41x*> — 20x + 4

fx)=

(b) Use a parte (a) para encontrar | f (x) dx e trace os graficos de
fe de sua integral indefinida na mesma tela.

(c) Use o gréfico de f para descobrir as principais caracteristicas
do gréfico de [f (x) dx.

7. Suponha que F, G e Q sejam polindmios e

Fx) G

0(x) 0(x)



TECNICAS DE INTEGRACAO

447

para todo x exceto quando Q(x) = 0. Demonstre que F(x) = G 73. Se a # 0 e n for um inteiro positivo, encontre a decomposigéo
(x) para todo x. [Dica: Use a continuidade. ] em fragOes parciais de
72. Se ffor uma fungéio quadrética tal que f(0) = 1l e Flo) = 1
- f® x'(x — a)
J xX(x + 1) o Dica: Primeiro encontre o coeficiente de 1/ (x — a). Entdo subtraia

for uma funcdo racional, encontre o valor de f'(0).

m Estratégias de Integracao

o termo resultante e simplifique o que restou.

Como vimos, a integracdo € mais desafiadora que a derivacdo. Para acharmos a derivada de
uma fungdo € 6bvio qual férmula de derivacdo devemos aplicar. Porém, ndo € necessaria-
mente 6bvio qual técnica devemos aplicar para integrar uma dada funcdo.

Até agora, técnicas individuais tém sido aplicadas em cada secdo. Por exemplo, usamos
geralmente a substitui¢do nos Exercicios 5.5, a integracdo por partes nos Exercicios 7.1 e as
fragdes parciais nos Exercicios 7.4. Nesta secdo, contudo, apresentaremos uma colecio de
integrais misturadas aleatoriamente, e o principal desafio serd reconhecer quais técnicas ou
férmulas deverdo ser usadas. Regras faceis e rdpidas para a aplicacdo de um dado método em
uma determinada situacdo ndo podem ser dadas, todavia, damos alguns conselhos sobre
estratégias que vocé pode achar util.

Um pré-requisito para aplicar uma estratégia € o conhecimento das férmulas bésicas de
integra¢do. Na tabela seguinte juntamos as integrais de nossas listas anteriores com vdrias for-
mulas adicionais que aprendemos neste capitulo. A maioria delas deveria ser memorizada. E
dtil conhecé-las todas, mas aquelas marcadas com asterisco ndo precisam ser memorizadas,
porque podem ser facilmente deduzidas. A Férmula 19 pode ser evitada pelo uso de fracGes
parciais e as substitui¢oes trigonométricas podem ser utilizadas no lugar da Férmula 20.

Tabela de Formulas de Integracdo As constantes de integragdo foram omitidas.
xn+l 1
1.Jx”dx= (n# —1) 2.j—dx=ln|x|
n+1 X
_ a
3. f e'dx =e* 4, ja"dx =
Ina
5.fsenxdx=—cosx G.fcosxdx=senx
1. f sec’x dx = tg x 8. f cossec’x dx = —cotg x
9. f sec x tg x dx = sec x 10. f cossec x cotg x dx = —cossec x
1. f sec x dx = In|sec x + tg x| 12. jcossec xdx = In|cossec x — cotg x|
13.ftgxdx=ln|secx| 14.fc0tgxdx=ln|senx|
15. f senh x dx = cosh x 16. f cosh x dx = senh x
- f dx 1 - by 8 f dx i x
NS5 =— — . | ———==sen!| —
2+a af\a Va? — x? a
dx 1 x—a dx
*19.f—=—ln *ZO.J—=ln X+ 4/x2*a?
x*—a* 2a |x+a VXt * a? | |
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Uma vez armado dessas férmulas bésicas de integracio, se ndo enxergar imediatamente
como atacar uma dada integral, vocé podera tentar a seguinte estratégia de quatro etapas.

1. Simplifique o integrando, se possivel Algumas vezes o uso de manipulagéo algébrica

ou trigonométrica simplifica o integrando e torna o método de integragdo 6bvio. Aqui
estdo alguns exemplos:

j\/;(l-i-\/;)dx:f(\/;-l—x)dx

tg 0 sen 0 )
do = | —— 0 do
j sec’d J cosf _°

=jsen9 cosf)df)=%jsen20d0

f (sen x + cos x)?dx = f (sen®r + 2 sen x cos x + cos’x) dx

=f(1 + 2 sen x cos x) dx

2. Procure por uma substituicdo obvia Tente encontrar alguma fun¢do u = g(x) no inte-
grando, cujo diferencial du = ¢'(x) dx também ocorra, a menos de um fator constante.
Por exemplo, na integral

74

——dx

x2—1

observamos que, se u = x> — 1, entdo du = 2x dx. Portanto, usamos a substitui¢io
u = x* — 1 em vez do método de fracGes parciais.

3. Classifique o integrando de acordo com sua forma Se as Etapas 1 e 2 ndo levaram a so-

lucdo, entdo olhamos para a forma do integrando f (x).

(a) Fungoes trigonométricas. Se f (x) for um produto de poténcias de sen x e cos x, de

tg x e sec x ou de cotg x e cossec x, entdo utilizamos as substitui¢des recomendadas
na Secdo 7.2.

(b) Fungées racionais. Se f for uma fungao racional, usamos o procedimento da Secdo
7.4 envolvendo as fracdes parciais.

(c) Integracdo por partes. Se f (x) for um produto de uma poténcia de x (ou um poli-
ndmio) e uma fungao transcendental (como uma fungio trigonométrica, exponen-
cial ou logaritmica), entdo tentamos a integracdo por partes, escolhendo u e dz de
acordo com o conselho dado na Se¢do 7.1. Se vocé olhar as fungdes nos Exercicios
7.1, vera que a maioria € do tipo descrito.

(d) Radicais. Tipos particulares de substitui¢do sdo recomendados quando certos radi-
cais aparecem.

(1) Se +/£x2 = a? ocorrer, utilizamos uma substitui¢do trigonométrica de acordo
com a tabela da Secdo 7.3.

(i) Se #/ax + b ocorrer, usamos a substitui¢io racionalizante u = /ax + b. De
modo mais geral, isso as vezes funciona para +/g(x).

4. Tente novamente Se as tré€s primeiras etapas ndo derem resultado, lembre-se de que

existem basicamente apenas dois métodos de integracdo: substitui¢do e por partes.

(a) Tente a substituicdo. Mesmo que nenhuma substitui¢do seja 6bvia (Etapa 2), al-
guma inspiracio ou engenhosidade (ou até mesmo desespero) pode sugerir uma
substitui¢do apropriada.

(b) Tente por partes. Embora a integracio por partes seja usada na maioria das vezes
nos produtos da forma descrita na Etapa 3(c), algumas vezes € eficaz em funcdes
mais simples. Olhando na Se¢do 7.1, vemos que ela funciona em tg~'x, sen”'x e
In x e todas estas sdo funcgdes inversas.

(c) Manipule o integrando. As manipulag¢des algébricas (talvez racionalizando o de-
nominador ou aplicando identidades trigonométricas) podem ser tteis na transfor-
magcao da integral em uma forma mais facil. Essas manipula¢des podem ser mais
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substanciais que na Etapa 1 e podem envolver alguma engenhosidade. Aqui estd um
exemplo:

f =j .1+cosx _fl—f—cosx
1 — cosx 1 —cosx 1+cosx

1+ cosx ) CcOoS X
= f—zdx = cossecx + > | dx
sen“x sen“x

(d) Relacione o problema a problemas anteriores. Quando tiver adquirido alguma ex-
periéncia em integracdo, vocé poderd usar um método em uma dada integral simi-
lar ao método anteriormente usado em outra integral. Ou até serd capaz de expressar
a integral dada em termos de uma integral anterior. Por exemplo, f tg2x sec x dx é
uma integral desafiadora, mas se utilizarmos a identidade tg’x = sec’x — 1, pode-
mos escrever

1 — cos’x

ftgzx sec x dx = j sec’x dx — J sec x dx

e se J sec’x dx tiver sido previamente calculada (veja o Exemplo 8 na Se¢do 7.2),
entdo esse calculo podera ser usado no problema presente.

(e) Use vdrios métodos. Algumas vezes dois ou trés métodos sdo necessdrios para cal-
cular uma integral. O cédlculo pode envolver vérias substitui¢des sucessivas de di-
ferentes tipos ou até combinar a integragdo por partes com uma ou mais
substituigdes.

Nos exemplos a seguir indicamos o0 método de ataque, mas ndo resolvemos totalmente as
integrais.

[EXEMPLO 1 j%x

Cos X

Na Etapa 1 reescrevemos a integral:

tg’x
f £ —dx = th3x sec’x dx
cos’x

A integral é agora da forma f tg”x sec”x dx com m impar, entdo podemos usar o conselho

dado na Segdo 7.2.
Alternativamente, se na Etapa 1 tivéssemos escrito

tgx sen’x sen x
J o =] x|
cos’x cos’x cos’ x cos x

entdo poderiamos ter continuado como segue, com a substituicdo u = cos x:

jsenx —fl_cosxsenxdx=f1;6u2 (—du)

COoS x Cos x

—f du—j(u —u%du [ ]

EEIRH | o dx

De acordo com a Etapa 3(d)(ii), substituimos u = \/; . Entdo x = u?, assim, dx = 2udu e

f eV dx = 2f ue"du

O integrando € agora um produto de u e da fungdo transcendental e, desse modo, pode ser
integrado por partes. [ |

449
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x>+ 1
exempLo 3 I Py

Nenhuma simplificagdo algébrica ou substitui¢do € ébvia, por isso as Etapas 1 e 2 ndo se

aplicam aqui. O integrando € uma fung@o racional, entdo aplicamos o procedimento da Sec¢do
7.4, lembrando que a primeira etapa ¢ dividir. [

Emnmj —

Aqui a Etapa 2 € tudo o que € necessario. Substituimos # = In x porque sua diferencial &
du = dx/x, que ocorre na integral. |

EEEH [ 15 &

Embora a substitui¢@o racionalizante

1 —x
1 +x

funcione aqui [(ii) Etapa 3(d)], isso leva a uma fung¢ao racional muito complicada. Um méto-
do mais facil € fazer alguma manipulacdo algébrica [como na Etapa 1 ou na Etapa 4(c)].
Multiplicando o numerador e o denominador por /1 — x, temos

1 —x 1 —x
j 1+xdx_j\/1—x2dx

1 X
j——l — dx — J——l — dx
sen"'x+ 1 —x2+C ]

I Podemos Integrar Todas as Fungdes Continuas?

Surge uma questdo: nossa estratégia de integragfio nos permite encontrar a integral de toda
funcao continua? Por exemplo, podemos uséd-la para calcular ‘e dx? A resposta € ndo, ao
menos ndo em termos das funcdes que nos sdo familiares.

As fungdes com as quais temos lidado neste livro sdo chamadas fungoes elementares.
Essas sdo as fungdes polinomiais, racionais, poténcias (x%), exponenciais (a*), logaritmicas,
trigonométricas e suas inversas, hiperbdlicas e suas inversas, e todas as fun¢des que podem
ser obtidas a partir destas pelas operacdes de adi¢do, subtracao, multiplicacdo, divisao e com-
posicdo. Por exemplo, a fungdo

2

sen 2x

flx) =

1
—————— + In(cosh x) — xe
x?+2x — 1

€ uma funcdo elementar.

Se f for uma funcdo elementar, entdo ' € uma fungao elementar, mas f f (x) dx ndo pre-
cisa ser uma funcio elementar. Considere f (x) = ¢*’. Como f ¢ continua, sua integral existe,
e se definimos a func¢do F por

F(x) = f; e dt

entdo sabemos pela Parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo que
F'(x) = e

2 LR ~ < ~
Logo, f (x) = ¢* tem uma primitiva F, mas pode-se demonstrar que F ndo ¢ uma funcio ele-
mentar. Isso significa que ndo importa o quanto tentemos, nunca teremos sucesso em calcular
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f e“dx nos termos das fungdes que conhecemos. (No Capitulo 11, no entanto, veremos como
expressar f e dx como uma série infinita.) O mesmo pode ser dito das seguintes integrais:

f £ ux f sen(x?) dx f cos(e”) dx

jmdx f%xdx fsenxdx

X

De fato, a maioria das fung¢des elementares ndo tem primitivas elementares. Vocé pode ter a
certeza, entretanto, de que todas as integrais nos exercicios a seguir sdo funcdes elementares.

Exercicios

451

1-82 Calcule a integral.

‘ ° w 6245
1. f cos x (1 + senr) dx 2 fo (Bx + 1) dx 23, f; (1 + \/;)s dx 2, J;‘ 2Z — dz
z
cSénx + sec x 3x2 — 2 32 —2
3. [————d& 4 [gods %5 [— = i % [ ——
tgx Y2 —-2x—8 X —-2x—8
w2t .X dx
2 ™
5. Jo(t_3)2dt 6 | 3_x4dx 2. f o 28. Jsen\/adt
earetgy " 2 _ (2 _
- {-1] dy 8. rtsentcos fdr 29, Jln(x + \x l) dx 30. | ler—1ldx
J-1 1 4+ yZ J
1 +x 2x — 1
& o x— 1 3. [ 4] dx 2 | dx
9. Jlr“lnrdr 10. fomdx J 1 —x Y 2x+3
) _ ) . a1+ 4 cot
n [——L 4 12 [ ———dx B [(-2r—rd u, [ TIEYEL,
/4
X2 —4x+5 X+ x4+ 1 4 — cotg x
x3 o x2tgx
3 4 35. 2. 6x dx 36. -_—
13. f sen’t cos*t dt 14. f mdx f €08 2x cos bx fﬁm [+ cos' x
r dx X w4 ~=3 sen @ cotg 0
J— P 7. 3 2 :
b J (1 — x2)32 16 fo mdx 3 fo 8’0 5’0 db 3 J”lﬁ sec 6 a0
Vi
. e -~ secOtgf 1
17. 7t cos dt 18 [ ———ar 3. [——=—ab 0. [ ————d
Jo reos J‘ Vt ! sec?0 — sec 0 f 4y2 —4y —3 Y
c+e* 2 to~!
19 e dr A [¢ds 0. [ 6tgodo 2. [ =
: X
. . Inx
. . | Vx .
21, | arctg e ds 2 | e @ [ a. [T+ erd
e

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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45,

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

63.

65.

67

J xoe dx
[ =1 dx

o
—
R i

f x2 senh mx dx

. dx
J x+x\/;

fx\l'%x-i-cdx

J‘ de
1 + cosf

f Vx eV dx

. sen 2x

J

—dx
1 + cos*x

. 1
e

1
—7d
‘Jx\l4x2+1 *

f cos x cos’x(sen x) dx

46.

48.

50.

52.

54,

56.

58.

62.

64.

66.

68.

. —_ 1 X A \/Tz 1
| - De . po. [P E2 0 [ ————ax
x2 J1 _x2 V1425 — e
f(; XN2—~N1—x2dx e ~In(x + 1)
/ n | dx 2. [ ———adx
1+ e x2
i) S 4+ 10
——dx » X + arcsen x o 4 g
xX*N4x + 1 3. | ——dx i\ | ——dx
J V1 — x2 J A
J, dx ) dx
x(* + 1 75 | ——————dx 6. | ——F—
( ) I (x—2) + 4) I Vx(2 + Vx)
J‘ (x + sen x)* dx
7 f xe* . 78 J 1+ senx
p ' N1 + ex ' 1 —senx
X
f NP N . Sec x cos 2x
79. J X sen’x cos x dx 80. J —_—
sen x + sec x
+ xlnx
J \sz_ldx sen x cos x
81. (VI —senxdx 82 [—————
Y Y sen*x + cos*x
. d 2
J 2—\/)677 83. Asfungdesy = e e y = x%* ndo tém primitivas expressas por
N4 — 1 meio de fungdes elementares, mas y = (2x* + 1) e tem. Cal-
cule [(2x* + 1) e” dx.
do
Y 1+ cos?6 84. Sabemos que F(x) = fg e¢' dt é uma fungdo continua pelo TFC1,
embora ndo seja uma funcio elementar. As fung¢des
. 1
Ve & e o
f — dx e J — dx
[ * Inx
7 gen x cos x também ndo sdo elementares, mas podem ser expressas em ter-

mos de F. Calcule as seguintes integrais em termos de F.

X N 1
@ [ LS ® | dx
X Inx

—=

—d
”x6+3x3+2x

m Integracio Usando Tabelas e Sistemas de Computacao Algébrica

Nesta secdo descreveremos como usar as tabelas e os sistemas de computagio algébrica para
integrar as fungdes que tém primitivas elementares. Vocé deve ter em mente, contudo, que
até mesmo os mais poderosos sistemas de computagdo algébrica ndo podem encontrar for-
mulas explicitas para as primitivas de funcdes como ¢* ou outras fungdes descritas no final
da Secdo 7.5.

I Tabelas de Integrais

As tabelas de integrais indefinidas sdo muito uteis quando nos deparamos com uma integral
que € dificil de calcular manualmente e nfio temos acesso a um sistema de computagio algé-
brica. Uma tabela relativamente curta de 120 integrais € dada no fim do livro. Tabelas mais
abrangentes estdo disponiveis nas Tabelas e Formulas Matemdticas Padrdo, 31* ed. de Daniel
Zwillinger (Boca Raton, FL, 2002) (709 entradas) ou na Tabela de Integrais, Séries e Produ-
tos de Gradshteyn e Ryzhik, 7e (San Diego, 2007), que contém centenas de paginas de inte-
grais. Devemos nos lembrar, contudo, que as integrais frequentemente nao ocorrem da maneira
exata como foram listadas nas tabelas. Geralmente temos que usar a regra de substituicdo ou
manipulacéo algébrica para transformar uma dada integral em uma das formas da tabela.
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[EEINEN A regifo delimitada pelas curvas y = arctg x, y = O e x = 1 é girada em torno do eixo
y. Encontre o volume do sélido obtido.

SOLUCAD Usando o método das cascas cilindricas, vemos que o volume €

1
V= fO 2 x arctg x dx

A Tabela de Integrais aparece nas Paginas

Na secdo da Tabela de Integrais intitulada Formas Trigonométricas Inversas localizamos a U feferéncia 6-11 no final do livro.

Foérmula 92:

u* + 1

f utg 'udu = tg'lu — % +C

Entdo, o volume €

241 1
V=2x jolxtg’lxdx = 277[x 5 tg'x — %]
0

= 77'[(x2 + Ditg'x — x]:) =7Q2tg'1—-1)

w[2m/4) — 1] =i — = [ |

2
X
[T Use a Tabela de Integrais para encontrar f Nl dx.
5 — 4x?

SOLUCAOD Se olharmos na se¢io da tabela intitulada Formas envolvendo \/a® — u?, vere-
mos que a entrada mais préxima € a de nimero 34:

u? u a> (u
f—mdu: —5m+756n 1(;) + C

Isso ndo € exatamente o que temos, mas poderemos usd-la se fizermos primeiro a substitui-
¢dou = 2x:

(u/2)?*  du

x? 1 u?
J ==l m=m s =5l N
Nesse caso, usaremos a Férmula 34 com a> = 5 (assim a=15 ):
x? 1 u? 1 u 5 u
e — = — | — = — | —— —u? + — “l— ) +
| =5l = 8< PR ﬂ) ¢

x 5 2x
=-——5—4x> + —sen”!| —=| + C |
8 o 16 > (ﬁ)

[EEIGE] Use a Tabela de Integrais para calcular j x®sen x dx.

SOLUCAO Se olharmos na se¢do intitulada Formas Trigonométricas, veremos que nenhuma
das entradas inclui explicitamente um fator «*. Contudo, podemos usar a férmula de redu-
¢do na entrada 84 com n = 3:

fx3senxdx = —x3cos x + 3fxzcosxdx

Precisamos agora calcular sz cos x dx. Podemos usar a férmula de reduc¢do na entrada 85
com n = 2, seguida pela entrada 82: 85. f u' cos u du
= u'senu—n fu"" sen u du

szcosxdxzxzsenx— 2fxsenxdx

=x?senx — 2(sen x — xcos x) + K
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. (Vo t ="yt

2

+%ln(u+ a2+u2)+C

Combinando esses calculos, temos

fx3senxdx= —x3cosx + 3x%senx + 6xcosx — 6senx + C

onde C = 3K. [ |

@0 Use a Tabela de Integrais para encontrar f X/x2 + 2x + 4 dx.

SOLUCAD Como a tabela fornece formas envolvendo +/a? + x2, \/a? — x2 e /x2 — a2,
mas ndo v/ax?> + bx + ¢, primeiro completamos o quadrado:

x>+ 2x+4=x+172+3

Se fizermos a substitui¢do u = x + 1 (assim x = u — 1), o integrando envolverd o padrdo

Ja* + u?:
fx\/x2+2x+4dx=f(u— 1) Vu*+ 3 du

=J.u\/mdu—f\/mdu

A primeira integral é calculada utilizando-se a substituicdo t = u* + 3:

fu\/mcht:%j\/;dt:%%ﬁ/z:%(bﬂ+ 3)3/2

Para a segunda integral, usamos a Férmula 21 com a = \/5 :
fw/u2+3du=% u+ 3 +3In(u + Vu2 +3)

Logo,

fx\/x2+2x+4dx
+1
=%(x2+2x+4)3/2—xT\/x2+2x+4 —3n(x+ 1+ a2+ 2x+4) + Comm

N Sistemas de Computacao Algébrica

Vimos que o uso de tabelas envolve combinar a forma de um dado integrando com as for-
mas dos integrandos das tabelas. Os computadores sdo particularmente bons para reconhe-
cer padrdes. E, do mesmo jeito que usamos as substitui¢des com as tabelas, um SCA pode
fazer substitui¢cdes que transformam uma integral dada em uma daquelas que ocorrem em
suas férmulas armazenadas. Entdo, ndo € surpresa que um sistema de computagdo algébrica
seja muito bom para fazer integracdo. Isso ndo significa que a integracdo manual seja uma
habilidade obsoleta. Veremos que os cdlculos manuais algumas vezes produzem uma integral
indefinida em uma forma que € mais conveniente que a resposta do computador.

Para comecarmos, vamos ver o que acontece quando pedimos que uma maquina integre
a fungdo relativamente simples y = 1/(3x — 2). Usando a substitui¢do u = 3x — 2, um cdl-
culo manual facil nos fornece

-1 |
J3x—_2dx—31n|3x—2|+c

enquanto Derive, Mathematica e Maple retornam a resposta
n(3x — 2)

A primeira coisa a observar € que os sistemas de computagdo algébrica omitem a constante
de integracdo. Em outras palavras, eles produzem uma primitiva particular, ndo a mais geral.
Portanto, quando usarmos uma integracao feita por maquina, teremos de adicionar uma cons-
tante. Segundo, os simbolos do valor absoluto sdo omitidos na resposta da maquina. Isso €
bom se nosso problema abranger apenas os valores x maiores que % Mas se estivermos inte-
ressados em outros valores de x, entdo precisaremos inserir o simbolo de valor absoluto.

No préximo exemplo reconsideramos a integral do Exemplo 4, mas, dessa vez, pergun-
tamos a resposta a uma maquina.
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@I Use um sistema de computacio algébrica para encontrar j XX+ 2x + 4 dx.

SOLUCAD O Maple responde com

3 3
P+ 20+ 4 —t0ox +2)JxP F 2x + 4 — Earcsenh§ 1+ x)

Isso parece diferente da resposta que encontramos no Exemplo 4, mas € equivalente porque
o terceiro termo pode ser reescrito, utilizando-se a identidade

= [x2 + 1
arcsenh x ln(x txt ) Isso é a Equacgdo 3.11.3.
Logo,

arcsenhg(l + x) = 1n|:\/§ (1+x) + 31 + x>+ 1]

3
[l +x+ VT TP T3]

V3
=ln%+ln(x+1+\/x2+2x+4)

O termo extra resultante —; ln(l/ V3 ) pode ser absorvido na constante de integragao.
O Mathematica fornece a resposta

5 ’ 3 1+
<E + % + %) VAT 2x + 4 - Earcsenh(%)

O Mathematica combinou os dois primeiros termos do Exemplo 4 (e do resultado do Maple)
em um unico termo por fatoracao.
O Derive responde

Wt 2x+ 4022+ x+5) —3n(Va?+2x+ 4 +x+ 1)

O primeiro termo € igual ao primeiro termo da resposta do Mathematica e o segundo termo
¢ idéntico ao dltimo termo no Exemplo 4. [

[EEI0N Use um SCA para calcular J. x(x* + 5)%dx.
SOLUCAO O Maple e o Mathematica fornecem a mesma resposta:

X"+ 2x0 + 500 + 0% 12 4 4375x'0 + 21875x% + 200 + 156250x* + TLB 2
Esté claro que ambos os sistemas devem ter expandido (x> + 5)® pelo Teorema Binomial e

depois integrado cada termo.
Se, em vez disso, integrarmos manualmente, usando a substituigédo u = x> + 5, obteremos

fx(x2 + 5)¥%dx = 5(x>+5)° + C

Para a maioria dos propdsitos, essa ¢ uma forma mais conveniente de resposta. [

0 Derive e o TI-89 e TI-92 também fornecem

[E0TZNF] Use um SCA para encontrar f sen’x cos’x dx. essa resposta.

SOLUCAD No Exemplo 2 na Sec¢do 7.2, encontramos que

1 2 1
[1] f sen’x cos’x dx = —3 cos’x + zcos’x — ;cos’x + C
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O Derive e o Maple fornecem a resposta
— 1 sen*x cos®x — 1 sen®x cos’x — 1o cos3x
ao passo que o Mathematica responde
— 2COS X — 745 COS 3x + 535 COS 5X — 745 COS 7.
Suspeitamos que existem identidades trigonométricas que mostrem que essas trés respostas
sdo equivalentes. De fato, se pedirmos para o Derive, o Maple e o Mathematica simplifica-
rem suas expressdes usando as identidades trigonométricas, eles finalmente produzirdo a
mesma forma da resposta que na Equagdo 1. [
Exercicios
1—4AUs'e aentrada indicafia da Tabela de Integrais nas Pdginas de Re- M. f C i 2. Jf) Y Vo2 — ot dx
feréncia para calcular a integral. 3—e*
(/2
1. |, cos5xcos2xdy;  entrada 80 2. fsech A o, J sen® 2x dx
2. J(l) \x — x2dx;  entrada 113 25. f A+ nx2 o0 26. fé xte ™ dx
X
3. J? V4x2 — 3 dx;  entrada 39 e
27, [ &) gy 2. [+ 1VE—2—lar
" 3
4, J(l) tg? (x/6) dx;  entrada 69 x
. . . 29. [Nex— 1 dx 30. [ e sen(ar — 3)dr
5-32 Use a Tabela de Integrais nas Pdginas de Referéncia 6-10 para
calcular a integral. 1 . J dx o J sec?f 120
! -1 - - ) " Ao —
5. fo 2x cos”x dx 6. fz ey dx \x10 — 2 9 —tg20
33. A regido sob a curva y = sen’v de 0 a 7 € girada em torno do
eixo x. Encontre o volume do sélido obtido.
~  cos .
1 [ —2 s, [+, - ,
sen?x — 9 Vx 34. Encontre o volume do sélido obtido quando a regido sob a curva
y = arscen x, x = 0, € girada em torno do eixo y.
9. J _dx 10. J Mdy 35. Verifique a Férmula 53 na Tabela de Integrais (a) por derivacdo
FV4x2 + 9 y e (b) empregando a substituicdo r = a + bu.
n Ji)l Petdt 12. vaz cossech(® + 1) dx 36. Ve.r1~ﬁque a Férmula 31 (a) por derivag@o e (b) fazendo a substi-
tui¢do u = a sen 0.
3 [ tg3(1/z) d n [ Wi d 37-44 Use um sistema de computagao algébrica para calcular a inte-
" J 2 < . J Sen Nx dx gral. Compare a resposta com o resultado usando as tabelas. Se as
respostas forem diferentes, mostre que elas sdo equivalentes.
15. | earctg(e’) dx 16. J x sen(x?) cos(3x?) dx a7, f secty d 38. [ cossecSy dx
T 1o dx
7. [yNo+ 4y — 4y2dy L ey 39. [\ +ddx w [ —E
2x° — 3x Y e'(3er + 2)
19. J sen®x cos x In(sen x) dx 20. J _sen26 do a. f cos’x dx 4. f K N1+ X2 dx
N5 — sen 6

E necessério usar um sistema de computaco algébrica

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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produzida pelo SCA? Existe uma discrepancia entre este domi-

. J e d . J 1 - A nio e o dominio da fung¢éo F que vocé encontrou na parte (a)?
ML+ Vx SCA46. Os sistemas de computagao algébrica precisam, algumas vezes,
45. (a) Use a tabela de integrais para calcular F(x) = J f(x) dx, de ajuda dos seres humanos. Tente calcular
onde A
[ (1+1Inx)V1+ (xInx?2dx
fx= — )
x N1 — x2 com um sistema de computagdo algébrica. Se ele ndo retornar

Qual € o dominio de fe F?

uma resposta, faga uma substituicio que mude a integral para

(b) Use um SCA para calcular F(x). Qual o dominio da fungio F' uma daquelas que 0 SCA pode calcular.

PADROES EM INTEGRAIS

Neste projeto, um sistema de computacdo algébrica € usado para investigar as integrais indefinidas
de familias de funcdes. Observando os padrdes que ocorrem nas integrais de varios membros da fa-
milia, primeiro vocé vai sugerir e, entdo, demonstrar uma férmula geral para qualquer membro da
familia.

1. (a) Use um sistema de computacio algébrica para calcular as seguintes integrais.

. 1 d . 1 r
mfu+mu+®“’ (mfu+nu+$x

. 1 p . L
(i) j x+2x—5 " @) f G+ 2

(b) Baseado no padrao de suas respostas na parte (a), sugira o valor da integral

1
f (x + a)(x + b) dx

sea# b.Esea = b?

(c) Verifique sua conjectura pedindo para seu SCA calcular a integral na parte (b). Entdo
demonstre-a usando fracdes parciais.

2. (a) Use um sistema de computag@o algébrica para calcular as seguintes integrais.

@) f sen x cos 2x dx (i) f sen 3x cos 7x dx (iii) f sen 8x cos 3x dx

(b) Baseado no padrao de suas respostas na parte (a), sugira o valor da integral
f sen ax cos bx dx

(c) Verifique sua conjectura com um SCA. Entdo demonstre-a usando as técnicas da Se¢ao
7.2. Para quais valores de a € b isso € vélido?

3. (a) Use um sistema de computacdo algébrica para calcular as seguintes integrais.
() [ Inxdx (i) [ xInxdx (i) | % In x dx
(iv) jx”nxdx ) fx7 In x dx

(b) Baseado no padrdo de suas respostas na parte (a), sugira o valor de

fx”lnxdx

E necessdrio usar um sistema de computacdo algébrica
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(c) Utilize integrag@o por partes para demonstrar a conjectura que vocé fez na parte (b). Para
quais valores de 7 isso € valido?

4. (a) Use um sistema de computacdo algébrica para calcular as seguintes integrais.
(i) f xe* dx (ii) f x%e* dx (iii) f x3e* dx
(iv) jx“e" dx ) fxsex dx

(b) Baseado no padrao de suas respostas na parte (a), sugira o valor de | x%* dx. Ento, use
seu SCA para verificar sua sugestdo.

(c) Baseado nos padrdes das partes (a) e (b), faca uma conjectura sobre o valor da integral
f x"e* dx

quando n € um inteiro positivo.

(d) Use a inducdo matemdtica para demonstrar a conjectura que vocé fez na parte (c).

m Integracao Aproximada

0 x x x x5 X4 X

(a) Aproximagao pela extremidade esquerda

0 xo X X X3 X4 X

(b) Aproximagao pela extremidade direita

S
S —

|
|
L]
[
[ ]
]
[
X X

0 3 Xy X

(c) Aproximacdo pelo ponto médio

FIGURA 1

Existem duas situagdes nas quais € impossivel encontrar o valor exato de uma integral definida.

A primeira situagdo surge do fato de que, para calcularmos f: f (x) dx usando o Teorema
Fundamental do Célculo, precisamos conhecer uma primitiva de f. Algumas vezes, no entan-
to, € dificil, ou mesmo impossivel, encontrar uma primitiva (veja a Secdo 7.5). Por exemplo,
¢ impossivel calcular as seguintes integrais exatamente:

JOI eV dx fjl m dx

A segunda situacao surge quando a funcdo € determinada por um experimento cientifico,
por meio de leituras de instrumentos ou dados coletados. Pode ndo haver uma férmula para
a funcdo (veja o Exemplo 5).

Em ambos os casos precisamos encontrar valores aproximados para as integrais defini-
das. Ja conhecemos um método desse tipo. Lembre-se de que a integral definida € obtida
como um limite das somas de Riemann; assim, qualquer soma de Riemann pode ser usada
como uma aproximacgao a integral: se dividirmos [a, b] por n subintervalos de comprimento
igual Ax = (b — a)/n, entdo teremos

Lbf(x) dx = é‘,lf(x?‘) Ax

onde xi é um ponto qualquer no i-ésimo subintervalo [x,-1, x;]. Se x¥ for escolhido como a
extremidade esquerda do intervalo, entdo xi = x;—; € teremos

[1] Lbf(x) dx=1L,= éf(x,;l) Ax

Se f (x) = 0, entdo a integral representa uma area e | 1| representa uma aproximacao dessa
drea pelos retAngulos mostrados na Figura 1(a). Se escolhermos x}* como a extremidade
direita, entdo xF = x; e teremos

IZ] fabf(x) dx =R, = :ilf(x,) Ax

[Veja a Figura 1(b).] As aproximagdes L, e R, definidas pelas Equacdes 1 e 2 sdo chamadas
de aproximacao pela extremidade esquerda e aproximacao pela extremidade direita,
respectivamente.

Na Segdo 5.2 também consideramos o caso onde x;* € escolhido como o ponto médio x;
do subintervalo [x;—, x;]. A Figura 1(c) mostra a aproximagao pelo ponto médio M,, que
parece ser melhor que L, ou R,.
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Regra do Ponto Médio

[P/ 00 dx = My = AxTFGR) + f(R) + -+ + f(R)]

b—a
n

onde Ax =

e % = 3(xi-y + x;) = ponto médio de [x;_1, x;].

Outra aproximacdo, denominada Regra do Trapézio, resulta da média das aproximacdes
nas Equacdes 1 e 2:

n

b . S A
L f(x) dx = % [Elf(x,._,)Ax + Z:]f(Xi) Ax] N Tx [21 (7G-1) +f(x,-))]
- % [(FGro) + pe)) + (FGe) + fGe)) + o+ (Flam) + £(x))]

N %[f(xo) T 2f(n) £ 2f00) -0 4 2f(0) + flx)]

Regra do Trapézio

[ £ = T, = SE 1) + 2f00) + 2f00) + -+ 210 ) + )]

onde Ax = (b —a)/nexi=a + iAx.

y
A razao para o nome Regra do Trapézio pode ser vista na Figura 2, que ilustra o caso com B \
f(x) =0en = 4. A édrea do trapézio que estd acima do i-€simo subintervalo €
Sxizn) + f(x) Ax
Ax | —F—— ) = —[f(xi-1) + f(xi)]
2 2
e, se adicionarmos as areas de todos os trapézios, teremos o lado direito da Regra do Trapézio.
0 X, X X, X3 X4 X

[EEI0EN Use (a) a Regra do Trapézio e (b) a Regra do Ponto Médio com n = 5 para

aproximar a integral [ (1/x) dx. FIGURA 2
Aproximacdo por trapézios

SOLUCAQ
(a)Comn=5,a=1eb =2, temos Ax = (2 — 1)/5 = 0,2, e entdo a Regra do Trapézio
resulta em
1 0,2 =1
[P dx =~ T = 22 [0) + 2£(12) + 2£(1.4) + 2£(16) + 2£(1,8) + f)] NG
1 X 2 \
1 2 2 2 2 1
=01(—+—+—"—+——+—+—
1 1,2 1,4 1,6 18 2
=~ (,695635

Essa aproximacdo € ilustrada na Figura 3.

1 2

FIGURA 3
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==

I/

I
I

1 2

FIGURA 4

*b . . ~
‘(f (x) dx = aproximagao + erro
Je

Module 5.2/7.7 permite que vocé
compare métodos de aproximagao.

|
Aproximagdo para |‘ — dx
J1x

Erros correspondentes

Essas observagdes sao verdadeiras na maioria
dos casos.

(b) Os pontos médios dos cinco subintervalos sdo 1,1, 1,3, 1,5, 1,7 e 1,9; assim, a Regra do
Ponto Médio resulta em

ji%dx ~ Ax[f(1,1) + £(1,3) + £(1,5) + £(1,7) + £(1,9)]

1(1 1 1 1 1
=—|l—+—=+—+—+—
5 (1,1 1,3 1,5 1,7 1,9)
=~ 0,691908
Essa aproximacao € ilustrada na Figura 4. |

No Exemplo 1 escolhemos deliberadamente uma integral cujo valor pode ser calculado
explicitamente de maneira que possamos ver quao precisas sao as Regras do Trapézio e do
Ponto Médio. Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

21 )
f} —dx = In x|} = 1n2 = 0,693147 ...

O erro no uso de uma aproximacao € definido como a quantidade que precisa ser adiciona-
da a aproximacao para tornd-la exata. A partir dos valores no Exemplo 1, vemos que os erros
nas aproximacdes das Regras do Trapézio e do Ponto Médio para n = 5 sdo

Er = —0,002488 e Ey = 0,001239

Em geral, temos

Er = fabf(x) dx — T, e Ey = Lbf(x) dx — M,

As tabelas a seguir mostram os resultados de cdlculos semelhantes aqueles no Exemplo 1,
mas paran =5, 10 e 20 e para as aproximacdes pelas extremidades esquerda e direita, assim
como para as Regras do Trapézio e do Ponto Médio.

n Ln Rn Tn Mn

5 0,745635 0,645635 0,695635 0,691908
10 0,718771 0,668771 0,693771 0,692835
20 0,705803 0,680803 0,693303 0,693069
n EL ER ET EM

5 —0,052488 0,047512 —0,002488 0,001239
10 —0,025624 0,024376 —0,000624 0,000312
20 —0,012656 0,012344 —0,000156 0,000078

Podemos fazer vérias observacdes a partir dessas tabelas:

1.

Em todos os métodos obtemos aproximagdes mais precisas ao aumentarmos o valor de
n. (Mas valores muito grandes de n resultam em tantas operagdes aritméticas que temos
que tomar cuidado com os erros de arredondamento acumulados.)

. Os erros nas aproximagdes pelas extremidades esquerda e direita t&€m sinais opostos e

parecem diminuir por um fator de cerca de 2 quando dobramos o valor de n.

. As Regras do Trapézio e do Ponto Médio sao muito mais precisas que as aproximacoes

pelas extremidades.

. Os erros nas Regras do Trapézio e do Ponto Médio tém sinais opostos e parecem dimi-

nuir por um fator de cerca de 4 quando dobramos o valor de n.

. O tamanho do erro na Regra do Ponto Médio é cerca de metade do tamanho do erro na

Regra do Trapézio.

A Figura 5 mostra por que geralmente podemos esperar maior precisdao na Regra do Ponto
Meédio do que na Regra do Trapézio. A area de um retangulo tipico na Regra do Ponto Médio
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é amesma que a do trapézio ABCD, cujo lado superior € tangente ao grafico em P. A drea desse
trapézio estd mais proxima da drea sob o grafico do que da drea do trapézio AQRD usado na
Regra do Trapézio. (O erro do ponto médio, drea sombreada em cinza, € menor que o erro do
trapézio, drea sombreada em azul.)

C

s

D

S

FIGURA 5

Xi—1 i Xi

Essas observacdes sao corroboradas nas seguintes estimativas de erros, que sdo demons-
tradas em livros de andlise numérica. Perceba que a Observagio 4 corresponde a n? em cada
denominador, porque (2n)*> = 4n%. O fato de que as estimativas dependem do tamanho da
segunda derivada ndo surpreende se voc€ olhar a Figura 5, pois f”(x) mede quanto o grafico
estd curvado. [Lembre-se de que f"(x) mede quao rapido a inclinagdo de y = f(x) muda.]

[ 3] Limitantes de Erro Suponha que | f"(x)| < K paraa < x < b. Se Ere Ej sdo 0s

erros nas Regras do Trapézio e do Ponto Médio, entdo

Kb — a)’
12n?

Kb — a)’
24n?

|Er| < |Ew| =<

Vamos aplicar essa estimativa de erro a aproximagdo pela Regra do Trapézio no Exem-
plo 1. Se f(x) = 1/x,entdo f'(x) = —1/x%e f"(x) = 2/x*. Umavezque 1 < x < 2, temos
1/x < 1, logo

2
=— =2

13

Portanto, tomando K = 2, a = 1, b = 2 e n = 5 na estimativa de erro , vemos que

2
x3

[ f"G)| =

K pode ser qualquer nimero maior que todos 0s

| T| < 22 — 1)3 — 1 ~ 0,006667 vzilores de [f"(_x)!, mas valores menores para K
12(5) 150 d&o melhores limitantes para o erro.

Comparando essa estimativa de erro de 0,006667 com o erro real de 0,002488, vemos que
pode acontecer de o erro real ser substancialmente menor que o limitante superior do erro

dado por [3].

[EEI0F Quio grande devemos tomar 7 a fim de garantir que as aproximagdes das Re-
gras do Trapézio e do Ponto Médio para J‘f (1/x) dx tenham precisdo de 0,0001?
SOLUCAD Vimos no célculo anterior que | f"(x)| <2 para 1 < x < 2; assim, podemos

tomar K = 2,a = 1 e b = 2 em [3]. A precisdo de 0,0001 significa que o tamanho do erro
deve ser menor que 0,0001. Portanto, escolhemos n para que

2(1)°
12n?

< 0,0001

Isolando n na desigualdade, obtemos

2
> e —
12(0,0001)

n2
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E bem possivel que um valor mais baixo para n
seja suficiente, mas 41 é o menor valor para o
qual a férmula de estimativa de erro pode nos
garantir a precisao de 0,0001.

FIGURA 6

Estimativas de erro s@o limitantes superiores
para o erro. Estas ddo, teoricamente, os piores
cendrios. O erro real, nesse caso, é de cerca de
0,0023.

1

> R —
ol "= /0.0006

Entdo n = 41 ird garantir a precisdo desejada.
Para a mesma precisdo com a Regra do Ponto Médio escolhemos n de modo que

~ 40,8

2(1)° , |
< 0,0001 -——
2457 CasIm = 0012

29 .

[EXEMPLO 3]

(a) Use a Regra do Ponto Médio com n = 10 para aproximar a integral Jol e* dx.
(b) Dé um limitante superior para o erro envolvido nessa aproximacao.

SOLUCAO
(@) Comoa = 0,b = 1en = 10, a Regra do Ponto Médio resulta em

jol e“dx = Ax[£(0,05) + £(0,15) + - - - + £(0,85) + £(0,95)]

— 0,1[30'0025 + 60,0225 + 60,0625 + 60,1225 + 60,2025 + 60,3025
+ 80,4225 + 60,5625 + 60,7225 + 60,9025]

~ 1,460393

A Figura 6 ilustra essa aproximacao.

(b) Como f (x) = e, temos f'(x) = 2xe* e f"(x) = (2 + 4x?) e*. Além disso, como 0 < x < 1,
temos x2 < 1 e assim

0<7"(x) =2+ 4x)e" < 6e

Tomando K = 6e,a = 0, b = 1 e n = 10 na estimativa de erro , vemos que um limitante

superior para o erro ¢
6e(1)? e

— = —— =~ (,007 -
24(10)* 400

I Regra de Simpson

Uma outra regra para resultados de integragdo aproximados consiste no uso de pardbolas ao
invés de segmentos de reta para aproximar uma curva. Como antes, dividimos [a, b] em
n subintervalos de igual comprimento 7 = Ax = (b — a)/n, mas dessa vez assumimos que
n seja um numero par. Entdo, em cada par consecutivo de intervalos, aproximamos a curva
y = f(x) = 0 por uma pardbola conforme mostrado na Figura 7. Se y; = f(x;), entdo P;(x;, y;)
¢ o ponto na curva acima de x;. Uma pardbola tipica passa por trés pontos consecutivos
Pi, Piyi e Piys.

y y
Po(—?;)/\ P,(0, y,)

|
|
|
| Py(h, y,)
| |
| |
| |
| |
| |

0 —h 0 h X

FIGURA 7 FIGURA 8
Para simplificarmos nossos cdlculos, primeiro consideramos o caso onde xo = —h, x; = 0 e

x> = h. (Veja a Figura 8.) Sabemos que a equag@o da pardbola que passa por Py, P; e P, € da
forma y = Ax*> + Bx + C, e assim a drea sob a pardbolade x = —h até x = h é



th (Ax* + Bx + C) dx = 2th (Ax* + C) dx

.X'3 h
= 2|:A? + Cx]

0

h? h )
2 A?"FCh =§(2Ah + 6C)
Mas, como a pardbola passa por Po(—h, o), P1(0, y1) e Px(h, y»), temos

yo = A(—h)?> + B(—h) + C = Ah* — Bh + C
n==C
v, = Ah®> + Bh + C

e, portanto, yo + 4y, + y, = 2Ah* + 6C

Por isso podemos reescrever a drea sob a pardbola como
h
g(yo + 4y + y2)

Agora, movendo essa pardbola horizontalmente, nio mudamos a drea sob ela. Isso significa
que a drea sob a pardbola por Py, P1e P, de x = xp a x = x, na Figura 7 ainda é

h
g(yo + 4y, + )
Analogamente, a drea sob a pardbola por P,, Pse Psde x = x; para x = x4 €
h
3 (y2 + 4ys + y4)

Se calcularmos as dreas sob todas as pardbolas dessa forma e adicionarmos os resultados,
obteremos

b h h h
jaf('x) dx = g(yo + 4}’1 + yz) + ?()’2 + 4)’3 + y4) +oee + ?(yn*Z + 4yn*1 + yn)

h
= g(y() +dy + 2y +dys + 2y o+ 2,0 + Ay + o)

Embora tenhamos deduzido essa aproximacao para o caso no qual f (x) = 0, essa € uma apro-
ximacdo razodvel para qualquer fungdo continua f'e é chamada Regra de Simpson, em home-
nagem ao matemdtico inglés Thomas Simpson (1710-1761). Observe o padrio dos
coeficientes: 1,4,2,4,2,4,2,...,4,2,4, 1.
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Aqui, usamos o Teorema 5.5.7. Observe que
Ax? + C é par e Bx é impar.
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Simpson

Thomas Simpson era um tapeceiro

que aprendeu sozinho matemética e
tornou-se um dos maiores matematicos
ingleses do século XVIII. 0 que
chamamos Regra de Simpson ja era
conhecido por Cavalieri e Gregory no
século XVII, mas Simpson popularizou-a
em seu livro de célculo, muito vendido,
chamado A New Treatise of Fluxions.

Regra de Simpson

b A
[ 700 dx = 5, = S5 [F(x0) + 400) + 2f(x2) + 41 (x) + -

+ 2f(xn72) + 4f(xn71) +f(xn)]

onde n é pare Ax = (b — a)/n.

IEEETEN Use a Regra de Simpson com n = 10 para aproximar [ (1/x) dx.
SOLUGCAD Colocando f(x) = 1/x, n = 10, e Ax = 0.1 na Regra de Simpson, teremos

2 1
f —deSlo
X

011 4 2 4 2 4 2 4 2 4 1
= |-+ —+——+—+——+—F—F—+ —+ — + —
3 (1 L1 12 13 14 15 16 17 18 19 2)
~ 0,693150 —

Observe que, no Exemplo 4, a Regra de Simpson nos dd uma aproximacao muito melhor
(S10 = 0,693150) para o valor real da integral (In 2 = 0,693147. . .) do que a aproximacao
pela Regra do Trapézio (o= 0,693771) ou pela Regra do Ponto Médio (M, = 0,692835).
As aproximagoes pela Regra de Simpson sdo médias ponderadas das aproximacdes pelas
Regras do Trapézio e do Ponto Médio (veja o Exercicio 50):

S2n = %T'n + %Mn

(Lembre-se de que Er e Ey geralmente tém sinais opostos, € | Ey | € cerca de metade de | Er|.)

Em muitas aplicacdes de célculo precisamos calcular uma integral mesmo, se nenhuma
férmula explicita for conhecida para y como uma fun¢@o de x. Uma fun¢do pode ser dada gra-
ficamente ou como uma tabela de valores de dados coletados. Se existe evidéncia de que os
valores ndo estdo mudando rapidamente, entdo a Regra do Trapézio ou a Regra de Simpson
pode ainda ser usada para calcular um valor aproximado para f: y dx, a integral de y em rela-
cdo ax.

[EETETE A Figura 9 mostra o triafego de dados através de uma linha direta conectando os
Estados Unidos & SWITCH, a rede académica e de pesquisa da Suica, no dia 10 de fevereiro
de 1998. D(t) denota o processamento dos dados, medida em megabits por segundo (Mb/s).
Use a Regra de Simpson para dar uma estimativa da quantidade total de dados transmitidos
através dessa linha da meia-noite até meio-dia daquele dia.

FIGURA 9 of '3 6 9 12 15 18 21 24 f(hora)



SOLUCAD Como queremos que as unidades sejam consistentes e D(7) ¢ medido em megabits
por segundo, as unidades serdo transformadas de horas para segundos. Seja A(7) a quantidade
de dados (em megabits) transmitida no instante ¢, em que ¢ ¢ medido em segundos, entdo
A’(t) = D(z). Logo, pelo Teorema da Variagio Total (veja a Se¢do 5.4), a quantidade total de
dados transmitidos até o meio-dia (quando t =12 X 60%> = 43 200) é

43200

A(43 200) = f Do) dr

0

Fizemos as estimativas para os valores de D(¢) com intervalos de hora em hora e os compi-
lamos na tabela a seguir.

t (horas) | t (segundos) D(t) t (horas) t (segundos) D(1)
0 0 3,2 7 25200 1,3
1 3 600 2,7 8 28 800 2,8
2 7200 1,9 9 32 400 5,7
3 10 800 1,7 10 36 000 7,1
4 14 400 1,3 11 39 600 7,7
5 18 000 1,0 12 43200 7.9
6 21 600 1,1

Entdo, usamos a Regra de Simpson com n = 12 e At = 3 600 para estimar a integral:

A
f:”OOA(z) dt ~ Tt [D(0) + 4D(3600) + 2D(7200) + - - - + 4D(39600) + D(43200)]

3600
~ TB,Z + 4(2,7) + 2(1,9) + 4(1,7) + 2(1,3) + 4(1,0)
+2(1,1) + 4(1,3) + 2(2,8) + 4(5,7) + 2(7,1) + 4(7,7) + 7,9]
= 143880

Assim, a quantidade total de dados transmitidos até o meio-dia € de aproximadamente
144 000 megabits, ou 144 gigabites. |

A tabela na margem mostra como a Regra de Simpson se compara & Regra do Ponto
Médio para a integral le (1/x) dx, cujo valor é de aproximadamente 0,69314718. A segunda
tabela mostra como o erro Es na Regra de Simpson diminui por um fator de aproximada-
mente 16 quando n € duplicado. (Nos Exercicios 27 e 28 serd solicitado para verificar isso
para duas integrais adicionais.) Isso € consistente com a aparéncia de n* no denominador da
seguinte estimativa de erro para a Regra de Simpson. Ela € semelhante as estimativas dadas
em | 3| para as Regras do Trapézio e do Ponto Médio, mas usa a quarta derivada de f.

[ 4] Limitante de Erro para a Regra de Simpson Suponha que | f“(x) | < K para
a <x =< b. Se Es € o erro envolvido no uso da Regra de Simpson, entio

Kb — a)’

Es| <
| Es] 180n*

[EETEI0 Quio grande devemos tomar n para garantir que a aproximagao pela Regra de
Simpson para |7 (1/x) dx tenha uma precisdo de 0,0001?

SOLUGAD Se f(x) = 1/x, entdo f“(x) = 24/x°. Como x = 1, obtemos 1/x < 1, logo

| [P | = <24

24
xS
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M)‘l S)l
4 10,69121989 |0,69315453
8 | 0,69266055 | 0,69314765
16 | 0,69302521 |0,69314721
n Ey Es
4 10,00192729 |—0,00000735
8 10,00048663 |—0,00000047
16 {0,00012197 |—0,00000003




466 CALCULO

Muitas calculadoras e sistemas de computagao
algébrica tém um algoritmo embutido que
calcula uma aproximagao de uma integral
definida. Algumas dessas maquinas usam a
Regra de Simpson; outras utilizam as técnicas
mais sofisticadas, como a integragdao numeérica
adaptativa. 1sso significa que, se uma fungao
flutua muito mais em uma certa parte do
intervalo do que em outro lugar, entdo essa
parte é dividida em mais subintervalos. Essa
estratégia reduz o niimero de célculos
necessarios para atingir uma dada precisao.

A Figura 10 ilustra os calculos no Exemplo 7.
Observe que os arcos de para’bgla estdo tao
préximos ao gréfico de y = e* que eles sdo
praticamente indistinguiveis do gréfico.

FIGURA 10

Portanto, podemos tomar K = 24 em [4]. Por isso, para um erro menor que 0,0001, devemos
escolher n de modo que

24(1)°
180n*

< 0,0001

24
> —
180(0,0001)

Isso resulta em 4

1

> J—
ol "~ "0.00075

Portanto, n = 8 (n deve ser par) fornece a precisdo desejada. (Compare esse resultado com
o Exemplo 2, onde obtivemos n = 41 para a Regra do Trapézio e n = 29 para a Regra do
Ponto Médio.) [ |

~ 6,04

[EXEMPLO 7|

(a) Use a Regra de Simpson com n = 10 para aproximar a integral fol ¥ dx.
(b) Estime o erro envolvido nessa aproximacao.

SOLUCAOD

(a) Se n = 10, entdo Ax = 0,1 e a Regra de Simpson resulta em

fo' eCdx ~ % [£(0) + 4£(0,1) + 2£(0.2) + - - - + 2£(0,8) + 4£(0,9) + f(1)]

0,1
= EN [e° + 40" + 2009 + 4009 + 20016 4 405 4 2036

+4e% + 2600 + 40081 4 o]
~ 1,462681

(b) A quarta derivada de f (x) = e* é
FOx) = (12 + 48x% + 16x*)e”

e assim, como 0 < x < 1, temos

0<f9x) < (12 + 48 + 16)e' = 76¢
Portanto, colocando K = 76¢,a = 0,b = 1en = 10em , vemos que o erro € no maximo

76e(1)°

m =~ (0,000115

(Compare esse resultado com o Exemplo 3.) Logo, com precisdo de trés posi¢des decimais,
temos

fo' e dx ~ 1,463 —
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Exercicios
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1. Sejal = f; f(x) dx, em que f € a fung@o cujo grafico é mostrado.
(a) Use o grafico para encontrar L,, R,e M,.
(b) Estas sdo estimativas por baixo ou por cima de I?
(c) Use o grafico para encontrar 7>. Como isso se compara com /?
(d) Para qualquer valor de n, relacione os nimeros L,, R,, M,, T,
e I na ordem crescente.

y /
3
f
2
1
0 1 2 3 4x

2. As aproximagdes pela extremidade esquerda, extremidade dire-
ita, Trapézio e Ponto Médio foram usadas para estimar Js f(x)dx,
onde f'€ a funcdo cujo grifico € mostrado. As estimativas foram
0,7811, 0,8675, 0,8632 e 0,9540 e 0 mesmo nimero de subinter-
valos foi usado em cada caso.

(a) Qual regra produz qual estimativa?
(b) Entre quais aproximagdes estd o valor verdadeiro de fg f(x)dx?

3. Estime J(; cos(x?) dx usando (a) a Regra do Trapézio e (b) a
Regra do Ponto Médio, cada uma com n = 4. A partir de um
gréifico do integrando, decida se suas estimativas sdo subesti-
madas ou superestimadas. O que vocé pode concluir sobre o
valor verdadeiro da integral?

4. Trace o graficode f (x) = sen(% x%) na janela retangular [0,1] por

[0;0,5] e sejal = f(l)f(x) dx.

(a) Use o grafico para decidir se L, R», M, e T, subestimam ou
superestimam /.

(b) Para qualquer valor de n, relacione os nimeros L,, R,, M,, T,
e [ em ordem crescente.

(c) Calcule Ls, Rs, Ms e Ts. A partir do gréfico, qual vocé acha que
oferece a melhor estimativa de 1?7

56 Use (a) a Regra do Ponto Médio e (b) a Regra de Simpson para
aproximar a integral dada com o valor de n especificado. (Arredonde
suas respostas para seis casas decimais.) Compare seu resultado com
o valor real para determinar o erro em cada aproximagao.

5. f; x? sen x dx, n=23§ 6. f(l) eV dx, n==6

E necessdrio usar uma calculadora grifica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

7-18 Use (a) a Regra do Trapézio, (b) a Regra do Ponto Médio e (c)
de a Regra de Simpson para aproximar a integral dada com o valor n
especificado. (Arredonde seu resultado para seis casas decimais.)

1. [\ —Tdv, n=10 8.

o 1 B
Jo 1+x6dx, n=28

9. J’glifdx, n =10 0. [ +cosx, n=4
1. [[VInxdv, n=6 12. [} sen(x) dx, n=10
13. ‘jg evsentds, n=38 14. f; e dz, n=10

15. jfcoxﬂdx, n=38 6. [T +2)dv, n=10

1. [' efdx, n=10 8. [ cos\rdr, n=10

19. (a) Encontre as aproximacdes 75 e Ms para a integral J(i cos(x?) dx.
(b) Estime os erros envolvidos nas aproximagdes da parte (a).
(c) Qudo grande devemos escolher n para que as aproximagdes
T, e M, para a integral na parte (a) tenham uma precisdo de
0,0001?

20. (a) Encontre as aproximacdes T’ e Mo para le e dx.
(b) Estime os erros envolvidos nas aproximagdes da parte (a).
(c) Quido grande temos que escolher n para que as aproximacoes
T, e M, para a integral na parte (a) tenham a precisao de
0,0001?

21. (a) Encontre as aproximacdes 7’9, Mo € Sio para f:; sen x dx e os
erros correspondentes Er, E, € Es.
(b) Compare os erros reais na parte (a) com as estimativas de
erros dadas por |3 |e .
(c) Qudo grande devemos escolher n para que as aproximagoes
T,, M, e S, para a integral na parte (a) tenham a precisdo de
0,00001?

22. Quaio grande deve ser n para garantir que a aproximagao pela
Regra de Simpson f(l) ¢ dx tenha uma precisio de 0,00001?

ScA| 23. O problema com as estimativas de erro € que, frequentemente, é

muito dificil calcular as quatro derivadas e obter um bom limi-

tante superior K para |f ®(x)| manualmente. Mas os sistemas de

computagdo algébrica ndo tém problemas para calcular /@ e traca-

-la; assim podemos facilmente encontrar um valor de K a partir do

grafico realizado por uma maquina. Este exercicio trabalha com

aproximagoes para a integral / = fgﬂf (%) dx, em que f(x) = e,

(a) Use um gréfico para obter um bom limitante superior para
lF@ol.

(b) Use M, para aproximar /.

(c) Use a parte (a) para estimar o erro na parte (b).

(d) Use a capacidade de integracdo numérica em seu SCA para
aproximar /.

E necessério usar um sistema de computacdo algébrica
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(e) Como o erro real se compara com o erro estimado na parte (c)?

(f) Use um gréfico para obter um bom limitante superior para
lf 9ol

(g) Use Sy para aproximar /.

(h) Use a parte (f) para estimar o erro na parte (g).

(1) Como o erro real se compara com o erro estimado na parte (h)?

(j) Quio grande deve ser n para garantir que o tamanho do erro
usando S, seja menor que 0,0001?

24. Repita o Exercicio 23 para a integral Jil N4 — x3dkx.

25-26 Encontre as aproximagdes L,, R,, T, e M, paran = 5, 10 e 20.
Entdo calcule os erros correspondentes E;, Ex, Er e Ey. (Arredonde
seus resultados para seis casas decimais. Vocé pode usar o comando
soma em um sistema de computacdo algébrica.) Quais observagdes
vocé pode fazer? Em particular, o que acontece aos erros quando n é
duplicado?

% | L

25. J(i xe* dx LS
X

27-28 Encontre as aproximacdes T,, M, e S, paran = 6 e 12. Entao
calcule os erros correspondentes Er, Ey ¢ Es. (Arredonde seus resul-
tados para seis casas decimais. Voc€ pode usar o comando soma em
um sistema de computagdo algébrica.) Quais observacdes voce pode
fazer? Em particular, o que acontece aos erros quando n € duplicado?
PR |
——dx
%
29. Estime a drea sob o gréfico na figura usando (a) a Regra do Trapé-

zio, (b) a Regra do Ponto Médio e (c) a Regra de Simpson, cada
uma com n = 6.

21. [t dx 28,

J

y

0 1 2 3 4 5 6 X

30. Os comprimentos (em metros) de uma piscina com o formato de
um rim sdo medidos a intervalos de 2 metros, como indicado na
figura. Use a Regra de Simpson para estimar a drea da piscina.

31. (a) Use a Regra do Trapézio e os dados a seguir para estimar o va-
lor da integral | f (x) dx.

Y f@ x f®)
1,0 2,4 3,5 4,0
1,5 29 /40 4,1
2,0 33 4.5 3,9
2,5 3,6 5,0 35
3,0 3.8

(b) Se soubermos que —2 <If"(x) i 3 para todo x, estime o erro

envolvido na aproximagao na parte (a).

32. (a) Uma tabela de valores de uma funcdo g € dada. Use a Regra
de Simpson para estimar J (1)'6 g (x) dx.

Yoogw o x g
00 | 12,1 || 1,0 | 122
02 | 11,6 || 1.2 | 126
04 113 |14 | 130
06 | 11,1 |16 | 132
08 | 11,7

(b)Se —5 £ gW (<2 path O <k = 1 6 _estime o erro envol-
vido na aproximacao na parte (a).

33. Um grafico da temperatura em Nova York em 19 de setembro
de 2009 € mostrado. Use a Regra de Simpson com n = 12 para
estimar a temperatura média naquele dia.

34. Um radar foi usado para medir a velocidade de um corredor du-
T4 (°F)

70 L~ T N
N I ——
60 SN / el
50
{
0 4 8 meio-dia 4 8 t

rante os primeiros 5 segundos de uma corrida (veja a tabela).
Use a Regra de Simpson para estimar a distancia que o corredor
cobriu durante aqueles 5 segundos.

1(s) v (m/s) t(s) v (m/s)
0 0 3,0 10,51
0,5 4,67 3,5 10,67
1,0 7,34 4,0 10,76
L5 8,86 4,5 10,81
2,0 9,73 5,0 10,81
2,5 10,22
35. O gréf coda arﬁlprngﬁn a(t) de um carro._medida ém n]/sz, é

mostrado. Use a Regra de Simpson para estimar o aumento da
velocidade do carro durante o intervalo de 6 segundos.

36. A dgua vaza de um tanque a uma taxa de r(¢) litros por hora,
sendo o grafico de » mostrado a seguir. Use a Regra de Simpson
para estimar a quantidade total de 4gua que vazou durante as pri-
meiras seis horas.



37.

38.

39.

40.

’
4
2
\\
0 2 4 6 1 (segundos)

A tabela fornece o consumo de poténcia em megawatts, em On-
tario, da meia-noite as 6 horas da manha em 10 de dezembro de
2004. Use a Regra de Simpson para estimar a energia usada du-
rante esse periodo de tempo. (Utilize o fato de que a poténcia é
a derivada da energia.)

t P t P
0:00 17.888 3:30 16.835
0:30 17.398 4:00 17.065
1:00 17.110 4:30 17.264
1:30 16.881 5:00 17.577
2:00 16.832 5:30 17.992
2:30 16.950 6:00 18.216
3:00 16.833

O gréfico a seguir mostra o trafego de dados em um provedor de
servigos na Internet entre meia-noite e as 8 horas da manha. D
denota os dados em processamento, medidos em megabits por
segundo. Use a Regra de Simpson para estimar a quantidade
total de dados transmitidos durante esse periodo de tempo.

b ]

0 2 4 6 8 t (horas)

Use a Regra de Simpson com n = 8 para estimar o volume do
solido obtido ao girar a regido mostrada na figura em torno do
(a) eixo x e (b) eixo y.

y
4
0 2 4 6 8 10 x

A tabela a seguir mostra valores de uma fun¢ao forga f (x), onde
x € medido em metros e f (x), em newtons. Use a Regra de Simp-
son para estimar o trabalho realizado por essa forca para mover
um objeto por uma distncia de 18 m.

a.

SCA| 42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.
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X 0 3 6 9 12 15 18
S | 9.8 9,1 8,5 8,0 7,7 7,5 7.4

A regifo delimitada pelas curvasy = e "%, y=0,x=lex =5
¢é girada em torno do eixo x. Use a Regra de Simpson com n =
8 para estimar o volume do sélido resultante.

A figura mostra um péndulo com comprimento L que forma um
angulo méximo de 6, com a vertical. Usando a Segunda Lei de
Newton, pode ser mostrado que o periodo 7 (o tempo para um
ciclo completo) € dado por

L v,
T—21 7fﬂ444§;47
g Jo 1 — k% sen’x

onde k = sen(% 00) e g € a aceleragd@o da gravidade. Se L = 1 m
e 6y = 42°, use a Regra de Simpson com n = 10 para encontrar
o periodo.

A intensidade de luz com comprimento de onda A viajando atra-
vés de uma grade de difragdo com N fendas a um angulo de 6 é
dada por 1(0) = N*sen’k/k?, onde k = (wNd sen 6)/A e d é a dis-
tancia entre cada fenda. Um laser de hélio-nednio com compri-
mento de onda A = 632,8 X 107° m est4d emitindo uma faixa
estreita de luz, dada por —107° < § < 1079, através de uma
grade com 10 000 fendas separadas por 10~* m. Use a Regra do
lfogﬁto Meédio com n = 10 para estimar a intensidade de luz total
| 101 o 1(0) d emergindo da grade.

Use a Regra do Trapézio com n = 10 para aproximar JQOO cos(7x) dx.
Compare seu resultado com o valor real. Vocé pode explicar a
discrepancia?

Esboce o grafico de uma fun¢@o continua no intervalo [0, 2] para
a qual a Regra do Trapézio, com n = 2, seja mais precisa do que
a Regra do Ponto Médio.

Esboce o grifico de uma fung@o continua no intervalo [0, 2] para
a qual a aproximacdo pela extremidade direita com n = 2 seja

mais precisa do que a Regra de Simpson.

Se f € uma func¢do positivae f"(x) < 0 para a < x < b, mostre
que

T, < fbf(x) dx < M,

Mostre que se f for um polindmio de grau menor ou igual a 3,
. b
entdo a Regra de Simpson fornece o valor exato de L f(x) dx.

Mostre que% (T, + M) = Ty

Mostre que % T, + %Mn = So.
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m Integrais Improprias

Na definicao de integral definida J: f(x) dx , trabalhamos com uma fung¢do f definida em um
intervalo limitado [a, b] e presumimos que f ndo tenha uma descontinuidade infinita (veja a
Secdo 5.2). Nessa se¢do, estenderemos o conceito de integral definida para o caso em que o
intervalo € infinito e também para o caso onde f tem uma descontinuidade infinita em [a, b].
Em ambos os casos, a integral é chamada integral impropria. Uma das aplicacdes mais
importantes dessa ideia, distribuicdes de probabilidades, sera estudada na Secao 8.5.

B Tipo 1: Intervalos Infinitos

Considere a regido infinita S que estd sob a curva y = 1/x?, acima do eixo x e 2 direita da
reta x = 1. Vocé poderia pensar que, como S tem extensdo infinita, sua drea deve ser infini-
ta, mas vamos olhar mais de perto. A drea da parte de S que estd a esquerda da reta x = ¢
(sombreada na Figura 1) é

FIGURA 1

Também observamos que
. . 1
lim A(f) = lim | 1 — —)= 1

A drea da regidao sombreada se aproxima de 1 quando t — 0 (veja a Figura 2), assim, dize-
mos que a drea da regido infinita S € igual a 1 e escrevemos

w1 ) 1
jl — dx = lim ?dx=1

X t— J1

FIGURA 2

Usando esse exemplo como um guia, definimos a integral de f (ndo necessariamente uma
funcdo positiva) sobre um intervalo infinito como o limite das integrais sobre os intervalos
finitos.



II] Definicdo de uma Integral Impropria do Tipo 1

(a) Se f; f(x) dx dx existe para cada nimero ¢ = a, entdo
f * f(x) dx = lim f " f(x) dx
a t—x Ja

desde que o limite exista (como um nimero).

(b) Se J‘tb f(x) dx dx existe para cada nimero 7 < b, entio
f " f(x)dx = lim f " £(x) dx
—o0 t——ow Jt

desde que o limite exista (como um nimero).

. .. L. oo b ~ .
As integrais improprias | f(x) dx e |”_ f(x) dx sdo chamadas convergentes se os li-
mites correspondentes existem e divergentes se os limites ndo existem.

(¢) Se ambas |:° f(x)dxe J‘fw f(x) dx sdo convergentes, entdo definimos
fi fx)dx = fic f(x)dx + J.: f(x)dx

Na parte (c), qualquer nimero real a pode ser usado (veja o Exercicio 74).

Qualquer uma das integrais impréprias na Definicdo 1 pode ser interpretada como uma area,
desde que f seja uma fungdo positiva. Por exemplo, no caso (a), se f (x) = 0 e a integral
|.” f(x) dx for convergente, ento definimos a drea da regido S = {(x, y) |x = 4,0 < y < f(x)}
na Figura 3 como

A(S) = f f(x) dx

Isso & apropriado porque | f(x) dx & o limite quando 7 — o da drea sob o grafico de fde a at.

0 a X

FIGURA 3

[EETER Determine se a integral |” (1/x) dx é convergente ou divergente.

SOLUCAO De acordo com a parte (a) da Defini¢do 1, temos

w 1 . 01 . 1
j —dx = lim |'—dx = lim In | x|],
1 x t—»Jl X t—%

)

=lim(nz—1Inl) =limlnt =
t—®

O limite ndo existe como um nudmero finito e, assim, a integral imprépria |1°° (1/x) dx €
divergente. [ |

Vamos comparar o resultado do Exemplo 1 com o exemplo dado no inicio desta secao:

« 1 » 1
f — dx converge f — dx diverge
1 X I x

TECNICAS DE INTEGRACAO
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Em Module 7.8 vocé pode
investigar visualmente e numericamente se
diversas integrais improprias sao
convergentes ou divergentes.

Geometricamente, isso quer dizer que, embora as curvas y = 1/x*e y = 1/x parecam muito
semelhantes para x > 0, a regido sob y = 1/x? a direita de x = 1 (a regifio sombreada na
Figura 4) tem uma 4rea finita, enquanto a regifio correspondente sob y = 1/x (na Figura 5)
tem uma 4rea infinita. Observe que 1/x* e 1/x se aproximam de 0 quando x — o, mas 1/x?
se aproxima mais rapido de 0 que 1/x. Os valores de 1/x ndo diminuem rdpido o suficiente
para que sua integral tenha um valor finito.

y y

1

Y=5

< .. Area infinita
Area finita

T T

0 1 X 0 1 X

(o

FIGURA 4 floo (1/x?) dx converge FIGURA 5 J1 (1/x) dx diverge

[EEIEH Caleule | xe*dx.

SOLUCAO Usando a parte (b) da Defini¢do 1, temos

0 . 0
f xe*dx = lim | xe*dx
e

t——% Jt
Integramos por partes com u = x, dv = e*dx, de modo que du = dx, v = e":
0 0 0
f xetdx = xex], - f e*dx
t t
=—te'—1+e¢

Sabemos que e’ — 0 quando r — — e, pela Regra de L'H6spital, temos

. . t .
lim te' = lim — = lim —
t—>—% t—>—x @ t—>—n —e
= lim (—e") =0
t—>—0

Portanto,
0 .
f xe‘dx = lim (—te' — 1 + e")
e Pt

=—0-1+0=-1 —

0

1
'EXEMPLO 3| Calculef -

— 1+ x?
SOLUCAO E conveniente escolher ¢ = 0 na Defini¢ao 1(c):
o 1 0 1 E 1
g = - ae+ [
f—w1+x2dx f—w1+x2dx fol+x2dx
Precisamos calcular as integrais no lado direito separadamente:
% 1 . 1 dx . 1.1t
J.O 1+ x? dx = th—>rr<30f0 1+ x? h tlL{riotg x]o
: -1 -1 : -1 ™
= lim (tg7'r — tg”'0) = lim tg t==
—® 1—x

0 1 . o dx 10
Lm 1+ x° dx_tlilzlmfr 1+ x? _rLHPwtg x]t



= lim (tg7'0 —tg"')

- (-5)-3

Como ambas as integrais sdo convergentes, a integral dada € convergente

fw 1 d ’7T+’7T
——dx=—+—=7
= 1 + x? 2 2

Como 1/(1 + x?) > 0, a integral imprépria dada pode ser interpretada como a 4rea da re-
gido infinita sob a curvay = 1/(1 + x?) e acima do eixo x (veja a Figura 6).

[EEI0NY Para quais valores de p a integral

|
—, dx
L X
¢ convergente?

SOLUCAD Sabemos do Exemplo 1 que se p = 1, entdo a integral € divergente; assim, vamos

supor que p # 1. Logo,

xp t— J1
x=t
x p+1
= lim
= =p + 1 x=1

se p>1

e, nesse caso, a integral converge. Mas se p < 1, entdo p — 1 < 0, de modo que

— =17 5w quando ¢ — %
P!

e a integral diverge. [

Resumimos o resultado do Exemplo 4 para referéncia futura:

w 1 .
IZ] f —, dx ¢convergente sep > 1 edivergentesep < L.
X

I Tipo 2: Integrandos Descontinuos

Suponha que f seja uma funcgdo continua positiva em um intervalo finito [a, b), mas tenha
uma assintota vertical em b. Seja S a regido delimitada sob o gréfico de f e acima do eixo x
entre a e b. (Para as integrais Tipo 1, as regides se estendem indefinidamente em uma dire-
¢do horizontal. Aqui a regido € infinita em uma direc@o vertical.) A drea da parte de S entre

a et (a regido sombreada na Figura 7) €

Al = Lt f(x) dx

TECNICAS DE INTEGRACAO 413

FIGURA 6
y

y=fx) x=b
0 a th X

FIGURA 7
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As partes (b) e (c) da Definicao 3 s@o mostradas Se acontecer de A(¢) se aproximar de um ndmero A quando ¢t — b~, entdo dizemos que

I = ~ o~ .
nas Figuras 8 9 para o caso onde f(x) = 0& 4 4req da regidio S é A e escrevemos
fthBr uma assintota vertical em a e c, respecti-

vamente.

th(x) dx = rl—lgl- Lf f(x) dx

Usamos essa equagdo para definir uma integral imprépria do Tipo 2, mesmo quando f ndo
for uma funcdo positiva, ndo importando o tipo de descontinuidade que f tenha em b.

@ Definicdo de uma Integral Impropria do Tipo 2

(a) Se f'€ continua em [a, b) e descontinua em b, entdao

Lb f(x)dx = lim Lt f(x) dx

&
=

0 at

se esse limite existir (como um nimero).
FIGURA 8

(b) Se f € continua em (a, b] e descontinua em a, entdo
y

b . b
f f(x)dx = lim j f(x) dx
a t—a t
se esse limite existir (como um nimero).

A integral imprépria |’ f(x) dx é chamada convergente se o limite correspondente
existir e divergente se o limite nao existir.

0| a c b x
(c) Se ftiver uma descontinuidade em ¢, onde a < ¢ < b, e ambas as integrais impro-

FIGURA 9 prias [ f(x) dxe jf f(x) dx forem convergentes, entdo definimos

Lh F(x) dx = j F(0) dx + f’ £(x) dx

[EETEZ0E Encontre 5;dx.
L 2
[x —

SOLUCAO Observamos primeiro que a integral dada € imprépria, porque f(x) = 1/4/x — 2
tem a assintota vertical x = 2. Como a descontinuidade infinita ocorre no extremo esquerdo
de [2,5], usamos a parte (b) da Defini¢do 3:

J‘S dx — lim f dx
2 WJx—2 =2t \Jx — 2
= lim 2% - 2],
1—2+
lim 2(V3 —Vi—2)
=23

Entdo, a integral imprépria dada € convergente e, como o integrando € positivo, podemos
FIGURA 10 interpretar o valor da integral como a drea da regido sombreada na Figura 10. L

/2
@0 Determine se fo " sec x dx converge ou diverge.
SOLUCAD Observe que a integral dada é imprépria, porque lim (-2~ sec x = . Usando a
parte (a) da Defini¢do 3 e a Férmula 14 da Tabela de Integrais, temos

/2 . ’ . t
jﬁ secxdx= lim [ secxdr= lim In|secx + tgx]|];
0 t—(m/2)~ JO t—(m/2)—

lim [In(sect+tgf) —Inl] =

t—(m/2)—

pois sect—® e tgt—> o quando t—> (7/2)". Entdo, a integral imprépria dada €
divergente. |
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d
EGEIETE Caleule | —=
—

I se for possivel.

SOLUCAD Observe que areta x = 1 € uma assintota vertical do integrando. Como ela ocor-
re no meio do intervalo [0, 3], devemos usar a parte (c) da Defini¢do 3 com ¢ = 1:

d d d
jOSx—xl :folx—xl +f13x—xl

d d
onde fl T~ im [ = lim In|x — 1|},

o x — 1 t—1-Jo x — 1 —1-

1ir111(1n|t— 1| —1In|-1])
= lil}l In(1 — 1) = —o
t—1"
porque 1 — t— 0" quando r — 1”. Entdo J(; dx/(x — 1) é divergente. Isso implica que

> dx/(x — 1) é divergente. [No precisamos calcular (> dx/(x — 1). L
Jo dx/(x = 1) édi [N i leular [} dx/(x — 1).]

)] ATENGAO Se nio tivéssemos observado a assintota x = 1 no Exemplo 7 e, em vez disso, ti-
véssemos confundido essa integral com uma integral ordindria, entdo poderiamos ter feito er-
roneamente o seguinte calculo:

d 3
f x1=ln|x—1|]:,=1n2—lnl=ln2

0o x —

Isso € errado, porque a integral € imprépria e deve ser calculada em termos de limite.

De agora em diante, toda vez que vocé se deparar com o simbolo f: f(x) dx, vocé deve-
rd decidir, olhando a fun¢do f no intervalo [a, b], se ela € uma integral definida ordindria ou
uma integral impropria.

EXEMPLO 8 @1 fol In x dx.

SOLUCAD Sabemos que a fun¢do f(x) = Inx tem uma assintota vertical em 0 como
lim,—¢+ In x = —o. Assim, a integral dada € imprépria e temos

01 In x dx = lim llnxabc

t—0F Jr
Agora usamos a integral por partes, com u = In x, dv = dx, du = dx/xe v = x:

jlnxdx—xlnx fdx

=1lnl—¢tlnt—(1—19
=—tlnr—1+1¢ /
Para calcularmos o limite do primeiro termo usamos a Regra de L’ Hospital: ° 1 1 )
area =
hm tlnt = hm 7; = ,E&%/t[z rlil(l)l (=1 =
Logo, follnxdx=tlir(§(—tlnt—1+t)=—0—1+0=—1 y=lnx

A Figura 11 mostra a interpretagdo geométrica desse resultado. A drea da regido sombreada  FIGURA 11
acima de y = In x e abaixo do eixo x € 1. |
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y
f
g
0 4
FIGURA 12
y
y= e,)‘.z
y=e
0 |
FIGURA 13
TABELA 1
t fé e dx
1 0,7468241328
2 0,8820813908
3 0,8862073483
4 0,8862269118
5 0,8862269255
6 0,8862269255
TABELA 2
t JI 1+ exldx
2 0,8636306042
5 1,8276735512
10 2,5219648704
100 4,8245541204
1.000 7,1271392134
10.000 9.4297243064

B Um Teste de Comparacao para Integrais Impréprias

Algumas vezes é impossivel encontrar o valor exato de uma integral imprépria, mas ainda
assim € importante saber se ela € convergente ou divergente. Nesses casos, o teorema seguin-
te € util. Apesar de afirmarmos isso para as integrais do Tipo 1, um teorema andlogo € ver-
dadeiro para as integrais do Tipo 2.

TEOREMA DE COMPARACAO Suponha que f e g sejam fungdes continuas com f (x) = g(x)
= ( para x = a.

(a) Se [ f(x) dx é convergente, entdo |~ g(x) dx é convergente.

(b) Se | g(x) dx € divergente, entdo | f(x) dx ¢é divergente.

Omitiremos a demonstragdo do Teorema da Comparagdo, mas a Figura 12 o faz parecer
plausivel. Se a drea sob a curva superior y = f (x) for finita, entdo a drea sob a curva inferior
y = g(x) também o €. E se a drea sob y = g(x) for infinita, entao a drea sob y = f(x) também
o é. [Observe que a reciproca ndo € necessariamente verdadeira: se f: g(x) dx for conver-
gente, [” f(x) dx pode ou ndo ser convergente, e se |~ f(x) dx for divergente, * g(x) dx pode
ou nao ser divergente.]

[EEENE] Mostre que j e “dx é convergente.
0

SOLUCAD Nao podemos calcular a integral diretamente porque a primitiva de e~
func¢do elementar (como explicado na Secdo 7.5). Escrevemos

X

" ndo € uma

®© 2 1 _ 2 © 2
je"dx=je"dx+je"dx
0 0 1

e observamos que a primeira integral do lado direito € apenas uma integral definida ordiné-

ria. Na segunda integral, usamos o fato de que para x = 1 temos x> = x, assim —x? < —xe,
2 - . . . z :

portanto, e * < e . (Veja a Figura 13.) A integral de ¢ € calculada facilmente:

[Terax =tim ['evdx =tim (e — e = ¢

t—w J1 t—>0
~ _ —2 ~ B .2
Entéo, tomando f(x) = e *e g(x) = e no Teorema da Comparacdo, vemos que | e dx
- ro a2 .
€ convergente. Segue que |~ e " dx € convergente. |

No Exemplo 9 mostramos que J: e dxé convergente sem calcular seu valor. No Exer-
cicio 70 nés indicamos como mostrar que seu valor € de aproximadamente 0,8862. Na teo-
ria da probabilidade, € importante saber o valor exato dessa integral imprdpria, como
veremos na Secdo 8.5; usando os métodos do cdlculo de vérias varidveis, pode ser mostrado
que o valor exato é /2. A Tabela 1 ilustra a definicdo de integral imprépria revelando
como os valores (gerados por computador) de fO’ e dx se aproximam de \/77 /2 a medida
que ¢ se torna grande. Na verdade, esses valores convergem bem depressa, porque e’ —0

muito rapidamente a medida que x — oo.

]l +e*
[ETEINET] A integral fl ¢ ixé divergente pelo Teorema da Comparagio porque
x

l+e* 1
x x
e || (1/x) dx é divergente pelo Exemplo 1 [ou por [2] com p = 1]. [

A Tabela 2 ilustra a divergéncia da integral no Exemplo 10. Parece que os valores ndo se
aproximam de qualquer nimero fixo.
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Explique por que cada uma das seguintes integrais € imprépria.

@ [ OIN

X
x—1 dx 1+x3dx

(© fc_ow e d ) ff:: cot x dx

Quais das seguintes integrais sao impréprias? Por qué?

@ [ tgxdx (®) [T tgxdx
r1 dx © 2
(c)‘LI [E dx (d)f0 e dx
Encontre a drea sob a curvay = 1/x*de x = 1 ax = t e calcule-

-a para t = 10, 100 e 1 000. Entdo encontre a drea total dessa

curva para x = 1.

(a) Trace as fungdes f (x) = 1/x"! e g(x) = 1/x* nas janelas re-
tangulares [0,10] por [0,1] e [0,100] por [0,1].

(b) Encontre as dreas sob os graficosde fegdex=1ax=te
calcule para ¢ = 10, 100, 10%, 106, 10'°¢ 10%,

(c) Encontre a drea total sob cada curva para x = 1, se ela existir.

5-40 Determine se cada integral € convergente ou divergente. Calcule

aquelas que sdo convergentes.

1.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

o 1 oo 1
J3 (x — 2)" dx 6. Jo N+ dx
0 1 w0 1
et LN i
[~ e dp 0. [° 2dr
[* x [ (3 2
Jo Nrgp= dx 12 |7 (=3 dy
_2 o e_\/;
f L Xe ™ dx 14. fl T dx
J: sen? o dev 16. J: cos 7t dt
A o | o dZ
J1x2+2xdx 8 fo Z+3z7+2
_]10 Lze¥dz 20. J: ye ¥dy
le Inx dx 22, J:C e dx
x
(. u [P —— &
94 0 e +3

E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

w1 3
25. J - 2%. fo X arctg x
¢ x(In x)° YO (1 4 2y
3 a1
7 i B [
14 1 8 4
2. .’—2 14(x ey dx 30. J'G —(x “ 6y dx
5 | r1odx
31. f—z 7 dx 32. JO —m
O dx "5 w d
B[ u [ dw
3 dx o
3. fo 2—6x+5 36. J”/z cossec x dx
o el el
3. | o dx 8. -
ol
39, fgzzlnzdz . | il/_x dx
x

41-46 Esboce a regido e encontre sua drea (se a drea for finita).

M S={xylx=1,0sy<e}
2. S={x)lx<0,0<y=<e¢}
8. S={(ylx=10<y< U +x)
M. S={xNx=0,0<y<xe™)

85 S={xyl0sx<a/2,0<y=<sec’}
g 4.

A 4.

S:{(x,y)l _2<x$0,0<y$1/\/x+—2}

(a) Se g(x) = (senx)/x?, use sua calculadora ou computador para
fazer uma tabela de valores aproximados de J‘i g(x) dx para t
=2,5,10, 100, 1 000 e 10 000. Parece que «'T g(x) dx € con-
vergente?

(b) Use o Teorema da Comparagio com f (x) = 1/x* para mostrar
que JT g(x) dx € convergente.

(c) Tlustre a parte (b) colocando os gréficos de f'e g na mesma tela
para 1 < x =< 10. Use sua ilustrago para explicar intuitiva-
mente por que f:o g(x) dx é convergente.

48. (a) Se g(x) = 1/(\/)_c — 1), use sua calculadora ou computador para
fazer uma tabela de valores aproximados de f; g(x) dx para
t =5, 10, 100, 1 000 e 10 000. Parece que f: g(x) dx é con-
vergente ou divergente?
(b) Use o Teorema da Comparagdo com f (x) = 1Wx para mos-

trar que f: g(x) dx é divergente.

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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(c) Tlustre a parte (b) colocando os grificos de f e g na mesma
tela para 2 < x < 20. Use sua ilustracdio para explicar intui-
tivamente porque f ; g(x) dx é divergente.

49-54 Use o Teorema da Comparagao para determinar se a integral €
convergente ou divergente.

w© X 3 2 + e
49. dx 50. —dx
‘fo X +1 fl X
re X+ 1 oo arctg x
B, [ dx 52,
Jl Vet — x JO 2+ e
1 secix = sen’x
53. | d 54, | dx

55. A integral

S S
Jo W+

¢ imprépria por duas razdes: o intervalo [0, o) € infinito e o inte-
grando tem uma descontinuidade infinita em 0. Calcule escrevendo-
-a como uma soma de integrais impréprias do Tipo 2 e do Tipo 1,
como abaixo indiado.

) 1 .

1 1
b Wars @)

1 (oo
v ware B o

56. Calcule
e
—— dx
pelo mesmo método do Exercicio 55.

57-59 Encontre os valores de p para os quais a integral converge e cal-

cule a integral para esses valores de p.

1
x(In x)?

7 (=& 58. [

Jo yp

dx

59. f(l) x? In x dx

60. (a) Calcule a integral J: x"e *dxparan=0,1,2e3.
(b) Conjecture o valor de f: X"e™ dx quando n € um inteiro po-
sitivo arbitrdrio.
(c) Demonstre sua conjectura usando a indugdo matematica.
61. (a) Mostre que J:ﬁ x dx é divergente.
(b) Mostre que

lim [*, xdx =0
i—w J—1
Isso mostra que ndo podemos definir
S p 0 de=1lim ["f (x) d

62. A velocidade média das moléculas em um gés ideal é

- (G e
()

onde M € o peso molecular do gés; R, a constante do gés; 7, a
temperatura do gés; e v, a velocidade molecular. Mostre que
_ 8RT
v=[——
™

63. Sabemos do Exemplo 1 que a regido R = {(x, y)|x = 1,
0 <y =< 1/x} tem drea infinita. Mostre que pela rotacdo de & em
torno do eixo x obtemos um sélido com volume finito.

64. Use a informagio e os dados do Exercicio 29 da Secdo 6.4 para
calcular o trabalho necessdrio para langar um veiculo espacial
de 1.000 kg para fora do campo gravitacional da Terra.

65. Encontre a velocidade de escape v, que € necessdria para langar
um foguete de massa m para fora do campo gravitacional de um
planeta com massa M e raio R. Use a Lei da Gravitagdo de New-
ton (veja o Exercicio 29 na Secdo 6.4) e o fato de que a energia

cinética inicial de 3 mv§ supre o trabalho necessério.

66. Os astrdbnomos usam uma técnica chamada estereografia estelar
para determinar a densidade das estrelas em um aglomerado es-
telar a partir da densidade (bidimensional) observada, que pode
ser analisada a partir de uma fotografia. Suponha que em um
aglomerado esférico de raio R a densidade das estrelas dependa
somente da distancia r do centro do aglomerado. Se a densidade
estelar aparente for dada por y(s), onde s € a distancia planar ob-
servada do centro do aglomerado e x(r) € a densidade real, pode

ser mostrado que
R 2r
s) = — x(r) dr
NOEN eyl

Se a densidade real das estrelas em um aglomerado for
x(r) = % (R — r)?, encontre a densidade aparente y(s).

67. Um fabricante de lampadas quer produzir lampadas que durem
cerca de 700 horas, mas naturalmente algumas lampadas quei-
mam mais rapidamente que outras. Seja F(¢) a fragdo das 1am-
padas da empresa que queimam antes de ¢ horas, assim F(7)
sempre estd entre 0 e 1.

(a) Faga um esbogo de como vocé acha que o grafico de F deva
parecer.

(b) Qual o significado da derivada r(r) = F'(£)?

(c) Qual € o valor de f: 7(?) dt? Por qué?

68. Como vimos na Secdo 3.8, uma substancia radioativa se dete-
riora exponencialmente: a massa no tempo ¢ é m(r) = m(0)e¥,
onde m(0) € a massa inicial e k € uma constante negativa. A vida
média M de um atomo na substancia é

M= —k J: te* dt
Para o isétopo radioativo de carbono, *C, usado na datagéo de
radiocarbono, o valor de £ € —0,000121. Encontre a vida média

de um dtomo “C.
69. Determine quao grande tem de ser o niimero a de modo que

. 1
[ ———dx < 0,001
Ja .X2+1



10.

n.

72,

13.

14.

Estime o valor numérico de )': e’-‘zdx escrevendo-a como a soma
de J“g e’x2 dx ejj e"‘2 dx. Aproxime a primeira integral, usando a
Regra de Simpson com n = §, e mostre que a segunda integral
¢ menor que ‘l': e~*dx, que é menor que 0,0000001.

Se f(¢) € continua para t = 0, a Transformada de Laplace de f
¢ a fung@o F definida por

F(s) = [, fedt

e o dominio de F € o conjunto de todos 0s nimeros para os quais
a integral converge. Calcule a Transformada de Laplace das se-
guintes fungdes.
@f@=1

b f@ =¢ ©f@) =t

Mostre que se 0 < f () < Me“parat = 0, onde M e a sdo cons-
tantes, entdlo a transformada de Laplace F(s) existe para s > a.
Suponha que 0 < f(f) < Me“e 0 < f'(t) < Ke“parat = (, onde
f' & continua. Se a transformada de Laplace de f (r) € F(s) e a
transformada de Laplace de f'(f) € G(s), mostre que

G(s) = sF(s) — f(0)

s>a

oo 3 - .
Se me f (%) dx € convergente e a e b s30 nimeros reais, mostre

que

ﬁm S dx + f: f)dx = me f)dx + J: f(x) dx

n Revisao

Verificacao de Conceitos

1.
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75. Mostre que J‘:’xzeﬂz dx=1 f : —

76. Mostre que f: e dx = f(: V—In y dy interpretando as integrais

como areas.

77. Encontre o valor da constante C para a qual a integral

i B =
Jo\Vevs 112
converge. Calcule a integral para esse valor de C.

78. Encontre o valor da constante C para a qual a integral

(o X C
Jo( o )dx
x2+ 1 3x+ 1

converge. Calcule a integral para esse valor de C.

79. Suponha que f'seja continua em [0, ) e que lim, ... f(x) = 1. E
possivel que J: f (x) dx seja convergente?

80. Mostre que sea > —1 e b > a + 1, entdo a integral a seguir é
convergente.

JO 1+ xb

Escreva a regra de integracgdo por partes. Na pratica, como vocé
ausa?

Como vocé calcula | sen”x cos™x dx se m for impar? O que acon-
tece se n for impar? O que acontece se m e n forem ambos pares?

Se a expressdo Va2 — x2 ocorrer em uma integral, que substitui-
¢do vocé pode tentar? O que acontece se Va2 + x2 ocorrer? O que
acontece se Vx2 — a? ocorrer?

Qual € a forma da decomposic¢ao em fragdes parciais de uma fun-
¢do racional P(x)/Q(x) se o grau de P for menor que o grau de Q
e Q(x) tiver apenas fatores lineares distintos? O que acontece se
um fator linear € repetido? O que acontece se Q(x) tiver um fator
quadritico irredutivel (ndo repetido)? O que acontece se o fator
quadratico € repetido?

5. Escreva as regras para a aproximacio da integral definida
f: f(x) dx com a Regra do Ponto Médio, a Regra do Trapézio e a
Regra de Simpson. De qual vocé espera a melhor estimativa?
Como vocé aproxima o erro para cada regra?

6. Defina as seguintes integrais imprdprias.

@) [ f ) dx o) [, f @) dx © |7, f(x) dx

1. Defina a integral imprdpria }‘j f (x) dx para cada um dos seguin-
tes casos.

(a) ftem uma descontinuidade infinita em a.
(b) ftem uma descontinuidade infinita em b.
(c) f tem uma descontinuidade infinita em ¢, onde a < ¢ < b.

8. Enuncie o Teorema da Comparacdo para as integrais improprias.
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Teste — Verdadeiro ou Falso

Determine se a afirmacdo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por

1. Seff ti tio |~ dx = lim— |’ dx.
qué. Caso contrério, explique por que ou d& um exemplo que mostre que € falsa. e ffor continua, entdo *r**f(x) T Lf(x) o

8. A Regra do Ponto Médio € sempre mais precisa que a Regra do

1. 22+ pode ser colocado na forma A +_B |

Trapézio.
x2—4 x+2 x—2
9. (a) Toda fun¢do elementar tem uma derivada elementar.
2. X +4 pode ser colocadonaforma A + _ B+ _C (b) Toda fungio elementar tem uma primitiva elementar.
x(x2 — 4) X x+2 x-=2 .
10. Se f € continua [0, x) e .|| f (x) dx € convergente, entdo
J o f (&) dx é convergente.
X2+ 4 A B
3. X2 — 4 pode ser colocado na forma ; + . — 4 1. Se f € uma funcdo continua, decrescente em [1, ®) e
lim,— f (x) = 0, entdo J T f (x) dx € convergente.
2y A B 12. Se Jw fx) dxe fw g(x) dx sdao ambas convergentes, entdo
4, X pode ser colocado na forma 2 + . XY <
x) + g(x)] dx € convergente.
x(x2 + 4) X x>+ 4 J“ @+ 9] &

13. Se f: fx) dxe f: g(x) dx sdo ambas divergentes, entdo
. 1 7 (@) + g(x)] dx € divergente.
5. |, —* _dx=3In15 i
x2—1 14. Sef(x) <gx)e J: g(x) dx diverge, entdo [‘: f(x) dx também di-
verge.

6. JT L 4y é convergente.

)
X

Exercicios

1. Observagdo: pratica adicional nas técnicas de integragdo € for- 13. f eV dx 14. 2+2 gx
necida no Exercicio 7.5. x+2

1-40 Calcule a integral.

i 5. [ x—1 gx 6. [ sec0 dg
1 [ Gt D? gy 2 [T x 2+ 2x 226
X : (x+ 1)
2
) 050 /6 17. | xsecxtgxdx 18. X+ 83 gx
3 J‘ o sen e’ db 4. fo tsen 2t dt f 13
5. __dar 6. f? X3 In x dx
20+ 31+ 1 19, [ x+1 2. [1g°0 sec’0 do
x>+ 6x + 5
/2
1. sen® 6 cos? 0 df 8. dx . .
I J Ver =1 2 | & 2. [te"d
2 — 4x :
9. J‘ sen(Inf) gy 10. fé Varctg x dx X
t 1+ 23 | __dx 24, f e* cos x dx
x\x2 + 1 :
~ ~ 2x
n ;e -l gy 20 [ & L
N Tl—et %5 [ X -xiex—4 gy 26. fxsenxcosxdx

X+ DHE*+2)

E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador E necessario usar um sistema de computagdo algébrica



29.

31.

33.

35.

37.

39.

/2
(0 cos’x sen 2x dx

Jf X
1+ x|

“(l)n]O eNer — 1 dx
: e+ 8

‘, 2

v (4 — x2)3/2

N 1

—dx
Vx + x32

f (cos x + sen x)? cos 2x dx

‘J‘ 12 _xezx dx

(1 + 2x)?

2. | _B%Jr_l dx

-1

¢ dx
30. _—
J eNl — e

/4 n
32. f v _xsenx .
cos’x

34. f (arcsen x)? dx

% [ L1-t€b g
1+tgo

.. | 2\7_} d

(73 \to O
4. |70 MeY db

sen 26

41-50 Calcule a integral ou mostre que ela € divergente.

a.

43.

T ; dx
o(2x+ 1)
w  dx

1, dx
xInx

45, [ Inx

49,

— dx
¢ x

J‘w dx
o4+ 4x+ 5

g (7 Inx 4,
fx4 x

1

mo 52 dy

2 yl—_ 2
1 1
%. |, dx
T2 —13x
" dx
4. [
Jﬂ x> —2x

50, [© 18X gy
2

J1
X

Y
<]

51-52 Calcule a integral indefinida. [lustre e verifique se sua resposta é

razodvel, fazendo o grafico da func@o e de sua primitiva (tome C = 0).

51.

[ @2+ 2x + 2) d

5z.f 2 dx
Vx2+ 1

A 53. Trace a funcio f (x) = cos?x sen’x e use o grafico para conjec-
turar o valor da integral Jé“ f (x) dx. Entdo, calcule a integral

SCA| 54.

para confirmar sua conjectura.

(a) Como vocé calcularia ‘ xSe”*dx manualmente? (Ndo faca a

integracio.)

(b) Como vocé calcularia J x5

isso de fato.)

e~ > dx usando tabelas? (Ndo faga

(c) Use um SCA para calcular J xe dx.

(d) Trace o integrando e a integral indefinida na mesma tela.
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55-58 Use a Tabela de Integrais nas Pdginas de Referéncia para cal-

cular a integral.

55. f V4x2 — 4x —3dx 56. fcossecSt dt
57. J cos x V4 + sen2x dx 58. J __cotgx gy
V1 + 2 sen x

59. Verifique a Férmula 33 na Tabela de Integrais (a) por derivacdo
e (b) usando uma substitui¢do trigonométrica.

60. Verifique a Férmula 62 da Tabela de Integrais.

61. E possivel encontrar um nimero 7 tal que f: x"dx seja conver-
gente?

62. Para quais valores de a a integral f : e™ cos x dx € convergente?

Calcule a integral para esses valores de a.

63-64 Use (a) a Regra do Trapézio, (b) a Regra do Ponto Médio e
(c) a Regra de Simpson com n = 10 para aproximar a integral

dada. Arredonde seus resultados para seis casas decimais.

6. [ L ar 64. [ xcos x dx
Inx -
65. Estime os erros envolvidos no Exercicio 63, partes (a) e (b).

66.

67.

68.

Qudo grande deve ser n em cada caso para garantir um erro
menor que 0,00001?

Use a Regra de Simpson com n = 6 para estimar a drea sob a
curvay = e‘/xdex=1lax =4.

A leitura do velocimetro (v) em um carro foi observada em in-
tervalos de 1 minuto e registrada na tabela a seguir. Use a Regra
de Simpson para estimar a distncia percorrida pelo carro.

t (min) | v (km/h) t (min) | v (km/h)
0 64 6 90
1 67 7 91
2 72 8 91
3 78 9 88
4 83 10 90
5 86

Uma populacio de abelhas cresce a uma taxa de r(f) abelhas por
semana, sendo o grafico de r mostrado a seguir. Use a Regra de
Simpson com 6 subintervalos para estimar o aumento da popu-
lac@o de abelhas durante as primeiras 24 semanas.

12.000

8.000 / \

4.000

0 4 8 12 16 20 24 !
(semanas)
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69.

10.

n.

12

3.

14.

15.

CALCULO

(a) Se f (x) = sen(sen x), use um grafico para encontrar um li-
mitante superior para | f (x)|.

(b) Use a Regra de Simpson com n =
) g f(x) dx e use a parte (a) para estimar o erro.

10 para aproximar

(c) Qudo grande deve ser n para garantir que o tamanho do erro
ao usar S, seja menor que 0,00001?

Suponha que lhe pe¢am para estimar o volume de uma bola de fu-
tebol americano. Vocé mede e descobre que a bola tem 28 cm de
comprimento. Vocé usa um pedaco de barbante e mede a circun-
feréncia de 53 cm em seu ponto mais largo. A circunferéncia a
7 cm a partir de cada extremidade tem 45 cm. Use a Regra de
Simpson para fazer sua estimativa.

Use o Teorema da Comparagao para determinar se a integral € con-
vergente ou divergente.

1
VI — x4

(a) Jw 2 +senx dx

gERLES ® [
. f

Encontre a drea da regido delimitada pela hipérbole

y*—x*=lepelaretay = 3.

Encontre a drea da regiio delimitada pelas curvas

y=cosxey=cos’xentrex =0ex = .

Calcule a drea da regido delimitada pelas curvas
y=1Q2 +Vx),y=1/2 - \x)ex=1.

A regifio sob a curva y = cos’x, 0 < x < 77/2, é girada em torno
do eixo x. Encontre o volume do sélido obtido.

76.

1.

18.

19.

A regido do Exercicio 75 € girada em torno do eixo y. Encontre
o volume do sélido obtido.

Se f' € continua em [0, ) e lim,—.. f (x) = 0, mostre que

[2f @) dx = —=£(0)

Podemos estender nossa defini¢do de valor médio de uma fun-
¢d0 continua a um intervalo infinito definindo o valor médio de

fno intervalo [a, ©) como

1
m - f{: f(x)dx

e g

a) Calcule o valor médio de y = tg~'x no intervalo [0, ).
(a) Calcul 1 Sdio d ! i lo [0, )

®)Sef(x)=0e f: f (x) dx for divergente, mostre que o valor
médio de fno intervalo [a, ) serd lim,—.. f (x), se esse limite
existir.

(©) Sef j f (x) dx for convergente, qual o valor médio de f no in-
tervalo [a, ©)?

(d) Calcule o valor médio de y = sen x no intervalo [0, ©).
Use a substituicdo u = 1/x para mostrar que

Inx

JO 1+ x?

A intensidade da forga de repulsdo entre duas cargas pontuais

com o mesmo sinal, uma com carga 1 e outra com carga g, €

q
F = 5
4areor
onde r € a distancia entre as cargas e &) € uma constante. O po-
tencial V no ponto P devido a carga g € definido como o traba-
lho realizado para trazer uma carga unitaria para P ao longo da

reta que liga g e P. Ache uma férmula para V.
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Problemas Quentes

m Cubra a solugdo do exemplo e tente

~ - resolvé-lo sozinho.
(a) Demonstre que se f € uma funcio continua, entdo

Jouf(x) dx = foaf(a — x)dx

(b) Use a parte (a) para mostrar que

n n dx:_
o sen"x + cos"x 4

para todos os nimeros 7 positivos.

J“n’/l sen”"x T

SOLUCAO
(a) A primeira vista, a equacio fornecida parece um tanto dificil de entender. Como & possi-
vel ligar o lado esquerdo ao lado direito? As associagdes, com frequéncia, podem ser feitas por Os principios para a solugao do
meio de um dos principios de resolugdo de problemas: introduzir algo extra. Aqui o ingre-  opiema so discutidos no Capitulo 1.
diente extra € uma nova varidvel. Frequentemente pensamos na introdu¢do de uma nova va-
ridvel quando usamos a Regra de Substituicio para integrar uma fungdo especifica. Mas aquela
regra ainda € 1til na presente circunstincia, em que temos uma funcéo geral f.
Uma vez que pensamos em fazer uma substituicdo, a forma do lado direito sugere que esta
deverd ser u = a — x. Entdo, du = —dx. Quando x = 0, u = a; quando x = a, u = 0. Logo

[N Y

No entanto, essa integral do lado direito € apenas outra maneira de escrever Jg f(x) dx. Assim,
a equagdo dada estd demonstrada.

(b) Se considerarmos a integral dada como / e aplicarmos a parte (a) com a = /2, obteremos . )
Os gréficos gerados por computador na Figura 1

] J‘w/z sen"x d /2 sen"(w/2 — x) 4 tornam plausivel que todas as integrais do
= —————dax = X exemplo tenham o mesmo valor. O gréfico de
0 n n .[0 n — n — . . :
sen’x + cos’x sen (7T/2 x) + cos (77/2 x) cada integrando esta rotulado com o respectivo

Uma identidade trigonométrica bem conhecida nos diz que sen(7/2 — x) = cos x e

. valor de n.
cos(7r/2 — x) = sen x, assim, obtemos
/2 cos”x
1= j T o ax L .
0 cos"x + sen"x

Observe que as duas expressoes para I s@o muito parecidas. De fato, os integrandos tém o
mesmo denominador. Isso sugere que devemos adicionar as duas expressoes. Se fizermos isso,
obteremos

2 = JT/Z sen"x + cos"x dx — fﬁ/z 1 dx = T ps |
0 sen"x + cos"x 0 2 0= o
Portanto, I = /4. - 2
FIGURA 1
A7 1. Trés estudantes de matemdtica pediram uma pizza de 36 centimetros. Em vez de fatid-la ! !
da maneira tradicional, eles decidiram fatid-la com cortes paralelos, como mostrado na fi- O: L) : °
gura. Sendo estudantes de Matematica, eles foram capazes de determinar onde fatiar de ma- l @ |
neira que a cada um coubesse a mesma quantidade de pizza. Onde foram feitos os cortes? 9 b C{ »
ol o “, o8
2. CalculeJ P dx. - | * | @
O ataque direto seria comecar com fragdes parciais, mas isso seria brutal. Tente uma subs- |O = :
tituicdo. I I
} 14 pol |

FIGURA PARA 0 PROBLEMA 1
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cais

()

(L, 0)

o

FIGURA PARA 0 PROBLEMA 6

A4 10.

1.

412,

1
Calcule f (V1 =% = Y1 —x%)dx

0
Os centros de dois discos de raio 1 estdo separados de uma unidade. Encontre a drea da
unido dos circulos.
Uma elipse € recortada de um circulo com raio a. O maior eixo da elipse coincide com um
didmetro do circulo e o menor eixo tem comprimento 2b. Demonstre que a drea da parte
restante do circulo € a mesma que a de uma elipse com semieixos a e a — b.
Um homem inicialmente parado em um ponto O anda ao longo de um cais puxando uma
canoa por uma corda de comprimento L. O homem mantém a corda reta e esticada. O ca-
minho percorrido pela canoa € uma curva chamada tractriz e tem a propriedade de que a
corda € sempre tangente a curva (veja a figura).

(a) Mostre que se o caminho percorrido pela canoa é o grafico da funcdo y = f{x), entdo
o ay T
fo=—r=—
X X
(b) Determine a fung@o y = f{x).
Uma func@o f ¢ definida por

f(X)=f0Wcostcos(xf Ndt 0<x<2mw

Encontre o valor minimo de f.

Se n € um inteiro positivo, demonstre que
[ anxyax = (=1yn:

Mostre que
i ()
[NURES D=t

Dica: Comece mostrando que se I, denotar a integral, entdo

2%k +2
2% + 3

Ik+] k

Suponha que f seja uma fungio positiva tal que ' seja continua.

(a) Como o gréfico de y = f(x) sen nx estd relacionado ao grafico de y = f(x)? O que acon-
tece se n —> ?

(b) Faca uma conjectura para o valor do limite

lim 01 f(x) sen nx dx

baseada em gréficos do integrando.

(c) Usando integracdo por partes, confirme a conjectura que vocé fez na parte (b).
[Use o fato de que, como f’' € continua, existe uma constante M tal que
| f'(x)| <=Mpara0<x=<1]

1/t
Se 0 < a < b, encontre lirr(l) {L‘ [bx + a(1 — )] dx} .
Trace f (x) = sen(e*) e use o grafico para estimar o valor de 7 tal que |

7 f(x) dx seja md-
ximo. Entdo, calcule o valor exato de t que maximiza essa integral.

/i E necessério usar uma calculadora gréfica ou computador



13.

14.

15.

16.

2
0 x4
Icul .
Cacuefﬁ1 <1 n x6> dx
Calcule [/tg x dx.

A circunferéncia de raio 1 mostrada na figura toca a curvay = |2x| duas vezes. Determine
a drea da regido que se encontra entre as duas curvas.

Um foguete € langado verticalmente, consumindo combustivel a uma taxa constante de b
quilogramas por segundo. Seja v = v(f) a velocidade do foguete no instante ¢ e suponha
que a velocidade da emissdo de gases u seja constante. Considere M = M(f) como a massa
do foguete no tempo ¢ e observe que M decresce a medida que o combustivel queima. Se
desprezarmos a resisténcia do ar, segue da Segunda Lei de Newton que

dv
F=M=——ub
a "
em que a forca F = —Mg. Logo,
dv
M— —ub= —M,
[1] u v g

Sejam M, a massa do foguete sem combustivel, M, a massa inicial do combustivel, e

M, = M, + M,. Entdo, até ele ficar sem combustivel no tempo t = M,b, a massa serd

M= M, — bt.

(a) Substitua M = M, — bt na Equagdo 1 e isole v na equagdo resultante. Use a condi¢do
inicial ¥(0) = 0 para calcular a constante.

(b) Determine a velocidade do foguete no instante ¢ = M,/b. Esta é chamada velocidade
terminal.

(c) Determine a altura do foguete y = y(#) no tempo terminal.

(d) Encontre a altura do foguete em um instante 7 qualquer.
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