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Aplicacoes de Integracao

A Grande Piramide do Fara6 Quéops foi construida no Egito de 2580 a.C. a 2560 a.C. e foi a
estrutura mais alta feita pelo homem no mundo por mais de 3800 anos. As técnicas deste capitulo
nos permitirdo estimar o trabalho total feito na construgédo desta piramide e, portanto, fazer uma
suposi¢ao de quantos trabalhadores foram necessarios para construi-la.

Neste capitulo exploraremos algumas das aplicagdes da integral definida, utilizando-a
para calcular dreas entre curvas, volumes de sélidos e o trabalho realizado por uma forca
varidvel. O tema comum € o método geral a seguir, que € semelhante ao que foi utilizado
para determinar dreas sob curvas. Dividimos primeiro uma quantidade Q em um grande
nimero de pequenas partes. Em seguida, aproximamos cada pequena parte por uma
quantidade do tipo f(x) Ax e, portanto, aproximamos Q por uma soma de Riemann.
Entdo, tomamos o limite e expressamos Q como uma integral. Finalmente calculamos a
integral utilizando o Teorema Fundamental do Calculo ou a Regra do Ponto Médio.
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m Areas entre as Curvas

y No Capitulo 5 definimos e calculamos areas de regides sob graficos de fungdes. Aqui, usare-
y=f(x) mos as integrais para encontrar areas de regides entre graficos de duas fungdes.

Considere a regido S que se encontra entre duas curvas y = f(x) e y = g(x) e entre as retas
verticais x = a e x = b, onde f'e g sdo fungdes continuas e f (x) = g(x) para todo x em [a, b].
(Veja a Figura 1.)

S . . ~ s .
Assim como fizemos para as dreas sob as curvas na Secdo 5.1, dividimos S em » faixas de
larguras iguais e entdo aproximamos a i-€ésima faixa por um retangulo com base Ax e altura
0 il b f(xF) — g(x¥). (Veja a Figura 2. Se quiséssemos, poderiamos tomar todos os pontos de
Y=g amostrais como as extremidades direitas, de modo que x = x;.) A soma de Riemann
n
FIGURA 1 2 [f(F) = g(x)] Ax

S={x.yla<x<b g <y<fx}
é, portanto, uma aproximacdo do que intuitivamente pensamos como a drea de S.

y y
AT T
| 7] n
RN \
I
e L
‘ *
| ) =g () }\ | }} }
\ NN
a % L 1 :
o ¢ x of al I{I ]| \
~g ()| b ] L
== xF —-
Ax
FIGURA 2 (a) Retangulo tipico (b) Retangulos aproximantes

Esta aproximag@o parece tornar-se cada vez melhor quando n — oo, Portanto, definimos a
drea A da regido S como o valor-limite da soma das dreas desses retingulos aproximantes.

1] A= lim 3 [/G7) = g Ax

Reconhecemos o limite em | 1 | assim como a integral definida de f— g. Portanto, temos a
seguinte férmula para a 4rea.

@ A drea A da regido limitada pelas curvas y = f(x), y=¢g(x) e pelas retas x = a,

x = b, onde fe g sdo continuas e f (x) = g(x) para todo x em [a, b], €

A= "1 — gdx

y
Observe que, no caso especial onde g(x)=0, S € a regido sob o grafico de f e a nossa defi-
Y= I ni¢do geral de drea [ 1| se reduz a nossa definicdo anterior (Defini¢do 2 na Sec¢do 5.1).
No caso em que fe g forem ambas positivas, vocé pode ver na Figura 3 por que |2 ] € ver-
dadeira:
3 T A = [4rea sob y= f(x)] — [drea soby = g (x)]
a
b b b
= ["r@ax = |7 g dx = [ (1) = gl ax
FIGURA 3 ‘ ‘ ‘
A= f " f) dx — J‘b g(x) dx [E@TI0EN Encontre a drea da regido limitada acima por y = ¢*, limitada abaixo por y = x,

e limitada nos lados porx = 0ex = 1.

SOLUGCAD A regido é mostrada na Figura 4. A curva limitante superior € y = ¢* ¢ a curva limi-
tante inferior € y = x. Entdo, usamos a férmula da drea [2| com fix) = ', g(x) = x,a =0¢e
b=1:



1

A= jol (e* — x)dx =e* — %xz]o

e—3—1=e—15 |

Na Figura 4 desenhamos um retangulo aproximante tipico com largura Ax que nos lem-
bra o procedimento pelo qual a drea € definida em [1]. Em geral, quando determinamos uma
integral para uma 4rea, € Util esbocgar a regido para identificar a curva superior yr, a curva in-
ferior yz e um retangulo aproximante tipico, como na Figura 5. Entdo, a drea de um retangulo
tipico € (yr — ys) Ax e a equagao

. i b
A=1im Y (yr — ys) Ax = f (yr — ys) dx
n—® ;= a

resumem o procedimento de adi¢do (no sentido de limite) das dreas de todos os retangulos ti-
picos.

Observe que na Figura 5 o limite esquerdo se reduz a um ponto, enquanto na Figura 3 o
limite direito € que se reduz a um ponto. No préximo exemplo, ambos os limites laterais se
reduzem a um ponto, de modo que a primeira etapa € encontrar a € b.

[N Encontre a drea da regido delimitada pelas pardbolas y = x> e y = 2 x — x%.

SOLUCAD Primeiro encontramos os pontos de intersec¢io das pardbolas, resolvendo suas
equagdes simultaneamente. Isso resulta em x> = 2x — x? ou 2x* — 2x = 0. Portanto,
2x (x — 1) = 0, entdo x = 0 ou 1. Os pontos de interseccdo sdo (0, 0) e (1, 1).

Vemos na Figura 6 que os limites superior e inferior sdo

yr = 2x — x* e yp=x’
A érea de um retingulo tipico €

(yr — yp) Ax = (2x — x* — x*) Ax

e encontra-se entre a regido x = 0 e x = 1. Entdo, a 4rea total é

A=fl(2x—2x2)dx=2fl(x—x2)dx
0 0

N I R S A R
2 3, 2 3 3

As vezes € dificil, ou mesmo impossivel, encontrar os pontos exatos de intersec¢@o de duas
curvas. Como mostramos no exemplo a seguir, podemos usar uma calculadora grafica ou um
computador para encontrar valores aproximados para os pontos de intersec¢do e entdo pros-
seguir como anteriormente.

[ZEITE] Encontre a drea aproximada da regido limitada pelas curvas y = x/y/x2 + 1l e
4
y=x*—x

SOLUCAOD Se fossemos tentar encontrar os pontos de intersec¢do exatos, teriamos de resolver
a equacao

X
—_ — 4
Vx4 1 o x

Essa parece ser uma equag@o muito dificil de resolver exatamente (de fato, € impossivel), en-
tdo usamos uma calculadora grafica para desenhar os graficos das duas curvas na Figura 7. Um
ponto de intersecc¢do € a origem. Dando um zoom em diregdo ao outro ponto de interseccao,
descobrimos que x = 1,18. (Se € necessdria uma maior precisio, podemos usar o método de
Newton ou um método para determinacgdo de raizes, se disponivel em nossa calculadora gra-
fica.) Assim, uma aproximagao para a area entre as curvas ¢

383

APLICACOES DE INTEGRACAO
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EEEDE=
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FIGURA 8
Y=g
y=J
0‘ a b x
FIGURA 9

A= j‘l’ls [; - (x* - x)] dx
N N

Para integrar o primeiro termo, usamos a substituicdo u = x> + 1. Entéo, du = 2x dx, e quando
x = 1,18, temos u = 2,39. Logo

1 2,39d_u_ L8
A zfl fo (x* — x)dx

Ji

5 2
(LI (LI18)
5 2

=239 -1

~ (0,785 [

[0 A Figura 8 mostra curvas de velocidade para dois carros, A e B, que partem lado
a lado e se movem ao longo da mesma estrada. O que a drea entre as curvas representa? Use
a Regra do Ponto Médio para estimé-la.

SOLUCAD N6s sabemos através da Se¢do 5.4 que a drea sob a curva de velocidade A repre-

senta a distincia percorrida pelo carro A durante os primeiros 16 segundos. Da mesma

forma, a drea sob a curva B € a distancia percorrida pelo carro B durante esse periodo de

tempo. Assim, a drea entre essas curvas, que € a diferenca entre as dreas sob as curvas, € a

distancia entre os carros apds 16 segundos. Obtemos as velocidades a partir do gréfico e as
1000

convertemos em metros por segundo (1 km/h = 3¢, m/s).

t 0 2 4 6 8 10 12 14 16
V4 0 10,4 16,5 20,4 23,2 25,6 27,1 28,0 29,0
vg 0 6,4 10,4 13,4 15,5 17,1 18,3 19,2 19,8
vy — Vg 0 4,0 6,1 7,0 7,1 8,5 8,8 8,8 9,2

Aplicamos a Regra do Ponto Médio com n = 4 intervalos, de modo que At = 4. Os pon-
tos médios dos intervalos sdo 7, = 2, 1, = 6,3 = 10 e &, = 14. Estimamos a distincia entre
os carros ap0ds 16 segundos da seguinte forma:

folﬁ (04 — vg)di =~ At[4,0 + 7,0 + 8,5 + 8,8]

—4(283) = 1132 m -

Para encontrarmos a drea entre as curvas y = f (x) e y = g (x) onde f(x) = g(x) para al-
guns valores de x, mas g(x) = f(x) para outros valores de x, entdo dividimos determinada re-
gido S em vdrias regides Si, Sz, . . . com dreas Aj, Az, . . . como mostrado na Figura 9. Em se-
guida, definimos a drea da regido S como a soma das dreas das regides menores Si, S, . . .,
ouseja, A=A, + A, + - --. Uma vez que

| f(x) —g(x)| = {f(x) — g(x) onde f(x) = g(x)
g(x) — f(x) onde g(x) = f(x)

temos a seguinte expressao para A.

(3] Adreaentreascurvasy =f(x)ey =g(x)eenrex =aex=bé

A= Lb|f(x) — g(x)| dx
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Quando calculamos a integral em [3], no entanto, ainda temos que dividi-la em integrais
correspondentes a Aj, Ao, . . ..

@I Encontre a drea da regidio delimitada pelas curvasy = sen x, y = cos x, x = O e y
x = a/2. y=senx
SOLUCAD Os pontos de intersec¢io ocorrem quando sen x =cos x, isto €, quando x = /4 /
(considerando que 0 < x < 7r/2). A regido é esbocada na Figura 10. Observe que -
cos x = sen x quando 0 < x < 7/4, mas sen x = cos x quando 7/4 < x < 7r/2. Portanto, x=0 X=5
a drea requerida é

/2

A :f |cos x — sen x|dx = A; + A,
0

/4 /2
= L (cos x — sen x) dx + fm (sen x — cos x) dx FIGURA 10

= [sen x + cos x]g/4 + [—cos X — sen x]:Z

(o) o)
—2y2-2

Neste exemplo particular, poderfamos ter economizado algum trabalho por perceber que
a regido € simétrica em torno de x = /4 e, assim,

A=2A =2 LWM (cos x — sen x) dx [ |

Algumas regides sdo mais bem tratadas considerando x como uma funcéo de y. Se uma re-
gido € delimitada por curvas com equagdes x = f(y), x = g(y),y = cey = d, em que fe g sdo
continuas e f(y) = g(y) parac < y < d (veja a Figura 11), entdo sua drea &

A= fd Lf() = g(»]dy

y y
d__
dF=== Xp XR
}ay
x=g(y) x=f() T )Ay
AR~ XL
clb—_—_
c
0 X 0 X
FIGURA 11 FIGURA 12

Se escrevermos xx para o limite a direita e x, para o limite a esquerda, entdo, como ilus-
tra a Figura 12, teremos

A= f (xr — x1)dy

. A . . . N 1o
Aqui um retdngulo de aproximante tipico tem dimensdes xz — x; € Ay. L=y

I Encontre a 4rea delimitada pela reta y = x — 1 e pela pardbola y> = 2x + 6.

SOLUCAD Ao resolvermos as duas equagdes, vemos que os pontos de intersec¢do sdo
(=1, =2) e (5, 4). Isolamos x na equagdo da pardbola e observamos pela Figura 13 que as (1,-2)
curvas de fronteira a esquerda e a direita sdo

x=5y>—3 e xp=y+1
FIGURA 13
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A

-3

&

/ (-1,-2)
\

y= —\/2x+ 6

FIGURA 14

Devemos integrar entre os valores apropriados de y = —2 e y = 4. Logo,

fz (xg — x.) dy

I

Ao+ -Gy = 3)]ay
[ (a2 v+ 4)ay

() se].

—f64) +8+16—(3+2—-8)=18

y3

3

2

y
+-=—+4
5 y

1

2

OBSERVACAO Poderiamos ter encontrado a drea no Exemplo 6, integrando em relagio a x
em vez de y, mas o cdlculo € muito mais complicado. Isso significaria dividir a regido em
duas e calcular as dreas marcadas A, e A, na Figura 14. O método que usamos no Exemplo 6

€ muito mais facil.

m Exercicios

1-4 Encontre a drea da regido sombreada.
1. 2.

y y=5x—x* y -
y:\/;+2
(4,4) =2
y=< /_ 1 X
y7x+1
\ X
3. y 4, y
x=y*—4y -
(=3,3)— >
X
x=2y—y’

5-12 Esboce a regido delimitada pelas curvas indicadas. Decida
quando integrar em relacdo a x ou y. Desenhe um retdngulo aproxi-
mante tipico e identifique sua altura e largura. Entdo, calcule a area

da regido.

5 y=¢, y=x*—-1, x=-1, x=1
6. y=senx, y=x, x=m/2, x=m
. y=x, y=x

8 y=x*—-2, y=x+4

9. y=1/x, y=1ix% x=2

10. y=senx, y=2x/m, x=0

M x=1-y, x=y"—1

12 4x+y*=12, x=y

[sca] &

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

M & o] Z
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador

13-28 Esboce a regido delimitada pelas curvas indicadas e encontre sua

Z

drea.
13. y=12—-x% y=x*—6

14. y=x% y=4x— x*

15. y=¢", y=xe', x=0

16. y=-cosx, y=2 —cosx, 0<x=<2m
17. x=2y% x=4+y?

18.y=yx—-1, x—y=1

19. y=cosmx, y=4x"—1

2 x=y, y=v2—-x, y=0

2. y=tgx, y=2senx, —7/3<x< 7/3
2 y=x, x=y

23. y=cosx, y=sen2x, x=0, x=7/2
24 y=cosx, y=1—cosx, O0sxsw
25 y=1x, y=1ix, x=9

2. y=|x|, y=x*-2

2. y=1/x, y=x, y=13x, x>0

8. y=1x y=2% x+y=3 x=0

29-30 Use o cdlculo para encontrar a drea do tridngulo com os vérti-

ces dados.
29. (0,0), (3,1), (1,2
30. (0,5), (2,-2), (5,1)

31-32 Calcule a integral e interprete-a como a drea de uma regido. Es-
boce a regido.

/2
31 fO | senx — cos 2x| dx

32. f:‘\/x+2 — x| dx

necessdrio usar um sistema de computacio algébrica



33-36 Use um grafico para encontrar os valores aproximados das

coordenadas x dos pontos de intersec¢do das curvas indicadas. A se-

guir, encontre a drea aproximada da regido delimitada pelas curvas.

33. y = x sen(x?),
3. y=

y=x'
X
m, y=x5*x, x=0

3B.y=3x>—-2x, y=x—-3x+4
3. y=e¢", y=2—-x’

37-40 Represente graficamente a regifio entre as curvas e use a cal-

culadora para encontrar a drea correta até a quinta casa decimal.

37

39
40

— 2 — 42 1-2 4
y= 5 y=x 38. y=e¢" y=x
y = tgx, y=+x
y=cosx, y=x+ 2sen‘x

SCA 4

42

43

44,

45.

Use um sistema de computagio algébrica para encontrar a drea
exata da regido delimitada pelas curvas y = x°* — 6x° + 4xey = x.
Esboce a regido no plano xy definida pelas inequagdes
x —2y?>=0,1 —x — |y| = 0e encontre sua drea.

Os carros de corrida dirigidos por Chris e Kelly estdo lado a lado
na largada de uma corrida. A tabela mostra as velocidades de cada
carro (em quildometros por hora) durante os primeiros dez segun-
dos da corrida. Use a Regra do Ponto Médio para estimar quéo
mais longe Kelly vai do que Chris durante os primeiros 10 se-

gundos.

t vc UK t vc Uk
0 0 0 6 110 | 128
1 32 35 7 120 | 138
2 51 59 8 130 | 150
3 74 83 9 138 157
4 86 98 10 144 | 163
5 99 114

As larguras (em metros) de uma piscina com o formato de rim fo-
ram medidas a intervalos de 2 metros, como indicado na figura.
Use a Regra do Ponto Médio para estimar a drea da piscina.

E mostrada a seco transversal da asa de um avido. As medidas em
centimetros da espessura da asa, em intervalos de 20 centimetros,
sdo 5,8, 20,3, 26,7, 29,0, 27,6, 27,3, 23,8, 20,5, 15,1, 8,7, € 2,8. Uti-
lize a Regra do Ponto Médio para estimar a area da sec¢ao trans-
versal da asa.

——

[ 200 cm 1
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46. Se a taxa de natalidade da populac@o é b(r) = 2 200e *** pessoas

41.

48.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

89,

por ano e a taxa de mortalidade € d(f) = 1 460e %% pessoas por
ano, encontre a drea entre estas curvas para 0 < 7 < 10. O que esta
drea representa?

Dois carros, A e B, largam lado a lado e aceleram a partir do re-
pouso. A figura mostra os graficos de suas funcdes velocidade.
(a) Qual carro estard na frente ap6s 1 minuto? Explique.

(b) Qual o significado da 4rea da regido sombreada?

(c) Qual carro estard na frente ap6s 2 minutos? Explique.

(d) Estime quando os carros estardo novamente lado a lado.

v
///
AT
ALAT
|| B
0 1 2 t (min)

A figura mostra os graficos da fung@o receita marginal R’ e da fun-
¢do custo marginal C’ para um fabricante. [Lembre-se, da Secao
4.7, de que R(x) e C(x) representam as receitas e custos quando
x unidades sd@o manufaturadas. Suponha que R e C sejam medi-
das em milhares de ddlares.] Qual € o significado da drea da re-
gido sombreada? Use a Regra do Ponto Médio para estimar o va-
lor dessa quantidade.

A curva com equagdo y* = x? (x + 3) é chamada ciibica de

Tschirnhausen. Se vocé colocar essa curva em um grafico, verd

que parte dela forma um lago. Encontre a drea dentro desse laco.

Encontre a 4drea da regifo delimitada pela pardbola y = x?, pela

reta tangente a esta pardbola em (1, 1) e pelo eixo x.

Encontre o niimero b tal que areta y = b divida a regido delimi-

tada pelas curvas y = x? ¢ y = 4 em duas regides com drea igual.

(a) Encontre o nimero a tal que a reta x = a bissecte a drea sob
acurvay = 1/x3, 1 <x<4.

(b) Encontre o nimero b tal que a reta y = b bissecte a drea da
parte (a).

Encontre os valores de c tais que a drea da regifo delimitada pe-

las pardbolas y = x> — c*ey = ¢ ? — x 2seja 576.

Suponha que 0 < ¢ < 7r/2. Para qual valor de c a drea da regido

delimitada pelas curvas y = cos x,y = cos (x — ¢) e x = 0 é igual

a drea da regido delimitada pelas curvas y = cos (x — ¢), x = 7

ey=20?

Para quais valores de maretay = mxeacurvay = x/(x*> + 1) de-

limitam uma regiao? Encontre a drea da regido.
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Curva de Lorenz para os EUA em 2008
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Como € possivel medir a distribui¢do de renda entre os habitantes de um determinado pais? Uma
dessas medidas € o indice de Gini, que leva o nome do economista italiano Corrado Gini, o qual foi
o primeiro a idealizd-lo em 1912.

N6s primeiro classificamos todas as familias em um pais através da renda e, entdo, calculamos a
porcentagem de familias cuja renda € de no mdximo um percentual determinado da renda total do pafs.
Definimos a curva de Lorenz y = L(x) no intervalo [0,1] tragando o ponto (a/100, 5/100) sobre a curva
se a% das familias mais pobres recebe no maximo % da renda total. Por exemplo, na Figura 1, o ponto
de (0,4; 0,12) estd na curva de Lorenz para os Estados Unidos em 2008, pois 0s 40% mais pobres da
populagdo recebiam apenas 12% do total da renda. Da mesma forma, os 80% mais pobres da popu-
lacdo receberam 50% do total da renda, entdo o ponto (0,8; 0,5) estd na curva de Lorenz. (A curva de
Lorenz € assim denominada em homenagem ao economista norte-americano Max Lorenz.)

A Figura 2 mostra algumas curvas tipicas de Lorenz. Todas elas passam pelos pontos (0,0) e (1,1)
e sd0 concavas para cima. No caso extremo L(x) = x, a sociedade € perfeitamente igualitaria: os a%
mais pobres da populagio recebem a% do total da renda e assim todos recebem o mesmo rendimento.
A érea entre a curva de Lorenz y = L(x) e areta y = x mede o quanto a distribuicao de renda difere
da igualdade absoluta. O indice de Gini (algumas vezes chamado de coeficiente Gini ou de coe-
ficiente de desigualdade) € a drea entre a curva de Lorenz e a reta y = x (sombreada na Figura 3)
dividida pela drea abaixo de y = x.

1. (a) Mostre que o indice de Gini G € o dobro da 4rea entre a curva de Lorenz e areta y = x, ou seja,
G=2ru—uma
0

(b) Qual € o valor de G para uma sociedade perfeitamente igualitdria (todos t&ém a mesma renda)?
Qual € o valor de G para uma sociedade perfeitamente totalitdria (uma Unica pessoa recebe
todos os rendimentos)?

2. A tabela a seguir (derivada de dados fornecidos pelo Censo dos EUA) mostra valores da fun-

¢do de Lorenz para a distribui¢do de renda nos Estados Unidos para o ano de 2008.

X 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
L(x) 0,000 0,034 0,120 0,267 0,500 1,000

(a) Qual porcentagem da renda total dos EUA foi recebida pelos 20% mais ricos da populagio
em 2008?

(b) Use uma calculadora ou um computador para ajustar uma funcdo quadratica para os dados
na tabela. Represente no plano xy os pontos dos dados e o gréfico da fungdo quadratica. O
modelo quadrético se ajusta razoavelmente aos dados?

(c) Use o modelo quadratico para a func¢éio de Lorenz para estimar o indice de Gini nos Esta-
dos Unidos em 2008.

3. A tabela a seguir indica os valores da fungdo de Lorenz nos anos 1970, 1980, 1990 e 2000. Use
o método do Problema 2 para estimar o coeficiente de Gini nos Estados Unidos nesses anos e
compare com a sua resposta no Problema 2 (c). Vocé percebe uma tendéncia?

X 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
1970 0,000 0,041 0,149 0,323 0,568 1,000
1980 0,000 0,042 0,144 0,312 0,559 1,000
1990 0,000 0,038 0,134 0,293 0,530 1,000
2000 0,000 0,036 0,125 0,273 0,503 1,000

scA/4.  Um modelo poténcia, muitas vezes oferece um ajuste mais preciso que um modelo quadratico

para uma funcdo de Lorenz. Se vocé tem um computador com Maple ou Mathematica, ajuste
uma fungéo poténcia (y = ax*) com os dados do Problema 2 e a utilize para estimar o coeficiente
de Gini para os Estados Unidos em 2008. Compare com a sua resposta para as partes (b) e (c)
do Problema 2.
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Na tentativa de encontrar o volume de um sélido, nos deparamos com o mesmo tipo de pro-
blema que para calcular dreas. Temos uma ideia intuitiva do significado de volume, mas de-
vemos torna-la precisa usando o cédlculo para chegar a defini¢do exata de volume.

Comecgamos com um tipo simples de s6lido chamado cilindro (ou, mais precisamente, um
cilindro reto). Como ilustrado na Figura 1(a), um cilindro € delimitado por uma regiéo plana
B, denominada base, e uma regido congruente B, em um plano paralelo. O cilindro consiste
em todos os pontos nos segmentos de reta perpendiculares a base que unem B, a B,. Se a drea
da base € A e a altura do cilindro (distancia de B, para B») € h, entdo, o volume V do cilindro
¢ definido como

V= Ah

Em particular, se a base € um circulo com raio r, entdo o cilindro é um cilindro circular com
o volume V = 7rr*h [veja a Figura 1(b)], e se a base é um retdngulo com comprimento [ e lar-
gura w, entdo o cilindro é uma caixa retangular (também chamado paralelepipedo retangular)
com o volume V = [wh [veja a Figura 1(c)].

(a) Cilindro V=Ah (b) Cilindro circular V= 7rh (c) Caixa retangular V = [wh

Para um sélido S que ndo € um cilindro, nés primeiro “cortamos” S em pedagos e aproxi-
mamos cada parte por um cilindro. Estimamos o volume de S adicionando os volumes dos ci-
lindros. Chegamos ao volume exato de S através de um processo de limite em que o nimero
de partes torna-se grande.

Comegamos interceptando S com um plano e obtendo uma regido plana que € chamada sec-
cao transversal de S. Seja A(x) a drea da secgdo transversal de S no plano P, perpendicular
ao eixo x e passando pelo ponto x, onde a < x < b. (Veja a Figura 2. Pense em fatiar S com
uma faca passando por x e calcule a drea da fatia.) A area da seccdo transversal A(x) ird variar
quando x aumenta de a para b.

y
0 X
FIGURA 2
Vamos dividir S em n “fatias” de larguras iguais a Ax usando os planos P, P.,, ... para

fatiar o sélido. (Pense em fatiar um pedago de pdo.) Se escolhermos pontos amostrais xi* em
[xi-1, x;], poderemos aproximar a i-ésima fatia S; (a parte de S que estd entre os planos P, , e
P.)) a um cilindro com drea da base A(xj") e “altura” Ax. (Veja a Figura 3.)

FIGURA 1
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y y
0 a xl-/—‘l x;* X; b * 0 o
FIGURA 3

O volume desse cilindro é A(xf) Ax, assim, uma aproximagdo para a nossa concepgao in-
tuitiva do volume da i-ésima fatia S; &

V(S:) = A(x¥) Ax

Adicionando os volumes dessas fatias, obtemos uma aproximagao para o volume total (isto &,
0 que pensamos intuitivamente como volume):

V= Ax¥) Ax
i=1

Esta aproximac@o parece melhorar quando n — . (Pense nas fatias tornando-se cada vez mais
finas.) Portanto, definimos o volume como o limite dessas somas quando n — . Mas reco-
nhecemos o limite da soma de Riemann como uma integral definida, e dessa forma temos a
seguinte defini¢do.

Pode-se provar que esta defini¢do é
independente de como S esté situado em
relagdo ao eixo x. Em outras palavras, ndo
importa como fatiamos S com planos

Definig@o de volume Seja S um sélido que estd entre x = a e x = b. Se a area da sec¢do
transversal de S no plano P,, passando por x e perpendicular ao eixo x, € A(x), onde A

paralelos; sempre teremos o mesmo ¢ uma fun¢@o continua, entdo o volume de S €
resultado para V.

V = lim i A(xF) Ax = fb A(x) dx

n—® ;| a

Quando usamos a férmula de volume V = fab A(x) dx, é importante lembrar que A(x) € a
drea de uma secgdo transversal mével, obtida fatiando em x perpendicularmente ao eixo x.

Observe que, para um cilindro, a drea da secgéo transversal € constante: A(x) = A para todo
x. Entdo, nossa defini¢do de volume resulta em V = f: A dx = A(b — a); isso coincide com
aférmula V = Ah.

FEIGER Mostre que o volume de uma esfera de raio r é V = 5 7r°.

SOLUGCAD Se colocarmos a esfera de modo que o seu centro se encontre na origem (veja a
Figura 4), entdo o plano P intercepta a esfera em um circulo cujo raio (Teorema de Pitago-
ras) € y = 4/r? — x?. Portanto, a drea da seccio transversal é

Ax) = my? = w(r* — x?)

Usando a definicdo de volume coma = —r e b = r, temos

FIGURA 4 V= f:,A(x) dx = f_ m(r? — x?)dx

,
= 27TJ~ (r2 - xz) dx (O integrando € par.)
0



4
=3 -

A Figura 5 ilustra a defini¢@o de volume quando o sélido € uma esfera com raio r = 1. Pelo
resultado do Exemplo 1, sabemos que o volume da esfera é i, que € aproximadamente
4,18879. Aqui as fatias sdo cilindros circulares, ou discos, e as trés partes da Figura 5 mos-
tram as interpretagdes geométricas das somas de Riemann

n n
Y AG) Ax =D, w(17 — X?) Ax
i=1 i=1
quando n = 5, 10 e 20 se escolhermos os pontos amostrais x;* como os pontos médios x;. Ob-
serve que a medida que aumentamos o nimero de cilindros aproximantes, a soma de Riemann
correspondente se torna mais proxima do volume verdadeiro.

(a) Usando 5 discos, V = 4,2726 (b) Usando 10 discos, V = 4,2097

FIGURA 5 Aproximando o volume de uma esfera com raio 1

[EEZTFA Encontre o volume do sélido obtido pela rotagio em torno do eixo x da regido sob
acurvay = \/)7 de 0 a 1. Tustre a definicao de volume esbogando um cilindro aproximante
tipico.

SOLUCAD A regido € mostrada na Figura 6(a). Se fizermos a rota¢do em torno do eixo x, obte-
remos o s6lido mostrado na Figura 6(b). Quando fatiamos pelo ponto x, obtemos um disco
com raio \/; . A drea dessa seccdo transversal €

A(x) = 7(Vx ) = mx

e o volume do cilindro aproximante (um disco com espessura Ax) é
A(x) Ax = 7x Ax

O sdlido encontra-se entre x = 0 e x = 1, assim o seu volume €

! | 2w
V= fo A(x)dx = fo mxdx = 777]0 ==

APLICACOES DE INTEGRACAO

0 Visual 6.2A mostra uma
animacao da Figura b.

(c) Usando 20 discos, V = 4,1940

391
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Obtivemos uma resposta razoavel no
Exemplo 2? Para verificar o0 nosso trabalho,
vamos substituir a regido dada por um
quadrado com base [0, 1] e altura 1. Se
fizermos a rotacdo desse quadrado, obtere-
mos um cilindro com raio 1, altura 1 e
volume 77 + 12« 1 = 4. Calculamos que o
sélido dado tem metade desse volume.
Isso parece estar certo.

Visual 6.2B mostra como sélidos de
revolugdo sdo formados.

FIGURA 6 (@) (b)

2,370 Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido delimitada por
y=x%y=8,ex = 0emtorno do eixo y.

SOLUCAOD A regido € mostrada na Figura 7(a) e o solido resultante € mostrado na Figura 7(b).
Como a regido € girada em torno do eixo y, faz sentido fatiar o sélido perpendicularmente ao
eixo y e, portanto, integrar em relacdo a y. Se fatiarmos a uma altura y, obteremos um disco
circular com raio x, onde x = 3/; . Entdo, a drea da secgdo transversal em y €

A(y) = mx* = wl({y )} = my**
e o volume do cilindro aproximante mostrado na Figura 7(b) sera
A(y) Ay = my** Ay

Como o sélido encontra-se entre y = 0 e y = 8§, seu volume €

V= [lady = [ myray = aliytl =

y
y=8 |

x=0—

y=x

ou

x=1y

0 X
>
FIGURA 7 (a) (b) L

EEEON A regido R, delimitada pelas curvas y = x e y = x%, € girada ao redor do eixo x.
Encontre o volume do sdlido resultante.

SOLUCAO Ascurvasy = x e y = x” se interceptam nos pontos (0,0) e (1,1). A regido entre es-
ses pontos, o s6lido de rotacdo e a seccdo transversal perpendicular ao eixo x sdo mostrados
na Figura 8. A secgfo transversal no plano P, tem o formato de uma arruela (um anel) com
raio interno x? e raio externo x, de modo que calculamos a drea da secc@o transversal subtraindo
a area do circulo interno da area do circulo externo:

Alx) = mx? — w(x?)* = w(x* — x*)
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Portanto, temos

1

3 5
_ (! _ (! 2 4 _ | _ x| _27
74 fo A(x) dx J; m(x* — x")dx 'n'|: 3 5 :|0 5

R
(0,0) x 0 - X

FIGURAS (a) (b) © _—

[EEI0E Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regiio no Exemplo 4 em
tornodaretay = 2.

SOLUCAD O sélido e a sec¢io transversal sdo mostrados na Figura 9. Novamente, a secgio trans-
versal é uma arruela, mas dessa vez o raio interno é 2 — x € o raio externo é 2 — x2.

FIGURA 9
A drea de seccdo transversal €
Alx) = m(2 — x*)?* — w2 — x)*

de modo que o volume de S é
V= jl A(x) dx
0
1
= Wfo [(2 —x*)*— (2 — x)*]dx

=7le(x4—5x2+4x)dx
0

x° x? x|

| Ry

HEE 3 2 |,

_ 8 —
15



394

CALcuLO

Os s6lidos nos Exemplos 1 a 5 sdo todos chamados sélidos de revolucio porque sdo ob-
tidos pela rotagdo de uma regido em torno de um eixo. Em geral, calculamos o volume de um
s6lido de revolugdo usando a férmula basica da defini¢do

V= Lb A(x) dx ou V= J;d A(y) dy

e encontramos a drea da se¢fo transversal A(x) ou A(y) por uma das seguintes maneiras:

»  Se asecgdo transversal € um disco (como nos Exemplos 1 a 3), encontramos o raio do disco
(em termos de x ou y) e usamos

A = 7 (raio)?
= Se a seccdo transversal € uma arruela (como nos Exemplos 4 e 5), encontramos o raio in-

terno riy € O raio externo re a partir de um esboco (como nas Figuras 8, 9 e 10), e calcu-
lamos a area da arruela subtraindo a area do disco interno da area do disco externo:

A = 77 (raio externo)® — a7 (raio interno)?

| §

int

Fext

FIGURA 10
O préximo exemplo ilustra melhor o procedimento.

[EEINI Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido no Exemplo 4 em
torno daretax = —1.

SOLUCAD A Figura 11 mostra uma secgio transversal horizontal. E uma arruela com raio in-
terno 1 + y e raio externo 1 + \/)7 ; assim, a area de seccdo transversal é

A(y) = 7 (raio externo)® — 7 (raio interno)>

(1 +y)— a1 + yp?

O volume é

v=[lamdy = a [ [0+ VP =+ y2]ay

4y3/2 2 31! -
=7Tf01(2\/§—y—y2)dy=77[ : —L—L] =5

3 2 3



FIGURA 11

Agora encontraremos os volumes de dois sélidos que ndo sdo sélidos de revolugdo.

[EEINFA A Figura 12 mostra a forma de um sélido com base circular de raio 1. Seccdes
transversais paralelas perpendiculares a base sdo tridngulos equildteros. Ache o volume do
sélido.

SOLUCAO Vamos considerar o circulo como x> 4+ y? = 1. O s6lido, a sua base e uma secgo trans-
versal tipica a uma distincia x da origem sdo mostrados na Figura 13.
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Visual 6.2C mostra como o sélido

na Figura 12 é gerado.

)

)

|

(il

{
I
il
FIGURA 12 FIGURA 13

Gréfico gerado por computador
do soélido descrito no Exemplo 7

i )
‘\“\‘ ““‘

i

(a) O solido (b) Sua base

Como B encontra-se no circulo, temos y = /1 — x?2 e, assim, a base do tridngulo ABC sera
|AB| = 24/1 — x*.Como o tridngulo € equildtero, vemos a partir da Figura 13(c) que sua al-
tura é \/5 y= \/37 /1 — x2. A drea da seccdo transversal €, portanto,

A)=12-2J1 —x2 - 31 —x2 =3 (1 —x?)

e o volume do sélido €

V= f_ll A(x)dx = f_l] V3 (1 — x¥)dx

=2f01\/§(1—x2)dx=2\/§|:x—%3] =ﬂ [

0

23|45k Encontre o volume de uma piramide de base quadrada com lado L e cuja altura
seja h.

SOLUCAO Colocamos a origem O no vértice da piramide € o eixo x ao longo do seu eixo cen-
tral, como mostrado na Figura 14. Qualquer plano P, que passa por x e € perpendicular ao eixo
x intercepta a piramide em um quadrado com lado de comprimento s. Podemos expressar s em
termos de x observando que, pelos tridngulos semelhantes na Figura 15,

(c) Seccao transversal
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FIGURA 16

30°

N y=16 —x?

A y

FIGURA 17

x_s2_ s
h L/2 L
de modo que s = Lx/h. [Outro método € observar que a reta OP tem uma inclina¢do de L/(2h)
e dessa forma a sua equacdo € y = Lx/(2h).] Portanto, a drea da sec¢o transversal €
2

L
Alx) = s> = sz

/
0 : 0 ij :

FIGURA 14 FIGURA 15

A piramide estd entre x = 0 e x = A, entdo o seu volume é

h n L ) 3| h
V—fo A(x)dx = e dx—ﬁ? 0—

OBSERVACAO Nio precisamos colocar o vértice da pirimide na origem no Exemplo 8. N6s
o fizemos meramente para tornar as equagdes mais simples. Se, em vez disso, tivéssemos co-
locado o centro da base na origem e o vértice no semieixo positivo y, como na Figura 16, vocé
pode verificar que terfamos obtido a integral

0 L s L’h
V—foﬁ(h—y) dy ==~

[ZEI0F] Uma cunha € cortada a partir de um cilindro circular de raio 4 por dois planos.
Um plano € perpendicular ao eixo do cilindro. O outro intercepta o primeiro com um angulo
de 30° ao longo de um didmetro do cilindro. Encontre o volume da cunha.

SOLUCAD Se colocarmos o eixo x ao longo do didmetro onde os planos se encontram, entdo a base
do sélido € um semicirculo com a equagdo y = /16 — x2, —4 < x < 4. Uma sec¢io trans-
versal perpendicular ao eixo x a uma distancia x da origem € um tridngulo ABC, como mostrado
na Figura 17, cuja base é y = /16 — x? e cuja altura é |BC| = ytg 30° = /16 — x2/\/3.
Portanto, a drea da secgdo transversal €

16 — x?

L 2.L 2=
A(x) = 34/16 — x \/g\/16 x NG

e o volume €

4 16 — x*

V= J‘; A(x) dx = J‘74 W dx

L 2 _ 1 _x_34
=fj° (16 — x*)dx = ﬁ[mx 3]0

128
33

Para outro método, consulte o Exercicio 62. [ |
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1-18 Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo da regido de-
limitada pelas curvas dadas em torno das retas especificadas. Esboce
a regido, o s6lido e um disco ou arruela tipicos.

1. y=2-— %x, y=0, x=1, x=2; emtorno do eixo x
y=1—x%y=0;em torno do eixo x

y=1/x, x=1, x=2, y=0; em torno do eixo x

y = m, y=0, x=2, x=4; emtorno do eixo x
x = 2[, x=0, y=9; emtorno do eixoy

y=Inx, y=1, y=2, x=0; emtornodo eixoy
y=2x% y=ux, x=0; em torno do eixo x

1 .
y=3x, y=5—1x% emtorno do eixo x

© e NS G R wN

y>=x, x=2y; emtorno do eixoy

-
(=]

. y=1x% x=2, y=0; em torno do eixoy

-
-

.y=x, x=y% emtornodey =1

12 y=¢% y=1,x=2; emtornodey =2

13. y=1+secx, y=3; emtornodey =1

14. y=senx, y=-cosx, 0 =x =7/4; emtornodey = —1
15. x=y% x=1; emtornodex =1

16. y =x, y = /x; emtornodex =2

17. y=x> x=y% emtomodex = —1

18. y=x, y=0, x=2, x=4; emtornodex =1

19-30 Veja a figura e encontre o volume gerado pela rotacdo da regido
ao redor da reta especificada.

y
o, 1) B(l, 1)
R,
y=x
R, R,
0 AL0) X

19. %R, em torno de OA 20. R, em torno de OC
21. R, em torno de AB 22. R, em torno de BC
23. R, em torno de OA 24. R, em torno de OC
25. R, em torno de AB 26. R, em torno de BC
21. R3 em torno de OA 28. R; em torno de OC
29. R; em torno de AB 30. %R; em torno de BC

31-34 Encontre uma integral para o volume do sélido obtido pela ro-
tacdo da regifio delimitada pelas curvas dadas sobre a reta especifi-
cada. Em seguida, use a calculadora para determinar a integral com
precisdo de cinco casas decimais.

2
2

Ny=¢e" y=0,x=-1, x=1
(a) em torno do eixo x (byemtornodey = —1

M & Py 4
E necessdario usar uma calculadora grafica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

32. y=0, y=cos’x, — w2 =x=7/2
(a) em torno do eixo x (b)emtornodey = 1
B4 =4

(a) em torno dey = 2 (b) em torno de x = 2

Ny=x F+y =1 y=0

(a) em torno do eixo x (b) em torno do eixo y

35-36 Use um grafico para encontrar os valores aproximados das coor-

denadas x dos pontos de intersecc@o das curvas indicadas. Em seguida,
use a calculadora para encontrar (aproximadamente) o volume do s6-
lido obtido pela rota¢do em torno do eixo x da regido delimitada por
essas curvas.

3/ y=2+x*cosx, y=x*+x+1

36. y=3sen(x?), y=e"*+ ¥

37-38 Use um sistema de computagao algébrica para achar o volume

exato do sélido obtido pela rotagio da regido delimitada pelas curvas
dadas em torno da reta especificada.

3. y=sen’x, y=0,0<sx< 7, emtornodey= —1
1-x/2.

38. y=1x, y=1xe emtornodey = 3

39-42 Cada integral representa o volume de um sélido. Descreva o s6-

lido.

39, wfﬁsenxdx 40. n'fl (1 —y)dy
0 -1

. wjol O* = y%) dy 42. wfo”/z [(1 + cosx? — 12 dx

43. Uma tomografia computadorizada produz vistas de seccdes trans-
versais igualmente espagadas de um 6rgdo humano, as quais for-
necem informacgdes sobre esse 6rgdo que, de outra maneira, sé se-
riam obtidas por cirurgia. Suponha que uma tomografia
computadorizada de um figado humano mostre secgdes trans-
versais espagadas por 1,5 cm. O figado tem 15 cm de compri-
mento e as dreas das secgdes transversais, em centimetros qua-
drados, sdo 0, 18, 58, 79, 94, 106, 117, 128, 63, 39 ¢ 0. Use a
Regra do Ponto Médio para estimar o volume do figado.

44. Um tronco de 10 m de comprimento € cortado a intervalos de 1
m e as suas dreas de seccdo transversal A (a uma distancia x da
extremidade do tronco) estdo listadas na tabela. Use a Regra do
Ponto Médio com n = 5 para estimar o volume do tronco.

x (m) A (m?) x (m) A (m?)
0 0,68 6 0,53
1 0,65 7 0,55
2 0,64 8 0,52
3 0,61 9 0,50
4 0,58 10 0,48
5 0,59

E necessario usar um sistema de computagao algébrica
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45. (a) Se a regido mostrada na figura for girada em torno do eixo x
para formar um sdlido, use a Regra do Ponto Médio, com
n = 4, para estimar o volume do sélido.

y
4
0 2 4 6 8 10 x

(b) Estime o volume se a regido for girada em torno do eixo y. No-
vamente use a regra do ponto médio com n = 4.

46. (a) Um modelo para a forma do ovo de um pdssaro € obtido gi-

rando, em torno do eixo x, a regido sob o grafico de

f(x) = (ax® + bx> + cx + d)4/1 — x?

Use um SCA para encontrar o volume deste ovo.

(b) Para uma certa espécie de pdssaro, a = —0,06, b = 0,04,
¢ =0,1,ed = 0,54. Trace o gréifico de f'e encontre o volume
de um ovo desta espécie.

47-59 Encontre o volume do sélido S descrito.
47. Um cone circular reto com altura 4 e base com raio r.
48. Um tronco de um cone circular reto com altura /, raio da base in-

ferior R e raio de base superior r.

49. Uma calota de uma esfera de raio r e altura A.

IL

50. Um tronco de piramide com base quadrada de lado b, topo qua-
drado de lado a e altura A.

O que acontece se a = b ? O que acontece sea = 0 ?
51. Uma piramide com altura 4 e base retangular com lados b e 2b.
52. Uma piramide com altura / e base triangular equildtera com lado
a (um tetraedro).

53. Um tetraedro com trés faces perpendiculares entre si e as trés ares-
tas perpendiculares entre si com comprimentos de 3 cm, 4 cm e
5cm.

54. A base de S € um disco circular com raio r. As secc¢des transver-
sais paralelas, perpendiculares a base, sdo quadradas.

55. A base de S é uma regifo eliptica delimitada pela curva 9x> + 4y?
= 36. As seccdes transversais perpendiculares ao eixo x sdo
tridngulos isésceles retos com hipotenusa na base.

56. A base de S € aregido triangular com vértices (0,0), (1,0), e (0,1).
As secgdes transversais perpendiculares ao eixo y s@o tridngulos
equildteros.

57. A base de S € a mesma base do Exercicio 56, mas as secgdes trans-
versais perpendiculares ao eixo x sdo quadradas.

58. A base de S € aregido delimitada pela pardbolay = 1 — x% e pelo
eixo x. As secgdes transversais perpendiculares ao eixo y sdo qua-
dradas.

59. A base de S € a mesma base do Exercicio 58, mas as secgdes trans-
versais perpendiculares ao eixo x sdo triangulos isdsceles com al-
tura igual a base.

60. A base de S € um disco circular com raio 7. As sec¢oes transver-
sais paralelas, perpendiculares a base, sdo tridangulos isdsceles de
altura h e lado desigual na base.

(a) Estabeleca uma integral para o volume de S.
(b) Interpretando a integral como uma area, encontre o volume
de S.
61. (a) Escreva uma integral para o volume de um foro sélido (o s6-
lido com formato de rosquinha da figura) com raios r e R.
(b) Interpretando a integral como uma area, encontre o vo-

lume do toro.

N/
\ \>/

~—

|‘—Rjé'_|\
o
\

62. Resolva o Exemplo 9 tomando sec¢des transversais paralelas a
reta de intersec¢do dos dois planos.

63. (a) O Principio de Cavalieri afirma que, se uma familia de planos

paralelos produzem 4reas de seccdo transversal iguais para

dois sélidos S; e S, entdo os volumes de S, e S, sdo iguais. De-

monstre esse principio.
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(b) Use o Principio de Cavalieri para encontrar o volume do ci- 67. Um buraco de raio r & perfurado pelo meio de um cilindro de raio

lindro obliquo mostrado na figura. R > r com angulo reto em relagdo ao eixo do cilindro. Encontre,
mas ndo calcule, uma integral para o volume cortado.

I 68. Um buraco de raio r € perfurado através do centro de uma esfera

‘ de raio R > r. Encontre o volume da por¢io remanescente da es-
fera.

69. Alguns dos pioneiros do cdlculo, como Kepler e Newton, foram
inspirados pelo problema de encontrar os volumes de barris de vi-

nho. (De fato, Kepler publicou um livro em 1615, Stereometria
doliorum, dedicado aos métodos para encontrar os volumes de
64. Encontre o volume comum de dois cilindros circulares, cada um barris.) Eles frequentemente aproximavam a forma dos lados por
parébolas.

(a) Um barril com altura A e raio maximo R € construido pela ro-

com raio r, se os eixos dos cilindros se interceptam em angulos
retos.

tagio ao redor do eixo da pardbola y =R — cx?
—h/2 < x < h/2, onde ¢ é uma constante positiva. Mostre
que o raio de cada extremidade do barril é r = R — d, onde
d = ch?/4.

(b) Mostre que o volume delimitado pelo barril é

y - — V =3mh(2R* + r* — 3d?)

65. Encontre o volume comum de duas esferas, cada qual com raio 70. Suponha que a regido % tenha drea A e esteja acima do eixo x.

r, se o centro de cada esfera estd na superficie da outra esfera. Quando 9t € girada em torno de eixo x, ela gera um sélido com

66. Uma tigela tem a forma de um hemisfério com didmetro de 30 cm. volume Vi. Quando R € girada em torno da reta y = —k (onde

Uma bola pesada com didmetro de 10 cm € colocada dentro da ti- k € um nimero positivo), ela gera um sélido com volume V>. Ex-

gela, e depois despeja-se dgua até uma profundidade de & centi- presse V> em termos de Vi, ke A.

metros. Encontre o volume de dgua na tigela.

m Volumes por Cascas Cilindricas

Alguns problemas de volume sdo muito dificeis de lidar pelos métodos da se¢@o anterior. Por

exemplo, vamos considerar o problema de encontrar o volume de um sélido obtido pela rota- y

¢do em torno do eixo y da regido delimitada por y =2x> — x*e y = 0. (Veja a Figura 1.) Se a y=2x*—x*
fatiarmos perpendicularmente ao eixo y, obteremos uma arruela. No entanto, para calcularmos 14

0s raios interno e externo da arruela, terfamos de resolver a equacéo cibica y =2x*> — x3 para x =7 xg="?

x em termos de y, o que nao € facil.
Felizmente, existe um método chamado método das cascas cilindricas, que € mais fécil
de usar em casos como esse. A Figura 2 mostra uma casca cilindrica com raio interno ry, raio

externo r», € altura h. Seu volume V € calculado subtraindo-se o volume V) do cilindro interno 0 5
do volume V, do cilindro externo: =
V=V,—Vi=mrih — mrth = w(r} — rdh FIGURA 1

r2+

=a(r,+r)rn—rn)h= 27T—rlh(r2 —r)
Se fizermos Ar = r, — ri (aespessura da casca) e r = %(rz + r1) (o raio médio da casca), en- d

tao a férmula para o volume de uma casca cilindrica se torna

E] V = 2arh Ar g L
/P///’ \\\\\‘J\\
. N //
e pode ser memorizada como T~

V = [circunferéncia][altura][espessura]. FIGURA 2



400 CALCULO

Agora, considere S o sé6lido obtido pela rotagdo em torno do eixo y da regido limitada por
y = f(x) [onde f(x) = 0],y =0,x =aex = b,onde b > a = 0. (Veja a Figura 3.)

y=f)
/

FIGURA 3

Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos [x;-1, x; | de mesma largura Ax e conside-
ramos x; o ponto médio do i-ésimo subintervalo. Se o retAngulo com base [x;—1, x; | € altura f(X;)
¢ girado ao redor do eixo y, entéo o resultado € uma casca cilindrica com raio médio x;, altura
f(x;) e espessura Ax (veja a Figura 4), assim, pela Férmula 1 seu volume €é

Vi= Qux;)[f(x:)]Ax

FIGURA 4

Portanto, uma aproximagéio para o volume V de S € dada pela soma dos volumes dessas cascas:

V=X V,=2mxf(x)Ax
i=1 i=1

Essa aproximacdo parece tornar-se melhor quando n — . Mas, pela defini¢do de uma inte-
gral, sabemos que

lim S, 277, (%) Ax = f " 2axf(x) dx

n—ow ._

Entdo, a seguinte defini¢do parece plausivel:

@ O volume do sélido na Figura 3, obtido pela rotagdo em torno do eixo y da regido
sobacurvay = f(x) de a até b, é

V=f”27rxf(x)dx onde 0 < a < b

O uso do argumento das cascas cilindricas faz a Férmula 2 parecer razoavel, porém mais
tarde seremos capazes de demonstra-la (veja o Exercicio 71 na Secdo 7.1).

A melhor maneira para se lembrar da Férmula 2 € pensar em uma casca tipica, cortada e
achatada como na Figura 5, com raio x, circunferéncia 27x, altura f(x) e espessura Ax ou dx:

[ em 0l

a
circunferéncia altura espessura



27X

FIGURA 5

Esse tipo de argumento serd util em outras situacdes, tais como quando giramos em torno
de outras retas além do eixo y.

[EEZGEN Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno do eixo y da regido de-
limitada pory = 2x2 — x*e y = 0.

SOLUCAO Do esbogo da Figura 6, vemos que uma casca tipica tem raio x, circunferéncia 2 mx
e altura f(x) = 2x* — x°. Entdo, pelo método das cascas, o volume &

_ (7 23 _ 2 3 4
1% fo Q2mx)(2x* — x°)dx 27Tj0 (2x° — x*) dx

= 2nliet — Ll = 2m(s — 2) = ¥

Pode-se verificar que o método das cascas fornece a mesma resposta que o método das fa-
tias. |

FIGURA 7

OBSERVACAO Comparando a solu¢do do Exemplo 1 com as observagdes no comego desta
secdo, vemos que o método das cascas cilindricas € muito mais pratico que o método das ar-
ruelas para este problema. Nao tivemos de encontrar as coordenadas do méaximo local e ndo
tivemos de resolver a equacdo da curva para x em termos de y. Contudo, utilizar os métodos
da se¢do anterior em outros exemplos pode ser mais facil.

[T Encontre o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo y da regido
entrey =xey = x>

SOLUCAO A regidio e uma casca tipica sdo mostradas na Figura 8. Vemos que a casca tem raio
x, circunferéncia 27rx e altura x — x2. Assim, o volume é

V= jol Qmx)(x — x*) dx = 27'rf01 (x* = x¥) dx

Pl L
=r| = - | == -
3 4|, 6
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FIGURA 6

A Figura 7 mostra o gréfico gerado pelo
computador do sélido do qual calculamos o
volume no Exemplo 1.

y
y=x
y=x’
I altura da
\ casca = x — x*
0 J'r X
o

FIGURA 8
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Como mostra o exemplo a seguir, o0 método das cascas funciona tdo bem quanto se girar-
mos em torno do eixo x. N6s simplesmente temos que desenhar um diagrama para identificar
o raio e a altura da casca.

[E@TINE] Use cascas cilindricas para encontrar o volume do sélido obtido pela rotacdo em

torno do eixo x da regido sobacurvay = /x de O até 1.
altura da casca=1—y’ & Y \/_

SOLUCAOD Este problema foi resolvido utilizando os discos no Exemplo 2 da Seg¢do 6.2. Para o
uso de cascas, reescrevemos a curva y = /x (na figura daquele exemplo) como x = y” na Fi-

yT gura 9. Pela rotagdo em torno do eixo x vemos que uma casca tipica tem raio y, circunferén-
2 =1 3 2 : <
x=y raio da x cia27ry e altura 1 — y~. Assim, o volume é
casca =y
l (\ V_J‘l(z )(1 z)d_2 J‘l( 3)d:2ﬂ.i_il:1
0 | v X - o my y y = 4T 0 y y y 2 4 . 2
Neste exemplo, o método do disco foi mais simples. [ |
FIGURA 9
@0 Encontre o volume do sélido obtido pela rotacio da regido delimitada por
y=x— x*ey = 0em torno daretax = 2.
SOLUCAD A Figura 10 mostra a regifio e a casca cilindrica formada pela rota¢do em torno da
retax = 2. Esta tem raio 2 — x, circunferéncia 277(2 — x) e altura x — x2.
y
y=x—x2
/
0 X
FIGURA 10

O volume do solido dado €

V= fol 2712 — x)(x — x}) dx = ZWJOI (x® — 3x% + 2x) dx

4 1
—or| -t =2 -
4 o 2

m Exercicios

1. Considere S o sélido obtido pela rotacio da regido mostrada na
figura em torno do eixo y. Explique por que € complicado usar fa-

tias para encontrar o volume V de S. Esboce uma casca de apro-
ximagao tipica. Quais sdo a circunferéncia e a altura? Use cascas
para encontrar V.

9 L. L 2 L. . ~ -
E necessario usar uma calculadora gréafica ou computador E necessdrio usar um sistema de computagio algébrica

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



2. Considere S o sélido obtido pela rota¢do da regido mostrada na
figura em torno do eixo y. Esboce uma casca cilindrica tipica e en-
contre sua circunferéncia e altura. Use cascas para encontrar o vo-
lume S. Vocé acha que esse método € preferivel ao fatiamento?
Explique.

y=sen(x?)

t

0 \/; X

3-7 Use o método das cascas cilindricas para achar o volume gerado
pela rotagdo da regido delimitada pelas curvas em torno do eixo y.
3. y=1/x, y=0, x=1, x=2

y=x% y=0 x=1

y=e’x2, y=0, x=0, x=1

y=4x—x% y=x

NS s

y=2x% y=06x—2x

8. Considere V o volume do sélido obtido pela rotagéio em torno do
eixo y da regido delimitada por y = v/x e y = x7 Encontre V pelo
fatiamento e por cascas cilindricas. Em ambos os casos, desenhe
um diagrama para explicar seu método.

9-14 Use o método das cascas cilindricas para encontrar o volume do

s6lido obtido pela rotagdo da regidio delimitada pelas curvas dadas em

torno do eixo x.

9. xy=1, x=0, y=1, y=3

10. y=x, x=0, y=2

My=x% y=8 x=0

122 x=4y* -y, x=0

Bx=1+(H-27% x=2

W x+y=3 x=4—(y— 17

15-20 Use o método das cascas cilindricas para achar o volume gerado
pela rotagdo da regido delimitada pelas curvas dadas em torno do eixo

especificado.
15. y=x* y=0, x=1; emtornodex =2
16. y=+/x, y=0, x=1; emtornodex= —1

17. y=4x — x>, y=23; emtornodex =1
18. y=x% y=2—x% emtornodex = 1
19. y=x°, y=0,x=1; emtornodey = 1

2.y=x"+1,x=2; emtornodey= —2

21-26

(a) Escreva uma integral para o volume do sélido obtido pela rotagdo
da regido delimitada pelas curvas dadas em torno do eixo espe-
cificado.

(b) Use sua calculadora para determinar a integral com precisdo de
cinco casas decimais.

21. y=xe ", y =0, x = 2; em torno do eixo y

2. y=tgx, y=0, x=m/4; emtornodex = 7/2

23. y =cos’x, y= —cos*x; — /2 <x=m/2; em torno de
X =1

2. y=1x, y=2x/(1+x); emtornodex= — 1

25. x=+/seny, O<y=<m, x=0; emtornodey =4

APLICACOES DE INTEGRACAO 403

26. x> —y>=7,x=4; emtornodey =75

2]. Use a Regra do Ponto Médio com n = 5 para estimar o volume
obtido pela rotagcdo em torno do eixo y da regido sob a curva
y=4/1+x3,0sx=<1.

28. Se aregido mostrada na figura for girada em torno do eixo y para
formar um sélido, use a Regra do Ponto Médio, com n = 5, para
estimar o volume do sélido.

y

0 2 4 6 8 10 *

29-32 Cada integral representa o volume de um sélido. Descreva o s6-
lido.

29. j: 27> dx 30. 27 J~2

y
—d
01+ y? Y

31. fo' 273 — y)(1 — y?) dy

32, foﬁm 27 (m — x)(cos x — sen x) dx

/4] 33-34 Use um grafico para encontrar os valores aproximados das coor-

denadas x dos pontos de interseccdo das curvas indicadas. A seguir,
use essa informagdo para estimar o volume do sélido obtido pela ro-
tagdo em torno do eixo y da regido delimitada por essas curvas.
B.y=e", y=+x +1

N y=x*—-x+1, y=—x*+4x—-1

35-36 Use um sistema de computacdo algébrica para achar o volume

exato do sélido obtido pela rotagao da regido delimitada pelas curvas
dadas em torno da reta especificada.

35. y =sen’x, y =sen’x, 0 < x < 7; emtornodex = /2
3. y=x’senx, y=0, 0Sx <, emtornodex = —1

37-43 A regido delimitada pelas curvas dadas € girada em torno do
eixo especificado. Ache o volume do sélido resultante por qualquer
método.

37. y= —x*+ 6x — 8, y = 0; em torno do eixo y

38. y = —x>+ 6x — 8, y = 0; em torno do eixo x

39. y» — x* =1, y = 2;em torno do eixo x

40. y* — x* =1, y = 2; em torno do eixo y

4. x* + (y — 1)> = 1; em torno do eixo y

42. x=(y — 3% x=4;emtornodey = 1
83.x=@y—-14x—1=1,emtornodex = — 1

44. Considere T a regifo triangular com vértices (0,0), (0,1) e (1,2),
e considere V o volume do sélido obtido quando T € girado em
torno da reta x = a, onde a > 1. Expresse a em termos de V.

45-47 Use cascas cilindricas para encontrar o volume do sélido.

45. Uma esfera de raio r.

46. O toro sélido do Exercicio 61 da Segdo 6.2.
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47. Um cone circular reto com altura % e base com raio r. um buraco com raio r através do centro de uma esfera com raio

R e expresse a resposta em termos de A.

48. Suponha que vocé faga anéis para guardanapos perfurando bura-

cos com diferentes didmetros através de duas bolas de madeira (as
quais também tém diferentes didmetros). Vocé descobre que am-
bos os anéis de guardanapo t€m a mesma altura i, como mostrado

na figura.

(a) Faga uma conjectura sobre qual anel tem mais madeira.
(b) Verifique o seu palpite: use cascas cilindricas para calcular o
volume de um anel de guardanapo criado pela perfuracdo de

m Trabalho

i

O termo frabalho € usado na linguagem cotidiana significando a quantidade de esforgo neces-
sdria para executar uma tarefa. Na fisica esse termo tem um significado técnico que depende do
conceito de forca. Intuitivamente, voc€ pode pensar em forca como descrevendo um empurrar
ou puxar sobre um objeto — por exemplo, um empurrio horizontal em um livro sobre uma mesa
ou a ac¢do da gravidade terrestre sobre uma bola. Em geral, se um objeto se move ao longo de
uma reta com fung@o de posi¢ao s(7), entdo a forca F no objeto (na mesma direcéio) € definida
pela Segunda Lei de Newton do Movimento como o produto de sua massa m pela sua acelera-
cdo:

d*s
m F=m?.

No Sistema Métrico Internacional (SI), a massa € medida em quilogramas (kg), o deslocamento
em metros (m), o tempo em segundos (s) e a forca em newtons (N = kg-m/s*). Entdo, uma
forca de 1 N atuando em uma massa de 1 kg produz uma aceleragio de 1 m/s?. No sistema usual
norte-americano, a unidade de forca escolhida € a libra.

No caso de acelerag@o constante, a forca F' também € constante, e o trabalho feito € defi-
nido pelo produto da forca F pela distancia d na qual o objeto se move:

(2] W =Fd trabalho = forca X distancia

Se F é medida em newtons e d, em metros, entdo a unidade para W é o newton-metro, que é
chamada joule (J). Se F € a medida em libras e d, em pés, entdo a unidade para W ¢ libra-pé
(Ib-pé), que equivale a cerca de 1,36 J.

EXEMPLO 1

(a) Quanto trabalho € exercido ao se levantar um livro de 1,2 kg do chéo até uma carteira de
altura 0,7 m? Considere que a aceleragdo da gravidade € g = 9,8 m/s”.
(b) Quanto trabalho € feito levantando-se um peso de 20 1b a uma altura de 6 pés do chdo?

SOLUCAQ
(a) A forca exercida € igual e oposta a forga exercida pela gravidade. Entao, a Equacgao 1 for-
nece

F=mg=(1,2)9,8) = 11,76 N
e a Equacdo 2 nos da o trabalho executado como
W= Fd = (11,76)(0,7) = 8,27
(b) Aqui a forga dada € F = 20 lb, portanto o trabalho executado é

W= Fd =206 =120 lb-pé



Observe que no item (b), ao contrario da parte (a), ndo tivemos de multiplicar por g por-
que nos foi dado o peso (que ja € forca) e ndo a massa do objeto. [

A Equagio 2 define trabalho desde que a forga seja constante. Mas o que acontece se a forca
for varidvel? Suponha que o objeto se mova ao longo do eixo x na dire¢io positiva de x = a
para x = b, e em cada ponto x entre a € b uma for¢a f(x) atue no objeto, onde f¢ uma fungio
continua. Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos com extremidades xg, x, ..., X, €
larguras iguais a Ax. Escolhemos o ponto amostral x* no i-€simo subintervalo [x;—;, x;]. En-
tdo, a forga naquele ponto € f(x¥). Se n € grande, entdo Ax € pequeno, e como f € continua,
os valores de f ndo variam muito ao longo do intervalo [x;—;, x;]. Em outras palavras, f € pra-
ticamente constante no intervalo e, entdo, o trabalho W; que € executado a partir do movimento
da particula de x;-, para x; € determinado aproximadamente pela Equacéo 2:

W; =~ f(xF) Ax

Portanto, podemos aproximar o trabalho total por
@ W= Y f(xF) Ax
i=1

Parece que a aproximagao torna-se cada vez melhor quando n aumenta. Portanto, definimos
o trabalho feito no movimento de um objeto de a para b como o limite dessa quantidade
quando n — . Como o lado direito de |3 | ¢ uma soma de Riemann, reconhecemos seu limite
como uma integral definida e, entdo,

n—ow _

[4] W = lim En:f(x?‘) Ax = fbf(x) dx

[EEETF Quando uma particula estd localizada a uma distancia de x metros da origem,
uma forca de x* + 2x newtons age sobre ela. Quanto trabalho é realizado movendo-a de x = 1
para x = 3?

3 X P50
SOLUCAO W= j‘]" (x* + 2x) dx = 3 + x2] =5

O trabalho feito & de 165 J. _—

No préximo exemplo usamos uma lei da fisica: a Lei de Hooke afirma que a forca ne-
cessdria para manter uma mola esticada x unidades além do seu comprimento natural € pro-
porcional a x:

f(x) = kx

onde k € uma constante positiva (chamada constante da mola). A Lei de Hooke vale desde
que x ndo seja muito grande (veja a Figura 1).

[EEITE] Uma forca de 40 N € necessdria para segurar uma mola que foi esticada do seu
comprimento natural de 10 cm para um comprimento de 15 cm. Quanto trabalho € feito esti-
cando-se a mola de 15 cm para 18 cm?

SOLUCAO De acordo com a Lei de Hooke, a for¢a necessdria para manter uma mola esticada
x metros além do seu comprimento natural € f(x) = kx. Quando a mola € esticada de 10 cm
para 15 cm, a quantidade esticada € 5 cm = 0,05 m. Isso significa que f(0,05) = 40, assim

0,05k = 40 k = 75 = 800

Portanto, f(x) = 800x e o trabalho realizado para esticar a mola de 15 cm para 18 cm €

APLICACOES DE INTEGRACAO
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1
superficie
sem atrito

(a) Posicdo natural da mola

405

(b) Posigdo esticada da mola

FIGURA 1
Lei de Hooke
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x*l

B>
=

100 +

x [T
FIGURA 2

Se tivéssemos colocado a origem na
extremidade do cabo e o eixo x apontando
para cima, terfamos obtido

W= J;“’“ 2(100 — x) dx

que nos da a mesma resposta.

10

FIGURA 3

5 7008
0,08 X
W= f 800x dx = 800 —]
0,05

0,05

— 400[(0,08)* — (0,05)] = 1,56 J -

[EEE0E Um cabo de 200 1b (90,72 kg) tem 100 pés (30,48 m) de comprimento e estd
pendurado verticalmente a partir do topo de um edificio alto. Qual o trabalho necessario para
puxar o cabo para o topo do edificio?

SOLUCAO Aqui ndo temos uma férmula para a fungfio for¢a, mas podemos usar um argumento
semelhante ao que nos levou a Definicdo 4.

Vamos posicionar a origem no topo do edificio e o eixo x apontando para baixo, como na
Figura 2. Dividimos o cabo em pequenos pedagos de comprimento Ax. Se x é um ponto no
i-é€simo intervalo, entdo todos os pontos nesse intervalo sdo icados por aproximadamente a
mesma distancia, a saber, x¥. O cabo pesa 2 libras/pé (0,91 kg/0,3 m), logo, o peso da i-ésima
parte € 2Ax. Portanto, o trabalho realizado nessa i-€sima parte, em libra-pé, €

2Ax) xF =2xF Ax
—
forca distancia
Obtemos o trabalho total realizado somando todas essas aproximacdes e fazendo o niimero
de partes se tornar grande (de modo que Ax —0):
100

W= lim Q) 2xFfAx = , 2xdx

ne =1

100

= x|y = 10 000 1b-pé -

[EETI0HE Um tanque de 4gua possui o formato de um cone circular invertido com altura de
10 m e raio da base de 4 m. Ele estd cheio de dgua até uma altura de 8 m. Encontre o traba-
lho necessario para esvaziar o reservatério bombeando toda a d4gua pela parte superior do tan-
que. (A densidade da dgua é 1 000 kg/m?>.)

SOLUCAO Vamos medir as profundidades a partir do topo do tanque introduzindo uma coor-
denada vertical como na Figura 3. A 4dgua se estende de uma profundidade de 2 m até uma pro-
fundidade de 10 m e, entdo, dividimos o intervalo [2, 10] em » subintervalos com extremida-
des x¢, x1, ..., x, € escolhemos x* no i-ésimo subintervalo. Isso divide a 4gua em n camadas.
A i-ésima camada € aproximada por um cilindro circular de raio r; e altura Ax. Podemos cal-
cular ; por tridngulos semelhantes usando a Figura 4, como a seguir:

ri 4

2
ot = 2(10 — xF
10— x* 10 ri =500 = x9)

Entdo, uma aproximacdo para o volume da i-€sima camada de dgua €
41
Vi= mr} Ax = e (10 — x¥)* Ax

e, dessa forma, sua massa €

m; = densidade X volume
4m #)2 #)2
=~ 1000 'g(lo — xf)* Ax = 16077 (10 — x7)* Ax

A forca necessdria para elevar essa camada de dgua deve ser maior que a forga da gravidade,
e assim

U

(9,8)1607 (10 — x¥)* Ax
15687 (10 — x§)* Ax

F, = m;g

U

Cada particula na camada deve se mover a uma distincia de aproximadamente x;*. O trabalho
W, feito para elevar essa camada até o topo € aproximadamente o produto da forca F; e da dis-
tAncia x;:



Para encontrarmos o trabalho total realizado para esvaziar o tanque, adicionamos as contri-
buicdes de cada uma das n camadas e, entdo, tomamos o limite quando n — o°:

1.

6.

Wi = Fxf = 1568mxF(10 — xF)* Ax

W= lim 3 15687x(10 — x*)? Ax = fz“’ 15687x (10 — x)* dx

oo !
n—% =1

= 15687 L“) (100x — 20x> + x*) dx = 156877[50x2 -

= 15687 (25%) = 3.4 X 10°J

7/ Exercicios
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20x° x4]‘° 10— x*

_+_

3 4|, l |
[ ]

FIGURA 4

Um gorila de 360 1b escala uma arvore a uma altura de 20 pés. En-
contre o trabalho realizado pelo gorila para alcangar esta altura em
(b) 5 segundos

Quanto trabalho € realizado quando um guindaste levanta uma pe-

(a) 10 segundos

dra de 200 kg a uma altura de 3 m?
Uma particula € movida ao longo do eixo x por uma forga que
mede 10/(1 + x)*libras em um ponto a x e pés da origem. Calcule
o trabalho realizado ao mover a particula da origem até a distan-
ciade 9 pés.
Quando uma particula estd localizada a uma distancia de x me-
tros da origem, uma forga de cos(7x/3) newtons atua sobre ela.
Quanto trabalho € realizado ao mover a particula de x = 1 até
x = 27 Interprete a sua resposta considerando o trabalho realizado
dex = 1parax =15edex = 1,5parax = 2.
A figura a seguir mostra o grafico de uma fungdo forca (em new-
tons) que cresce até seu maximo valor e depois permanece cons-
tante. Quanto trabalho € realizado pela for¢a a0 mover um objeto
a uma distancia de 8§ m?
F
(V)
30
20
10

0] 1 23 456 78 x(m

A tabela a seguir mostra valores de uma fun¢do de forga f(x),
onde x é medido em metros e f(x), em newtons. Use a Regra do
Ponto Médio para estimar o trabalho realizado pela for¢a ao mo-
ver um objeto de x = 4 até x = 20.

x 4 6 8 10 12 14 16 18 20

fx | 5

5,8 70 | 88 | 9,6 82 | 6,7 | 52 | 41

Uma forga de 10 1b € necessdria para manter uma mola esticada
4 pol além do seu comprimento natural. Quanto trabalho € reali-
zado para estica-la do seu comprimento natural até 6 pol além do
seu tamanho natural?

Uma mola tem comprimento natural de 20 cm. Se uma forga de
25 N é necessdria para manté-la esticada a um comprimento de

M & o] Z
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador

10.

1.

12.

30 cm, qual o trabalho necessdrio para esticd-la de 20 cm a 25

cm?

Suponha que 2 J de trabalho sejam necessdrios para esticar uma

mola de seu comprimento natural de 30 cm para 42 cm.

(a) Quanto trabalho € necessario para esticar a mola de 35 cm para
40 cm?

(b) Quéao longe de seu comprimento natural uma forca de 30 N
manterd a mola esticada?

Se o trabalho necessdrio para esticar uma mola 1 pé além do seu

comprimento natural € de 12 1b-pé, qual o trabalho necessario para

esticd-la 9 pol além do seu comprimento natural?

Uma mola tem comprimento natural de 20 cm. Compare o tra-

balho W, realizado ao esticar a mola de 20 cm para 30 cm com o

trabalho W, realizado para esticd-la de 30 cm para 40 cm. Como

W, e W, estdo relacionados?

Se 6 J de trabalho sdo necessdrios para esticar uma mola de 10 cm

para 12 cm e um trabalho de 10 J € necessdrio para esticd-la de

12 cm para 14 cm, qual € o comprimento natural da mola?

13-20 Mostre como aproximar o trabalho pedido por uma soma de

Riemann. Em seguida, expresse o trabalho como uma integral e cal-

cule-a.

13.

14.

15.

16.

Uma corda pesada, com 50 pés de comprimento, pesa 0,5 1b-pé e

estd pendurada sobre a borda de um edificio com 120 pés de altura.

(a) Qual o trabalho necessdrio para puxar a corda até o topo do
edificio?

(b) Qual o trabalho necessdrio para puxar metade da corda até o
topo do edificio?

Uma corrente estendida no chdo tem 10 m de comprimento e sua

massa € 80 kg. Qual a quantidade de trabalho necessdria para le-

vantar uma extremidade da corrente a uma altura de 6 m?

Um cabo que pesa 2 1b/pés € utilizado para erguer 800 b de car-

vao em uma mina com profundidade de 500 pés. Encontre o tra-

balho realizado.

Um balde que pesa 4 Ib e uma corda de massa desprezivel sdo usa-

dos para tirar dgua de um pogo com 80 pés de profundidade. O

balde € enchido com 40 1b de dgua e € puxado a uma velocidade

de 2 pés/s, mas a dgua vaza por um buraco no balde a uma taxa

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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17.

18.

19.

20.

CALcuLO

de 0,2 Ib/s. Encontre o trabalho realizado para puxar o balde até
o topo do pogo.

Um balde de 10 kg, furado, € levantado do chéo até uma altura de
12 m a uma velocidade constante, por uma corda que pesa 0,8 kg/m.
Inicialmente o balde contém 36 kg de 4gua, mas a d4gua vaza a uma
taxa constante e o balde acaba vazio exatamente quando atinge a
altura de 12 m. Quanto trabalho foi realizado?

Uma corrente de 10 pés pesa 25 1b e estd pendurada no teto. En-
contre o trabalho necessario para levantar a extremidade inferior
da corrente até o teto, de modo que ela se junte com a extremi-
dade superior.

Um aqudrio de 2 m de comprimento, 1 m de largura e 1 m de pro-
fundidade estd cheio de dgua. Encontre o trabalho necessario para
bombear metade da dgua para fora do aquario. (Use o fato de que
a densidade da dgua € 1 000 kg/m?.)

Uma piscina circular tem um didmetro de 10 m, os lados t€ém 1,5 m
de altura e a profundidade da dgua € de 1,2 m. Quanto trabalho € ne-
cessdrio para bombear toda a dgua pelo lado da piscina?

21-24 Um tanque estd cheio de dgua. Encontre o trabalho necessario

para bombear a dgua pela saida. Nos Exercicios 23 e 24 use a densi-
dade da dgua igual a 62,5 1b/pé>.

21.

23.

22. A1 m
[ 3 m |
2+m
1
3m
i 8 m
esfera
6 pés 24.
12 pés—]
[ g
T
6 pés
3 pesj 3
ke

tronco de um cone

.

26.

2].

Suponha que para o tanque do Exercicio 21, a bomba quebre de-
pois de o trabalho de 4,7 X 10°J ter sido realizado. Qual € a pro-
fundidade da d4gua remanescente no tanque?
Resolva o Exercicio 22 se o tanque estiver cheio até a metade de
6leo, que tem densidade de 900 kg/m?.
Quando um gés se expande em um cilindro de raio r, a pressdao
em um dado momento € uma fung¢do do volume: P = P(V). A
forca exercida pelo gds no pistdo (veja a figura) € o produto da
pressdo pela drea: F = 7rr>P. Mostre que o trabalho realizado
pelo gds quando o volume se expande a partir de V, para V, é
w=("Pav

Vi

28.

29.

30.

cabeca do pistao

Em uma mdaquina a vapor a pressdo P e o volume V de vapor sa-
tisfazem a equacio PV'* = k, onde k é uma constante. (Isto é ver-
dade para a expansdo adiabdtica, isto €, a expansdo na qual ndo
ha transferéncia de calor entre o cilindro e os seus arredores.) Use
o Exercicio 27 para calcular o trabalho realizado pelo motor, du-
rante um ciclo em que o vapor comeca a uma pressdo de 160
Ib/pol? e um volume de 100 pol® e expande-se para um volume de
300 pol®.

(a) A Lei da Gravitagido de Newton afirma que dois corpos com

massas m; € m, atraem um ao outro com uma forga

mpym
F= G12

Onde r € a distancia entre os corpos e G € a constante gravi-
tacional. Se um dos corpos estd fixo, encontre o trabalho ne-
cessdrio para mover o outro a partirde r = a até r = b.

(b) Calcule o trabalho necessdrio para lancar verticalmente um sa-
télite de 1.000 kg a uma altura de 1.000 km. Vocé pode supor
que a massa da Terra é 5,98 X 10* kg e estd concentrada no
seu centro. Use o raio da Terra igual a 6,37 X 10° me G =
6,67 X 107""N. m/kg?.

A Grande Pirdmide do Faraé Quéops foi construida em calcdrio

no Egito ao longo de um periodo de tempo de 20 anos de 2580 a.C.

a2560 a.C. Sua base € quadrangular com comprimento de lado de

756 pés; sua altura quando foi construida era de 481 pés. (Foi con-

siderada a estrutura feita pelo homem mais alta do mundo por mais

de 3.800 anos.) A densidade do calcério € de aproximadamente

150 1b/ pé®.

(a) Calcule o trabalho total realizado na construcdo da piramide.

(b) Se cada operdrio trabalhou 10 horas por dia durante 20 anos,
em 340 dias por ano, e fez 200 pés-Ib/h de trabalho ao colo-
car blocos de calcdrio no lugar, quantos trabalhadores foram
necessdrios em média para construir a piramide?

Korostyshevskiy/Shutterstock
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m Valor Médio de uma Funcao

E f4cil calcular o valor médio de uma quantidade finita de nimeros yi, y2, . . . , Yu'

ity t oty

ymed =

n

Mas como calcular a temperatura média durante o dia se infinitas leituras de temperatura fo-

rem possiveis? A Figura 1 mostra o grafico de uma funcdo de temperatura T(z), onde 7 € me-
dido em horas e 7T em °C, e € feita uma estimativa da temperatura média, Tea.

Em geral, vamos tentar calcular o valor médio da fun¢do y = f(x), a < x < b. Comega-

mos por dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais, cada qual com comprimento 101

T

157

Ax = (b — a)/n. Em seguida escolhemos pontos x7, . . ., x;f em subintervalos sucessivos € sl
calculamos a média dos niimeros f(x¥), ..., f(x): 6 ‘ ‘ I Ty
FOE) + e+ F) o ~—" 1 18 24 !
n
FIGURA 1

(Por exemplo, se f representa a fungo de temperatura e n = 24, isso significa que temos leitu-
ras de temperatura a cada hora e entdo calculamos a sua média.) A partir de Ax = (b — a)/n,
podemos escrever n = (b — a)/Ax e a média dos valores se torna

SO+ o+ f )

b—a b—a
Ax

[f () Ax + -+ £ () Ax]

= LS ) Ax

— a =i

Se n aumentar, podemos calcular o valor médio de um grande nimero de valores igualmente
espacados. (Por exemplo, poderiamos calcular a média de medigdes de temperatura tomadas
a cada minuto ou até a cada segundo.) O valor limite é

. 1 < " 1 b
lim = 3 £ A = o [ f() dx

Para uma fungdo positiva, podemos pensar

pela defini¢ao de integral definida. o definicho om & p
. 2 3 . nesta detinicao em termos de
Portanto, definimos o valor médio de f no intervalo [a, b] como ¢
area
—F— = altura média.
compnmento

1 b
fmed = m J‘u f(.x) dx.

[EEZ0EN Encontre o valor médio da funcdo f(x) = 1 + x*no intervalo [—1, 2].
SOLUCAOD Coma = —1eb = 2, temos

Smea = ﬁf:f(x) dx = f] (1 + x*)dx

_
2—(-1)

1 K|
=—|lx+—| =2 L
3 3,

Se T(¢) for a temperatura no instante 7, poderiamos imaginar a existéncia de um instante
especifico no qual a temperatura seja a mesma da temperatura média. Para a funcdo tempera-
tura tracada na Figura 1, vemos que existem dois destes instantes — imediatamente antes do
meio-dia e imediatamente antes da meia-noite. Em geral, existe um nimero ¢ no qual o valor
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y
y=f)
lf\_/
l £ = Fue
|
|
0| a c b X
FIGURA 2

Vocé sempre pode cortar o topo de uma
montanha (bidimensional) a uma certa
altura e usa-lo para preencher os vales de
tal maneira que a montanha se torne

completamente plana.

Y 2.5)
y=1+x*
=12)
fmed = 2
-1 0 1 X
FIGURA 3

da funcdo f € exatamente igual ao valor médio da fungdo, isto &, f(c) = fue? O seguinte teo-
rema diz que isto € verdade para func¢des continuas.

0 Teorema do Valor Médio para Integrais Se f for continua em [a, b], entdo existe um nu-
mero ¢ em [a, b] tal que

1O = fons = = [ ()

ou seja, f: f(x)dx = f(c)(b — a)

O Teorema do Valor Médio para as Integrais € uma consequéncia do Teorema do Valor Mé-
dio para as derivadas e do Teorema Fundamental do Calculo. A demonstracéo € descrita no
Exercicio 25.

A interpretacdo geométrica do Teorema do Valor Médio para Integrais € que, para funcdes
positivas f, existe um nimero c tal que o retangulo com base [a, b] e altura f (c) tem a mesma
drea que a regido sob o gréfico de f desde a até b. (Veja a Figura 2 e uma interpretagdo mais
pitoresca na observacio da margem.)

[EETI0F Como f(x) = 1 + x*¢é continua no intervalo [—1, 2], o Teorema do Valor Médio
para Integrais indica que existe um niimero ¢ em [—1, 2] tal que

7+ x)ax = p@n2 — (=]

Neste caso em particular, podemos encontrar ¢ explicitamente. Do Exemplo 1 sabemos que
fmea = 2, entdo, o valor de c satisfaz

f(C) :fmed = 2
Portanto, 1+c¢2=2 e assim ct=1

Dessa forma, nesse caso, existem dois nimeros ¢ = *1 no intervalo [—1, 2] que cumprem o
Teorema do Valor Médio para Integrais. [

Os Exemplos 1 e 2 estdo ilustrados na Figura 3.

[EETINE] Mostre que a velocidade média de um carro em um intervalo de tempo [#, £, ] €
a mesma que a média de suas velocidades durante a viagem.

SOLUCAO Se s(2) € o deslocamento do carro no intervalo de tempo ¢, entdo, por defini¢do, a ve-
locidade média do carro no intervalo €

As _ sn) = s)
At h—th

Por outro lado, o valor médio da fungdo de velocidade no intervalo é

, 1
Vmed = f’“ v(t) dt = f - s'(e) dt
2 — I Yy L=t
1

= P P [S(lz) - S(l1)] (pelo Teorema de Variagdo Total)

2 T

s(t) — st
= M = velocidade média [ ]

Hh— N
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1-8 Encontre o valor médio da fun¢do no intervalo dado.

1. f(x) =4x —x% [0,4]

2. f(x) =sendx, [—m, ]

3. g0 =<x [1,8]

4. g(x) =x>J1 +x3, [0,2]
5 f()=te", [0,5]

6. f(0) =sec*(8/2), [0, /2]
7. h(x) = cos*x senx, [0, 7]
8 hu=0C-2uw", [-1,1]
9-12

(a) Encontre o valor médio de f no intervalo dado.

(b) Encontre c tal que fuea = f(c).

(c) Esboce o grifico de f'e um retdngulo cuja drea seja a mesma que
a drea sob o gréfico de f.

9. f)=(x—37 [2,5]

10. f(x) = 1/x, [1,3]

FI1. f(x) = 2senx — sen2x, [0, 7]
12. f(x) = 2x/(1 + x*)? [0, 2]

13. Se f€ continua e ff f(x) dx = 8, mostre que f assume o valor 4
pelo menos uma vez no intervalo [1,3].

14. Encontre os valores b tais que o valor médio de
f(x) =2 + 6x—3x*no intervalo [0, b] é igual a 3.

15. Encontre o valor médio de fem [0,8].

16. O gréfico da velocidade de um carro acelerado estd mostrado a
seguir.

U
(km/h)
60

40

20

0 4 8 12t (segundos)

(a) Utilize a Regra do Ponto Médio para estimar a velocidade mé-
dia do veiculo durante os primeiros 12 segundos.
(b) Em que instante a velocidade instantanea foi igual a veloci-
dade média?
17. Em uma certa cidade a temperatura (em °C) ¢ horas depois das
9 h foi aproximada pela funcdo

t
T(t) = 20 + 6 sen ULE
12

Calcule a temperatura média durante o periodo entre 9 h e 21 h.
18. A velocidade v do sangue que circula em uma veia com raio R e
comprimento / a uma distancia r do eixo central é

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

19.

20.

21.

22.

24.

25.

26.

o) = o (B )

onde P € a diferenca de pressdo entre as extremidades da veia e

7 € a viscosidade do sangue (veja o Exemplo 7 da Secéo 3.7). En-

contre a velocidade média (em relacéo a ) ao longo do intervalo

de 0 < r =< R. Compare a velocidade média com a velocidade
maxima.

A densidade linear de uma barra de 8 m de comprimento &

12/4/x + 1 kg/m, onde x é medido em metros a partir da ponta

da barra. Encontre a densidade média da barra.

(a) Uma xicara de café tem temperatura de 95 °C e leva 30 mi-
nutos para esfriar até€ 61 °C em uma sala com temperatura de
20°C. Use a Lei de Newton do Resfriamento (Secao 3.8) para
mostrar que a temperatura do café depois de # minutos é

T(t) = 20 + 75¢7*

onde k = 0,02.
(b) Qual a temperatura média do café durante a primeira meia
hora?
No Exemplo 1 na Secéo 3.8, modelamos a populagdo mundial na
segunda metade do século 20 pela equagdo P(r) = 2 560e*017185,
Use essa equagdo para estimar a populagdo mundial média du-
rante esse periodo de tempo.
Se um corpo em queda livre parte do repouso, entdo o seu des-
locamento ¢ dado por s = 2gr> Considere que a velocidade de-
pois de um tempo 7 seja vr. Mostre que, se calcularmos a mé-
dia das velocidades em relagdo a z, obteremos vmeq = %vT, mas se
calcularmos a média das velocidades em relagdo a s, teremos

_2
Umed = 307

. Use o resultado do Exercicio 83 na Se¢do 5.5 para calcular o vo-

lume médio de ar inalado pelos pulmdes em um ciclo respiratdrio.
Use o diagrama para mostrar que se f € concava para cima em

[a, b], entdo
—b
_fmed >f<a 2 )

Prove o Teorema do Valor Médio para Integrais aplicando o Teo-
rema do Valor Médio para derivadas (consulte a Se¢do 4.2) para
obter mais informagdes sobre a fungéio F(x) = [* f(¢) dr.

Se fueala, b] denota o valor médio de f no intervalo [a, b] e
a < ¢ < b, mostre que

c
me« ’b
b—afd[c ]

c—a
ﬁned[aa b] = fmed[a, C] +
b—a

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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CALCULOS E BEISEBOL

Caixa de batedor

Uma visdo superior da posi¢do, apre-
sentada a cada quinquagésimo de se-
gundo durante um balango tipico de um
taco de beisebol (adaptado de The Phy-
sics of Baseball).

Neste projeto vamos explorar trés das muitas aplica¢des do calculo para beisebol. As interagoes fi-
sicas do jogo, especialmente a colisdo da bola e o taco, sdo bastante complexas e seus modelos sdo
discutidos em detalhes em um livro de Robert Adair, The Physis of Baseball, 32 edi¢do (Nova York,
2002).

1. Vocé pode se surpreender ao saber que a colisdo da bola com um taco de beisebol dura apenas
cerca de um milésimo de segundo. Aqui calculamos a for¢ca média no taco durante esta colisdo
computando primeiramente a mudan¢a no momento da bola.

O momento p de um objeto € o produto de sua massa m e sua velocidade v, ou seja, p = mv.
Suponha que um objeto, movendo-se ao longo de uma reta, seja acionado por uma forga
F = F(t), que é uma funcdo continua do tempo.

(a) Mostre que a variacdo do momento ao longo de um intervalo de tempo [7, #;] € igual a in-

tegral de F de 1 a t,; isto €, mostre que

p(t) — p(to) = J, F(r) dt

Essa integral € chamada impulso da forca ao longo do intervalo de tempo.
(b) Um arremessador joga uma bola com uma velocidade média de 90 mi/h para o batedor,
que a rebate na mesma linha diretamente ao arremessador. A bola fica em contato com
o taco por 0,001 s e o deixa com velocidade de 110 mi/h. A bola de beisebol pesa 5 oz
e, no Sistema Métrico Americano, sua massa € medida em slugs (pés/segundo):
m = w/g, onde g = 32 pés/s>.
(1) Encontre a variacdo de momento da bola.
(i1) Encontre a forca média no taco.
2. Neste problema, calculamos o trabalho necessario para um arremessador jogar uma bola a uma
velocidade de 90 mi /h considerando primeiramente a energia cinética.

A energia cinética K de um objeto com massa m e velocidade v € dada por K = % mv?. Su-
ponha que um objeto m, movendo-se em linha reta, seja acionado por uma forca F = F(s) que
depende da sua posi¢do s. De acordo com a Segunda Lei de Newton

F(s) — v
() =ma=m o
onde a e v denotam a velocidade e a aceleracio do objeto.

(a) Mostre que o trabalho realizado para mover o objeto a partir de uma posi¢do s, para a

posigdo s; € igual a variacio da energia cinética do objeto, isto €, mostre que

S|

W= JA F(s)ds = smv} — smv}
onde vy = v(so) € v; = v(s,) sdo as velocidades do objeto nas posigdes so e s1. Dica: pela
Regra da Cadeia,
dv  dvds _ dv
"~ "as a -~ "as
(b) Quantas libras-pés de trabalho € preciso para atirar uma bola a uma velocidade de 90
mi/h?

3. (a) Um defensor externo distante 280 pés da base final arremessa a bola diretamente para o re-
ceptor, com uma velocidade de 100 pés/s. Assuma que a velocidade v(#) da bola depois de ¢
segundos satisfaca a equagao diferencial dv/dt = —%1} por causa da resisténcia do ar. Quanto
tempo leva para a bola chegar a base final? (Ignore qualquer movimento vertical da bola.)

(b) O técnico da equipe se pergunta se a bola chegard a base final mais cedo se for novamente
arremessada por um defensor interno. O interbases se posiciona diretamente entre o defen-
sor externo e a base final, pega a bola lancada pelo defensor externo, gira e arremessa a bola
para o receptor, com uma velocidade inicial de 105 pés/s. O técnico cronometra o tempo do
novo arremesso do interbases (capturando, girando, jogando) em meio segundo. Qudo dis-
tante da base final deve o interbases posicionar-se para minimizar o tempo total que a bola
leva para chegar na base? Deveria o técnico incentivar um langamento direto ou um novo
arremesso? E se o interbases puder arremessar a 115 pés/s?

(c) Para qual velocidade de arremesso do interbases um langamento retransmitido terd a mesma
durag@o de um langamento direto?

@ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador
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ONDE SENTAR-SE NO CINEMA

Uma sala de cinema tem uma tela que estd posicionada a 3 m acima do chdo e tem 10 m de altura.
A primeira fila de assentos € colocada a 3 m da tela e as fileiras sdo posicionadas com 1 m de dis-
tincia umas das outras. O chdo da drea dos assentos € inclinado a um angulo de « = 20° acima da
horizontal e a distancia ao longo da linha inclinada até€ o seu assento, que € x. A sala tem 21 filei-
T ras de assentos, entdo 0 < x < 20. Suponha que vocé decida que o melhor lugar para se sentar € a

fileira onde o angulo 6 subentendido pela tela em seus olhos € um angulo maximo. Suponhamos que
10 m os seus olhos estejam a 1,2 m acima do solo, conforme mostrado na figura. (No Exercicio 74 da Se-
¢do 4.7, vimos uma versao mais simples deste problema, onde o solo € horizontal, mas este projeto
envolve uma situagdo mais complicada e requer tecnologia.)

1. Mostre que

a’>+ b?— 100
0 = arccos| ——————
2ab
onde a’= (3 + xcosa) + (11,8 — x sen )’
e b*= (3 + xcos @)* + (xsena — 1,8)*

2. Use o grafico de # como uma funcéo de x para estimar o valor de x que maximiza 6. Em qual
fileira vocé deveria se sentar? Qual € o dngulo de visdo 6 nessa fileira?

3. Use seu sistema de computacdo algébrica para derivar 6 e encontrar um valor numérico para a
raiz da equagdo df/dx = 0. Esse resultado confirma a sua resposta no Problema 2?

4. Use o grifico de 6 para estimar o valor médio de 6 no intervalo 0 < x < 20. Entéo, use o seu
SCA para calcular o valor médio. Compare com os valores maximo e minimo de 6.

n Revisao

Verificacado de Conceitos

1. (a) Desenhe duas curvas tipicas y = f(x) e y = g(x), onde (b) Se S € um sélido de revolugdo, como vocé encontra as dreas

f(x) = g(x) para a < x < b. Mostre como aproximar a drea das secgdes transversais?
entre essas curvas através de uma soma de Riemann e esboce 4. (a) Qual € o volume de uma casca cilindrica?
os retAngulos aproximantes correspondentes. Entdo, escreva (b) Explique como usar cascas cilindricas para encontrar o volume

uma expressdo para a drea exata. de um sélido de revolugdo.

(b) Explique como a situagdo muda se as curvas tiverem equacdes
x=f(y)ex=g(y),ondef(y) = g(y) parac <y <d.

(c) Por que vocé usaria o método das cascas em vez do de fatia-
mento?

2. Suponha que Sue corra mais rapido que Kathy durante todo o per- Suponha que vocé empurre um livro sobre uma mesa de 6 m de
curso de 1.500 metros. Qual € o significado fisico da drea entre comprimento exercendo uma forca f'(x) sobre cada ponto de x =
suas curvas de velocidade para o primeiro minuto de corrida? 0até x = 6. O que fof’ f(x) dx representa? Se f (x) é medida em

3. (@) Suponha que S seja um sélido com secgdes transversais co- newtons, quais sdo as unidades da integral?

nhecidas. Explique como aproximar o volume de S por uma
soma de Riemann. Entdo, escreva uma expressio para o vo-
lume exato.

(a) Qual € o valor médio da fun¢@o fno intervalo [a, b]?
(b) O que diz o Teorema do Valor Médio para Integrais? Qual é
a sua interpretagdo geométrica?

Exercicios

-6 Encontre a drea da regido delimitada pelas curvas dadas. 6. y=vx, y=x% x=2

y=x% y=4dx—x>

y = l/x, y:xz, y=0, x=e

1

1

2. 7-11 Encontre o volume do sélido obtido pela rotagdo da regido de-
3. y=1-2x% y=|x|

4

5

limitada pelas curvas dadas em torno do eixo especificado.
x+y=0 x=y>+3y 7

y = 2x, y = x* em torno do eixo x
y =sen(wx/2), y=x>—2x 8

x=1+y% y=x— 3;emtorno do eixo y
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9. x=0, x=9—y% emtornodex = —1

0. y=x*+1, y=9—x% emtornodey= —1

M. x>—y*=a* x=a+h (onde a> 0, h>0); em torno do
eixoy

12-14 Escreva, mas ndo avalie, uma integral para o volume do sélido
obtido pela rotag@o da regido delimitada pelas curvas dadas em torno
do eixo especificado.

122 y=tgx, y=x, x = m/3; emtorno do eixoy

13. y = cos’x, |x| < m/2, y= 1 emtorno dex = /2

18. y=/x, y=2x% emtomodey =2

15. Encontre os volumes dos sélidos obtidos pela rotagdo da regido de-
limitada pelas curvas y = x e y = x* em torno das seguintes retas:
(a) O eixo x
(b) Oeixoy
©y=2

16. Considere que R seja a regido do primeiro quadrante delimitada pe-
lascurvas y = x*ey = 2x — x? Calcule as seguintes quantidades:
(a) A dreade R
(b) O volume obtido pela rotagdo de & em torno do eixo x.

(c) O volume obtido pela rotagdo de R em torno do eixo y.

17. Considere que R seja a regido delimitada pelas curvas tg(x?),
x =1ey=0.Use aRegra do Ponto Médio com n = 4 para es-
timar as quantidades a seguir.

(a) A drea de R.
(b) O volume obtido pela rotagdo de &R em torno do eixo x.

18. Considere que R seja a regido delimitada pelas curvas y = 1 — x?

ey = x®—x + 1. Estime as seguintes quantidades:

(a) As coordenadas de x para os pontos de intersecgéio das curvas.

(b) A drea de R.

(c) O volume gerado quando % € girado em torno do eixo x.

(d) O volume gerado quando R € girado em torno do eixo y.
19-22 Cada integral representa o volume de um sélido. Descreva o
sélido.

19. f(:r/z 2mx cos x dx

21. Lﬂ (2 — sen x)* dx

/2 5
20. fo 27 cos'x dx

22. f: 2m(6 — y)(4y — y») dy

23. A base de um sélido € um disco circular de raio 3. Ache o volume
do sélido se seccdes transversais paralelas perpendiculares a base
sdo tridngulos retos is6sceles com a hipotenusa na base.

24. A base de um sélido € a regido delimitada pelas pardbolas y = x?
ey = 2 — x2 Encontre o volume do sélido se as seccoes trans-
versais perpendiculares ao eixo x forem quadrados com um lado
sobre a base.

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

25.

26.

2].

28.

29.

30.

31.

32.

A altura de um monumento € de 20 m. Uma secgdo transversal ho-

rizontal a uma distancia de x metros do topo € um tridngulo equi-

litero com lado medindo +x metros. Encontre o volume do mo-
numento.

(a) A base de um sélido € um quadrado com vértices localizadas
em (1,0), (0,1), (—1,0) e (0, —1). Cada secgdo transversal per-
pendicular ao eixo x € um semicirculo. Ache o volume do s6-
lido.

(b) Mostre que cortando o sélido da parte (a) podemos rearranja-
-lo para formar um cone. Assim, calcule seu volume mais sim-
plesmente.

Uma forca de 30 N € necessdria para manter uma mola esticada do

seu comprimento natural de 12 cm a um comprimento de 15 cm.

Quanto trabalho € realizado ao esticar a mola de 12 cm para 20 cm?

Um elevador pesando 1 600 1b € suspenso a uma altura de 200 pés

por um cabo que pesa 10 Ib/pé. Quanto trabalho € necessério para

suspender o elevador do pordo para o terceiro andar a uma dis-
tancia de 30 pés?

Um tanque cheio de d4gua tem o formato de um paraboloide de re-

volugdo, como mostrado na figura; isto €, seu formato € obtido

pela rota¢do de uma pardbola ao redor de um eixo vertical.

(a) Se a sua altura € de 4 pés e o raio do topo, de 4 pés, ache o tra-
balho necessdrio para bombear a 4gua para fora do tanque.

(b) Qual a profundidade da 4gua remanescente no tanque depois
de um trabalho de 4 000 1b-pés?

Encontre o valor médio da fungéo f () = ¢ sen(#*) no intervalo

[0, 10].

Se f € uma fun¢do continua, qual € o limite quando 4 — 0 do va-

lor médio de f no intervalo [x, x + h]?

Considere que R, seja a regido delimitada por y = x%, y =0e

x = b,onde b > 0. Considere que R, seja a regido delimitada por

y=x4x=0ey=>b>

(a) Existe algum valor de b tal que R, e R, tenham a mesma édrea?

(b) Existe algum valor de b tal que R, ocupe 0 mesmo volume
quando girado em torno do eixo x e do eixo y?

(c) Existe algum valor de b tal que R, e R, ocupem o0 mesmo vo-
lume quando girados em torno do eixo x?

(d) Existe algum valor de b tal que R, e R, ocupem o0 mesmo vo-
lume quando girados em torno do eixo y?
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Problemas Quentes

1. (a) Encontre uma fungdo continua positiva f tal que a drea sob seu gréafico de 0 a ¢ seja y fr— 27y
=0oX — X
A(t) = t* para todo ¢ > 0. Y
(b) Um solido € gerado pela rotacdo em torno do eixo x da regido abaixo da curva y = f(x) y=c

, onde f'€ uma fun¢@o positiva e x = 0. O volume gerado pela parte da curvade x =0 a
x = b é b? para todo b > 0. Encontre a fun¢io f.

2. Existe uma reta que passa pela origem e que divide a regido limitada pela pardbola
y = x — x? e 0 eixo x em duas regides de dreas iguais. Qual ¢ a inclinacdo dessa reta?

3. A figura mostra uma reta horizontal y = ¢ interceptando a curva y = 8x — 27x°. Encontre 0 *

o nimero c tal que as dreas das regides sombreadas sejam iguais. FIGURA PARA O PROBLEMA 3
4. Um vidro cilindrico de raio r e altura L € enchido com dgua e entdo inclinado até que a dgua
remanescente no vidro cubra exatamente a sua base.
(a) Determine uma maneira de “fatiar” a 4gua em seccdes transversais paralelas retangu-
lares e, entdo, escreva uma integral definida para o volume de dgua no vidro.
(b) Determine uma maneira de “fatiar” a 4gua em secg¢des transversais paralelas que sao
trapézios e, entdo, escreva uma integral definida para o volume de dgua.
(c) Encontre o volume de 4gua no vidro calculando uma das integrais no item (a) ou no
item (b).
(d) Encontre o volume de dgua no vidro a partir de consideracdes puramente geométricas.
(e) Suponha que o vidro fosse inclinado até que a 4gua cobrisse exatamente a metade da
base. Em que direcdo vocé poderia “fatiar” a 4gua em seccdes transversais triangula-
res? E em seccdes transversais retangulares? E em secc¢des transversais, que sao seg-
mentos de circulo? Encontre o volume de dgua no vidro.
V7 2

L L

4 Z

5. (a) Mostre que o volume de um segmento de altura # de uma esfera de raio r €

V =3mh*(3r — h) A

(veja a figura).
(b) Mostre que se uma esfera de raio 1 € fatiada por um plano a uma distancia x do centro e

de maneira que o volume de uma calota € o dobro do volume da outra, entdo x € uma %/

solucdo da equagdo

e~ =~ >

-9 +2=0
v FIGURA PARA 0 PROBLEMA 5

onde 0 < x < 1. Use o Método de Newton para encontrar o valor de x com precisao de
quatro casas decimais.

(c) Usando a férmula para o volume de uma calota de uma esfera, pode-se mostrar que a pro-
fundidade x em que uma esfera flutuante de raio r afunda na d4gua € uma raiz da equagao

X3 =32+ 4’35 =0

onde s € o peso especifico da esfera. Suponha que uma esfera de madeira de 0,5 m de
raio tenha peso especifico de 0,75. Calcule, com precisdo de quatro casas decimais, a
profundidade em que a esfera ird afundar.

(d) Uma bacia hemisférica tem raio de 12 cm e a dgua estd enchendo-a a uma taxa de
3 cm?/s.

E necessério usar um sistema de computagdo algébrica
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FIGURA PARA 0 PROBLEMA 6

FIGURA PARA 0 PROBLEMA 9

FIGURA PARA 0 PROBLEMA 10

10.

1.

(1) Quéo rapido o nivel de 4gua na bacia estd subindo no instante em que a dgua esta a
profundidade de 7 cm?

(i1) Em um certo instante, a d4gua estd com uma profundidade de 8 cm. Quanto tempo
levara para dgua encher a bacia?

O Principio de Arquimedes afirma que a forca de empuxo em um objeto parcial ou total-
mente submerso em um fluido € igual ao peso do fluido que o objeto desloca. Portanto, para
um objeto de densidade p, flutuando parcialmente submerso em um fluido de densidade
py, a forga de empuxo € dada por F = p;g [°, A(y) dy, onde g € a aceleragdo da gravidade e
A (y) € a area de uma secgdo transversal tipica do objeto (veja a figura). O peso do objeto
¢ dado por

(fL—h
W= pog th A(y) dy
(a) Mostre que a porcentagem do volume do objeto acima da superficie do liquido €

Pr— Po
Pr

(b) A densidade do gelo € de 917 kg/m?, e a densidade da d4gua do mar € de 1.030 kg/m”.
Que porcentagem do volume de um iceberg estd acima da dgua?

(c) Um cubo de gelo flutua em um copo completamente cheio com dgua. A dgua trans-
bordara quando o gelo derreter?

(d) Uma esfera de raio 0,4 m e peso desprezivel estd flutuando em um grande lago de dgua
doce. Qual o trabalho necessario para submergir a esfera completamente? A densidade
da dgua é 1 000 kg/m?>.

A dgua em uma tigela aberta evapora a uma taxa proporcional a drea da superficie da 4gua.
(Isso significa que a taxa de decréscimo do volume € proporcional a 4rea da superficie.)
Mostre que a profundidade da 4gua diminui a uma taxa constante, independentemente da
forma da tigela.

100

Uma esfera de raio 1 intercepta uma esfera menor de raio  de maneira que a intersec¢do
€ um circulo de raio r. (Em outras palavras, elas se interceptam em um circulo maximo da
esfera pequena.) Encontre r de forma que o volume dentro da esfera pequena e fora da es-
fera grande seja o maximo possivel.

A figura mostra uma curva C com a seguinte propriedade: para cada ponto P na curva do
meio y = 2x?, as dreas A e B sdo iguais. Encontre a equagio para C.

Um copo descartdvel cheio de dgua tem o formato de um cone com altura 4 e dngulo se-
mivertical 0. (Veja a figura.) Uma bola € colocada cuidadosamente no copo, deslocando
uma parte da dgua, o que resulta em um transbordamento. Qual € o raio da bola que faz
com que o maior volume de dgua seja transbordado?

Uma clepsidra, ou reldgio de dgua, € um frasco com um pequeno furo no fundo pelo qual
a dgua pode passar. O reldgio € calibrado para medir o tempo colocando-se marcas no frasco
que correspondem ao nivel de dgua a intervalos de tempo iguais. Seja x = f (y) uma fun-
¢do continua no intervalo [0, b] e suponha que o frasco seja formado pela rotagdo do gra-
fico de fao redor do eixo y. Sejam V o volume de dgua e & a altura do nivel da 4gua no ins-
tante 7.
(a) Determine V como uma fungao de .
(b) Mostre que
= Al

(c) Suponha que A € a area do buraco no fundo do frasco. Da Lei de Torricelli, temos que

a taxa de variacdo do volume de dgua € dada por



12.

13.

SCA| 14.

dv
— =kAVh
dt v
onde k é uma constante negativa. Determine uma férmula para a funcio ftal que dh/dt seja

uma constante C. Qual a vantagem em ter dh/dt = C?

Um frasco cilindrico de raio r e altura L esta parcialmente cheio com um liquido, cujo vo-
lume € V. Se um frasco € girado em torno do seu eixo de simetria com uma velocidade an-
gular constante w, entdo, o frasco induzird um movimento de rotagdo no liquido em torno
desse mesmo eixo. Eventualmente, o liquido girard na mesma velocidade angular do
frasco. A superficie do liquido se tornard convexa, como indicado na figura, porque a forga
centrifuga nas particulas do liquido aumenta com a distincia do eixo do frasco. Pode-se
mostrar que a superficie do liquido € um paraboloide de revolugdo gerado pela rotacdo da
parabola

w’x?

29

em torno do eixo y, onde g € a aceleracdo da gravidade.

(a) Determine & como uma fung¢ao de w.

(b) A que velocidade angular a superficie do liquido tocard o fundo do frasco? A que ve-
locidade o liquido entornard?

(c) Suponha que o raio do frasco seja 2 m, a altura, 7 m e o frasco e o liquido estejam girando
com a mesma velocidade angular. A superficie do liquido estd 5 m abaixo do topo do
frasco no eixo central e 4 m abaixo do topo do frasco, a 1 m de distincia do eixo central.
(i) Determine a velocidade angular do frasco e o volume do fluido.

(ii) A que distancia da borda do tanque estd o liquido na parede do frasco?

y=h+

Suponha que o grifico de um polinémio ciibico intercepte a pardbola y = x*> quando x = 0,
x=aex=b,onde0 < a < b. Se as duas regides entre as curvas tiverem a mesma drea, Como
b esta relacionado com a?

Suponha que estejamos planejando fazer tacos com uma tortilha redonda com 8 polega-
das de didmetro, curvando a tortilha como se estivesse parcialmente envolvendo um cilindro
circular. Queremos rechear a tortilha até a borda (e ndo mais) com carne, queijo e outros
ingredientes. Nosso problema € decidir como curvar a tortilha a fim de maximizar o vo-
lume de comida que ela possa conter.

(a) Comecamos posicionando um cilindro circular de raio r ao longo de um didmetro da
tortilha e envolvendo-a em torno do cilindro. Seja x a distancia do centro da tortilha até
um ponto P sobre o didmetro (veja a figura). Mostre que a drea da seccio transversal
do taco recheado no plano passando por P e perpendicular ao eixo do cilindro é

AG) = r/T6 =37 — 42 sen<2 m)
r

e escreva uma expressdo para o volume desse taco recheado.
(b) Determine (aproximadamente) o valor de r que maximiza o volume do taco. (Use uma
aproximagdo grafica do seu SCA.)
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418 CALCULO

15. Se a tangente no ponto P e na curva y = x° intercepta essa mesma curva em Q, seja A a drea
da regifio delimitada pela curva e pelo segmento de reta PQ. Seja B a area da regido defi-
nida da mesma forma, mas comecando com Q em vez de P. Qual a relacdo entre A e B?



