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Para que uma volta de montanha-russa seja
tranquila, as retas do trilho devem estar conec-
tadas aos segmentos da curva de modo que ndo
haja alteragdes bruscas na diregdo. Em Projeto
Aplicado, vocé vera como projetar a primeira
ascensao e queda de uma nova montanha-russa
para uma volta tranquila.

Regras de Derivacao

Brett Mulcahy/Shutterstock

Vimos que as derivadas sdo interpretadas como inclinacdes e taxas de variacdo. Vimos
também como estimar as derivadas de funcdes dadas por tabelas de valores. Aprendemos
a fazer os gréficos de derivadas de fungoes definidas graficamente. Usamos a defini¢cdo
de derivada para calcular as derivadas de fun¢des definidas por férmulas. Mas seria
tedioso se sempre usdssemos a defini¢do. Neste capitulo desenvolveremos regras para
encontrar as derivadas sem usar diretamente a defini¢ao. Essas regras de derivagao nos
permitem calcular com relativa facilidade as derivadas de polindomios, fun¢des racionais,
funcdes algébricas, fun¢des exponenciais e logaritmicas, além de funcdes
trigonométricas e trigonométricas inversas. Em seguida, usaremos essas regras para
resolver problemas envolvendo taxas de variacdo e aproximacédo de fungdes.
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m Derivadas de Funcdes Polinomiais e Exponenciais

Nesta se¢do aprenderemos a derivar as fun¢des constantes, fungdes poténcias, fungdes poli-

y nomiais e exponenciais.
Vamos iniciar com a fun¢do mais simples, a fungio constante f(x) = c. O gréfico dessa
c y=c fung¢do € a reta horizontal y = ¢, cuja inclinagdo € 0; logo, devemos ter f'(x) = 0 (veja a Fi-

gura 1). Uma demonstracdo formal, a partir da definicdo de uma derivada, € simples:

flx+h) = f(x)
h

inclinagdo =0

N _oc—c o
f(x) = %12}) lim ; lim O

h—0 h—0
0 X
Essa regra, na notagdo de Leibniz, € escrita da seguinte forma:
FIGURA 1
O gréfico de f(x)=céa Derivada de uma Funcao Constante
reta y = ¢, logo f'(x) = 0. d
—— (=0
dx
I Funcdes Poténcias
4 Vamos olhar as fungdes f(x) = x", onde n é um inteiro positivo. Se n = 1, o gréfico de
f(x) = xéaretay = x, cuja inclina¢do é 1 (veja a Figura 2). Entdo
y=x
inclinagdo = 1 d
1] e
0 x
X
(Vocé também pode verificar a Equacio 1 a partir da defini¢do de derivada). J4 investigamos
FIGURA 2 os casos n = 2 e n = 3. De fato, na Secdo 2.8 (Exercicios 19 e 20) determinamos que
O grificode f(x)=x¢éa
reta y = x, logo f'(x) = 1. d d )
— (x7) = 2x — (x’) =3
[2] - 09 o )

Para n = 4 achamos a derivada de f(x) = x* a seguir:

oy fet k) —fx) . (x+ R —x?
.
x4+ 4x%h + 6x%h? + 4xh? + Rt — x*

= Jim h

~ 4x3h + 6x%h% + 4xkh + ht
= lim

h—0 h

= lim (4x° + 6x°h + 4xh®> + h*) = 4x°

h—0

Logo,
d 4
- = 43
(3] I (x*) X
Comparando as equagdes em [1], e [3], vemos um modelo emergir. Parece ser uma

conjectura plausivel que, quando n € um inteiro positivo, (d/dx)(x") = nx""'. Resulta que isto
é, de fato, verdade.

A Regra da Poténcia Se n for um inteiro positivo, entdo

d
o (x") = nx""

1
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PRIMEIRA DEMONSTRAG\O A férmula
X"—a"=x—-—ax" '+ x"2a+ - +xa"?+a"h)

pode ser verificada simplesmente multiplicando-se o lado direito (ou somando-se o segundo
fator como uma série geométrica). Se f(x) = x”, podemos usar a Equagdo 2.7.5 para f'(a) e
a equacdo anterior para escrever

x) — fla x"—a"
f'(@) = lim S = fl@ = lim
ima X —a e X —a
=1lim (x" '+ x"2a+ - +xa"*+a"")
=a"'+a" %+ +aa"r+ a"!
= na""!

SEGUNDA DEMONSTRACAO
fx +h) — f(x) . () =X
- e = hm—

f (x) - %12(1) h—0 h

Para acharmos a derivada de x*, tivemos que desenvolver (x + h)*. Aqui precisamos desen-
volver (x + h)", e usamos o Teorema Binomial para fazé-lo:

-1
[x” + nx"'h + —n(n2 )x”_zh2 + -+ nxh" 4+ h”] — x"
f'(x) = lim ;
-1
nx""'h + —n(n2 )x”’zh2 + -+ nxh"t+ "
= lim
h—0 h

-1
lim [nx"" + Mx”_zh + o+ oaxh" + hn—l:|

h=0 2 0 Teorema Binomial é dado na Pagina de
o1 Referéncia 1.
= nx
porque cada termo, exceto o primeiro, tem fator /4 e, logo, tende a 0. [

Tlustramos a Regra da Poténcia usando vérias observacdes no Exemplo 1.

EEETH

(a) Se f(x) = x5 entdo f'(x) = 6x°.  (b) Sey = x"" entdo y' = 1.000x*”.
d d

(c) Sey =t entdo D _ a4 d — (r®) = 3r2 [ ]
dt dr

O que dizer sobre as fun¢des poténcias com os expoentes negativos? No Exercicio 61 so-
licitamos que vocé verifique, a partir da defini¢do de uma derivada, se

da(1y__1
dx \ x x?
Podemos reescrever essa equagio como
d 1
— (x H=(=1)x"?2
I (x™) =(=Dx

de modo que a Regra da Poténcia € verdadeira quando n = —1. Na realidade, mostraremos
na préxima se¢do [Exercicio 62(c)] que ela € vélida para todos os inteiros negativos.
E se o expoente for uma fragdo? No Exemplo 3 da Se¢do 2.8 encontramos que
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A Figura 3 ilustra a fungdo no Exemplo 2(b)
e sua derivada y'. Observe que y ndo é
derivavel em O (y’ ndo é definida 14).

Observe que y’ é positiva quando y cresce,

e é negativa quando y decresce.

2
o~
\;\\ //
\ y’
-3
A /
-2
FIGURA 3
y=x
3
4 R
tangente
normal
-1 3
AN /
-1
FIGURA 4

y=xx

1

\/)7:2\/;

d
dx
que pode ser reescrito como
d
E (x1/2) _ %x—l/z

A . 2 . 1 .
Isso mostra que a Regra da Poténcia € verdadeira, mesmo quando n = ;. Na realidade, mos-
traremos na Secdo 3.6 que ela € verdadeira para todos os nimeros reais 7.

A Regra da Poténcia (Versdo Geral) Se n for um nimero real qualquer, entdo

d
o (x") = nx""

1

EEEOF Derive:
1
(a) f(x)Z? (b) y = V/x?

SOLUCAD Em cada caso reescrevemos a fun¢io como poténcia de x.
(a) Uma vez que f(x) = x~2, usamos a Regra da Poténcia com n = —2:

d
') = I (x?)=-22xrl=-2x3= =
dy d d B )
(b) E:E(%Z):E()‘m):%x%) Lo 2y

A Regra da Poténcia nos permite encontrar retas tangentes sem ter de recorrer a defini¢do
de derivada. Também nos permite encontrar retas normais. A reta normal a uma curva C em
um ponto P € a reta por P que € perpendicular a reta tangente em P. (No estudo de 6ptica, deve-
se considerar o angulo entre o raio de luz e a reta normal a lente.)

[E@TINE] Encontre as equagdes da reta tangente e da reta normal a curva y = x+/x no
ponto (1, 1). Iustre fazendo o grafico da curva e destas retas.

SOLUCAD A derivada de f(x) = xy/x = xx'/? = x¥/%¢

F@) =320 =3 =3

Logo, a inclinagdo da reta tangente em (1, 1) é f'(1) = 3. Portanto, uma equacio da reta tan-
gente €

N —

3 3
y—1=3x-1) ou y=j3x-—
A reta normal € perpendicular a reta tangente, de modo que sua inclinagéo € o inverso nega-
. 3 . 2 ~ <
tivo de 3, ou seja, —3. Logo, uma equagdo de uma reta normal €

y—1=—3x—1) ou  y=—ix+;

Tragamos o grafico da curva, sua reta tangente e sua reta normal na Figura 4. |

I Novas Derivadas a Partir de Conhecidas

Quando novas fungdes sido formadas a partir de outras por adi¢do, subtracio, multiplica¢do ou
divisdo, suas derivadas podem ser calculadas em termos das derivadas das funcdes originais.
Particularmente, a férmula a seguir nos diz que a derivada de uma constante vezes uma fun-
¢do € a constante vezes a derivada da fungdo.



A Regra da Multiplicac@o por Constante Se ¢ for uma constante e f, uma fun¢ao derivivel,
entao

d d
T [cf(x)]=c Ef()f)

DEMONSTRACAO Seja g(x) = cf(x). Entdo

gt h) —g) _ | of et )~ cf)

g'x) = lim h fim h
. [f(x + ) —f(x)]
= lim ¢
h—0 h
= ¢ lim w (pela Propriedade 3 de limites)
h—0 h
= cf'(x). [
| EXEMPLO 4|
i 4y — i 4y — 3) — 3
(a) I (Bx*) =3 I (x*) = 3(4x’) = 12x
d d d
®) = (=) = = [(=Da] = (=) - () = =1(1) = ~1. =

A regra a seguir nos diz que a derivada de uma soma de fungées é a soma das derivadas
das fungoes.

A Regra da Soma Se fe g forem ambas derivaveis, entdo

d d d
o [f(x) + gx)] = Ef(x) = g(x)

DEMONSTRACAO Seja F(x) = f(x) + g(x). Entdo
F(x + h) — F(x)

F'(x) = lim h
i LG+ ) 4 gl + )] = [f() + 9]
- hl—r>r(1) h
Ly [ O+ h) —f(x)  glx + h) — g(x)]
e h * h

. o+ )~ g()

h—0 h h—0 h

=f(x) +4¢'(x)

. x+h) — flx .
m M + lim (pela Propriedade 1)

A Regra da Soma pode ser estendida para a soma de qualquer nimero de func¢des. Por
exemplo, usando esse teorema duas vezes, obtemos

(frg+n =[f+tg +hl'=(+9 +h=f +g +H

Escrevendo f — g como f + (—1)g e aplicando a Regra da Soma e a Regra da Multipli-
cacdo por Constante, obtemos a seguinte formula.

A Regra da Subtracédo Se f'e g forem ambas derivaveis, entao

d d d
L0 — 9] = 1) — - gl
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INTERPRETACAQ GEOMETRICA DA REGRA
DE MULTIPLICAGAO POR CONSTANTE

ﬁ y=2f(x)
y=fx)

—~

y

A multiplicagdo por ¢ = 2 expande o
gréfico verticalmente por um fator de 2.
Todas as subidas foram dobradas, mas o
deslocamento horizontal continua o
mesmo. Logo, as inclinages ficam
dobradas também.

Usando a notagdo “linha”, podemos
escrever a Regra da Soma como

(f+9 =f+g.
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AVARVA

(—V3.-5) (

FIGURA 5
Acurvay=x*—6x’+4e
suas tangentes horizontais

As trés regras anteriores podem ser combinadas com a Regra da Poténcia para derivar qual-
quer polindmio, como ilustram os exemplos a seguir.

[EXEMPLOS |

d
— (x®* + 12x° — 4x" + 10x° — 6x +
d(s 12x° — 4x* + 10x* — 6 5)
X
d d d d d d
=— N+ 12— () —4—H+ 10— —6—@)+—
o ) o ) A0 o ) T )
= 8x" + 12(5x*) — 4(4x®) + 10(3x*) — 6(1) + 0
= 8x’ + 60x* — 16x> + 30x2 — 6 ]

@0 Encontre os pontos sobre a curva y = x* — 6x? + 4, onde a reta tangente &
horizontal.

SOLUCAD As tangentes horizontais ocorrem quando a derivada for zero. Temos

dy d d d
= () -6 (X)) (4
e &) o )+ @)

=4x® — 12x + 0 = 4x(x*> — 3)

Assim, dy/dx = 0 sex = 0oux? — 3 = 0, ou seja, x = *+/3. Logo, a curva dada tem tan-
gentes horizontais quando x = 0, V3e—+/3.0s pontos correspondentes séo (0, 4), (\/§ , —5)
e(—\/g, —5). (Veja a Figura 5.) [

@0 A equacdo de movimento de uma particula é s = 2¢° — 5¢* + 3t + 4, onde 5 é
medida em centimetros e ¢, em segundos. Encontre a aceleragdo como uma fungio do tempo.
Qual € a aceleracdo depois de 2 segundos?

SOLUCAD A velocidade e a aceleragio sdo

v(t)—£—6t2—10t+3
dt
dv
)=—=12t— 10
a(r) 7

A aceleragdo depois de 2 segundos € a(2) = 14 cm/s?, [ |

I Funcdes Exponenciais

Vamos tentar calcular a derivada da fungdo exponencial f(x) = a* usando a defini¢do de de-
rivada:

+ h _ x+th __ x
£ = tim L ) =) e a
h—0 h h—0
o ad"—a* | a@" -1
=lim————=lim———
h—0 h h—0

O fator a* ndo depende de 4, logo podemos coloca-lo adiante do limite:

a"—1
h

! X 15
x) = a*lim
f@) = a*lim
Observe que o limite € o valor da derivada de fem 0, isto &,

a"—1
h

=110

lim
h—0

Portanto, mostramos que se a fungdo exponencial f(x) = a* for derivavel em 0, entdo € de-
rivavel em toda parte e
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[4] f'(x) = f'(0)a

Essa equacio diz que a taxa de variacdo de qualquer funcdo exponencial € proporcional a pro-
pria fungdo. (A inclinagdo € proporcional a altura.)

Uma evidéncia numérica para a existéncia de f'(0) é dada na tabela a esquerda para os ca-
sos a = 2 e a = 3. (Os valores sdo dados com precisdo até a quarta casa decimal.) Aparente-
mente, os limites existem e

oo 2h =1
paraa =2, f'(0)= hhmo =~ (0,69
h_ n_
3 P A
paraa = 3, f'(0) =hllm0 = 1,10 h h
0,1 0,7177 1,1612
Na realidade, pode ser demonstrado que estes limites existem e, com precisio até a sexta casa 0,01 0,6956 1,1047
decimal, seus valores sdao 0,001 0,6934 1,0992
J d 0,0001 0,6932 1,0987
— (29 ~ 0,693147 — (39 =~ 1,098612
dx x=0 d)C x=0
Assim, da Equacdo 4, temos
d d
(5] — (2%) = (0,69)2* —(3") = (1,10)3"
dx dx

De todas as possiveis escolhas para a base a do Exemplo 4, a férmula de derivacdo mais
simples ocorre quando f’(0) = 1. Em vista das estimativas de f'(0) paraa = 2 e a = 3, pa-
rece plausivel que haja um nimero a entre 2 e 3 para o qual '(0) = 1. E tradi¢do denotar esse
valor pela letra e. (Na realidade, foi assim que introduzimos e na Secdo 1.5.) Desse modo, te-

mos a seguinte defini¢do.
No Exercicio 1, veremos que e fica entre

o i 2.7 e 2.8. Posteriormente, seremos capazes
Definicao do Niamero ¢ de mostrar isso, com precisdo até cinco
casas decimais,

e~ 2,71828.

h
coet—1
e é um nimero tal que lim =1
h—0 h

Geometricamente, isso significa que, de todas as possiveis fungdes exponenciais y = a*,
afungdo f(x) = e*é aquela cuja reta tangente em (0, 1) tem uma inclinagdo f'(0), que € exa-
tamente 1 (veja as Figuras 6 e 7).

inclinag@o = e¢*

| inclinagdo =1
/ y=e'

0 X 0 X

FIGURA 6 FIGURA 7

Se pusermos a = e, e consequentemente, f'(0) = 1 na Equagio 4, teremos a seguinte im-
portante férmula de derivagio:
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Visual 3.1 usa um escopo de
inclinagdo para ilustrar essa formula.

Derivada da Funcao Exponencial Natural

d
I (e*) = e*

Assim, a fung@o exponencial f(x) = e* tem a propriedade de ser sua prépria derivada. O
significado geométrico desse fato € que a inclinacdo da reta tangente a curvay = e* € igual a
coordenada y do ponto (veja a Figura 7).

SETENE] Se f(x) = e* — x, encontre f' e f”. Compare os graficos de f e f”.

SOLUCAD Usando a Regra da Diferenga, temos

PO =t - =Ly - L=

! Na Secio 2.8 definimos a segunda derivada como a derivada de f ', de modo que
-1,5 1,5
d d d
") =— (" —1)=—(") — — (1) =¢"
10 = (e = 1) = () = ()
-1
FIGURA 8 A Figura 8 exibe os graficos da fung@o fe sua derivada f”. Observe que f tem uma tangente
horizontal quando x = 0, o que corresponde ao fato de que f'(0) = 0. Observe também que,
parax > 0, f'(x) € positivo e f € crescente. Quando x < 0, f'(x) € negativo e f € decrescente.
|
[EEI0E] Em que ponto da curva y = e* sua reta tangente € paralela a reta y = 2x?
SOLUCAO Uma vez que y = e*, temos y' = e*. Seja a coordenada x do ponto em questdo a.
Entdo a inclinag@o da reta tangente nesse ponto € e“. Essa reta tangente serd paralela a reta
y = 2x se ela tiver a mesma inclinag@o, ou seja, 2. Igualando as inclinagdes, obtemos
y=e'
. . e'=72 a=1In2
0 1 X
Portanto, o ponto pedido € (a, e“) = (In 2, 2) (veja a Figura 9). [ |
FIGURA 9 ponto p (a,e*) = ( ) (veja a Figura 9)
m Exercicios
1. (a) Como € definido o nimero e? 9. g(x) =x*(1—2x) 10. i(x) = (x — 2)(2x + 3)
(b) Use uma calculadora para estimar os valores dos limites
M y=x2 12. B(y) = ¢y ®
27— 1 2,8 —1
lim ——— € lim ——— 12
h=0 h=0 h 13. A(s) = —— 14, y = x%3 — x5
com precisdo até a segunda casa decimal. O que vocé pode con- s
cluir sobre o valor de e? 15. R(a) = 3a + 1) 16. h(t) = It — 4e'
2. (a) Esboce, a mdo, o gréfico da fungéo f(x) = e, prestando par-
ticular atengdo em como o grafico cruza o eixo y. Que fato lhe 17. S(p) = \/; -p 18. y = \/; (x—1)
permite fazer isso?
(b) Que tipos de fungdes sdo f(x) = e* e g(x) = x°? Compare as 19. y = 3e* + 20. S(R) = 47R?
3
férmulas de derivagdo parafe g. Vx

(c) Qual das fungdes da parte (b) cresce mais rapidamente quando

x é grande?
3-32 Derive a fung@o.

3. f(x) = 186,5
5 f(x)=5x—1

1. fx)=x>—4x+6

_\/;—i-x
- 2

X

21. h(u) = Au® + Bu®> + Cu 2.y

x2+4x+3
23, y=—"—" 24. =42u+ 3u
4 f(x) =30 Y Jx 90 = V2
6. F(x) = —4x" 25, j(x) = x** 4+ > 26. k(r) =e + r¢
_ _ b
8. f()=14r —25t" + 67 21. H(x) = (x + x1)? 28. y=aqe’' +—+ %
v v

M - Z . . ~ . , .
E necessdrio uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



29 u=23t+4r

3. z=

()

+ Be’ ="t 1

10

33-34 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva no ponto dado.

33-)’:\4/;, (1,1) . y=x*+2x*—x (1,2)

35-36 Encontre equagdes para a reta tangente e para a reta normal a
curva no ponto dado.

3. y=x"+2e", (0,2 3. y=x>—x% (1,0)

[ 37-38 Encontre uma equaciio da reta tangente 4 curva no ponto dado

[lustre com o gréfico da curva e da reta tangente na mesma tela.

3. y=3x2— %%, (1,2 38 y=x—+x, (1,0)

39-40 Encontre f'(x). Compare os graficos de f'e f’ e use-os para ex-
plicar por que sua resposta € razodvel.

39, f(x) =x* =207 +x? 0. f(x) = x° —2x° + x — 1

[ #1. (a) Use uma calculadora grifica ou computador para fazer o gré-

fico da fungdo f(x) = x* — 3x* — 6x* + 7x + 30 na janela
retangular [—3, 5] por [—10, 50].

(b) Usando o gréfico da parte (a) para estimar as inclinagoes, faca
um esbogo, & mao, do grifico de f’ (veja o Exemplo 7 na Se-
¢do 2.8).

(c) Calcule f'(x) e use essa expressdo, com uma ferramenta gra-
fica, para fazer o grifico de f”. Compare com seu esboco da
parte (b).

A a2, (a) Use uma calculadora grafica ou computador para fazer o gra-

fico da fungdio g(x) = e* — 3x” na janela retangular [—1, 4]
por [—8, 8].

(b) Usando o gréfico da parte (a) para estimar as inclinagoes, faca
um esbogo, a mao, do gréfico de g’ (veja o Exemplo 7 na Se-
¢do 2.8).

(c) Calcule g'(x) e use essa expressdo, com uma ferramenta gra-
fica, para fazer o gréfico de g'. Compare com seu esbogo da
parte (b).

43-44 Encontre a primeira e a segunda derivadas da fungdo

43. f(x) = 10x" + 5x° — x M. G(r)=+r +Ir

[ 45-46 Encontre a primeira e a segunda derivadas da fungdo. Verifique

Va
([

se suas respostas sdo razodveis, comparando os gréaficos de f, /" e f”.

45. f(x) =2x — 5x** 46. f(x) =e* — x°

47. A equagio de movimento de uma particula é s = > — 3¢, em que
X estd em metros e ¢, em segundos. Encontre

(a) a velocidade e a aceleracdo como funcdes de ¢,

(b) a aceleracdio depoisde 2 s e

(c) a aceleragd@o quando a velocidade for 0.

A equagdo de de particula €
s = t* — 213 + 1* — t,em que s estd em metros e t, em segundos.

48. movimento uma
(a) Encontre a velocidade e a aceleragdo como funcdes de ¢.

(b) Encontre a aceleragio depois de 1 s.

(c) Trace o gréfico das fungdes de posicdo, velocidade e acelera-

¢30 na mesma tela.

56.
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49. A Leide Boyle diz que, quando uma amostra de gis € comprimida
em uma pressdo contante, a pressdo P do gés € inversamente pro-
porcional ao volume V do gas.

(a) Suponha que a presso de uma amostra de ar que ocupa 0,106 m?
a 25 °C seja de 50 kPa. Escreva V como uma fungdo de P.

(b) Calcule dV/dP quando P = 50 kPa. Qual o significado da de-
rivada? Quais sdo suas unidades?

. Os pneus de automéveis precisam ser inflados corretamente por-
que uma pressdo interna inadequada pode causar um desgaste pre-
maturo. Os dados na tabela mostram a vida ttil do pneu L (em mi-
lIhares de quilometros) para um certo tipo de pneu em diversas
pressdes P (em kPa).

P | 179 193 214 | 242 262 | 290 | 311

80 106 126 130 119 113 95

(a) Use uma calculadora grafica ou computador para modelar a
vida do pneu como uma fung¢do quadrtica da pressao.

(b) Use 0 modelo para estimar dL /dP quando P = 200 e quando
P = 300. Qual o significado da derivada? Quais sdo suas
unidades? Qual € o significado dos sinais das derivadas?

51. Ache os pontos sobre a curvay = 2x° + 3x*> — 12x + 1l ondea

tangente € horizontal.

52. Que valores de x fazem com que o gréfico de f(x) = e* — 2x te-

nha uma reta tangente horizontal?

53. Mostre que a curva y = 2¢* + 3x + 5x* ndio tem reta tangente

com inclinagdo 2.

54. Encontre uma equagao para a reta tangente a curvay = x\/; que

seja paralelaaretay = 1 + 3x.

55. Encontre equagdes para ambas as retas que sdo tangentes a curva

=1 + x* e que sdo paralelas areta 12x — y = 1.

Em qual ponto sobre a curvay = 1 + 2e* — 3x a reta tangente
é paralela a reta 3x — y = 57 Ilustre fazendo o gréfico da curva
e de ambas as retas.

57. Encontre uma equacdo para a reta normal a pardbola
y = x? — 5x + 4 que seja paralela a retax — 3y = 5.

58. Onde a reta normal a pardbola y = x — x? no ponto (1, 0) inter-

cepta a pardbola uma segunda vez? Ilustre com um esbogo.

59. Trace um diagrama para mostrar que ha duas retas tangentes a pa-
rébola y = x? que passam pelo ponto (0, —4). Encontre as coor-
denadas dos pontos onde essas retas tangentes interceptam a pa-

rabola.

60. (a) Encontre as equagdes de ambas as retas pelo ponto (2, —3)
que sdo tangentes a pardbola y = x? + x.

(b) Mostre que ndo existe nenhuma reta que passe pelo ponto
(2,7) e que seja tangente a pardbola. A seguir, desenhe um
diagrama para ver por qué.

61. Use a definigdo de derivada para mostrar que, se f(x) = 1/x, en-

tdo f'(x) = —1/x% (Isso demonstra a Regra da Poténcia para o

cason = —1.)

62. Encontre a n-ésima derivada de cada funcéo calculando algumas

das primeiras derivadas e observando o padrio que ocorre.

(@) f(x) =x" () flx) = 1/x

Encontre um polindmio de segundo grau P tal quer P(2) = 5,
P'(2)=3eP"(2) =2.

63.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

n.

72,

A equagdo y” + y' — 2y = x? é chamada equacdo diferencial,
pois envolve uma fungdo desconhecida y e suas derivadas y’ e

"

tangente quando x = 1 com equacdio y = 2 — 3x. Encontre os
valores de a, b, c e d.

y”. Encontre as constantes A, B e C tais que a fung¢do 73. Para quais valores de a e b areta 2x + y = b ¢ tangente a para-
y = Ax* 4+ Bx + C satisfaga essa equacdo. (As equacdes dife- bola y = ax? quando x = 2?
renciais serdo estudadas no Capitulo 9, no Volume II.) 74. Encontre o valor de c tal que a reta y = 3x + 6 seja tangente 2
Encontre uma fungdo cibica y = ax® + bx? + cx + d cujo gra- curvay = cv/x.
fico tenha tangentes horizontais nos pontos (=2, 6) € (2, 0). 75. Considere
2 = — 2
Encontre uma pardbola com a equagdo y = ax” + bx + c que te- £ X2 se x <2
S i _ ¥ =
nha inclina¢@o 4 em x = 1, inclinacdo —8 em x 1, e passe mx+b se x>2
pelo ponto (2, 15).
Considere Encontre os valores de m e b que tornem f derivdvel em toda parte.
_ 2+1 sex<l1 76. Uma reta tangente a hipérbole xy = ¢ € tragada em um ponto P.
fo) = x+1 sex=1 (a) Mostre que o ponto médio do segmento de reta cortado dessa
¢ derivavel em 12 Esboce gréficos de fe f. reta tangente petlos eixos coordenados € P. .
. . R (b) Mostre que o tridngulo formado pela reta tangente e pelos ei-
Em quais nimeros a seguinte funcdo g € derivavel? .
xos coordenados sempre t&€m a mesma drea, ndo importa onde
2x se x<0 P esteja localizado sobre a hipérbole.
glx) =42x —x* se 0<x<?2 17 Caleule i 1000 _ 1
2 —x se x =12 - acule x—1
D& uma férmula para g e esboce os gréficos dege g'. 78. Trace um diagrama ilustrando duas retas perpendiculares que se
(a) Para quais valores de x a fungéo f(x) = |x* — 9| € derivavel? interceptam sobre o eixo y, ambas tangentes a pardbola y = x?2.
Ache uma férmula para f”. Onde essas retas se interceptam?
(b) Esboce graficos de fe f". 79. Se ¢ > 3, quantas retas pelo ponto (0, ¢) sdo normais 2 parabola
Onde a fungo h(x) = |x — 1| + | x + 2| é derivdvel? D& uma y=x*?Esec <3?
formula para h” e esboce os graficos de e . 80. Esboce as pardbolas y = x?e y = x> — 2x + 2. Vocé acha que

Encontre a pardbola com equacgdo y = ax? + bx cuja reta tan-
gente em (1, 1) tem equagdo y = 3x — 2.

Suponha que a curvay = x* + ax® + bx? + cx + d tenha uma
reta tangente quando x = 0 com equagdoy = 2x + 1, e umareta

existe uma reta que seja tangente a ambas as curvas? Em caso afir-
mativo, encontre sua equagdo. Em caso negativo, explique por que
nao.

CONSTRUINDO UMA MONTANHA-RUSSA MELHOR

Flashon Studio/Shutterstock

Suponha que lhe pecam para projetar a primeira subida e descida de uma montanha-russa.
Estudando fotografias de suas montanhas-russas favoritas, vocé decide fazer a subida com
inclinagdo 0,8, e a descida com inclinagdo —1,6. Vocé€ decide ligar esses dois trechos retos
y = Li(x) e y = L,(x) com parte de uma pardbola y = f(x) = ax? + bx + ¢, em que x e f(x) sdo
medidos em metros. Para o percurso ser liso, ndo pode haver variacdes bruscas na diregdo, de
modo que vocé quer que os segmentos L, e L, sejam tangentes a pardbola nos pontos de transi¢co
P e Q (veja a figura). Para simplificar as equagdes, vocé decide colocar a origem em P.

I. (a) Suponha que a distancia horizontal entre P e Q seja 30 m. Escreva equagdes em a, b e ¢ que
garantam que o percurso seja liso nos pontos de transic¢ao.
(b) Resolva as equagdes da parte (a) para a, b e ¢ para encontrar uma férmula para f(x).
[ . v~ ~ .
(c) Trace L;, f'e L, para verificar graficamente que as transicdes sdo lisas.
(d) Encontre a diferenca de elevacdo entre P e Q.

2. A solucdo do Problema 1 pode parecer lisa, mas poderia nio ocasionar a sensagao de lisa, pois a

fungdo definida por partes [que consiste em L;(x) para x < 0, f(x) para0 < x < 30, e L(x) para

x > 30] ndo tem uma segunda derivada continua. Assim, vocé decide melhorar seu projeto,

usando uma fungfo quadrética g(x) = ax? 4+ bx + ¢ apenas no intervalo 3 < x < 27 e conec-
tando-a as fungdes lineares por meio de duas fungdes cubicas:

gx) =kx* + Ix* + mx +n 0<x<3

27 <x <30

(a) Escreva um sistema de equagdes em 11 incdgnitas que garanta que as fungdes e suas pri-
meiras duas derivadas coincidam nos pontos de transi¢ao.

h(x) =px*+ gx*+rx + s

(b) Resolva as equagdes da parte (a) com um sistema de computagdo algébrica para encontrar
férmulas para g(x), g(x) e h(x).
(c) Trace Ly, g, q, he L,, e compare com o grafico do Problema 1(c).

% E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

E necessdrio usar um sistema de computagio algébrica



m As Regras de Produto e Quociente

As férmulas desta se¢ao nos permitem derivar novas funcdes formadas a partir de fungdes co-
nhecidas por multiplicacdo ou divisdo.

[ A Regra do Produto

[@ Por analogia com as Regras da Soma e da Diferenca, alguém poderia tentar conjecturar,
como Leibniz o fez trés séculos atrds, que a derivada de um produto € o produto da derivada.
Contudo, podemos ver que esta conjectura estd errada examinando um exemplo particular.
Sejam f(x) = x e g(x) = x* Entdo a Regra da Poténcia fornece f'(x) = 1 e g'(x) = 2x. Mas
(fg)(x) = x3,1ogo, (fg)'(x) = 3x Assim, (fg)' # f'g’. A férmula correta foi descoberta por
Leibniz (logo depois de tentar a férmula falsa) e é chamada Regra do Produto.

Antes de enunciar a Regra do Produto, vamos ver como poderiamos descobri-la. Come-
camos assumindo que u = f(x) e v = g(x) sdo ambas funcdes positivas derivaveis. Entdo po-
demos interpretar o produto uv como a drea de um retdngulo (veja a Figura 1). Se x variar por
uma quantidade Ax, as variages correspondentes entdo em u e v sao

Au = f(x + Ax) — f(x) Av = g(x + Ax) — g(x)
e o novo valor do produto, (u + Au)(v + Av), pode ser interpretado como a drea do retingulo
maior da Figura 1 (desde que Au e Av sejam positivos).

A variagdo na area do retangulo é

m Alww) = (u + Au)(v + Av) —uv = ulAv + v Au + Au Av
= a soma das trés areas sombreadas.

Se dividirmos por Ax, obtemos

Se fizermos Ax — 0, obtemos a derivada de uv:

d o Alw) Av Au Av
dx (uv) = AIAI-TO Ax Al«:TO <u Ax T Ax - Au Ax)
Sy T At (3590 A“) (3:210 A—x>
dv du +0 dv
— =4+, = “v
dx dx dx
d dv du
—_— — —_— + —_
@ dx (o) = u dx Y dx

(Observe que Au — 0 quando Ax — 0, uma vez que f € derivavel e, portanto, continua.)

Embora tenhamos inicialmente suposto (para a interpretacdo geométrica) que todas as quan-
tidades sd@o positivas, vemos que a Equacdo 1 € sempre verdadeira. (A dlgebra € valida se u,
v, Au e Av forem positivos ou negativos.) Logo, demonstramos a Equacio 2, conhecida como
a Regra do Produto, para todas as funcdes derivaveis u e v.

A Regra do Produto Se f e g sdo ambas derivaveis, entdo

d d d
. [f(x)g(x)] = f(x) I [9(x)] + g(x) I [f(0)]
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Av u Av Au Av
L uv v Au
u Au
FIGURA 1

Geometria da Regra do Produto

Lembre-se de que na notagdo de Leibniz a
definicdo de derivada pode ser escrita
como

dy . Ay
Y i 2
dx  a—0 Ax

Na notagdo “linha”:

(f9) =fg' + gf'
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A Figura 2 ilustra os gréficos da fungdo f
do Exemplo 1 e sua derivada f'. Observe
que f'(x) é positiva quando f for crescente
e negativa quando f for decrescente.

3
' [ )
/
/
/
/
AV
73 ____________________________ —~
L J
-1
FIGURA 2

No Exemplo 2, a e b sdo constantes. £
usual em matemética usar letras perto do
inicio do alfabeto para representar
constantes e letras perto do fim do
alfabeto para representar variaveis.

Em outras palavras, a Regra do Produto diz que a derivada de um produto de duas funcées
é a primeira fungdo vezes a derivada da segunda fungcdo mais a segunda fungdo vezes a de-
rivada da primeira fungdo.

| EXEMPLO 1|
(a) Se f(x) = xe*, encontre f'(x).
(b) Encontre a n-ésima derivada, £ (x).

SOLUCAO
(a) Pela Regra do Produto, temos

1) =~ (e

d d
— . ) 4 et —
xdx(e) e dx(x)
=xe'+e'-1=(x+ 1)e*

(b) Usando a Regra do Produto uma segunda vez, obtemos
" d X
1) =L+ e’
by

=(x+ 1)%(6‘”) + e‘%(x +1)
=(x+De*+e* 1= (x+2e"

Aplicagdes subsequentes da Regra do Produto nos dao
F(x) = (x+3)e* %) =(x + 4)e”

Na realidade, cada derivagdo sucessiva adiciona outro termo e”, logo

fP%x) = (x + n)e* -

[EETENF Derive a fungio f(1) = /7 (a + bi).

SOLUCAD 1 Usando a Regra do Produto, temos
d d
F0 =i —(a+ b))+ (a+ b)) —-(V7)

=Vt b+ (a+b)-5t"

a+bt_a+3bt

N N

SOLUCAOD 2 Se primeiro usarmos as propriedades dos expoentes para reescrever f(f), entdo
poderemos prosseguir diretamente sem usar a Regra do Produto:

f(t) = a\/? + bt\/; = atl/z + bt3/2

(1) = 3ar™ " + 3bt'?

= byt +

que € igual a resposta dada na Solucao 1. |

O Exemplo 2 mostra que algumas vezes € mais facil simplificar um produto de fungdes an-
tes da derivacdo do que usar a Regra do Produto. No Exemplo 1, entretanto, a Regra do Pro-
duto € o tinico método possivel.
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[EGEIETER Sef(x) = v/x g(x), onde g(4) = 2 e ¢'(4) = 3, encontre f'(4).
SOLUCAD Aplicando a Regra do Produto, obtemos

£ = [V ] = V& T + 90~ [V

= Vx g'(x) + g(o) 527

_ ) g(x
_\/;g(x)+ 2\/;

Logo @ =vagw + 2L _0.34 2 g5 -

24 2-2
I A Regra do Quociente

Vamos determinar uma férmula para derivar o quociente de duas fungdes diferencidveis
u = f(x) e v = g(x) do mesmo modo que obtivemos a Regra do Produto. Se x, u, € v variam
em quantidades Ax, Au e Av, entdo a correspondente variagdo no quociente u/v seré

A<1>_u+Au_1=(u+Au)v—u(v+Av)

v v+ Av v v(v + Av)
_ vAu — ulv
v(v + Av)
1 5
080 Au Av
v— —u—
dfu) _ fim Alu/v) i Ax Ax
dx \ v =0 Ax aro v(v + Av)

Quando Ax—0, Av—0 também, pois v = g(x) € derivdvel e, portanto, continua. Logo,
usando as Propriedades dos Limites, obtemos

i A A0 de
i u _vm—n)Ax queOAx_vdx udx
dx

) v lim (v + Av) B v
Ax—0

A Regra do Quociente Se f e g s@o derivaveis, entao
Na notagao “linha”:
d
dx

d d
[ f(x)] 909 L) £ Lot N
o]’ (5] =5

Em outros termos, a Regra do Quociente diz que a derivada de um quociente é o deno-
minador vezes a derivada do numerador menos o numerador vezes a derivada do denominador,
todos divididos pelo quadrado do denominador.

A Regra do Quociente e as outras férmulas de derivacio nos permitem calcular a derivada
de qualquer fung¢@o racional, como ilustrado no exemplo a seguir.

g(x)

169

Podemos usar uma ferramenta gréfica para

2 _
m Sejay = sz Entio verificar que a resposta para o Exemplo 4 é
x*+6 plausivel. A Figura 3 ilustra os gréficos da
funcdo do Exemplo 4 de sua derivada.
(x3 + 6) i (x2 +x—-2)— (x2 4oy — 2)i (x3 + 6) Observe que, quando y cresce rapidamente
, dx dx (préximo de —2), y' é grande.
y = (x3 + 6)2 E quando y cresce vagarosamente, y’ esté

préximo de 0.
e+ 1) — (x*+x — 2)(3x7)
(x* + 6)?




170 CALcuLO
1,5
e N
y'
—4 4
F
- J
-1,5
FIGURA 3
2,5
e .
— e
Y 1+x°
1
/ o
-2 N—= .
0
FIGURA 4

Tabela de Férmulas de Derivacao

_(2x*+ x4 12x + 6) — (3x* + 3x” — 6x7)
(x* + 6)?
—xt=2x*+6x2+ 12x + 6

- (c + 67 -

[E@I0HE Encontre uma equagio da reta tangente a curva y = /(1 + x?) no ponto
(1, 3¢).

SOLUCAD Segundo a Regra do Quociente, temos

1+ xz)%(ex) — e %(1 + x?)

dy

dx (1 + x?)?
(1 + xP)et — e*(2x)
B (1 + x*)
el —x)
(1 + x?)?

Logo, a inclinacdo da reta tangente em (1, %e) é

b

=0
dx x=1

35 Isso significa que a reta tangente em (1, %e) é horizontal, e sua equagdo é y = se. [Veja a Fi-

gura 4. Observe que a funcdo estd crescendo e cruza sua reta tangente em (1, %e).] [

OBSERVACAO Nio use a Regra do Quociente foda vez que vocé vir um quociente. Al-
gumas vezes € mais ficil reescrever um quociente primeiro, colocando-o em uma forma que
seja mais simples para derivar. Por exemplo, embora seja possivel derivar a funcio

usando a Regra do Quociente, € muito mais fécil efetuar primeiro a divisdo e escrever a fun-
¢do0 como

F(x) =3x + 2x7'?

antes de derivar.
A seguir estd um resumo das regras de deriva¢do que aprendemos até agora:

d d i d .
E(c)=0 E(x)=nx dx(e) e
(cf) =cf’ (f+9 =f+g (f—9' =f—-4¢
(f9) =fg' + gf' (i> =u

g g




m Exercicios

REGRAS DE DERIVACAO m

1. Encontre a derivada f(x) = (1 + 2x?)(x — x?) de duas formas:
usando a Regra do Produto e efetuando primeiro a multiplicacao.
As respostas sdo iguais?

2. Encontre a derivada da fungio

de duas formas: usando a Regra do Quociente e simplificando an-
tes. Mostre que suas respostas sdo equivalentes. Qual método vocé

prefere?

3-26 Derive.

3. f(x) = (x°+ 2x)e* 4 g(x) = x e

eX ex

5. = 6. =

Y x2 Y 1+ x
3x — 1 2t

1. = 8. 1) =

9 =5 0=z
9. Huw) = (u— u)u+ Vu)
10. J(v) = (VP —2v)(v* +v?)
1 3
1. F(y) = (2 - 4>(y +5y7)
y y

12. f(z) = (1 — &)z + &)

13 v — x3 10 y— x+ 1
g "y S+ x -2
IR T Ve TGy

1

17. y = e"(p + p\/;) 18. y = .

s + ke
P2

19. y = # 20. z = w*(w + ce®)

2t r— At

2. f(r) = TR 22. g(r) = 7

A 1 — xe*

23. = — 24. =

&) B + Ce* S x+ e*
X ax + b
25. = 26. =
f) = 6 /() = 20
X+ —
X
27-30 Encontre f'(x) e f"(x).
21. f(x) = x'e" 28. f(x) = x>%*
2
X
29. = 30. =
FO =777, f@ ="

31-32 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva no ponto espe-
cificado.

2 __ x

3N, y= 1,00 32 y=< (1,0
X

=t
xX2+x+1’

@ E necessdrio uma calculadora grafica ou computador

33-34 Encontre equagdes para a reta tangente e para a reta normal a

curva no ponto especificado.

33

.y =2xe*, (0,0) 4.y= . (1, 1)

x2+1

35

Y|
CI<]

36.

37.

38.

e

39.

Y
I

40.

Y
<]

a.
42.
43.

44.

45.
46.

47.

48.
49.

1. As

. (a) A curva y = 1/(1 + x?) é chamada bruxa de Maria Ag-
nesi. Encontre uma equacéo da reta tangente a essa curva no
ponto (— 1, %)

(b) Nustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.

(a)A curvay = x/(1 + x?) é denominada serpentina. Encontre

uma equacdo da reta tangente a essa curva no ponto (3; 0,3).

(b) Nustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.

(a) Se f(x) = (x* — x)e*, encontre f'(x).

(b) Verifique se sua resposta em (a) € razodvel, comparando os
graficos de f e f"

(a) Se f(x) = e*/(2x* + x + 1), encontre f'(x).

(b) Verifique se sua resposta em (a) € razodvel, comparando os
graficosde fe f"

(a) Se f(x) = (x* — 1)/(x* + 1), encontre f'(x) e f"(x).

(b) Verifique se suas respostas em (a) sao razodveis, comparando
os graficos de f, f'e f".

(a) Se f(x) = (x* — 1)e*, encontre f'(x) e f"(x).

(b) Verifique se suas respostas em (a) sdo razoaveis, comparando
os graficos de f, f'e f".

Se f(x) = x*(1 + x), encontre £"(1).

Se g(x) = x/e*, encontre g(x).

Suponha que f(5) = 1, f'(5) = 6,9(5) = —3eg'(5) = 2.

Encontre os seguintes valores.

(@) (f9)(5) (b) (f/9)'(5) (©) (g/)(5)

Suponha que f(2) = =3, ¢9(2) =4, f/2)=-2eg'(2)=17.

Encontre 7'(2).

(@) h(x) = 5f(x) — 4g(x)

© hx) =L

(b) h(x) = f(x)g(x)

g
e @ hD =770

Se f(x) = e*g(x), onde g(0) = 2 e g'(0) = 5, encontre f'(0).
Se h(2) = 4 e h'(2) = —3, encontre

A h())
dx X
Seg(x) = xf(x),onde f(3) = 4ef'(3) = —2, encontre uma equa-

¢do da reta tangente ao grafico de g no ponto onde x = 3.
Se f(2) = 10 e f'(x) = x*f(x) para todo x, encontre f"(2).

x=2

Se f e g sdo as fungdes cujos graficos estdo ilustrados, sejam
u(x) = f(x)g(x) e v(x) = f(x)/g(x).
(a) Encontre u'(1). (b) Encontre v'(5).

Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

CALCULO

~

ol 1 X

Sejam P(x) = F(x)G(x) e Q(x) = F(x)/G(x), onde F e G sdo as
fungdes cujos graficos estdo representados a seguir.
(a) Encontre P'(2). (b) Encontre Q'(7).

!

0] 1

Se g for uma funcio derivdvel, encontre uma expressao para a de-
rivada de cada uma das seguintes fungdes.
x 9(x)
b y=—+ ©y="—"
g9(x) x
Se f for uma fungéo derivdvel, encontre uma expressio para a de-

(@) y = xg(x)

rivada de cada uma das seguintes fungdes.

@ y = xf(®) )y = f)ff
X _ 1+ xf(x)
©y= I @y 7\/;

Quantas retas tangentes a curva y = x/(x + 1) passam pelo
ponto (1,2)? Em quais pontos essas retas tangentes tocam a
curva?

Encontre as equagdes de retas tangentes a curva
x— 1

x+1

que sejam paralelas aretax — 2y = 2.

y =

Encontre R'(0), onde

x — 3x3 4+ 5x°
1+ 3x3+ 6x°+ 9x°

R(x) =

Dica: em vez de encontrar R'(x) primeiro, deixe f(x) ser o nume-
rador e g(x), o denominador de R(x), e compute R'(0) de £(0),

£(0), g(0) e g'(0).

56.

Use o método do Exercicio 55 para computar Q'(0), onde

1+ x+x%+ xe*
Q(x)=1—

—x+ x2— xe*

517.

58.

59.

61.

62.

Neste exercicio, estimaremos a taxa segundo a qual a renda pes-
soal total estd subindo na drea metropolitana da cidade de Rich-
mond-Petersburg, Virginia. Em julho de 1999, a populacgio dessa
drea era de 961.400, e estava crescendo aproximadamente em
9.200 pessoas por ano. O rendimento anual médio era de $ 30.593
per capita, e essa média crescia em torno de $ 1.400 por ano (bem
acima da média nacional, de cerca de $ 1.225 anuais). Use a Re-
gra do Produto e os dados aqui fornecidos para estimar a taxa se-
gundo a qual a renda pessoal total estava crescendo em Rich-
mond-Petersburg em julho de 1999. Explique o significado de
cada termo na Regra do Produto.
Um fabricante produz pegas de tecido com tamanho fixo. A quan-
tidade g de cada peca de tecido (medida em metros) vendida é
uma func¢ao do preco p (em délares por metro); logo, podemos es-
crever ¢ = f(p). Entdo, a receita total conseguida com o prego de
venda p € R(p) = pf(p).
(a) O que significa dizer que £(20) = 10 000 e f'(20) = —350?
(b) Tomando os valores da parte (a), encontre R'(20) e interprete
sua resposta.
(a) Use duas vezes a Regra do Produto para demonstrar que, se
£, g e h forem derivaveis, entdo (fgh)' = fgh + fg'h + fgh'.
(b) Fazendo f = g = hna parte (a), mostre que

S WP = 3.
X

(c) Use a parte (b) para derivar y = e**.

(a) Se F(x) = f(x)g(x), onde fe g tém derivadas de todas as or-
dens, mostre que F" = f"g + 2f'g" + fg".

(b) Encontre férmulas andlogas para F” e F @,

(c) Conjecture uma férmula para F®.

Encontre expressdes para as primeiras cinco derivadas de

f(x) = x%*. Vocé percebe um padriio nestas expressdes? Crie

uma férmula para £ (x) e demonstre-a usando a indugio mate-

madtica.

(a) Se g for derivavel, a Regra do Reciproco diz que

d [1] 9w
dx | g(x) [g(x)]

Use a Regra do Quociente para demonstrar a Regra do Reci-

proco.

(b) Use a Regra do Reciproco para derivar a funcdo do Exercicio 18.

(c) Use a Regra do Reciproco para verificar que a Regra da Po-
téncia € vdlida para os inteiros negativos, isto &,

d
E (x*n) — 7nx*nfl

para todo inteiro positivo n.
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Antes de comecar esta secao, talvez vocé precise revisar as funcdes trigonométricas. Em par-
ticular, € importante lembrar-se de que quando falamos sobre a funcdo f definida para todo nui-
mero real x por

f(x) = senx

entende-se que sen x significa que o seno do angulo cuja medida em radianos € x. Uma con-
vengao similar € adotada para as outras fung¢des trigonométricas cos, tg, cossec, sec e cotg. Lem-
bre-se, da Se¢do 2.5, de que todas as fungdes trigonométricas sao continuas em todo nimero
em seus dominios.

Se esbogcarmos o grafico da fungdo f(x) = sen x e usarmos a interpretagio de f'(x) como
a inclinacdo da tangente a curva do seno a fim de esbogar o grafico de f’ (veja o Exercicio 14
da Secdo 2.8), isso dard a impressdo de que o grafico de f’ pode ser igual a curva do cosseno
(veja a Figura 1).

y

y=f(x)=senx

AN N /

A N

FIGURA 1

Vamos tentar confirmar nossa conjectura de que, se f(x) = sen x, entdo f'(x) = cos x. Da
defini¢@o da derivada, temos

fx+h) —fx) — Lim sen(x + h) — senx

'(x) = lim
f( ) h—0 h h—0 h
i sen x cos h + cos x sen b — sen x
= l1
h—0 h

. senx cos h — sen x cos x sen h
= lim

+
h—0 h h
. [ (cosh—l) (senh)]
= lim |senx{——— | + cosx
h—0 h h
. . cosh—1 . . senh
(1] = lim sen x + lim ———— + lim cos x - lim
h—0 h—0 h h—0 h—0

Dois desses quatro limites sdo faceis de calcular. Uma vez que consideramos x uma constante
quando calculamos um limite quando # — 0, temos

lim sen x = sen x e lim cos x = cos x
h—0 h—0

O limite de (sen &)/h néo € tdo 6bvio. No Exemplo 3 da Se¢do 2.2 fizemos a conjectura, com
base nas evidéncias numéricas e graficas, de que

Uma revisdo das func@es trigonométricas é
dada no Apéndice D.

Visual 3.3 mostra uma animagdo
da Figura 1.

Usamos a férmula da adig&@o para o seno.
Veja o Apéndice D.
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D
B
1
0
10}
C A
(a)
/ e
\\ A
X~ 7
(b)
FIGURA 2

Multiplicamos o numerador e 0

denominador por cos 6 + 1 para colocar
a funcdo em uma forma na qual podemos

usar os limites que conhecemos.

sen 6
@ lim =

o—0 @

1

Usamos agora um argumento geométrico para demonstrar a Equac@o 2. Suponha primeiro que
0 se encontre entre 0 e /2. A Figura 2(a) mostra um setor de um circulo com centro O, an-
gulo central e raio 1. BC € tragado perpendicular a OA. Pela defini¢do de medida em radia-
nos, temos arc AB = 6. Além disso, | BC| = | OB|sen 6 = sen 6. Do diagrama, vemos que

|BC| < |AB| < arc AB

sen 0
0
Assuma que as retas tangentes em A e B se intersectam em E. Vocé pode ver da Figura 2(b)

que o comprimento de um circulo € menor que o comprimento de um poligono circunscrito;
de modo que arc AB < |AE| + | EB|. Assim,

Portanto sen 6 < 6 de modo que

0 = arc AB < |AE| + |EB|
< |AE| + |ED|
= |AD|=|0OA|tg6
=1tg0

(No Apéndice F, a desigualdade 6 < tg 6 ¢ demonstrada diretamente da defini¢do do com-
primento de um arco, sem recorrer a intui¢do geométrica como fizemos aqui.) Portanto, temos

sen 6
0<

cos 0

n 60

de modo que cos O < SCT <1

Sabemos que limy—.o 1 = 1 elimy_ cos 8 = 1; portanto, pelo Teorema do Confronto, temos

. sen 0
lim =
-0t @

1

Mas a fungdo (sen 0)/6 é uma funcdo par; assim, seus limites 2 direita e 4 esquerda devem ser
iguais. Logo, temos

0
senf _ .

lim

o—0 @

e, demonstramos a Equagdo 2.
Podemos deduzir o valor do limite que restou em | 1| como segue

cos 6 — 1 . cosf—1 cosf+1 ) cos’h — 1
lim——— = lim . =lim————
0—0 0 6—0 0 cos O+ 1 6—0 @(cos 6 + 1)

) —sen’d . sen 6 sen 6
=lim———— = —lim .
0—0 0 (cos O + 1) u—0 0 cos @ + 1
. senf . sen 0
= —lim - lim
>0 @ 6—0 cos 6 + 1

0
=—1- (1 n 1> =0 (pela Equagdo 2)
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Se agora colocarmos os limites [2] € [3] em [1], obtemos

) = i i cosh — 1 i i sen h
f'(x) = lim senx + lim ————— + lim cosx * lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 |

= (senx) 0+ (cosx)+ 1 =cosx

Logo, demonstramos a férmula para a derivada da fung¢do seno:

d
@ — (sen x) = cos x
dx

0K Derive y = x*sen x.

SOLUCAD Usando a Regra do Produto e a Férmula 4, temos

d d
% = xza (sen x) + senxa (x%)

= x%cos x + 2xsen x ]

Utilizando o mesmo método que na demonstracio da Férmula 4, vocé pode demonstrar
(veja o Exercicio 20) que

(5] 4 (cos x) = —sen x
dx

A fungdo tangente também pode ser derivada empregando a defini¢do de derivada, mas é
mais facil usar a Regra do Quociente com as Férmulas 4 e 5:

d (te %) d [ senx
= e x) = —
dx J dx \ cos x

d d
cos x — (sen x) — sen x — (cos x)
dx dx

cos*x

cos x * cos x — sen x (—sen x)

cos’x
cos’x + sen’x
cos’x
1

= — = sec’x
cos’x

d
(6] o (tg x) = sec’x

As derivadas das fungdes trigonométricas que restaram, cossec, sec e cotg, também podem
ser encontradas facilmente usando a Regra do Quociente (veja os Exercicios 17-19). Reuni-
mos todas as férmulas de derivagdo para fungdes trigonométricas na tabela a seguir. Lembre-
se de que elas sdo vdlidas apenas quando x estiver medido em radianos.
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A Figura 3 ilustra os gréficos da fungdo do
Exemplo 1 e suas derivadas. Observe que
y" = 0 sempre que y tiver a tangente

horizontal.
5
e N
—4 4
N J
-5
FIGURA 3
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Quando vocé for memorizar esta tabela, é ] ] ]
(til observar que o sinal de menos aparece Derivadas de Funcdes Trigonométricas
nas derivadas das fungdes que tém “co” no
nome: cosseno, cossecante e cotangente. d
— (sen x) = cos x — (cossec x) = —cossec x cotg x
dx dx
d d
— (cos x) = —sen x — (sec x) = sec x tg x
dx dx
2 d 2
— (tg x) = sec’x — (cotg x) = —cossec’x
dx dx

) sec x . .
[EEI0F Derive f(x) = Tt mr Para quais valores de x o gréfico de f tem reta tangente
g x

horizontal?

SOLUGCAD A Regra do Quociente dé

d d
(1+ tgx)a(secx) — secxa(l + tg x)

/x —
F) (1 + tg x)?
(1 + tgx) sec x tgx — sec x * sec’x
(1 +tgx)?
3 _ sec x (tg x + tg’x — sec’x)
1T ) (I + o
% secx(tgx — 1)
-3 5 =—"F 3
1+ tgx)?
\ Y
- | | % Na simplificacdo da resposta, usamos a identidade tg*x + 1 = sec’x.
-3 Uma vez que sec x nunca € 0, vemos que f'(x) = 0 quando tgx = 1, e isso ocorre
FIGURA 4 quandox = nm + /4, onde n é um inteiro (veja a Figura 4). [

As tangentes horizontais no Exemplo 2

As funcdes trigonométricas muitas vezes sao usadas em modelos de fendmenos do mundo
real. Em particular, as vibracdes, ondas, movimentos elasticos e outras grandezas que variem
de maneira periddica podem ser descritos utilizando-se as funcdes trigonomeétricas. A seguir,
analisaremos um exemplo de movimento harmonico simples.

[E@TIGE] Um objeto na extremidade de uma mola vertical é esticado 4 cm além de sua po-
sicéo no repouso e solto no tempo ¢ = 0. (Veja a Figura 5 e observe que o sentido positivo é
para baixo.) Sua posi¢do no tempo ¢ €

1o s=f(@) =4cost
14
Encontre a velocidade e a aceleracdo no tempo ¢ e use-as para analisar o movimento do ob-
s jeto.
FIGURA 5 SOLUCAD A velocidade e a aceleragdo sdo
d d d
v =7j=5(4cost) =4E(cost) = —4sent
dv d(4 1) 4d( 1) 4 cos t
=—=—(—4sent) = —4—(sent) = —4cos
CTa T dr dt
O objeto oscila desde o ponto mais baixo (s = 4 cm) até o mais alto (s = —4 cm). O pe-

riodo de oscilacdo € 2, o periodo de cos *.
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A velocidade € |v| = 4|sen 7|, que é a mdxima quando |sen 7| = 1, ou seja, quando

cos t = (. Assim, o objeto move-se mais rapidamente quando passa por sua posi¢do de equi- v
librio (s = 0). Sua velocidade escalar é 0 quando sen ¢ = 0, ou seja, no ponto mais alto e no s a
mais baixo. o
A aceleragdo a = —4 cos t = 0 quando s = 0. Ela tem seu maior médulo nos pontos mais
altos e mais baixos. Veja os graficos na Figura 6. [ 5 .
i 2
[ETEENE Encontre a 27° derivada de cos x. 27
SOLUCAO Algumas das primeiras derivadas de f(x) = cos x sdo as seguintes: T

J'0x) = —senx FIGURA 6

f"(x) = —cos x

f"(x) =senx Busque um padréo.
F9%) = cos x

FOx) = —senx

Vemos que as derivadas sucessivas ocorrem em um ciclo de comprimento 4 e, em particular,
£"(x) = cos x sempre que 7 for um miiltiplo de 4. Portanto,

F®(x) = cos x
e, derivando mais trés vezes, temos

f®(x) = senx -

Nosso uso principal para o limite na Equacdo 2 foi demonstrar a férmula de derivagdo para
a funcdo seno. Mas esse limite também € qtil na determinagdo de outros limites envolvendo
trigonometria, como nos dois exemplos a seguir.

sen 7x

[EEE0E Encontre lim )
x—0 4

X

SOLUCAO Para aplicarmos a Equacdo 2, vamos primeiro reescrever a fun¢do multiplicando e
dividindo por 7:

sen 7x 7 { sen 7x Observe que sen 7x # 7 sen x.
4x 4

B Tx

Se fizermos 6 = 7x, entdo 6§ — 0 quando x — 0, logo, pela Equacgao 2 temos

. sen7x 7 . sen 7x
lim = —1lim

x—0  4x 4 x—0 Tx
7 . senf 7 7
= —1lim =—-1=— [ |
4 0-0 6 4 4

G0N Caleule lim0 X cotg x.

SOLUCAO Aqui, dividimos o numerador e o denominador por x:
: . Xcosx

lim xcotg x = lim ———
x—0 x—0 Ssen x

lim cos x
— lim COSX .o
x—0 Sen x . senx
lim
X x—0 X
cos 0 o
= (pela continuidade do cosseno € pela uacao 2z
1 pel lade di pela Equagdo 2)
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m Exercicios
1-16 Derive. (c) Mostre que suas respostas para as partes (a) e (b) sdo equiva-
lentes.
1. f(x) =3x>—2cosx 2. f(x) =+xsenx
f 1 f 32. Suponha f(7/3) = 4 e f'(m/3) = —2, e faga g(x) = f(x) sen x
3. f(x) =senx + ;cotgx 4. y = 2secx — cossecx e h(x) = (cos x)/f(x). Encontre
5. g(t) =t cost 6. g(t) =4sect+tgt @ g'(m/3) (b) 7' (7/3)
. 33-34 Para quais valores de x o grafico de ftem uma reta tangente ho-
1. h(0) = cossec O + ¢’ cotgf 8. y=e"(cosu + cu) rizontal?
9. y= # 10. y = senf cos6 33. f(x) =x + 2senx 34. f(x) = e*cosx
—tgx
. £(6) = sec 6 12, v — coSs x 35. Um corpo em uma mola vibra horizontalmente sobre uma su-
) 1 + sech i 1 —senx perficie lisa (veja a figura). Sua equacdo de movimento &
x(t) = 8 sen 1, onde t estd em segundos e x, em centimetros.
13 v — tsent 10 y— 1 —secx (a) Encontre a velocidade e a acelerag¢@o no tempo .
- 1+t iR tg x (b) Encontre a posicdo, velocidade e acelera¢do do corpo na po-

15. f(x) = xe* cossec x 16. y = x*senx tgx

d

17. Demonstre que o (cossec x) = —cossec x cotg x.
X
d

18. Demonstre que I (sec x) = sec x tg x.

d 2
19. Demonstre que . (cotg x) = —cossec’x.
X

20. Demonstre, pela defini¢do de derivada, que se f(x) = cos x, en-

tdo f'(x) = —sen x.
21-24 Encontre uma equagao da reta tangente a curva no ponto dado.
21. y=secx, (7/3,2) 22. y=e*cosx, (0,1)
2. y=cosx —senx, (m—1) 28 y=x+tgx, (m, m

25. (a) Encontre uma equagdo da reta tangente a curvay = 2x sen x
no ponto (7/2, ).
(b) Nustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
26. (a) Encontre uma equacio da reta tangente a curva
y = 3x + 6 cos x no ponto (7/3, 7 + 3).
(b) HNustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
21. (a) Se f(x) = sec x — x, encontre f'(x).
(b) Verifique se sua resposta para a parte (a) € razodvel fazendo
os gréficos de fe f' para | x| < /2.
28. (a) Se f(x) = e*cos x, encontre f'(x)e f"(x).
(b) Verifique que suas respostas para a parte (a) sdo razoaveis fa-
zendo os gréficos de f, f' e f”.
29. Se H(A) = 0 sen 0, encontre H'(0) ¢ H"(9).
30. Se f(r) = cossec t, encontre f”(7/6).
31. (a) Use a Regra do Quociente para derivar a funcio

(b) Simplifique a expresséo para f(x) escrevendo-a em termos de
sen x e cos x e, entéo, encontre f'(x).

@ E necessdrio uma calculadora grafica ou computador

si¢do de equilibrio ¢ = 27r/3. Em que dire¢io ele estd se

movendo nesse momento?

posicdo de
equilibrio

0 X X

36. Uma tira eldstica € presa a um gancho e uma massa € presa na ponta
inferior da tira. Quando o corpo € puxado para baixo e entio solto,

ele vibra verticalmente.

s=2cost + 3sent t= 0, ondes é medido em centimetros e ¢,
em segundos. (Consideremos o sentido positivo como para baixo.)

(a) Encontre a velocidade e a aceleragdo no tempo .
(b) Faca os grificos das fungdes velocidade e aceleragao.

(c) Quando o corpo passa pela posicdo de equilibrio pela primeira

vez?
(d) A que distancia da posi¢ado de equilibrio o corpo chega?
(e) Quando a velocidade é méaxima?

37. Uma escada com 6 m de comprimento estd apoiada em uma pa-
rede vertical. Seja 6 o angulo entre o topo da escada e a parede e
x, a distancia do pé da escada até a parede. Se o pé da escada es-
corregar para longe da parede, com que velocidade x variard em

relagdo a 6 quando 6 = 7/3?

38. Um objeto de massa m € arrastado ao longo de um plano hori-
zontal por uma forca agindo ao longo de uma corda atada ao ob-
jeto. Se a corda faz um angulo 6 com o plano, entdo a intensidade

da forga é
pmg
psen 6 + cos 6
onde u € uma constante chamada coeficiente de atrito.

(a) Encontre a taxa de variacdo de F em relagdo a 6.
(b) Quando essa taxa de variacdo € igual a 0?

]
I

o qual dF/d6# = 0. Esse valor € consistente com a resposta

dada na parte (b)?

1. As Homeworks Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

A equagio do movimento &

(c)Se m =20kg,g = 9,8m/s*e u = 0,6, faca o grifico de F
como uma fung¢do de 6 e use-o para encontrar o valor de 6 para



Y
1<

39-48 Encontre o limite

. sen3x . sendx
39. lim 40. lim
=0 X x—0 sen 6x
tg 6t 6—1
M. lim—2 42, lim 22—~
—0 sen 2t 6—0  senf
B, i sen 3x W i sen 3x sen Sx
. lim ——— . lim ——
=0 5x3 — 4x x—0 x?2
0 2
85, lim ——— . 1im S0
-0 6 + tgf x—0 X
1—t -1
47. lim g 18, tim SS" D

x—m/4 SEN X — COS X =1 x2+x—2

49-50 Encontre a derivada dada, encontrando as primeiras derivadas
e observando o padrio que ocorre.

99 35

d
49. 7(561’1 x) 50. F

R (x sen x)

51. Encontre constantes A e B de forma que a fungéo
y = Asenx + Bcosx satisfaca a equagdo diferencial
y"+y" — 2y =senux.

1
52. (a) Avalie lim x sen —.
X

1
(b) Avalie lim x sen —.
x—0 X
(¢) Tlustre as partes (a) e (b) fazendo o grafico de y = x sen(1/x).

53. Derive cada identidade trigonométrica para obter uma nova iden-
tidade (ou uma familiar).
sen x

(a) tgx = (b) sec x =

COSs X COSs X

1 + cotg x
(c)senx +cosx=——"7—
cossec x

<}J'" A Regra da Cadeia

9 56. Seja f(x) =
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54. Um semicirculo com didmetro PQ estd sobre um tridngulo isds-
celes POR para formar uma regido com um formato de sorvete,
conforme mostra a figura. Se A(9) € a drea do semicirculo e B(6)
¢é a drea do tridngulo, encontre

Al6)
6-0" B(6)

10 cm 10 cm

(%)
R

55. A figura mostra um arco de circulo com comprimento s € uma
corda com comprimento d, ambos subentendidos por um angulo
central 6. Encontre

X

JT—cos2x’

(a) Faga o grafico de f. Que tipo de descontinuidade parece ocorrer
em 0?

(b) Calcule os limites laterais de fem 0. Esses valores confirmam
sua resposta para a parte (a)?

Suponha que vocé precise derivar a fungdo

Fx)=+x*+1

As férmulas de derivacdo que vocé aprendeu nas segdes precedentes deste capitulo ndo lhe per-

mitem calcular F'(x).

Veja a Segdo 1.3 para uma revisdo das
funcdes compostas.

Observe que F é uma funcio composta. Na realidade, se assumirmos y = f(u) = vu e
u = g(x) = x* + 1, entdo poderemos escrever y = F(x) = f(g(x)), ou seja, F = feo g. Sabe-
mos como derivar ambas, f e g, entdo seria util ter uma regra que nos dissesse como achar a

derivada de F = f o g em termos das derivadas de fe g.

O resultado € que a derivada da fun¢@o composta f° g € o produto das derivadas de fe g.
Esse fato ¢ um dos mais importantes das regras de derivag@o e € chamado Regra da Cadeia.
Ela parece plausivel se interpretarmos as derivadas como taxas de varia¢do. Considere du/dx
como a taxa de varia¢do de u com relagdo a x, dy/du como a taxa de variacdo de y com rela-
¢80 a u, e dy/dx como a taxa de varia¢do de y com relagéio a x. Se u variar duas vezes mais
rdpido que x, e y variar trés vezes mais rdpido que u, entdo parece plausivel que y varie seis

vezes mais rapido que x e, portanto, esperamos que
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James Gregory

A primeira pessoa a formular a Regra da
Cadeia foi o matemético escocés James
Gregory (1638-1675), que também
projetou o primeiro telescopio refletor para
uso pratico. Gregory descobriu as ideias
basicas de calculo por volta da mesma
época que Newton. Tornou-se o primeiro
professor de Matemética na Universidade
de St. Andrews e posteriormente

ocupou a mesma posicdo na Universidade
de Edimburgo. Mas, um ano apés

aceitar essa posi¢ao, morreu,

aos 36 anos de idade.

dy _dy du
dx du dx

A Regra da Cadeia Se g for derivdvel em x e f for derivdavel em g(x), entdo a fungio
composta F = f o g definida por F(x) = f(g(x)) é derivdvel em x e F' é dada pelo pro-
duto

F'(x) = f'(g(x)) - g'(x)
Na notagdo de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x) forem fungdes derivéveis, entdo

b _dydu
dx du dx

COMENTARIOS SOBRE A DEMONSTRAQI\O DA REGRA DA CADEIA Seja Au a variagdo em u correspondente
a varia¢do de Ax em x, ou seja,

Au = g(x + Ax) — g(x)
Entdo, a variagdo correspondente em y é
Ay = f(u + Au) — f(u)
E tentador escrever
dy .. Ay
— = lim —

dx A0 Ax

Ay A
[1] lim—y-A—z

Ax—0 Au

Ay

1m
Ax—0 Au

Ay Au (Observe que Au — 0 quando Ax — 0,

AINITO Al + lim uma vez que g € continua.)

dy du
du dx
A tnica falha nesse raciocinio € que em pode acontecer que Au = 0 (mesmo quando
Ax # 0) e, obviamente, ndo podemos dividir por 0. Nao obstante, esse raciocinio pelo menos

sugere que a Regra da Cadeia € verdadeira. Uma demonstracdo completa da Regra da Cadeia
sera dada no fim desta sec@o. [

A Regra da Cadeia pode ser escrita na notagdo linha

(2] (fe9)'(x) =f'(g(x)) - g'(x)
ou, se y = f(u) e u = g(x), na notag¢do de Leibniz:
dy _dydu
@ dx  du dx

A Equagio 3 € fécil de ser lembrada porque, se dy/du e du/dx fossem quocientes, poderia-
mos cancelar du. Lembre-se, entretanto, de que du nio estd definida, e du/dx ndo deve ser in-
terpretado como um quociente de fato.

[EETEIGEN Encontre F'(x) se F(x) = /x2 + 1.

SOLUCAD 1 (usando a Equagdo 2): No inicio desta se¢do expressamos F como
F(x) = (f° g)(x) = f(g(x)), onde f(u) = Vu e g(x) = x* + 1. Uma vez que
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1 —1/2 ] !
f'u) = zu /=ﬁ e g'(x) = 2x

temos F'(x) = f'(9(x) - g'(x)

1 X
= )y = ————
2 1

SOLUGAD 2 (usando a Equacdo 3): Se fizermos u = x> + ley = \/;, entio

1 1 X
_ _ 2%) = 2x) = ———
du dx  2\u (2x) 24x% + 1( %) Vxr+1 [

Quando usarmos a Férmula 3, deveremos ter em mente que dy/dx refere-se a derivada de
y quando y for considerada uma funcao de x (chamada de derivada de y em relacdo a x), en-
quanto dy/du se refere a derivada de y quando y € considerada fungdo de u (a derivada de y
com relacdo a u). Como ilustragdo, no Exemplo 1, y pode ser considerada uma func¢do de
X (y = {x*+ 1) e também uma fun¢ao de u (y = \/;) Observe que

dy by dy 1
— = F' = —_— t — = f' =
dx ) x2+1 enquanto du F'w 2Vu

OBSERVACGAO Ao usarmos a Regra da Cadeia, trabalharemos de fora para dentro. A Férmula
2 diz que derivamos a funcdo f de fora [na fungdo de dentro g(x)] e, entdo, que multiplicamos
pela derivada da funcdo de dentro.

d _ ’ . i
R (g) = f (9(x)) g'(x)
funcao avaliada derivada avaliada derivada
de fora na fungio da fungio na fungio da fun¢io
de dentro de fora de dentro de dentro

GG Derive (a) y = sen(x?) e (b) y = sen’x.

SOLUCAO
(a) Se y = sen(x?), entdo a funcéo de fora € a funcfio seno e a fungio de dentro é a funcéo qua-
drética, logo, a Regra da Cadeia da

d_4a 2y :
= sen x> = cos (x*) - 2x
d'x dx — — — — —_—
funcao avaliada derivada avaliada derivada
de fora na funcdo da fungao na fungio da fungao
de dentro de fora de dentro de dentro
2
= 2x cos(x?)

(b) Observe que sen’x = (sen x)*. Aqui, a funcio de fora é a fungfio quadritica, e a funcio de
dentro € a funcdo seno. Logo,

d d
T=—Genx® = 2 - (eny) - cosx
X X

—— — —— —
fungdo derivada avaliada derivada
de dentro da fungdo na fun¢io da fungdo
de fora de dentro de dentro

A resposta pode ser deixada como 2 sen x cos x ou escrita como sen 2x (pela identidade tri-
gonométrica conhecida como férmula do angulo duplo). [ Veja Péagina de Referéncias 2 ou Apéndice D.

No Exemplo 2(a) combinamos a Regra da Cadeia com a regra para derivar a fungio seno.
Em geral, se y = sen u, onde u € uma funcdo derivavel de x, entdo, pela Regra da Cadeia,

dy _dydu_ o du

dx du dx " dx
. d du
Assim — (senu) = cos u —

dx dx
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De modo andlogo, todas as formulas para derivar fungdes trigonométricas podem ser com-
binadas com a Regra da Cadeia.

Vamos explicitar o caso especial da Regra da Cadeia, onde a fung¢éo de fora f ¢ uma fun-
¢do poténcia. Se y = [¢(x)]", entdo podemos escrever y = f(u) = u”", onde u = g(x). Usando
a Regra da Cadeia e, em seguida, a Regra da Poténcia, obteremos

dy dy du Wy du
—=———=nu

dx  du dx Fr n[g(x)]""'g'(x)

E] A Regra da Poténcia Combinada com a Regra da Cadeia Se n for qualquer nimero
real e u = g(x) for derivdvel, entdo

d ny — n*lﬂ
dx () = nu dx

d
Alternativamente, T [9(x0)]" = n[g(x)]"" - g'(x)
X

Observe que a derivada no Exemplo 1 poderia ser calculada usando n = 3 na Regra 4.

IEETETER Derive y = (x* — 1)'™.

SOLUCAD Fazendo u = g(x) = x* — 1 e n = 100 em [4], temos

dy d d
L = _1100=100 3_199_ 3_1
DLy =000t - )7L (e - 1)
= 100(x* — 1) - 3x* = 300x%*(x* — 1)* -
1
[EEENEN Encontre f'(x) se f(x) = UCT\/T
SOLUCAD Primeiro reescreva f: f(x) = (x> + x + 1)7'/3,
d
Logo, filx) = —3(x*>+x + 1)_4/3d— (x*+x+1)
X
= —1x>+x+ 1)*P2x + 1) [

[EETI0HE Encontre a derivada da funcgdo
t—=2Y
t =
90 <2r + 1)
SOLUCAOD Combinando a Regra da Poténcia, a Regra da Cadeia e a Regra do Quociente, ob-
temos
W0 =9 t—2\d[t-2
g 2+ 1) dr \2r+ 1

<t—2>8(2t+1)-1—2(1‘—2) 450t — 2)F
2+ 1 (2t + 1) R

[EETENON Derive y = (2x + 1)°(x* — x + 1%
SOLUCAD Neste exemplo devemos usar a Regra do Produto antes de usar a Regra da Cadeia:

@ _

d d
Cx+1)P—@x—x+ 1D+ —x+ 1D —(2x+1)°
dx dx dx



d
=(2x+1)5'4(x3—x+1)3d—(x3—x+1)
X

d
+(x*—x+ 1*-502x + 1)4d—(2x+ 1)
X
=402x + 1P —x+ 1)PG@x> = 1)+ 5 —x+ D)*Qx+ 1)*-2

Observando que cada termo tem o fator comum 2(2x + 1)*(x* — x + 1)°, podemos fators-
-lo e escrever a resposta como
dy

e 22x + D*x® — x + D3(17x3 + 6x2 — 9x + 3)
X

IEGEIETEA Derive y = e*"*.

SOLUCAO Aqui a fungdo de dentro € g(x) = sen x, e a fun¢fo de fora € a funcdo exponencial
f(x) = e*. Logo, pela Regra da Cadeia,

dy _ d
dx dx

d
(esenx) p— esenxd_ (Sen .X) — esenxcos x
X

Podemos usar a Regra da Cadeia para derivar uma funcio exponencial com qualquer base
a > 0. Lembre-se, da Secdo 1.6, de que a = ™. Logo

at = (elna)x — e(]na)x
e a Regra da Cadeia da

d d d
E (ax) — E (e(lna)x) — e(lna)xg (ln a)x

(Ina)x

=e¢ ‘Ina=a"Ina

porque In a € uma constante. Portanto, temos a férmula

d
@ T (@)=a"lna

Em particular, se a = 2, obteremos
d
— 2)=2In2
(6] Ix (2% n
Na Secao 3.1 demos a estimativa
d
— (2%) = (0,69)2*
dx

Ela € consistente com a formula exata @, pois In 2 = 0,693147.

A raz@o para o nome ‘“Regra da Cadeia” fica evidente se fizermos uma cadeia maior adi-
cionando mais um elo. Suponha que y = f(u), u = g(x) e x = h(), onde f, g e h sdo fungdes
derivaveis. Entdo, para calcular a derivada de y em relag@o a ¢, usamos duas vezes a Regra da
Cadeia

dy _dy dx

dy du dx
dt dx dt

du dx dt

Se f(x) = sen(cos(tg x)), entdo

f'(x) = cos(cos(tg x)) d%lc cos(tg x)
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Os gréficos das fungdes y e y’ do Exemplo
6 sdo mostrados na Figura 1. Observe que
y' é grande quando cresce rapidamente e
y' = 0, quando y tem uma tangente
horizontal. Logo, nossa resposta parece ser
razodvel.

' y, /\/ R
[\

-2

—10

FIGURA 1

De forma geral, a Regra da Cadeia fornece
d du
hkr™

N&o confunda a Férmula 5 (onde x é 0
expoente) com a Regra da Poténcia (onde x
é a base):

1

d
o (x") = nx""
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d
= cos(cos(tg x))[—sen(tg x)] o (tg x)
X
= —cos(cos(tg x)) sen(tg x) sec’x
Observe que usamos duas vezes a Regra da Cadeia. |

IEEIETE] Derive y = ™.

SOLUCAO A fungiio de fora é uma exponencial, a do meio € uma fungdo secante, e a fungio
de dentro € a funcdo de multiplicagdo por trés. Logo, temos

4y

d
T es"c”% (sec 36)

d
= ¥ 30 tg 30 — (36
e sec 30 tg 0 (36)

= 3¢™°¥ sec 30 tg 36 |

I Como Demonstrar a Regra da Cadeia

Lembre-se de que, se y = f(x), e x varia de a paraa + Ax, definimos o incremento de y como
Ay = fla + Ax) — f(a)
De acordo com a defini¢@o de derivada, temos
. Ay ,
iy =@

Dessa forma, se denotarmos por ¢ a diferenca entre o quociente de diferencas e a derivada, ob-
teremos

A
lim & = Al,}gl()(A_i _f/(a)> =f’(a) —f’(a) = 0.

Ax—0
. Ay
Porém €= T f'(a) > Ay = f'(a) Ax + & Ax
X

Se definirmos & como 0 quando Ax = 0, ento ¢ se torna uma funcio continua de Ax. Assim,
para uma funcéo diferencidvel f, podemos escrever

Ay = f'(a) Ax + € Ax onde ¢ — 0 quando Ax — 0

e ¢ € uma funcdo continua de Ax. Essa propriedade de fungdes diferencidveis é que nos pos-
sibilita demonstrar a Regra da Cadeia.

DEMONSTRAGAO DA REGRA DA CADEIA Suponha que u = g(x) seja derivdvel em a e y = f(u) seja
derivdvel em b = g(a). Se Ax for um incremento em x € Au e Ay forem os incrementos cor-
respondentes em u e y, entdo podemos usar a Equacdo 7 para escrever

Au = g'(a) Ax + &, Ax = [g'(a) + &] Ax
onde &; — 0 quando Ax — 0. De forma andloga
@ Ay = f'(b) Au + & Au = [f'(b) + 2] Au

onde &, — 0 quando Au — 0. Se substituirmos agora a expressio para Au da Equacéo 8 na
Equacdo 9, obteremos

Ay =[f'(b) + e]lg'(@) + &] Ax
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A
logo. o =0+ ellg@ + el
Quando Ax — 0, a Equagdo 8 mostra que Au — 0. Assim, &, — 0 e &, — 0 quando Ax — 0.
Portanto
dy .. Ay
— = lim — =

dx  a—0 Ax

=f'(b)g'(a) = f'(g9(a)) g'(a)

Jim [f'(b) + &:]lg'(a) + &1]

vada dy/dx.

1. y=sen4dx

Isso demonstra a Regra da Cadeia. [
</ Exercicios
1-6 Escreva a fun¢@o composta na forma f(g(x)). [Identifique a fun- 39. f(1) = tgle’) + e®’ 40. y = sen(sen(sen x))
30 de dentro u = g(x) e a de fora y = f(u).] Entdo, encontre a deri- )
¢ 9(x) y=fw] M. £(1) = sen’(e™™) 2. y=x+ Jx+ Jx
2 y=+FT3x 8. g(x) = (2ra™ + ny’ a4, y=2"
4. y=tg(senx) 45. y = cos/sen(tg mx) 46. y =[x + (x + sen’x)’]*

3 y=(01—-x»)0

5. y=e‘& 6. y=42—¢"

7-46 Encontre a derivada da funcéo.

1. Flx) = (x*+3x>-2)° 8. F(x)= (4x — x»)'®

9. F(x) =<1+ 2x+x3

10. f(x) = (1 + x*)*?

" g)=—F—-= 12. f(t) = /1 +tgr
@ + 1)

13. y = cos(a® + x?) 14. y = a’ + cos’x

15. y = xe ** 16. y = ¢ % cos 4t

17. f(x) = 2x — 3)*(x*> + x + 1)°
18. g(x) = (x* + 1)°(x* + 2)°
19. h(r) = (t + D2 — 1)
20 F(r)=@t— 1)*Q2t+ 1)

2 3 2
21.y—<i2t1> 22, f(s) = 221411
23 y=41+2e" 2. y=10""

2% y=5" 2. G(y) = ((z J: ;;;‘
27 y=— 8 y=C ¢
\/rle e' + e
s\
29. F(t) = e 30. F(v) = <v3 n 1)
31. y = sen(tg 2x) 32. y = sec*(m0)
33 y=2%"m 34, y=x2

1 . ,2x
35. y=c0s<1 " eh> 36. y =1+ xe
o2
37. y = cot*(sen 6) 38 y = etewr

@ E necessdrio usar uma calculadora grifica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

47-50 Encontre y' e y”.
41. y = cos(x?) 48. y = cos’x

49. y = ¢“"sen Bx 50. y = ¢

51-54 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva no ponto dado.
5. y=(1 +2x)" (0,1) 52. y =41+ x3, (2,3)

53. y = sen(senx), (m,0) 54. y = senx + sen’x, (0, 0)

55. (a) Encontre uma equagfo da reta tangente acurvay = 2/(1 + ™)
no ponto (0, 1).
(b) HNustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
56. (a) A curva y = |x|/y/2 — x* é chamada curva ponta de bala.
Encontre uma equacdo da reta tangente a essa curva no ponto
(1, 1).
(b) HNustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
57. (a) Se f(x) = x/2 — x2, encontre f'(x).
(b) Verifique se sua resposta na parte (a) foi razodvel comparando
os grificos de f e f'

58. A funcdo f(x) = sen(x + sen 2x), 0 < x < 77, aparece em apli-

cacdes a sintese de modulacdo de frequéncia (FM).
(a) Use um grafico de f, feito por uma calculadora gréfica, para
fazer um esboco ristico do grifico de f".
(b) Calcule f'(x) e use essa expressdo, com uma ferramenta gra-
fica, para fazer o grafico def". Compare com o grafico obtido
no item (a).
59. Encontre todos os pontos do grafico da func¢do
f(x) = 2sen x + sen’r nos quais a reta tangente ¢ horizontal.
60. Encontre as coordenadas x de todos os pontos sobre a curva
y = sen 2x — 2 sen x nos quais a reta tangente € horizontal.
61. Se F(x) = f(g9(x)), onde f(=2) =8, f'(=2) =4, f'(5) =3,
g(5) = —2 e g'(5) = 6, encontre F'(5).

Requer sistema de computagdo algébrica
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

170.
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Se h(x) = /4 + 3f(x), onde f(1) =7 e f'(1) = 4, encontre
h'(1).
Uma tabela de valores para f, g, f' e g’ € fornecida.

x | f) g | fx) g'(x)
1 3 2 4 6

1 8 5 7
3 7 2 7 9

(a) Se h(x) = f(g(x)), encontre A'(1).

(b) Se H(x) = g(f(x)), encontre H'(1).

Sejam fe g as funcdes no Exercicio 63.

(a) Se F(x) = f(f(x)), encontre F'(2).

(b) Se G(x) = g(g(x)), encontre G'(3).

Se fe g forem as fungdes cujos graficos sdo mostrados, sejam
u(x) = f(g(x)), v(x) = g(f(x)), e w(x) = g(g(x)). Encontre cada
derivada, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@ u'(1) (b) v'(1) (©) w'(1)

y

1

O‘F 1 i

Se f for a fungdo cujo grafico é mostrado, sejam h(x) = f(f(x))
e g(x) = f(x?). Use o grafico de f para estimar o valor de cada
uma das derivadas.

(@) h'(2) () g'2
N
y=fl) /
N
—1
0 1 X

Se g(x) = +/f(x), onde o gréfico de f é mostrado, avalie ¢'(3).

y

—1

0 X|

Suponha que f'seja uma derivdvel em R e «, um niimero real. Se-

jam F(x) = f(x*) e G(x) = [ f(x)]*. Encontre expressdes para

(a) F'(x) e (b) G'(x).

Suponha que f seja derivdvel em R. Sejam F(x) = f(e*) e

G(x) = e/™. Encontre expressdes para (a) F'(x) e (b) G'(x).

Sejam g(x) = e“ + f(x) e h(x) = ef(x), onde f(0) = 3,

f0)=5e f"(0) = —2.

(a) Encontre g'(0) e g"(0) em termos de c.

(b) Em termos de &, encontre uma equagdo da reta tangente para
o gréfico de & no ponto onde x = 0.

[ 83.

. Seja r(x) = f(g(h(x))), onde h(l) =2, g(2) =3, h'(1) =4,

72,
73.
14.
15.
76.

1.
78.
19.

81.

82.

~ 84,

g'(2) = 5¢ f'(3) = 6. Encontre r'(1).

Se g for duas vezes derivavel e f (x) = xg(x?), encontre f” em ter-
mosdeg,g' eg”.

Se F(x) = f(3f(4f(x))), onde f(0) = 0 e f'(0) = 2, encontre
F'(0).

Se F(x) = f(xf(xf(x)), onde f(1) =2, f(2) =3, f'(1) = 4,
f'(2) = 5ef'(3) = 6, encontre F'(1).

Mostre que a fungiio y = e**(A cos 3x + B sen 3x) satisfaz a
equacdo diferencial y” — 4y" + 13y = 0.

Para quais valores de r a funcéio y = e satisfaz a equagio dife-
rencial y” — 4y" +y = 0?

Encontre a 50* derivada de y = cos 2x.

Encontre a 1000° derivada de f(x) = xe ™.

O deslocamento de uma particula em uma corda vibrante € dado
pela equacdo s(r) = 10 + 3 sen(107 1) onde s é medido em cen-
timetros e 7, em segundos. Encontre a velocidade da particula ap6s
t segundos.

Se a equagdo de movimento de uma particula for dada por
s = A cos(wt + 8), dizemos que a particula estd em movimento
harménico simples.

(a) Encontre a velocidade da particula no tempo ¢.

(b) Quando a velocidade € zero?

Cefeu € uma constelacdo cujo brilho € variavel. A estrela mais vi-
sivel dessa constelacdo € a Delta Cefeu, para a qual o intervalo de
tempo entre os brilhos maximos € de 5,4 dias. O brilho médio
dessa estrela € de 4,0, com uma variacdo de £0,35. Em vista des-
ses dados, o brilho de Delta Cefeu no tempo ¢, onde ¢ € medido
em dias, foi modelada pela fungéo

2wt
B(t) = 4,0 + 0,35 —
(1) sen< 54 >

(a) Encontre a taxa de variacéo do brilho ap6s ¢ dias.
(b) Encontre, com precisdo até duas casas decimais, a taxa de
crescimento apés 1 dia.

No Exemplo 4 da Se¢do 1.3 chegamos a um modelo para a du-
ragdo da luz do dia (em horas) em Ancara, Turquia, no #-ésimo dia
do ano:

2
L) =12 + 2, — (-
(1) 8 sen[ 365 (¢ 80)]

Use esse modelo para comparar como o nimero de horas de luz
do dia aumenta em Ancara em 21 de marco e em 21 de maio.

O movimento de uma mola sujeita a uma forca de atrito ou a uma
forca de amortecimento (tal como o amortecedor em um carro) é
frequentemente modelado pelo produto de uma funcéo exponen-
cial e uma funcéo seno ou cosseno. Suponha que a equagdo de
movimento de um ponto nessa mola seja

s(t) = 2e ' sen 27t
onde s € medido em centimetros e ¢, em segundos. Encontre a ve-
locidade apds ¢ segundos e faga o grafico das funcdes posi¢ao e
velocidade para 0 < ¢t < 2.
Sob certas circunstincias, um boato se propaga de acordo com a
equacao

=
P 1 + ae ¥



85.

86.

87.

onde p(r) é a propor¢do da populagio que jd ouviu o boato no

tempo ¢ e a e k sdo contantes positivas. [Na Secdo 9.4 veremos que

esta € uma equacdo razodvel para p(r).]

(a) Encontre lim, ... p(1).

(b) Encontre a taxa de propagacdo do boato.

(c) Faga o gréfico de p para o casoa = 10, k = 0,5, onde ¢ € me-
dido em horas. Use o grafico para estimar quanto tempo serd
necessdrio para o boato atingir 80% da populagao.

Uma particula se move ao longo de uma reta com deslocamento
s(1), velocidade v(¢) e aceleragdo a(t). Mostre que

a(t) = v(1) %

Explique a diferenca entre os significados das derivadas
dv/dt e dv/ds.

Ar estd sendo bombeado para dentro de um baldo climético es-
férico. Em qualquer tempo 7, o volume do baldo serd V(r) e seu
raio sera r(z).

(a) O que as derivadas dV/dr e dV/dt representam?

(b) Expresse dV/dt em termos de dr/dt.

O flash de uma camera opera armazenando carga em um capaci-
tor e liberando-a instantaneamente ao ser disparado. Os dados na
tabela a esquerda descrevem a carga Q armazenada no capacitor
(medida em microcoulombs, wC) no tempo ¢ (medido em se-
gundos ap6s o flash ter sido disparado).

t 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

0 100,00 | 81,87 | 67,03 | 54,88 | 44,93 | 36,76

(a) Use uma calculadora grafica ou computador para encontrar um
modelo exponencial para a carga (veja a Se¢@o 1.5).

(b) A derivada Q'(¢) representa a corrente elétrica (medida em mi-
croamperes, A, que flui do capacitor para a lampada do flash.
Use a parte (a) para estimar a corrente quando r = 0,04 s.
Compare com o resultado do Exemplo 2 na Seg¢@o 2.1.

. A tabela fornece a populacido do México (em milhdes) em anos

de censo no século XX.

Ano Populacao Ano Populacao
1900 13,6 1960 349
1910 15,2 1970 48,2
1920 14,3 1980 66,8
1930 16,6 1990 81,2
1940 19,7 2000 97,5
1950 258

(a) Use uma calculadora gréfica ou um computador para ajustar
uma fun¢@o exponencial com os dados. Faga um grafico dos
pontos dados e do modelo exponencial. Quio bom € o ajuste?

(b) Estime as taxas de crescimento populacional em 1950 e 1960
fazendo a média de inclinacdes de retas secantes.

(c) Use sua exponencial da parte (a) para encontrar um modelo
para as taxas de crescimento da populagdo do México no sé-
culo XX.

(d) Use seu modelo na parte (c) para estimar as taxas de cres-
cimento em 1950 e 1960. Compare com sua estimativa da
parte (b).
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89. Os SCA tém comandos que derivam funcdes, mas a forma da res-

posta pode ndo ser conveniente e, portanto, comandos posterio-

res podem ser necessdrios para simplificar a resposta.

(a) Use um SCA para encontrar a derivada do Exemplo 5 e com-
pare com a resposta dele. A seguir, use o comando simplifi-
car e compare novamente.

(b) Use um SCA para derivar a fungdo do Exemplo 6. O que acon-
tecerd se vocé usar o comando simplificar? O que acontecera
se vocé usar o comando fatorar? Qual forma da resposta € me-
lhor para localizar as tangentes horizontais?

SCA/90. (a) Use um SCA para derivar a fungéo

. _ xt—=x+1
M=t
e para simplificar o resultado.
(b) Onde o grifico de f tem tangentes horizontais?
(c) Faga os graficos de fe f' na mesma tela. Os graficos sdo con-
sistentes com sua resposta da parte (b)?
91. Use a Regra da Cadeia para demonstrar o que segue.
(a) A derivada de uma fung@o par € uma fungdo fmpar.
(b) A derivada de uma fungdo fmpar € uma fung@o par.
92. Use a Regra da Cadeia e a Regra do Produto para dar uma de-
monstracdo alternativa da Regra do Quociente.
[Sugestdo: Escreva f(x)/g(x) = f(x)[g(x)] "]
93. (a) Se n for um inteiro positivo, demonstre que

d -1
I (sen"x cos nx) = nsen" 'x cos(n + 1)x
X

(b) Encontre uma férmula para a derivada de y = cos"x cos nx
que seja similar aquela da parte (a).
94. Suponha que y = f(x) seja uma curva que estd sempre acima do
eixo x e que ndo tenha uma tangente horizontal, sendo f derivavel
em toda a parte. Para quais valores de y a taxa de variagdo de y’
em relacdo a x € 80 vezes a taxa de variacio de y em relagdo a x?
95. Use a Regra da Cadeia para mostrar que, se 6 for medido em
graus, entao
? (sen ) = —— cos
70 (sen ) = 180 cos
(Isso d4 uma razdo para a convencao de que a medida em radia-
nos € sempre usada quando tratamos o cdlculo de fungdes trigo-
nométricas: as férmulas de derivagdo nio seriam tdo simples se
usdssemos a medida de graus.)
96. (a) Escreva | x| = VxZeusea Regra da Cadeia para mostrar que

(b) Se f(x) = |sen x|, encontre f'(x) e esboce os graficos de fe
f’. Onde f'ndo € derivavel?

(c) Se g(x) = sen | x

, encontre g'(x) e esboce os grificos de g e
g'. Onde g ndo € derivavel?

97.Se y = f(u) e u = g(x), onde fe g sio fungdes duas vezes deriva-

veis, mostre que

d*y d*y(du\* dy du
= —_— + —_
dx? du® \ dx du dx?
98. Se y = f(u) e u = g(x), onde f e g possuem trés derivadas, en-
contre a férmula para d*y/dx* andloga & dada no Exercicio 97.
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ONDE UM PILOTO DEVE INICIAR A DESCIDA?

Um caminho de aproximacdo para uma aeronave pousando € mostrado na figura ao lado e satisfaz
as seguintes condi¢des:

(1) A altitude do voo € h, quando a descida comega a uma distincia horizontal € do ponto de
contato na origem.
(i) O piloto deve manter uma velocidade horizontal constante » em toda a descida.
(iii) O valor absoluto da aceleracio vertical ndo deve exceder uma constante k (que € muito
menor que a aceleragdo da gravidade).

1. Encontre um polindmio ctibico P(x) = ax® + bx* + cx + d que satisfaca a condicdo (i), im-
pondo condigdes adequadas a P(x) e P'(x) no inicio da descida e no ponto de contato.
2. Use as condicdes (ii) e (iii) para mostrar que

6hv?
¢ 2
3. Suponha que uma companhia aérea decida néio permitir que a aceleragdo vertical do avido ex-
ceda k = 1385 km/h?. Se a altitude de cruzeiro do avido for 11 000 m e a velocidade for 480
km/h, a que distancia do aeroporto o piloto deveria comegar a descer?

<k

4 4. Trace o caminho de aproximagao se as condicdes dadas no Problema 3 forem satisfeitas.

M & Py z
E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

m Derivacao Implicita

FIGURA 1

As fungdes encontradas até agora podem ser descritas expressando-se uma varidvel explici-
tamente em termos de outra — por exemplo,

y=+x3+1 ou y = xsenx

ou, em geral, y = f(x). Algumas fungdes, entretanto, sdo definidas implicitamente por uma
relacdo entre x e y, tais como

m x>+ y?=25
ou
[2] x>+ y? = 6xy

Em alguns casos € possivel resolver tal equagéo isolando y como uma fungéo explicita (ou diversas
funcdes) de x. Por exemplo, se resolvermos a Equacao 1 isolando y, obtemos y = *4/25 — x2;
logo, duas das fungdes determinadas pela Equagdo implicita 1 sdo f(x) = /25 — x% e
g(x) = —/25 — x2. Os gréficos de f e g sdo os semicirculos superior e inferior do circulo
x? + y* = 25 (veja a Figura 1).

(@ x> +y*=25 (b) f(x)=1/25 —x* (© g(x)=— /25— x?



Nao € facil resolver a Equagdo 2 e escrever y explicitamente como uma funcio de x a mao.
(Um SCA ndo tem dificuldades, mas as expressdes que obtém sdo muito complicadas). Con-
tudo, € a equacdo de uma curva chamada félio de Descartes, mostrada na Figura 2, e im-
plicitamente define y como diversas fungdes de x. Os graficos dessas trés funcdes sdo mostrados
na Figura 3. Quando dizemos que f'¢ uma func¢io implicitamente definida pela Equagdo 2, que-

remos dizer que a equagdo

X+ [ = 6xf(x)

¢é verdadeira para todos os valores de x no dominio de f.

y
X+ y3’=6xy

y
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FIGURA 2 O f6lio de Descartes

Felizmente, ndo precisamos resolver uma equagdo para y em termos de x para encontrar a
derivada de y. Em vez disso, podemos usar o método de derivacao implicita. Isso consiste
na derivacdo de ambos os lados da equacdo em relacio a x e, entdo, na resolugdo da equacdo
isolando y'. Nos exemplos e exercicios desta se¢do, suponha sempre que a equagio dada de-
termine y implicitamente como uma funcao derivavel de x de forma que o método da deriva-

¢do implicita possa ser aplicado.

[EXEMPLO 1]

d
(a) Se x? + y? = 25, encontre Lol
dx

(b) Encontre uma equagdo da tangente ao circulo x* + y* = 25 no ponto (3, 4).

SOLUCAO 1

(a) Derive ambos os lados da equacio x* + y* = 25:
d
Tr (x* + y?)

d 2 d 2
= + = =0
dx(X) dx(y)

Lembrando que y € uma fung¢éo de x e usando a Regra da Cadeia, temos

N

d
Tr (25)

d d , , dy
el == Rt A,
dx(y) dy(y)dx y
d
Logo, 2x+2y—y=0
dx

Agora isole dy/dx nessa equacio:
@ _
dx

(b) No ponto (3, 4), temos x = 3 ey = 4, logo

dy
dx

FIGURA 3 Grificos de trés funcoes definidas pelo félio de Descartes
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0 Exemplo 1 ilustra que, mesmo quando é

possivel resolver uma equagao

explicitamente e escrever y em termos de
x, pode ser mais fécil usar a derivagdo

implicita.

(3,3)

FIGURA 4

Uma equacdo da reta tangente ao circulo em (3, 4) é, portanto,
y—4=—3(x—3) ou 3x+4y=25
SOLUCAOQ 2
(b) Resolvendo a equacdo x* + y? = 25, obtemos y = *+/25 — x2. O ponto (3, 4) estd sobre

o semicirculo superior y = /25 — x?, e assim vamos considerar a fun¢fo f(x) = /25 — x2.
Derivando f, usando a Regra da Cadeia, temos

F =105 — )L 05— )
dx

e V12 h — X
=525 —x 2x) =
3 3
Entédo RN=——— = — =
F'e 25 — 32 4
e, como na Solucdo 1, uma equacao da reta tangente € 3x + 4y = 25. |

OBSERVACAO 1 A expressio dy/dx = —x/y na Solucdo 1 fornece a derivada em ter-
mos de x e y. E correta, ndo importando qual funcao for determinada pela equacdo dada. Por
exemplo, para y = f(x) = /25 — x? temos

& __x____x
dx y V25 — x?
Enquanto paray = g(x) = —+/25 — x2, temos
dy _ _x__ X _ X
dx y —J25 —x2 /25 — &2

[ EXEMPLO 2 |

(a) Encontre y' se x* + y* = 6xy.

(b) Encontre a reta tangente ao f6lio de Descartes x* + y* = 6xy no ponto (3, 3).
(c) Em qual ponto do primeiro quadrante a reta tangente € horizontal?

SOLUCAQ

(a) Derivando ambos os lados de x* 4+ y* = 6xy em relagio a x, considerando y como uma
fungdo de x e usando a Regra da Cadeia no termo y* e a Regra do Produto no termo 6xy, ob-
temos

3x% + 3y%y’ = 6xy’ + 6y
ou x>+ y?y =2xy + 2y
Agora isolamos y': y2y' — 2xy’ =2y — x?

(y* = 2x)y" =2y — x?

,_y—x
Y y? — 2x
(b) Quando x =y = 3,
,_2-3—32__1
Y T3 23

e uma olhada na Figura 4 confirma que este € um valor razoavel para a inclinagdo em (3, 3).
Logo, uma equagdo da tangente ao félio em (3, 3) €

y—3=—1(x—3) ou x+y=6



(c) A reta tangente € horizontal se y’ = 0. Usando a expressdo de y’ da parte (a) vemos que
y" = 0 quando 2y — x?> = 0 (desde que y> — 2x # 0). Substituindo y = 3x? na equagdo da
curva, obtemos

x4+ (3x?) = 6x(5x?)

que se simplifica para x® = 16x*. Como x # 0 no primeiro quadrante, temos x* = 16. Se

x = 16"° = 2*3 entdo y = 3(2%?) = 25, Assim, a tangente & horizontal em (23, 25%), que

€ aproximadamente (2,5198; 3,1748). Olhando a Figura 5, vemos que nossa resposta € razodvel.
|

OBSERVACAO 2 H4 uma férmula para as trés raizes de uma equacdo cibica que €
semelhante a formula quadrética, mas muito mais complicada. Se usarmos essa férmula (ou
um SCA) para resolver a equagdo x* + y® = 6xy para escrever y em termos de x, vamos
obter as trés fungdes determinadas por:

y =) = =5 Vi — e+ Vhe -

y= %[_f(x) * \/__3(\3/—%)63 + ix0 — 8x% — \3/—%)? — Vix® — 8x? )]

(Essas sdo as trés funcdes cujos graficos sdo mostrados na Figura 3.) Vocé pode ver que o mé-
todo da derivacdo implicita poupa uma enorme quantidade de trabalho em casos como este.
Além disso, a derivagdo implicita funciona de forma igualmente ficil em equacdes como

y? + 3xy? 4+ 5xt =12
para as quais € impossivel encontrar uma expressao similar para y em termos de x.

[ZEIGE] Encontre y’ se sen(x + y) = y?cos x.

SOLUCAO Derivando implicitamente em relagdo a x e lembrando que y € uma fungéo de x, ob-
temos

cos(x +y) + (1 +y') = y*(—sen x) + (cos x)(2yy")

(Observe que usamos a Regra da Cadeia no lado esquerdo e as Regras da Cadeia e do Pro-
duto no lado direito). Se reunirmos os termos que envolvem y’, obtemos

cos(x + y) + y*sen x = (2ycos x)y’ — cos(x + y) * y’

y?sen x + cos(x + y)

[—

~ 2ycos x — cos(x + y)

Logo, y

A Figura 6, feita com o comando de tragcagem implicita (implicit-plotting) de um SCA, mos-
tra parte da curva sen(x + y) = y*cos x. Como uma verifica¢io de nossos cdlculos, observe
que y = —1 quando x = y = 0, e no grafico parece que a inclinagio € de aproximadamente
—1 na origem. [

As Figuras 7, 8 e 9 mostram mais trés curvas produzidas por um SCA com um comando
de tragagem implicita. Nos Exercicios 41-42 vocé terd uma oportunidade de criar e examinar
curvas incomuns dessa natureza.
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4
e N
J
0 4
FIGURA 5
Abel e Galois

0 matemético noruegués Niels Abel
demonstrou em 1824 que ndo existe uma
formula geral para as raizes de uma
equacdo de quinto grau em termos de
radicais. Mais tarde, o matematico francés
Evariste Galois demonstrou que é
impossivel encontrar uma férmula geral
para as raizes de uma equagdo de n-ésimo
grau (em termos de operagdes algébricas
sobre os coeficientes) se n for qualquer
inteiro maior que 4.

2
y / )
-2 2
AN J
-2

FIGURA 6
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K

2 =

-3 3 -6 6 -9 9
\\\R O?///}
-3 -6 -9
FIGURA 7 FIGURA 8 FIGURA 9
(Y =1y —4)=x*x*—4) (y*—1)sen(xy) =x>—4 y sen 3x = x cos 3y

A Figura 10 mostra o gréfico da curva

x* + y* = 16 do Exemplo 4. Observe
que ele é uma versdo esticada e achatada
do circulo x> + y? = 4. Por esta razdo,
ele é as vezes chamado circulo gordo (no
inglés, fat circle). Ele comega muito
ingreme a esquerda, mas rapidamente se
torna muito achatado. Isto pode ser visto
a partir da expressao

FIGURA 10

O exemplo seguinte ilustra como descobrir a segunda derivada de uma fungio implicita-
mente definida.

@0 Encontre y” se x* + y* = 16.

SOLUCAO Derivando a equagdo implicitamente em rela¢do a x, obtemos

4x3 + 4y%y' =0

Isolando y’, temos
3] Y=-"3

Para encontrar y” derivamos esta expressdo para y’, usando a Regra do Quociente e lembrando
que y € uma fungéo de x:

,_d (_x_“) Y @fd)) — 2 (dfd)(y)

de \ y’ (»*)

T3 = X3y
y6

Se agora substituirmos a Equag@o 3 nesta expressao, obtemos

3
3x%y? — 3x3y2<—x—3>
" o_ y
y = y6
3(x*y* + x%) 3xH(y* + x*)
- _ . - _ .

Mas os valores de x e y devem satisfazer a equagdo original x* + y* = 16. Assim, a resposta
se simplifica para

3x%(16) x?
T

[/

I Derivadas de Funcdes Trigonométricas Inversas

As fungdes trigonométricas inversas foram revisadas na Se¢do 1.6. Discutimos suas conti-
nuidades na Secdo 2.5 e suas assintotas na Se¢do 2.6. Aqui, a derivag@o implicita serd usada
para determinar as derivadas das fungdes trigonométricas inversas, supondo que essas funcdes
sejam derivdveis. [Na realidade, se f for qualquer fun¢do derivavel injetora, pode-se demons-
trar que sua fun¢do inversa, !, é também derivavel, exceto onde suas tangentes sdo verticais.
Isso € plausivel, pois o grafico de uma fungdo derivavel ndo possui bicos ou dobras e, se o re-
fletimos em torno de y = x, o grafico de sua funcdo inversa também ndo terd bicos ou dobras.]
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Lembre-se de que a funcio inversa da funcdo seno foi definida por:

~1 L ™ T
y=sen x significa seny =x e ey <y< >
Derivando sen y = x implicitamente em relagdo a x, obtemos
dy dy 1
cosy— =1 ou — = ) -
dx dx cosy Esse mesmo método pode ser utilizado

para obter a férmula da derivada de
qualquer fungao inversa. Veja o
Exercicio 77.

Agora, cos y = 0, uma vez que —7/2 < y < 7/2, entdo

cosy = +/1 — sen?y = /1 — x2
1

dx cos y /1 -x

Logo,

A Figura 11 mostra o gréfico de

f(x) = tg”'x e sua derivada

1 f'(x) = 1/(1 + x?). Observe que f é
crescente e que f'(x) é sempre positiva. 0
fato de que tg~'x — */2 quando

x — oo estd refletido no fato de que
f'(x) = 0 quando x — *oo.

d -1
— (sen =—
dx ( %) 1 —x2

A férmula para a derivada da fungdo arco tangente € deduzida de maneira andloga. Se
y = tg"'x, entdo tg y = x. Derivando essa tltima equacdo implicitamente em relagdo a x, te-

1,5
mos . p
seczy—y =1 | y=tg'x
dx y= 1+ 2
dy 111 R B —6
dx  sec’y 1+tgddy 1+x°
J
-1,5
4 gty — !
4 ¥ = ——
dx g 1+ 2 FIGURA 11

[EEENE Derive (a) y = e (b) f(x) = x arctg+/x.

sen”x

SOLUCAD
d d d
(a) % = (sen"'x)7! = —(sen‘lx)‘za (sen”'x)
_ 1
(sen 'x)*/1 — x2
q Lembre-se de arctg x é uma notagao
b () = x ——— (1 x712) & arcte/x alternativa para tg ™ 'x.
Vx
= o o Toarct [
21+ € gvx

As fungdes trigonométricas inversas que ocorrem com mais frequéncia sao aquelas que aca-
bamos de discutir. As derivadas das quatro func¢des remanescentes estdo dadas na tabela a se-
guir. As demonstragdes das férmulas ficam como exercicio.

As formulas para as derivadas de
cossec”'x & sec”'x dependem das

Derivadas de Funcdes Trigonométricas Inversas
d (sen~1x) 1
— (sen =——
dx * V1 —x?
d S 1
T (cos™x) = T
d 1
— (t -1 -
dx (tg" ) 1+ x?

d ( 1) 1

— (cossec™lx) = —————=
dx x+4/x2— 1
d (sec™x) !

-« =

dx xv/x2—1

d 1

- t -1 .

dx (cotg™"x) 1+ x?

definigdes que foram usadas para essas
funcdes. Veja o
Exercicio 64.
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m Exercicios

CALCULO

1-4
(a) Encontre y" derivando implicitamente.
(b) Resolva a equacido explicitamente isolando y e derive para
obter y' em termos de x.
(c) Verifique que suas solucdes para as partes (a) e (b) sdo
consistentes substituindo a expressao por y na sua solugio
para a parte (a).

1. xy+2x+3x*=4 2. 4x*+9y* =36

3. 4 cosx++y=5

1
x oy

3 2(x% + )2 =25(x* — y?)
3, D

(lemniscata)

32. y(y* — 4) = x*(x* — 5)
0, =2)
(curva do diabo)

5-20 Encontre dy/dx por derivacdo implicita.

5 x4y =1 6. 2vx +y =3

1. x*+xy—y’=4 8 2x'+xly—xy*=2
9. x*(x+y) =yG@x—y) 10. xe* =x—y

M. x*y* + xseny =4 12. 1 + x = sen(xy?)

13. 4cosx seny =1 14. e’senx = x + xy

15 e =x—y 16. \/)mzl-l—xzy2

17. tg ' (x%y) = x + xy? 18. xseny + ysenx = 1
19. ¢’cosx = 1 + sen(xy) 20. tg(x —y) = 1 -l)-)xz

21.Se f(x) + x*[f(x)]* = 10 e f(1) = 2, encontre £'(1).

22.Se g(x) + x sen g(x) = x? encontre g'(0).

23-24 Considere y como a varidvel independente e x como a varidvel
dependente € use a derivagio implicita para encontrar dx/dy.

23 xYy? —xy +2xy° =0 24 ysecx = xtgy

25-32 Use a derivagdo implicita para encontrar uma equacio da reta
tangente a curva no ponto dado.

25. ysen2x = xcos 2y, (m/2, w/4)
26. sen(x +y) =2x — 2y, (m m)
2. x> +xy +y* =3, (1,1) (elipse)
28 x>+ 2xy—y' +x=2, (1,2) (hipérbole)
29 X+ =028 +2y° —x)7 30 x+ V=4

(0.5) (=3v3.1)

(cardioide) (astroide)

y y
X 0 g X

M & o Z
E necessario usar uma calculadora grifica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

33. (a) A curva com equacio y> = 5x* — x? é chamada kampyle (do
grego, curvado) de Eudoxo. Encontre uma equagdo da reta
tangente a essa curva no ponto (1, 2).

(b) HNustre a parte (a) tragando a curva e a reta tangente em uma
tela comum. (Se sua ferramenta grafica puder tragar curvas de-
finidas implicitamente, entdo use esse recurso. Caso ndo seja
possivel, vocé pode ainda criar o grifico dessa curva tra-
¢ando suas metades superior e inferior separadamente.)

34. (a) A curva com equaciio y> = x* 4+ 3x?¢é denominada cibica de
Tschirnhausen. Encontre uma equag@o da reta tangente a essa
curva no ponto (1, —2).

(b) Em que pontos essa curva tem uma tangente horizontal?

(c) Ilustre as partes (a) e (b) tragando a curva e as retas tangentes
sobre uma tela comum.

35-38 Encontre y” por derivagio implicita.

35 9x> +y’=9 3. Vx +4y =1

3. P +y =1 38 x*+y'=4a'

39. Se xy + e’ = e, encontre o valor de y” no ponto onde x = 0.

40. Se x>+ xy + y> =1, encontre o valor de y"” no ponto onde
x =1

41. Formas extravagantes podem ser criadas usando-se a capacidade
de tragar fungdes definidas implicitamente de um SCA.
(a) Trace a curva com equagao

Y= Dy —2) =x(x - Dx—2)

Em quantos pontos essa curva tem tangentes horizontais? Es-
time as abscissas desses pontos.

(b) Encontre as equagdes das retas tangentes nos pontos (0, 1) e
0, 2).

(c) Encontre as abscissas exatas dos pontos da parte (a).

(d) Crie curvas ainda mais extravagantes modificando a equacdo
da parte (a).

. (a) A curva com equacdo
293+ y? —yi=xt —2x% + 7

foi comparada com um “vagdo sacolejante”. Use um SCA
para tragar essa curva e descubra o porqué desse nome.

(b) Em quantos pontos essa curva tem retas tangentes horizontais?

Requer sistema de computagao algébrica
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Encontre as coordenadas x desses pontos. d 1

-1
. . sec”'x) =
43. Encontre os pontos sobre a lemniscata do Exercicio 31 onde a tan- dx ( ) | X | Jx2 =1
gente ¢ horizontal.

65-68 Duas curvas sdo ortogonais se suas retas tangentes forem per-
4. Mostre, fazendo a derivagao implicita, que a tangente a elipse pendiculares em cada ponto de intersec¢io. Mostre que as familias da-

61. f(x) = /1 — x? arcsen x

62. f(x) = arctg(x* — x)

B

63. Demonstre a férmula para (d/dx)(cos™'x) pelo mesmo método
usado para (d/dx)(sen”'x).
64. (a) Uma maneira de definir sec”'x € dizer que y = sec”'x <
secy=xe0<y<a/2oum<y<3mw/2. Mostre que,
com essa defini¢do,

d 4 1
E (SCC x) = ﬁ
(b) Outra maneira de definir sec”'x que € s vezes usada & dizer
quey=sec 'x <& secy=xe0<ys<my#0. Mos-
tre que, com essa definicgdo,

<

=

75.

76.

1.

x? 4 v i das de curvas sdo trajetorias ortogonais uma em relagio a outra, ou
a? »2 seja, toda curva de uma familia € ortogonal a toda curva da outra fa-
no ponto (X, o) € milia. Esboce ambas as familias de curvas no mesmo sistema de coor-
0s V0
denadas.
XoX
02 y02y=1 65. x>+ y>=1r% ax+by=
a b
45. Encontre uma equacdo da reta tangente a hipérbole 66. x* + y>=ax, x*+y*=bhy
X2 y? 67. y=cx? x>+ 2y*=
I
68. y=ax®, x*+3y’=0b
no ponto (xo, yo).
46. Mostre que a soma das coordenadas das intersec¢des com oS ei- ) 2/ o 2)ea .
xos x e y de qualquer reta tangente A curva /x + v/y = /¢ é 69. Mostre que 7a clipse x ./a + y/b* =1 ¢ a hipérbole
igual a ¢ x*/A* — y*/B* =1 siio trajetérias ortogonais se A? < a’ e
: 2 32 A2 2 : [Ip)
47. Mostre, usando a derivagdo implicita, que qualquer reta tangente a b A"+ B" (logo, a elipse e a hipérbole possuem os
em um ponto P a um circulo com centro O € perpendicular ao raio mesmos focos). )
oP 70. Encontre o valor do niimero a de tal modo que as familias das cur-
: — -1 — 1/3 . ] .
48. A Regra da Poténcia pode ser demonstrada usando a derivac¢ao vasy = (x + o) ey = alx + k)" sejam trajetrias ortogonais.
s c p . _ N. (a) A Equagdo de van der Waals para n mols de um gés é
implicita para o caso onde n é um nimero racional, n = p/q, e
y = f(x) = x" é suposta de antem@o ser uma fungdo derivavel. Se nla
y = x?/7, entdio y? = x*. Use a derivagdo implicita para mostrar <P + V2 >(V — nb) = nRT
que
y' = P /a1 onde P € a pressdo, V € o volume e 7 € a temperatura do gés.
q A constante R € a constante de gds universal e a e b sdo cons-
49-60 Encontre a derivada da funcéo. Simplifique quando possivel. tantes positivas que sdo caracteristicas de um géds em parti-
49. y =g 'Vx 50. y = /tg"x cular. Se T permanece constante, use a derivacdo implicita
trar dV/dP.
51. y =sen '(2x + 1) 52. g(x) = x? — lsec™'x para encontrar dV/ Do . .
(b) Encontre a taxa de varia¢do de volume em relagdo a pressao de
53. G(x) = v/1 — x? arccos x 1 mol de diéxido de carbono em um volumede V= 10L e
50 y = tg” (x — T+ x2) uma pressdo de P = 2,5 atm. Use a = 3,592 L*-atm/mol* e
b = 0,04267 L/mol.
55. h(t) = cotg '(¢) + cotg '(1/t) 56. F(9) = arcsen +/sen L /Tno .. ,
SCA| 72. (a) Use a derivagao implicita para encontrar y’ se
5. y = xsen 'x + /1 — x? 58. y = cos '(sen'7) X Haxy+yi+1=0.
b + acos x (b) Trace a curva da parte (a). O que vocé observa? Demonstre
59. y = arccos 4t boosx ) Osxsma>b>0 que o que vocé observa estd correto.
(c) Em vista da parte (b), o que vocé pode dizer sobre a expres-
60. y = arcte I —x sdo para y’ que vocé encontrou na parte (a)?
1 +x 73. A equagdo x* — xy + y? = 3 representa uma “elipse girada”,
isto €, uma elipse cujos eixos ndo sdo paralelos aos eixos coor-
61-62 Encontre f'(x). Verifique se sua resposta € razodvel comparando denados. Encontre os pontos nos quais essa elipse cruza o eixo x
@ oS gréﬁcos de f e f ' € mostre que as retas tangentes nesses pontos sao paralelas.
74. (a) Onde a reta normal a elipse x> — xy + y> = 3 no ponto

(—1, 1) intersecta a elipse uma segunda vez?
(b) Tlustre a parte (a) fazendo o grafico da elipse e da reta normal.
Encontre todos os pontos sobre a curva x?y? + xy = 2 onde a
inclinag@o da reta tangente é —1.
Encontre as equagdes de ambas as retas tangentes para a elipse
x* + 4y? = 36 que passem pelo ponto (12, 3).
(a) Suponha que f'seja uma funcg@o injetora, derivdvel e que sua
fungdo inversa f ' seja também derivével. Use a derivagdo im-
plicita para mostrar que

“1V/() —
MNTC)
desde que o denominador nio seja 0.

() Se f(4) = 5ef'(4) =2, encontre (f1)(5).
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78. (a) Mostre que f(x) = x + e* € injetora.
(b) Qual o valor de f'(1)?
(c) Use a férmula do Exercicio 77(a) para determinar (f~')'(1).
79. A Funcio de Bessel de ordem 0, y = J(x), satisfaz a equagdo di-
ferencial xy” + y’ + xy = 0 para todos os valores de x e seu va-
lorem0€éJ(0) = 1.
(a) Encontre J'(0).
(b) Use a derivagdo implicita para encontrar J"(0).
80. A figura mostra uma ldmpada localizada trés unidades a direita do
eixo y e uma sombra originada pela regido eliptica x> + 4y? < 5.

Se o ponto (—35, 0) estiver na borda da sombra, qual a altura da 1am-

pada acima do eixo?

FAMILIAS DE CURVAS IMPLICITAS

1. Considere a familia de curvas

y2—2x%(x + 8) =c[(y + 1)*(y +9) — x?*]

cebe? E quanto aos outros valores de ¢?

2. (a) Trace diversos membros da familia de curvas

x4+ y + ex?y’ =1

Neste projeto vocé explorard os formatos mutantes de curvas definidas implicitamente ao variar cons-
tantes numa familia e determinara que caracteristicas sdo comuns a todos os membros da familia.

(a) Tracando as curvas com ¢ = 0 e ¢ = 2, determine quantos pontos de intersec¢ao existem.
(Vocé pode precisar aplicar o zoom para encontrar todas elas.)
(b) Agora adicione as curvas com ¢ = 5 e ¢ = 10 aos esbogos da parte (a). O que vocé per-

Descreva como a curva muda a medida que vocé varia o valor de c.
(b) O que acontece a curva quando ¢ = —1? Descreva o que aparece na tela. Vocé pode pro-

var isso algebricamente?
(c) Encontre y" por derivacdo implicita. Para o caso ¢ = —1, sua expressdo para y’ é con-
sistente com o que vocé descobriu na parte (b)?

E necessério usar um sistema de computagdo algébrica

m Derivadas de Funcées Logaritmicas

Nesta secao vamos usar a derivag@o implicita para achar as derivadas das fung¢des logaritmi-
cas y = log,x e, em particular, da fungdo logaritmica natural y = In x. [E possivel demons-
trar que as fungdes logaritmicas sdo derivdveis: com certeza isso € plausivel a partir dos seus
gréficos (Veja a Figura 12 na Sec¢do 1.6).]

d 1
_1 p j—
m dx(Og %) xIna

DEMONSTRACAO Sejay = log, x. Entdo
=X

Derivando essa equacdo implicitamente em relagdo a x, usando a Férmula 3.4.5, obtemos
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dy
a’(In a) E =1 A Férmula 3.4.5 diz que

. dy 1
€ assim —_—=—= [
dx a’lna xIna

dx

Se pusermos a = e na Férmula 1, entdlo o fator In a no lado direito torna-se Ine = 1, e
obtemos a férmula para a derivada da fun¢@o logaritmica natural log, x = In x:

@ dix(lnx)=%

Comparando as Férmulas 1 e 2, vemos uma das principais razdes para os logaritmos na-
turais (logaritmos com base ¢) serem usados em célculo. A férmula de derivagéo € a mais sim-
ples quando a = e porque Ine = 1.

[EGEENEN Derive y = In(x® + 1).

SOLUCAO Para usarmos a Regra da Cadeia, vamos fazer u = x* + 1. Entdo, y = In u, logo

dy _dydu_1du
dx du dx u dx
B 1 o 3x?
B x3+1(3x)_x3+1

De forma geral, se combinarmos a Férmula 2 com a Regra da Cadeia, como no Exemplo
1, obtemos

d 1 du d g9'(x)
@ dx (In u) u dx ol dx [in g()] g(x)
d
[EEEZ0F Encontre . In(sen x).
by
SOLUCAD Usando [3], temos
d d 1
— In(sen x) = — (sen x) = COS x = cotg x [ |
dx sen x dx X

[EEENE] Derive f(x) = +/In x.
SOLUCAO Dessa vez o logaritmo € a fun¢do de dentro; logo, a Regra da Cadeia da

f’(x)=%(lnx)‘”2i(1nx)= Lo r_ 1 —
dx

2Inx  x 2x+/In x

[EGEENNY Derive f(x) = logio(2 + sen x).

SOLUCAD Usando a Férmula 1 com a = 10, temos

d
f'(x) = —log1(2 + sen x)
dx

1 d 2+ )
= — sen x
(2 + senx)In 10 dx

B cos X
(2 + senx)In 10

d v X
1 —(@)=a"lna.

197
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A Figura 1 mostra o gréfico da fungdo f do
Exemplo 5 com o gréfico de sua derivada.
Ela mostra a verificagdo visual de nosso
calculo. Observe que f'(x) é uma negativa
grande quando f esta reduzindo rapida-
mente.

d x+1
[EETENE Encontre — In —F——.
dx Vx =2
SOLUCAO 1
d x+1 1 d x+1

_1 — —
dxn\/x—Z x+1 dx Jx—2

VX — 2
IR I R R ()| ©) Sl s

x+1 x—2
x—2—2(x+1)
T TGt D—2)
x—35

2(x + 1)(x — 2)

SOLUCAD 2 Se primeiro simplificarmos a fun¢fio dada usando as propriedades do logaritmo,
entdo a derivacao ficard mais fécil:

d x+1

d |
Elnﬁ=a[ln()€+ 1) — 3In(x — 2)]

1 1
x+1 2\x-2

(Essa resposta pode ser deixada assim, mas se usdssemos um denominador comum obteria-
mos a mesma resposta da Solugdo 1.) |

[EETEN Encontre f(x) se f(x) = In|x]|.
SOLUCAD Uma vez que

f(x)={lnx se x>0

In(—x) se x<0

FIGURA 1

AFigura 2 ilustra o gréafico da fungdo
f(x) = In| x| do Exemplo 6 € sua
derivada f’(x) = 1/x. Qbserve que,
quando x é pequeno, o grafico de

y = In| x| é ingreme e, portanto, f"(x) &
grande (positiva ou negativa).

AN /

FIGURA 2

X
segue-se que

— sex >0
X
f'x) =
1 1
—(-1)=— sex <0
—Xx X

Assim, f'(x) = 1/x para todo x # 0. [

O resultado do Exemplo 6 vale a pena ser lembrado:

d 1
[4] -y nlxl ==

dx

I Derivacéo Logaritmica

Os célculos de derivadas de fun¢gdes complicadas envolvendo produtos, quocientes ou potén-
cias podem muitas vezes ser simplificados tomando-se os logaritmos. O método usado no
exemplo a seguir é chamado derivacao logaritmica.

Sx+1
IEEEE Derivey = - —
(3x + 2)3
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SOLUCAO Tome o logaritmo em ambos os lados da equacdo e use as Propriedades do Loga-
ritmo para simplificar:

Iny=3Inx+3ln(x>+ 1) — 5In(3x + 2)

Derivando implicitamente em relagdo a x, temos

G431 1 2 3
ydex 4 x 2 x*+1 3x +2
Isolando dy/dx, obtemos
dy 3 X 15 . - .
—=yl—+— — Se ndo usdssemos a derivacdo logaritmica
dx 4x  x~+1 3x +2 no Exemplo 7, teriamos de utilizar tanto a

Regra do Quociente quanto a Regra do
Como temos uma expressio explicita para y, podemos substitui-lo por ela e escrever Produto. Os célculos resultantes seriam

horriveis.
ﬂ_x3/4«/x2+1<3+ x 15 >

dx Grx+2)5 \4x  x24+1 3x+2

Passos na Derivacao Logaritmica

1. Tome o logaritmo natural em ambos os lados de uma equagio y = f(x) e use as
Propriedades dos Logaritmos para simplificar.

2. Derive implicitamente em relagdo a x.

3. Isole y’ na equagdo resultante.

Se f(x) < 0 para algum valor de x, entdo In f(x) ndo estd definida, mas podemos escre-
ver |y| = | f(x)| e usar a Equagio 4. Ilustramos esse procedimento demonstrando a versdo
geral da Regra da Poténcia, como prometemos na Sec¢do 3.1.

A Regra da Poténcia Se n for qualquer nimero real e f(x) = x”, entdo

£ = et

DEMONSTRACAO Seja y = x". Use a derivacdo logaritmica: Se x = 0, podemos mostrar que

x#0 f'(0) = 0 paran > 1 diretamente da

In ’ y‘ =1In ‘ x| =nln ’x‘ definicdo de derivada.

n
Logo, r_nr
y x
g ! y x" n—1
Dai y =n—=n—=nx ||
X X

@ Vocé deve distinguir cuidadosamente a Regra da Poténcia [(x")’ = nx"~'], na qual a base
€ varidvel e o expoente, constante, da regra para diferenciar as fungdes exponenciais
[(@*) = a*In a], na qual a base € constante e o expoente, variavel.

Em geral ha quatro casos para os expoentes € as bases:

d

1. T (@) =0 (a e b sdo constantes) Base constante, expoente constante
x
d b b—1p1

2. I [F()] = bl f(x)]"'f'(x) Base variavel, expoente constante
x
d (x) (x) ’ .

3. —[a"™] = a'(na)g'(x) Base constante, expoente variavel

dx
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Base variavel, expoente variavel 4. Para encontrar (d/dx)[ f(x)]*", a derivagdo logaritmica pode ser usada, como no exemplo.

FTEENE] Derive y = x™.

SOLUCAD 1 Uma vez que a base e o expoente sdo varidveis, usamos a derivagdo logarit-
mica:

AFigura 3 ilustra o Exemplo 8 mostrando
os gréficos de f(x) = xV* e sua derivada.

Iny=Inx"=,xInx
1

2Vx

fl
, 1 . lnx> ﬁ<2+lnx
=yl — = =T
g HRANVZIE N 2Jx

! 1
y L=\/;-—+(lnx)
y x

0 / 1 “ SOLUCAD 2 Outro método € escrever xV* = (¢™*)V*:
d d d
FIGURA 3 _(x\/;)z_(e\/;lnx)= e\/;lnx_(\/;lnx)
dx dx dx
N 2+ Inx
=X —_— (como na Solugdo 1) |
2Jx

I 0 Namero e como um Limite

Ja mostramos que se f(x) = In x, entdo f'(x) = 1/x. Assim, f'(1) = 1. Agora, usamos esse
fato para expressar o nimero e como um limite.
Da defini¢ao de derivada como um limite, temos

= lim

1) = g LUER D) 7040 = (1)
h—0 h x—0 X

In(1 + %) — In1 1
iR =il s
x—0 X x—=0 X

lim In(1 + x)'*

x—0

Por causa de f'(1) = 1, temos

y lim In(1 + x)* =1
; Assim, pelo Teorema 2.5.8 e pela continuidade da fungdo exponencial, temos
y=(+x" 1 li In(1+x)1/ . In(1+x)1 : 1
2t e = e' = gm0+l — hr%e"( M = hII(l) (1 + x)'~
U pare joure
0 X
[5] e= ling 1+ x)'"
FIGURA 4
A Férmula 5 estd ilustrada pelo grafico da funcio y = (1 + x)"* na Figura 4 e na tabela
X (1 + ) para os valores pequenos de x. Isso ilustra o fato de que, com precisdo até a sétima casa deci-
mal,
0,1 2,59374246
0,01 2,70481383 e~ 27182818
0,001 2,71692393 < ~
’ ’ 1 =1 Férmul o0 * 1-
0.0001 271814593 temifi c;) o;irmgs n /x na Férmula 5, entdo n — o quando x — 0" e uma expressdo a
0,00001 2,71826824 vaparae
0,000001 2,71828047
0,0000001 2,71828169 — i |+ l "
0,00000001 2,71828181 6] e=,m n
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m Exercicios

Explique por que a fun¢@o logaritmica natural y = In x € usada
mais vezes no cdlculo do que as outras funcdes logaritmicas

y = logax. 32. Se f(x) = In(1 + e*), encontre f'(0).
2-22 Derive a funcio.

31. Sef(x) = e ax , encontre f'(1).

33-34 Encontre uma equacao da reta tangente a curva no ponto dado.
2. f(x) =xlnx—x 3B.y=In(x>-3x+1), (3,00 34 y=x’lnx, (1,0
3. f(x) = sen(In x) 4. f(x) = In(sen’v)

{135 Se f(x) = sen x + In x, encontre f'(x). Verifique se sua resposta
5 f(x) =<Inx 6. f(x)=1InYx é razodvel comparando os gréficos de f e f'.
@36. Encontre as equacdes das retas tangentes para a curva
= 3 — X
1. f() = logi(x* + 1) 8. flx) = logs(xe”) y = (In x)/x nos pontos (1, 0) e (e, 1/e). lustre fazendo o gréfico
9. £(x) = sen x In(5%) 10. f(u) = da curva e de suas retas tangentes.

I+ ln u 37. Sejaf(x) = cx + In(cos x). Para qual valor de ¢ ocorre

1. g(x) = In(xy/x2 — 1) 12. h(x) = In(x + Vx> = 1) f(m/4) = 6?

38. Sejaf(x) = log,(3x> — 2).Para qual valor de a ocorre f'(1) = 3?

@y + 1y
13. G(y) =1In ﬁ 14. g(r) = r*In(2r + 1) 39-50 Use a derivagdo logaritmica para achar a derivada de fung@o.
15. F(s) =Inlns 16. y=In|1+7— 7 39, y = Q2x + 1P(x" = 3)° 40. y=x e (x* + 1)
17. y = tg[ln(ax + b)] 18. y = In |cos(In x) | M. y= x4:_ 11 82. y = Jxe" (x + 1)
x

2 _ 2
19. y =In(e™ + xe™) 20. H(z) = Iny /% 3. y=x" 4.y =x"
a Z

45, y =y 4. y = x*
21. y = 2xlogiovx 22. y = log,(e™*cos mx)

41. y = (cos x)* 48. y = (senx)"*
23-26 Encontre y' e y". 49. y = (tg )" 50. y = (In x)***

In
23. y = x*1In(2x) 2. y= 2x
X 51. Encontre y’ se y = In(x? + y?).
’ Y — X

25. y = In(x + /1 + x?) 26. y = In(sec x + tg x) 52. Encontre y' se x” = y*.

53. Encontre uma férmula para f®(x) se f(x) = In(x — 1).
27-30 Derive f e encontre o dominio de f. 54. Encontre P (x%1n x).

X 55. Use a defini¢@o da derivada para demonstrar que
21. f(x) = ————— 28. f(x) =2 +Inx ¢ P q
1 —1In(x—1) . In(1 + x)
11113 —=1
29. £(x) = In(x> — 2x) 30. £(x) = Inlnln x ) .
x n
56. Mostre que lim (1 + ) = e* para qualquer x > 0.
n—ow n
E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

m Taxas de Variacao nas Ciéncias Naturais e Sociais

Sabemos que se y = f(x), entdo a derivada dy/dx pode ser interpretada como a taxa de varia¢io
de y em relacdo a x. Nesta se¢do examinaremos algumas das aplicagdes dessa ideia na fisica,
quimica, biologia, economia e em outras ciéncias.

Vamos nos recordar da Sec¢do 2.7, que apresentou a ideia bésica das taxas de variagdo. Se
X variar de x; a x», entdo a variacao em x serd

Ax = x, — x;

e a variacdo correspondente em y serd

Ay = f(x2) — f(x1)
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mpy = taxa média de variacdo
m = f'(x,) = taxa instantnea

FIGURA 1

de variagdo

O quociente da diferenga

Ay fl) = fx)

Ax X2 — X1

¢ a taxa média de variacdo de y em relacdio a x sobre o intervalo [x;, x,] e pode ser inter-
pretada como a inclinaggo da reta secante PQ na Figura 1. Seu limite como Ax — 0 € a deri-
vada f'(x), que pode portanto ser interpretada como a taxa instantanea de variaciio de y em
relacdo a x ou a inclinagdo da reta tangente em P(x;,f(x;)). Usando a notagio de Leibniz, es-
crevemos o processo na forma:

dy . Ay
= lim —
dx  a—0 Ax
Sempre que a fun¢do y = f(x) tiver uma interpreta¢o especifica em uma das ciéncias, sua
derivada terd outra interpretacdo especifica, como uma taxa de variacdo. (Como discutido na
Secdo 2.7, as unidades dy/dx sdo as unidades para y divididas pela unidade para x.) Agora va-
mos examinar algumas dessas interpretagdes nas ciéncias naturais e sociais.

I Fisica

Se s = f(z) for a fungdo posi¢ao de uma particula que estd se movendo em uma reta, entio As/Ar
representa a velocidade média ao longo de um periodo de tempo At,e v = ds/dt representa a ve-
locidade instantinea (a taxa de variacdo do deslocamento em relacdo ao tempo). A taxa instan-
tAnea de varia¢do da velocidade com relagdo ao tempo € a aceleracgo: a(¢) = v'(r) = s"(¢).Isso
ja foi discutido nas Secdes 2.7 e 2.8, mas agora que conhecemos as férmulas de derivacio, es-
tamos habilitados a resolver os problemas de velocidade mais facilmente.

[EETENEN A posicdo de uma particula é dada pela equagdo
s=f(H)=1t>— 6>+ 9t

onde 7 é¢ medido em segundos e s, em metros.

(a) Encontre a velocidade no tempo ¢.

(b) Qual a velocidade depois de 2 s? E depois de 4 s?

(c) Quando a particula estd em repouso?

(d) Quando a particula estd se movendo para a frente (isto €, no sentido positivo)?

(e) Faca um diagrama para representar o movimento da particula.

(f) Encontre a distancia total percorrida pela particula durante os primeiros cinco segundos.
(g) Encontre a aceleracdo no tempo ¢ e depois de 4 s.

(h) Faga os gréficos das fungdes posicdo, velocidade e aceleragdo para 0 < ¢ < 5.

(1) Quando a particula estd acelerando? Quando esta freando?

SOLUCAO
(a) A fung@o velocidade € a derivada da fung@o posicdo:

s=f()=1>— 62+ 9t
ds

N=—=3"—12t+9
o(t) 0

(b) A velocidade depois de 2 s € a velocidade instantdnea quando ¢t = 2, ou seja,

v(2) = % = 322 - 12(2) + 9 = —3m/s

A velocidade depois de 4 s é
v(4) =34 — 124) + 9=9m/s

(c) A particula estd em repouso quando v(r) = 0, isto €,

32— 12t +9=3*—4r+3)=3t— 1)t —3)=0



e isso acontece quando ¢ = 1 ou ¢t = 3. Dessa forma, a particula estd em repouso apds 1 s e

depois de 3 s.

(d) A particula move-se no sentido positivo quando »(¢) > 0, ou seja

3t — 12t +9=3(t— 1)t —3)>0

Essa desigualdade é verdadeira quando ambos os fatores forem positivos (¢t > 3) ou quando am-
bos os fatores forem negativos (¢ < 1). Assim, a particula move-se no sentido positivo nos in-
tervalos de tempo ¢ < 1 e ¢ > 3. Move-se para trds (no sentido negativo) quando 1 < ¢ < 3.
(e) Usando as informacdes da parte (d), fazemos um esquema ilustrativo na Figura 2 do mo-
vimento da particula, que volta e depois torna a avancgar ao longo da reta (eixo s).
(f) Por causa do que aprendemos nas partes (d) e (e), precisamos calcular separadamente a dis-
tancia percorrida durante os intervalos de tempo [0, 1], [1, 3] e [3, 5] separadamente.

A distincia percorrida no primeiro segundo é

|f(1) = f(0)|=]4-0|=4m

De t = 1 at = 3 a distancia percorrida é

[fB) —f()[=]0~4[=4m

De t = 3 at = 5 adistancia percorrida é

17(5) = f3)| =20 — 0] =20 m

A distancia total € 4 + 4 + 20 = 28 m.
(g) A aceleragdo € a derivada da fung@o velocidade:

d*s dv
H=—F=—"=6f—12
a9 dt*  dt

a(4) = 6(4) — 12 = 12 m/s?

(h) A Figura 3 mostra os graficos de s, v e a.

(i) A particula acelera quando a velocidade € positiva e crescente (v e a sdo ambas positivas)
e, também, quando a velocidade € negativa e decrescente (v € a sdo ambas negativas). Em ou-
tras palavras, a particula aumenta a velocidade quando a velocidade e a aceleragdo t€m o
mesmo sinal. (A particula é empurrada na mesma dire¢cdo em que estd se movendo.) Da Fi-
gura 3 vemos que isso ocorre quando 1 < ¢ < 2 e quando ¢ > 3. A particula estd reduzindo
velocidade quando v e a t€m sinais opostos, ou seja, quando 0 < ¢ < 1 e quando 2 < ¢ < 3.
A Figura 4 resume o movimento da particula.

FIGURA 4

T U

54 N
e f
para frente para tras para frente

4 4 4 4
1 1 1 1

- e
freia acelera freia acelera
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t=3

s=0

t=0 t=1
s=0 s=4
FIGURA 2

—12

FIGURA 3

Em Module 3.7 vocé pode ver uma
animacao da Figura 4 com uma expressao
para s que vocé mesmo pode escolher.



204

FIGURA 6

CALCULO

@0 Se uma barra ou pedaco de fio forem homogéneos, entdo sua densidade linear
serd uniforme e estaré definida como a massa por unidade de comprimento (p = m/) medida
em quilogramas por metro. Suponha, contudo, que a barra ndo seja homogénea, mas que sua
massa, medida a partir da extremidade esquerda até um ponto x, seja m = f(x), conforme
mostrado na Figura 5.

\ ’ |
| X \
[ I I ]

FIGURA 5 Esta parte da barra tem massa f(x).

A massa da parte da barra que estd situada entre x = x; e x = x, é dada por
Am = f(x,) — f(x1); logo, a densidade média daquela parte da barra é

Am f(r) — fx)

X X2 — X1

densidade média =

Se fizermos Ax — 0 (ou seja, x, — x;), estaremos computando a densidade média em inter-
valos cada vez menores. A densidade linear p em x, é o limite dessas densidades médias
quando Ax — 0; ou seja, a densidade linear é a taxa de variagdo da massa em relacéo ao com-
primento. Simbolicamente,

. Am dm
= lim — =—
e Ax dx

Assim, a densidade linear da barra € a derivada da massa em relagdo ao comprimento.
Por exemplo, se m = f(x) = \/; ,onde x é medida em metros e m em quilogramas, entdo
a densidade média da parte da barradadapor 1 s x < 12¢

Am _ f(12) - f(1) _ VT2 —1

~ 048k
Ax 12-1 02 g/m
enquanto a densidade exatamente em x = 1 ¢
dm ! 050 kg —
= - =0, m
7 dx e 2V | £

[EEI0E] Uma corrente existe sempre que cargas elétricas se movem. A Figura 6 ilustra
parte de um fio e elétrons movimentando-se através de uma superficie plana sombreada em

@: vermelho. Se AQ € a quantidade de carga liquida que passa através dessa superficie durante
um periodo de tempo At¢, entdo a corrente média durante esse intervalo de tempo é definida
como

(1 AO O — O
corrente média = — = ———
At h— 1t

Se fizermos o limite dessa corrente média sobre intervalos de tempo cada vez menores, ob-
teremos o que denominamos corrente / em um dado tempo #:

AQ 40
I= lm —=—
Ar—0 At dt
Assim, a corrente ¢ a taxa na qual a carga flui através de uma superficie. E medida em uni-
dades de carga por unidade de tempo (frequentemente coulombs por segundo, chamados am-
peres). |



A velocidade, densidade e corrente ndo sdo as tnicas taxas importantes na fisica. Sao in-
clusas também a poténcia (a taxa segundo a qual um trabalho é realizado), a taxa do fluxo de
calor, o gradiente da temperatura (a taxa de variacdo da temperatura em relacio a posi¢ao) e
a taxa de decaimento radioativo de uma substancia na fisica nuclear.

I Quimica

GG Uma reagdo quimica resulta na formagio de uma ou mais substincias (conheci-
das como produtos) a partir de um ou mais materiais iniciais (ditos reagentes). Por exemplo,
a “equacdo”

2H2 + 02—> 2H2O

indica que duas moléculas de hidrogénio e uma molécula de oxigénio formam duas molécu-
las de 4gua. Consideremos a reacio

A+B—>C

onde A e B sdo reagentes e C é o produto. A concentracao de um reagente A € o niimero de
mols (1 mol = 6,022 X 10* moléculas) por litro e ¢ denotada por [A]. A concentragdo varia
durante a reagfo, logo [A], [B] e [C] sdo funcdes do tempo (7). A taxa média da reagdo do pro-
duto C sobre um intervalode tempo t;, < t < 1, €

ALC] _ [C]®) ~ [Cln)

At L — 4

Mas os quimicos estdo mais interessados na taxa de reacao instanténea, obtida fazendo-se
o limite da taxa de reagdo média quando o intervalo de tempo Af tende a O:

taxa de reacdo = lim M = M
¢ ar—0 At dt

Uma vez que a concentragio do produto aumenta quando a reagdo avanga, a derivada d[C]/dt
serd positiva. (Vocé€ pode ver intuitivamente que a inclinacdo da reta tangente ao grafico de
uma funcio crescente € positiva.) Assim, a taxa de reag¢@o de C € positiva. A concentracdo de
reagentes, entretanto, decresce durante a rea¢do; logo, para tornar as taxas de reacio de Ae B
niimeros positivos, colocamos sinais de menos na frente das derivadas d[A]/dt e d[B]/dt. Uma
vez que [A] e [B] decrescem na mesma taxa que [C] aumenta, temos

diCl  d[A] _ d[B]
dt  dt  dt

taxa de reacdo =

Mais geralmente, o resultado é que para uma reagdo da forma

aA + bB—cC + dD
temos

_ld[A]__ld[B]_ld[C]_ld[D]
a dt b dt c dt d dt

A taxa de reacdo pode ser determinada graficamente. Em alguns casos podemos usar a taxa
de reagdo para achar férmulas explicitas para as concentracdes como fungdes do tempo que
nos permitem calcular a taxa de reacdo (veja o Exercicio 24). |

[EEENF Uma das quantidades de interesse na termodindmica é a compressibilidade. Se
uma dada substincia ¢ mantida a uma temperatura constante, entdo seu volume V depende de
sua pressdo P. Podemos considerar a taxa de variagdo de volume em relag@o a pressao, isto €,

REGRAS DE DERIVACAO

205



206

CALCULO

a derivada dV/dP. A medida que P aumenta, V diminui, logo, dV/dP < 0. A compressibili-
dade ¢ definida introduzindo-se o sinal negativo e dividindo essa derivada pelo volume V:

1 dv
compressibilidade isotérmica = 3 = VP

Assim, 8 mede qudo rdpido, por unidade de volume, o volume de uma substancia decresce
quando a pressdo sobre ela cresce, a uma temperatura constante.

Por exemplo, o volume V (em metros ctibicos) de uma amostra do ar a 25 °C estd relacionado
com a pressdo P (em quilopascals) pela equacdo

53
V=—
P

A taxa de varia¢do de V em relacdo a P quando P = 50 kPa é

av|  __s3
dP | p=so P? P=50
53 3
= ———— = —0,00212 m’/kPa
2.500
A compressibilidade naquela pressao é
1 dv 0,00212

=-———| =—{"-—=002(m’kPa)/m’ _—

B= Y ap ™ 53 (m?/kPa)/m

50

N Biologia

[EEEINN Sejan = £(¢) o niimero de individuos numa populagio animal ou de plantas num
tempo f. A variagdo no tamanho da populacdo entre os tempos t=1t e t=1 €
An = f(;) — f(#1), e entdo a taxa média de crescimento durante o periodo de tempo

Hh<sts=né

. . An  f(t) — f()

taxa média de crescimento = — = —————

At HL— 1t

A taxa de crescimento instantineo € obtida dessa taxa média de crescimento fazendo-se o
periodo de tempo At tender a 0:

. . An dn
taxa de crescimento = lim — = —
Aa—0 At dt

Estritamente falando, isso ndo € muito preciso, pois o gréafico real de uma funcao de popula-
¢do n = f(r) seria uma fung¢do escada, que é descontinua sempre que ocorre um nascimento
ou morte e, portanto, ndo seria derivavel. Contudo, para uma grande populag@o animal ou ve-
getal, podemos substituir o grafico por uma curva aproximante lisa, como na Figura 7.



REGRAS DE DERIVACAQ 207

FIGURA 7

Uma curva aproximante lisa 0 !
de uma fungdo crescimento

Para ser mais especifico, considere uma populacio de bactérias em um meio nutriente ho-
mogéneo. Suponha que tomando amostras da populacio em certos intervalos, determina-se que
ela duplica a cada hora. Se a populacio inicial for n, e o tempo for medido em horas, entdo

f(1) =2f(0) = 2ny
) =2f(1) = 2°no
fB3) =2f(2) = 2°no

Eye of Science/Photo Researchers

e,em geral,

A S
f(t) 2'no As bactérias E. coli tém cerca de 2
micrémetros (m) de comprimento e 0,75
pm de largura. A imagem foi produzida
com escaneamento por microscépio de
elétrons.

A fungdo da populagio é n = ny2'.
Na Sec¢do 3.4 mostramos que

T (@)=a'lna

Portanto, a taxa de crescimento da populacdo de bactérias no tempo ¢ é

dn d
— = (12) = n2'In 2
@ (n92") = ne2' In

Por exemplo, suponha que comecemos com uma populagdo inicial de ny = 100 bactérias. En-
tao, a taxa de crescimento depois de 4 horas é

dn

=100-2'ln2 =1.600In2 = 1.109
dt =4

Isso quer dizer que, depois de 4 horas, a populacdo de bactérias estd crescendo a uma taxa de
cerca de 1.109 bactérias por hora.

[EEINFA Considerando o fluxo de sangue através de um vaso sanguineo, como uma veia
ou artéria, podemos modelar a forma do vaso sanguineo por um tubo cilindrico de raio R e
comprimento /, conforme ilustrado na Figura 8.

\ _IR =,
T L. e e S
FIGURA 8 7 =%
Fluxo de sangue em uma artéria } / }

Em razdo do atrito nas paredes do tubo, a velocidade v do sangue € maior ao longo do eixo
central e decresce a medida que r se distancia do eixo central, até que » torna-se 0 na parede.
A relagdo entre v and r € dada pela lei do fluxo laminar, descoberta em 1840 pelo fisico fran-
c€s Jean-Louis-Marie Poiseuille. Esta lei afirma que
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Para informag@es mais detalhadas, veja W.

Nichols e M. O'Rourke (eds). McDonald'’s
Blood Flow in Arteries: Theoretical,

Experimental, and Clinical Principles, 5. ed.

(Nova York, 2005).

P
— RZ_ 2
7 o= )

onde m € a viscosidade do sangue e P ¢ a diferenga entre as pressdes nos extremos do tubo.
Se P e [ forem constantes, entdo v é uma fung¢do de com o dominio [0, R].
A taxa da variagdo média da velocidade quando nos movemos de r = r, parar = r, é dada
por
Av v(r) — o(r)

Ar 7 — 11

e se fizermos Ar — 0, obteremos o gradiente da velocidade, isto €, a taxa instantéinea de va-
riacdo da velocidade em relacdo a r:

gradiente da velocidade = lim — = —
ar—o Ar  dr

Usando a Equacéo 1, obtemos

dv P Pr
—=—0-2r=-—
dr  4nl 2yl

Para artérias humanas menores podemos tomar n = 0,027, R =0,008 cm, [ =2 cm e
P = 4000 dinas/cm?, o que fornece

4000
p— 2000
4(0,027)2

~ 185 X 10464 X 1075 — r2)

(0,000064 — r2)

Em r = 0,002 cm, o sangue esté fluindo a uma velocidade de

U

2(0,002) =~ 1,85 X 10%(64 X 1076 — 4 X 107°)

= 1,11 cm/s

e o gradiente da velocidade nesse ponto é

dv 4.000(0.002)
ek = TR L
dr | —oom 2(0.027)2 (cm/s)/em

Para sentirmos o que isso significa, vamos mudar nossas unidades de centimetros para mi-
crometros (1 cm = 10000 wm). Entdo o raio da artéria é 80 wm. A velocidade no eixo cen-
tral é 11 850 wm /s, que decresce para 11 110 wm/s a uma distincia de r = 20 wm. O fato de
que dv/dr = —74 (wnm/s)/um quer dizer que quando r = 20 wm, a velocidade estd decres-
cendo a uma taxa de cerca de 74 wm/s para cada micrémetro que afastarmos do centro.

[ Economia

Suponha que C(x) seja o custo total que uma empresa incorre na produgdo de x
unidades de uma certo produto. A funcido C é denominada func¢ao de custo. Se o nimero de
itens produzidos aumenta de x, para x,, o custo adicional serd AC = C(x,) — C(x;),e ataxa
média de varia¢do do custo serd

AC _ C(x) — C(xy) _ C(x; + Ax) — C(x))
Ax X2 — X1 Ax

O limite dessa grandeza quando Ax — 0, ou seja, a taxa de variagdo instantinea de variagio
do custo em relagdo ao nimero de itens produzidos, é denominado custo marginal pelos eco-
nomistas:

custo marginal = lim — = —
£ Ax—0 Ax dx



[Uma vez que x pode geralmente assumir somente os valores inteiros, pode nio fazer sentido
tomar Ax, mas podemos sempre substituir C(x) por uma fungdo lisa aproximante, como no
Exemplo 6].

Fazendo Ax = 1 e n muito grande (de modo que Ax seja pequeno comparado com ), te-
mos

C'n)=Cn+1)— Cn)

Assim, o custo marginal de producéo de n unidades € aproximadamente igual ao custo de pro-
dug¢do de mais uma unidade [a (n + 1)-ésima unidade].
Em geral, € apropriado representar uma fungéo custo por um polindmio

Clx) =a + bx + cx* + dx*®

onde a representa os custos gerais indiretos (aluguel, aquecimento, manutengdo), € 0s outros
termos representam o custo das matérias-primas, da mao de obra e assim por diante. (O custo
das matérias-primas pode ser proporcional a x, mas o custo da méo de obra poderia depender
parcialmente de poténcias mais altas de x, em decorréncia dos custos de horas extras e inefi-
ciéncias envolvidas em operacdes de larga escala.)

Por exemplo, suponha que uma empresa tenha estimado que o custo (em ddlares) de pro-
ducio de x itens seja

C(x) = 10000 + 5x + 0,01x>
Entdo, a funcdo custo marginal é
C'(x) =5+ 002x
O custo marginal no nivel de produg¢do de 500 itens €
C’(500) = 5 + 0,02(500) = $15/item.

Isso dé a taxa segundo a qual os custos estdo crescendo em relag@o ao nivel de producéo quando
x = 500 e prediz o custo da 501* unidade.
O custo real de producdo da 501* unidade é

C(501) — C(500) = [10000 + 5(501) + 0.01(501)*]
— [10000 + 5(500) + 0,01(500)*]
— $15,01

Observe que C'(500) = C(501) — C(500). [ |

Os economistas também estudam a demanda marginal, a renda marginal e o lucro margi-
nal, que sdo derivadas das fun¢des demanda, renda e lucro. Isso serd visto no Capitulo 4, de-
pois de desenvolvermos as técnicas para encontrar os valores mdximo e minimo de fungdes.

I OQutras Ciéncias

As taxas de variag@o ocorrem em todas as ciéncias. Um gedlogo se interessa em saber a taxa
na qual uma massa de rocha fundida resfria pela condugado de calor para o meio rochoso que
a envolve. Um engenheiro quer saber a taxa segundo a qual a 4gua escoa para dentro ou para
fora de um reservatério. Um gedgrafo urbano tem interesse na taxa de variacdo da densidade
da populagdo numa cidade a medida que a distancia do centro da cidade aumenta. Um me-
teorologista se preocupa com a taxa de variacao da pressao atmosférica em relacio a altura (veja
o Exercicio 17 na Sec¢ao 3.8).

Em psicologia, os interessados na teoria do aprendizado estudam a chamada curva de apren-
dizado, que € o grifico do desempenho P(r) de alguém aprendendo alguma coisa como fun-
¢do do tempo de treinamento 7. E de particular interesse a taxa segundo a qual o desempenho
melhora & medida que o tempo passa, isto €, dP/dr.

Em sociologia, o célculo diferencial é usado na andlise da divulgacdo do boato (ou ino-
vacdes, ou modismos, ou padrdes). Se p(r) denota a proporgdo de uma populagéo que fica sa-
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m Exercicios

bendo de um boato no tempo ¢, entdo a derivada dp/dt representa a taxa de divulgag¢ao do boato
(veja o Exercicio 84 na Sec¢do 3.4).

I Uma Unica Ideia, Muitas Interpretacdes

A velocidade, a densidade, a corrente, a poténcia e o gradiente da temperatura na fisica; a taxa
de reacdo e a compressibilidade na quimica; a taxa de crescimento e o gradiente da velocidade
do sangue na biologia; o custo e o lucro marginal na economia; a taxa do fluxo do calor na
geologia; a taxa de desenvolvimento do desempenho na psicologia; a taxa de divulgagdo de
um boato na sociologia — todos esses sdo casos especiais de um tinico conceito matematico,
a derivada.

Isto € uma ilustragéo do fato de que parte do poder da matematica estd em sua abstracéo.
Um tnico conceito matematico abstrato (tal como a derivada) pode ter interpretacdes diferentes
para cada uma das ciéncias. Quando desenvolvemos as propriedades do conceito matematico
de uma vez por todas, podemos voltar e aplicar esses resultados em todas as ciéncias. Isso é
muito mais eficiente do que desenvolver as propriedades de conceitos especiais para cada cién-
cia separada. O matematico Francés Joseph Fourier (1768—1830) colocou de forma sucinta:
“A matemadtica compara os mais diversos fenomenos e descobre as analogias secretas que os
unem’”.

1-4 Uma particula move-se segundo a lei do movimento s = f(¢), (a) s (b)

t = 0, em que ¢ é¢ medido em segundos e s, em metros.

(a) Encontre a velocidade no tempo ¢.

(c) Quando a particula estd em repouso?

(b) Qual a velocidade depois de 3 s? 0 1‘ L 0 1‘ v y

(d) Quando a particula estd se movendo no sentido positivo?

(e) Encontre a distancia total percorrida durante os 8 primeiros se-

gundos.

(f) Desenhe um diagrama como na Figura 2 para ilustrar o mo-

vimento da particula.

(g) Encontre a acelerac¢do no tempo 7 e depois de 3 s.
(h) Faga os gréficos das fun¢des posi¢do, velocidade e aceleracdo

paraQ < ¢ < 8.

(i) Quando a particula estd acelerando? Quando esta freando?

1. f() =1 — 12t + 361
2. f(1) = 001¢* — 0,041
3. f(¢) = cos(mt/4), <

4. f(1) =te?

5. Sdo mostrados os graficos das fungdes velocidade de duas parti- 9
culas, com ¢ medido em segundos. Quando cada particula estd
acelerando? Quando esta freando? Explique.

() v

1. Aaltura (em metros) de um projétil langado verticalmente para cima
de um ponto a 2 m acima do nivel do solo com velocidade inicial
de245m/sé h =2 + 24,5t — 4,91 ap6s ¢ segundos.

(a) Encontre a velocidade apds 2 s e apds 4 s.

(b) Quando o projétil alcanga sua altura maxima?
(c) Qual € a altura maxima?

(d) Quando ele atinge o solo?

(e) Com qual velocidade ele atinge o solo?

8. Se uma bola for atirada verticalmente para cima com velocidade

de 24,5 m/s, entdo sua altura depois de ¢ segundos serd

s =245t — 491,

(a) Qual a altura maxima atingida pela bola?

(b) Qual a velocidade da bola quando estiver 29,4 m acima do
solo na subida? E na descida?

Se uma pedra for atirada verticalmente para cima sobre a super-

ficie de Marte, com velocidade de 15 m/s, sua altura apds ¢ se-

gundos serd h = 15t — 1,86¢%.

(a) Qual a velocidade da pedra apds 2 s?

U

(b) Qual a velocidade da pedra quando sua altura for 25 m acima
; ; do solo na subida? E na descida?

0 1 \ ! 0 1 \ ! 10. Um particula se move com uma fung¢@o posi¢édo
s=1t"—4r =201 +20r =0
6. S3do mostrados os gréficos das func¢des posicdo de duas particu- (a) Quando a particula tem a velocidade de 20 m/s?
las, com ¢t medido em segundos. Quando cada particula esta ace- (b) Quando a aceleracao é 0? Qual € o significado deste valor
lerando? Quando estd freando? Explique. de 1?

o L . . . L.
E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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(a) Uma empresa produz chips de computador a partir de placas
quadradas de silicio. Ela quer manter o comprimento do lado da
placa muito préximo de 15 mm e deseja saber como a drea A(x)
da placa varia quando mudamos o comprimento x do lado. En-
contre A'(15) e explique seu significado nessa situagdo.

(b) Mostre que a taxa de variagdo da drea de um quadrado em re-
lag@o ao comprimento de seu lado € a metade de seu perime-
tro. Tente explicar geometricamente por que isso é verdade,
desenhando um quadrado cujo comprimento de lado x € au-
mentado em Ax. Como vocé pode aproximar a variagdo re-
sultante AA se Ax for pequeno?

(a) Os cristais de cloreto de sddio crescem facilmente em forma
de cubos ao permitir que uma solug@o de dgua e de cloreto de
sodio evapore lentamente. Se V for o volume de cada cubo
com comprimento de lado x, calcule dV/dx quando x = 3
mm e explique seu significado.

(b) Mostre que a taxa de variagdo do volume de cada cubo em re-
lag@o ao comprimento da aresta € igual a metade da drea da
superficie do cubo. Explique geometricamente por que esse
resultado € verdadeiro, mostrando um argumento andlogo ao
do Exercicio 11(b).

(a) Encontre a taxa de varia¢cdes média da drea de um circulo
em relagd@o a seu raio r quando r varia de

@i 2a3 (i) 2a2,5 (iii) 2a2,1

(b) Encontre a taxa de varia¢do instantanea quando r = 2.

(c) Mostre que a taxa de variacdo da drea de um circulo em rela-
¢d0o a seu raio (para qualquer r) € igual a circunferéncia do cir-
culo. Tente explicar geometricamente por que isso € verdadeiro,
desenhando um circulo cujo raio foi aumentado em Ar. Como
vocé pode aproximar a variagdo resultante AA se Ar for
pequeno?

A queda de uma pedra em um lago gera um onda circular que

cresce a uma velocidade de 60 cm/s. Encontre a taxa em que a

drea dentro do circulo estd aumentando apds (a) 1's,(b) 3 se (c)

5's. O que vocé conclui?

Um baldo esférico comeca a ser inflado. Encontre a taxa de cres-
cimento da drea da superficie (S = 4#r?) em relag¢do ao raio r
quando r é (a) 20 cm, (b) 40 cm e (¢) 60 cm. Que conclusdo vocé
pode tirar?

(a) O volume de uma célula esférica de tamanho crescente é

V= %ﬂ'r3, onde o raio r é medido em micrometros

(1 um = 107° m). Encontre a taxa de variagio média de V em

relagdo a r quando r varia de

(i)5a8pm (ii)5a6pm (i) 5aS,l pm

(b) Encontre a taxa instantinea de variagdo V em relagdo a r
quando r = 5 pm.

(c) Mostre que a taxa de variag@o do volume de uma esfera em re-
lag@o a seu raio € igual a drea de sua superficie. Explique geo-
metricamente por que esse resultado € verdadeiro. Mostre

um argumento andlogo ao do Exercicio 13(c).

A massa da parte de uma barra de metal que se encontra entre sua
extremidade esquerda e um ponto a x metros a direita é 3x? kg.
Encontre a densidade linear (veja o Exemplo 2) quando x for (a)
1 m, (b) 2 me (c) 3 m. Onde a densidade é maior? E menor?

Se um tanque tem 5 000 galSes de dgua, que escoa pelo fundo em
40 minutos, entéo a Lei de Torricelli d4 o volume V de dgua que
restou no tanque depois de  minutos como

2

vV =15000(1 — 41) 0=<r<40
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20.

21.

23.

24.

REGRAS DE DERIVACAO 211

Encontre a taxa segundo a qual a dgua estd escoando do tanque
depois de (a) 5 min, (b) 10 min, (c) 20 min e (d) 40 min. Em que
instante o escoamento é mais rapido? E mais vagaroso? Resuma
0 que vocé encontrou.

A quantidade de carga Q, em coloumbs (C), que passa através de
um ponto em um fio até o instante # (medido em segundos) é dada
por Q() = t* — 2¢* + 6¢ + 2. Encontre a corrente quando (a)
t=05se(b)t = 1s.[Vejao Exemplo 3. A unidade da corrente
¢ um ampére (1 A = 1 C/s).] Quando a corrente é mais baixa?
A Lei de Gravitagdo de Newton diz que a intensidade F da forca
exercida por um corpo de massa m sobre um corpo de massa M é

GmM
r2
onde G ¢ a constante gravitacional e r € a distancia entre 0s corpos.
(a) Encontre dF/dr e explique seu significado. O que o sinal de
menos indica?
(b) Suponha que seja conhecido que a Terra atrai um objeto
com uma forca que decresce a uma taxa de 2 N/km quando
r = 20.000 km. Qudo rdpido essa for¢ca varia quan-
do r = 10.000 km?
A forca F agindo num corpo com massa m e velocidade v € a taxa
de variagdo de momentum: F = (d/dt)(mv). Se m for uma cons-
tante, torna-se F = ma, onde a = dv/dt é a acelera¢do. Mas na
teoria da relatividade a massa de uma particula varia com v da se-
guinte forma: m = mo/+/1 — v?/c?, onde m, é a massa da par-
ticula em repouso e ¢ € a velocidade da luz. Mostre que

F=

moa

F=——#6—
(1 _ 1)2/C2)3/2

. Algumas das maiores marés no mundo ocorrem na Bay of Fundy,

na Costa Atlantica do Canadd. No Cabo Hopewell a profundidade
da dgua em maré baixa € cerca de 2,0 m e em maré alta é cerca
de 12,0 m. O periodo natural de oscilagéio € pouco mais de 12 ho-
ras e, em 30 de junho de 2009, a maré alta ocorreu as 6h45. Isso
ajuda a explicar o seguinte modelo para a profundidade de dgua
D (em metros) como uma func¢io do tempo ¢ (em horas apds a
meia-noite) naquele dia:
D(t) = 7 + 5 ¢os[0,503(t — 6,75)]
Em que velocidade a maré aumentava (ou diminuia) nos seguin-
tes hordrios?
(a) 3h00 (b) 6 h 00
() 9h 00 (d) Meio-dia
A Lei de Boyle afirma que quando uma amostra de gds € com-
primida a uma temperatura constante, o produto da pressio pelo
volume permanece constante: PV = C.
(a) Encontre a taxa de variagcdo do volume em relagdo a pressdo.
(b) Uma amostra de gds estd em um recipiente a baixa pressio e
¢é regularmente comprimida a temperatura constante por 10
minutos. O volume decresce mais rapidamente no inicio ou no
final dos 10 minutos? Explique.
(c) Demonstre que a compressibilidade isotérmica (veja o Exem-
plo 5) é dada por B = 1/P.
Se, no Exemplo 4, uma molécula do produto C é produzida de
uma molécula do reagente A e de uma molécula do reagente B,
e as concentragdes iniciais de A e B t€ém um mesmo valor
[A] = [B] = a mols/L, entdo

[C] = a’kt/(akt + 1)
onde k € uma constante.
(a) Encontre a taxa de rea¢@o no instante ¢.
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(b) Mostre que, se x = [C], entdo

dx

A = k(a — x)*
(c) O que acontece com a concentragdo quando ¢ — %?
(d) O que acontece com a taxa de reacio quando ¢t — ?
(e) O que os resultados da parte (c) e (d) significam em termos

préticos?

No Exemplo 6, consideramos uma populacdo de bactérias que do-
bra a cada hora. Suponha que outra populagio de bactérias triplique
a cada hora e comece com 400 bactérias. Encontre a expressao para
o nimero 7 de bactérias depois de # horas e use-a para estimar a taxa
de crescimento da populacdo de bactérias depois de 2,5 horas.
O nimero de células de levedura em uma cultura de laboratério
aumenta rapidamente no inicio, mas eventualmente estabiliza. A
populacdo € modelada pela funcdo

a
S

onde 7 ¢ medido em horas. No tempo ¢ = 0 a populacdo € de 20
células e estd crescendo a uma taxa de 12 células/hora. Encontre
os valores de a e b. De acordo com este modelo, o que ocorre com
a populacdo de levedura depois de muito tempo?

A tabela fornece a populagdo mundial no século XX.

Populacdo Populacdo

Ano (em milhoes) Ano (em milhoes)
1900 1.650 1960 3.040
1910 1.750 1970 3.710
1920 1.860 1980 4.450
1930 2.070 1990 5.280
1940 2.300 2000 6.080
1950 2.560

(a) Estime a taxa de crescimento populacional em 1920 e em 1980
fazendo a média das inclinagdes de duas retas secantes.

(b) Use uma calculadora grafica ou computador para achar uma
fungdo ciibica (um polindmio de terceiro grau) que modele os
dados (veja a Secdo 1.2).

(c) Utilize o modelo da parte (b) para achar um modelo para a taxa
de crescimento populacional no século XX.

(d) Use a parte (c) para estimar as taxas de crescimento em 1920
e 1980. Compare com sua estimativa da parte (a).

(e) Estime a taxa de crescimento em 1985.

A tabela mostra como a média de idade das mulheres japonesas

quando se casam pela primeira vez variou na dltima metade do sé-

culo XX.

t A(r) t A1)
1950 23,0 1980 25,2
1955 23,8 1985 25,5
1960 244 1990 259
1965 24,5 1995 26,3
1970 242 2000 27,0
1975 24,7

(a) Use uma calculadora grafica ou computador para modelar es-
ses dados por um polindmio de quarto grau.

(b) Use a parte (a) para achar um modelo para A’ (7).

(c) Estime a taxa de variacdo da idade no primeiro casamento des-
sas mulheres em 1990.

(d) Faga o gréfico dos pontos dados e dos modelos para Ae A’.

29.
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Considere a lei de fluxo laminar fornecida no Exemplo 7. Con-
sidere um vaso sanguineo com raio 0,01 cm, comprimento 3 cm,
diferenca de pressdo 3.000 dinas/cm’ e viscosidade n = 0,027.
(a) Encontre a velocidade do sangue ao longo do eixo central
r = 0, no raio r = 0,005 cm e na parede r = R = 0,01 cm.
(b) Encontre o gradiente da velocidade em r = 0, r = 0,005 e
r=0,01.
(c) Onde a velocidade € maxima? Onde a velocidade varia mais?
A frequéncia da vibragdo de uma corda de violino € dada por

1 T
f= 2L p

onde L € o comprimento da corda, T € sua tensdo e p € sua den-

sidade linear. [Veja o Capitulo 11 em D. E. Hall, Musical Acous-

tics, 3. ed. (Pacific Grover, CA, Brooks/Cole, 2002).]

(a) Encontre a taxa de variacido da frequéncia em relacio
(i) ao comprimento (quando T e p sdo constantes),

(ii) a tensdo (quando L e p sdo constantes), e
(iii) a densidade linear (quando L e T sdo constantes).

(b) A intensidade de uma nota (quio alta ou baixa soa a nota) é
determinada pela frequéncia f. (Quanto maior a frequéncia,
maior a intensidade.) Use os sinais das derivadas da parte (a)
para determinar o que acontece com a intensidade de uma nota
(i) quando o comprimento efetivo de uma corda € decrescido

colocando-se o dedo sobre ela, de forma que uma porgao
menor da corda vibre;
(ii) quando a tensdo € aumentada girando-se a cravelha (pino
de afinag@o);
(iii) quando a densidade linear é aumentada, mudando-se a
corda.
O custo, em doélares, da produgdo de x metros de certo tecido é

C(x) = 1.200 + 12x — 0,1x* + 0,0005x°

(a) Encontre a fungo de custo marginal.

(b) Encontre C’(200) e explique seu significado. O que ele pre-
diz?

(c) Compare C'(200) com o custo da manufatura¢do do 201 me-
tro de tecido.

A fungdo de custo para um certo produto &

C(x) = 339 + 25x — 0,09x* + 0,0004x>

(a) Encontre e interprete C'(100).

(b) Compare C’(100) com o custo de produzir o 101° item.

Se p(x) for o valor total da produgio quando h4 x trabalhadores
em uma fabrica, entdo a produtividade média da forca de traba-
lho da fabrica é

(a) Encontre A'(x). Por que a companhia precisa empregar
mais trabalhadores se A'(x) > 0?
(b) Mostre que A'(x) > 0 se p'(x) for maior que a produtividade
média.
Se R denota a reag¢@o do corpo a algum estimulo de intensidade
x, a sensibilidade S € definida como a taxa de variag¢@o da reagao
em relacdo a x. Um exemplo ocorre quando a luminosidade x de
uma fonte de luz € aumentada e o olho reage diminuido a drea R
da pupila. A férmula experimental
40 + 24x%

R=—F"
1+ 4x%
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m Crescimento e Decaimento Exponenciais

tem sido usada para modelar a dependéncia de R com respeito a
X, quando R € medido em milimetros quadrados e x, em uma uni-
dade apropriada de luminosidade.

(a) Encontre a sensibilidade.

(b) HNustre a parte (a) tragcando ambos R e S como funcdes de x.
Comente sobre os valores de R e S em baixos niveis de lumi-
nosidade. Isso € o que vocé esperaria?

A lei dos gases para um gds ideal a temperatura absoluta 7 (em

kelvins), pressdo P (em atmosferas) e volume V (em litros) ¢

PV = nRT, em que n é o nimero de mols de gis e R = 0,0821

¢ a constante do gds. Suponha que, em um certo instante, P = 8,0

atm, e esta crescendo a uma taxa de 0,10 atm/min, e V = 10 L,

e estd decrescendo a uma taxa de 0,15 L/min. Encontre a taxa de

variagdo de T em relacdo ao tempo naquele instante, se n = 10

mols.

Em uma fazenda de piscicultura, uma populagio de peixes € colo-

cada dentro de um pequeno lago e removida regularmente. Um mo-

delo para a taxa de variacdo da populacéo € dado pela equacgio

‘;—f - ro<1 - P}()f))P(t) ~ BP()

onde ry € a taxa de nascimento dos peixes, P. € a populacdo ma-
xima que o pequeno lago pode manter (ou seja, sua capacidade

37.
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de suporte) e 3 € a porcentagem da populagdo que € recolhida.
(a) Qual o valor de dP/dt que corresponde a populagdo estdvel?
(b) Se o pequeno lago pode manter 10.000 peixes, a taxa de nas-
cimento € 5% e a taxa de colheita, 4%, encontre o nivel estd-
vel da populagdo.
(c) O que acontece se B for aumentada para 5%?
No estudo de ecossistemas, o modelo predador-presa € muitas ve-
zes usado para estudar a interagdo entre as espécies. Considere
uma populacdo de lobos da tundra, dada por W(z), e caribus,
dada por C(#), no norte do Canad4. A interacdo foi modelada pe-
las equacdes:
dc

dw
— =aC — bCW — = —cW + dCW
dt dt

(2) Que valores de dC/dt e dW/dt correspondem as populagdes es-
taveis?

(b) Como representar matematicamente a afirmacéo: “O caribu
esta extinto.”?

(c) Suponha que a = 0,05, b = 0,001, ¢ = 0,05, e d = 0,0001.
Encontre todos os pares (C, W) que levam a populagdes estd-
veis. Segundo esse modelo, € possivel para as espécies vive-
rem em equilibrio, ou uma ou as duas espécies acabardo por
se extinguir?

Em muitos fendmenos naturais, quantidades crescem ou decaem a uma taxa proporcional a seu
tamanho. Por exemplo, se y = f(¢) for o nimero de individuos numa populagéo animal ou de
bactérias no instante ¢, entdo parece plausivel esperar que a taxa de crescimento f'(¢) seja pro-
porcional & populagdo f(£); ou seja, f'(t) = kf(z) para alguma constante k. De fato, sob as con-
digdes ideais (ambiente ilimitado, nutricdo adequada, imunidade a doengas), o modelo matemaético
dado pela equagdo f'(r) = kf(¢) prediz o que acontece na realidade com bastante precisdo. Ou-
tro exemplo ocorre na fisica nuclear, onde a massa de uma substancia radioativa decai numa taxa
proporcional a massa. Na quimica, a taxa de uma reacdo unimolecular de primeira ordem € pro-
porcional a concentragdo da substancia. Em financas, o valor de uma conta de poupanga com ju-
ros contabilizados continuamente aumenta a uma taxa proporcional a esse valor.

Em geral, se y(¢) for o valor de uma quantidade y no instante 7, e se a taxa de variagdo de

dy
[1] a0

y com relagdo a ¢ for proporcional a seu tamanho y(f) em qualquer instante, entdo

onde k € uma constante. A Equagdo 1 € as vezes chamada lei de crescimento natural (se
k > 0) ou lei de decaimento natural (se kK < 0). Ela € chamada equacao diferencial, pois
envolve uma fun¢do desconhecida y e sua derivada dy/d.
Nao ¢€ dificil pensar em uma solugio para a Equagdo 1. Essa equag@o nos pede para en-
contrar uma funcdo cuja derivada seja uma constante multiplicada por ela prépria. J4 encon-
tramos funcdes dessas neste capitulo. Qualquer fungfio exponencial da forma y(#) = Ce*', onde
C € uma constante, satisfaz

y = Ce*'. Para perceber o significado da constante C, observamos que

y'(t) = Clke") = k(Ce"") = ky(1)

Veremos na Secdo 9.4 que qualquer func¢do que satisfaca dy/dr = ky deve ser da forma

y(0) = Ce** = C
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Portanto, C € o valor inicial da funcdo.

@ Teorema As Unicas solugdes da equacdo diferencial dy/dt = ky sdo as expo-
nenciais

(1) = y(0)e"

I Crescimento Populacional

Qual € o significado da constante de proporcionalidade k? No contexto do crescimento po-
pulacional, quando P(¢) for o tamanho de uma populac@o no instante z, podemos escrever

@ d_P = kP ld_P —
dt ou P di
A quantidade
1ar
P di

¢ a taxa de crescimento dividida pelo tamanho da populagio; ela € chamada taxa de cresci-
mento relativa. De acordo com [3], em vez de dizer “a taxa de crescimento € proporcional
ao tamanho da populagdo” poderiamos dizer “a taxa de crescimento relativa € constante”. En-
tdo, |2| diz que uma populacio com uma taxa de crescimento relativa constante deve crescer
exponencialmente. Observe que a taxa de crescimento relativa k aparece como o coeficiente
de ¢ na fungdio exponencial Ce*'. Por exemplo, se

P _ 0,02P

dr ’
e t for medido em anos, entdo a taxa de crescimento relativa serd k = 0,02 e a populagdo es-
tard crescendo a uma taxa relativa de 2% ao ano. Se a populacdo no tempo 0 for Py, entdo a
expressdo para a populacdo serd

P(t) = Poe™™

[EETI0EN Use o fato de que a populagdo mundial era 2 560 milhdes em 1950 e 3 040 mi-
lhdes em 1960 para modelar a populacdo do mundo na segunda metade do século XX. (Su-
ponha que a taxa de crescimento seja proporcional ao tamanho da populagdo.) Qual € a taxa
de crescimento relativa? Use o modelo para estimar a populagdo do mundo em 1993 e para
prever a populagdo no ano de 2020.

SOLUCAO Medimos o tempo ¢ em anos e fazemos # = 0 no ano 1950. Medimos a populagéo
P(#) em milhdes de pessoas. Entdo P(0) = 2 560 e P(10) = 3 040. Uma vez que estamos
supondo que dP/dt = kP, o Teorema 2 nos dé

P(f) = P(0)e* = 2 560e*
P(10) = 2 560e'%* = 3 040

1
= 3040
10 2560

~ 0,017185.

A taxa de crescimento relativa € cerca de 1,7% ao ano, € o modelo é
P(t) = 2 5602017185
Estimamos que a popula¢do mundial em 1993 era
P(43) = 2 56071843 ~ 5360 milhoes
O modelo prevé que a populacdo em 2020 sera

P(70) = 2 56001718570 ~ 8 524 milhdes



O griéfico na Figura 1 mostra que o modelo € bem acurado para o fim do século XX (os pon-
tos representam a populacdo real), de modo que a estimativa para 1993 € bem confidvel. Mas
a previsao para 2020 € mais arriscada.

P=2 560()0.0171851
Populacio

(em milhdes)

5 5 " . FIGURA 1

Anos desde 1950

[ Decaimento Radioativo

As substancias radioativas decaem pela emissdo espontinea de radiacdo. Se m(r) for a massa re-
manescente de uma massa inicial m, da substancia apds um tempo ¢, entdo a taxa de decaimento

1 dm

m dt

foi analisada experimentalmente como sendo constante. (Como dm/dt € negativo, a taxa de
decaimento relativa € positiva.) Segue que
dm

=k
dt n

em que k € uma constante negativa. Em outras palavras, substincias radioativas decaem a uma
taxa proporcional a sua massa restante. Isso significa que podemos usar |2 | para mostrar que
a massa decai exponencialmente:

m(t) = mpe®

Os fisicos expressam a taxa de decaimento radioativo como meia-vida, o tempo necessa-
rio para a metade de qualquer quantidade dada decair.

[EEE0F A meia-vida do rddio-226 é de 1 590 anos.

(a) Uma amostra de rddio-226 possui uma massa de 100 mg. Encontre uma férmula para a
massa da amostra que resta apds 7 anos.

(b) Encontre a massa depois de 1 000 anos, com a precis@o de um miligrama.

(c) Quando a massa serd reduzida para 30 gramas?

SOLUCAOQ

(a) Seja m(f) a massa do rddio-226 (em miligramas) que resta depois de ¢ anos. Entdo,
dm/dt = km e y(0) = 100, logo [2] nos fornece

m(t) = m(0)e® = 100e*
Para determinarmos o valor de k, usamos o fato de que y(1 590) = 3(100). Assim,
100¢'®* =50  logo  e'*¥% =3

e 1590k =1In} = —In2
In2

1590
Portanto, m(7) = 100e~n21/159

k=
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Um modelo para o crescimento da populagdo
mundial na segunda metade do século XX
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150

= 100¢(n2)/159

‘ m=30

- 4000

FIGURA 2

Poderfamos usar o fato de que e™? = 2 para escrever a expressio para m(t) na forma alternativa
m(f) = 100 X 2715

(b) A massa depois de 1.000 anos &
m(1 000) = 100e "' ®/1>% ~ 65 mg
(c) Queremos encontrar o valor de ¢ tal que m(r) = 30, ou seja,
100e” /1590 =30 ogu e MW/ = (3

Resolvemos essa equagdo em ¢ tomando o logaritmo natural em ambos os lados:

_ 2 s
1590 "%

In 0,3
Logo t=—1590 2 =~ 2762 anos |
n

Como uma verificacao de nosso trabalho no Exemplo 2, usamos uma ferramenta gréfica
para tragar o grafico de m(¢) na Figura 2 junto com a reta horizontal m = 30. As curvas se in-
terceptam quando ¢ = 2 800, e isto coincide com a resposta da parte (c).

[ Lei de Resfriamento de Newton

A Lei de Resfriamento de Newton afirma que a taxa de resfriamento de um objeto € propor-
cional a diferenga de temperaturas entre o objeto e o meio circundante, desde que esta dife-
renga ndo seja muito grande. (Essa lei também se aplica ao aquecimento). Se tomarmos 7(¢)
como a temperatura do objeto no tempo ¢ e T, como a temperatura do meio circundante, en-
tdo podemos formular a Lei de Resfriamento de Newton como uma equagéo diferencial:
dr
7 k(T = T)
onde k € uma constante. Esta equacdo ndo € exatamente a mesma que a Equagao 1. Assim, fa-
zemos a mudanga de varidveis y(z) = T(¢f) — T,. Como T, € constante, temos y'(¢) = T'(z)
e a equacdo se torna
dy
dt
Podemos entdo usar |2 | para encontrar uma expressdo para y, da qual podemos encontrar 7.

= ky

[E@I0E] Uma garrafa de refrigerante que estd a temperatura ambiente (22 °C) € colocada
em um refrigerador, no qual a temperatura € 7 °C. Depois de meia hora o refrigerante esfriou
para 16 °C.

(a) Qual a temperatura do refrigerante depois de mais meia hora?

(b) Quanto tempo demora para o refrigerante resfriar até 10 °C?

SOLUCAO
(a) Seja T(r) a temperatura do refrigerante depois de ¢ minutos. A temperatura ambiente € de
T, = 7 °C, logo a Lei de Resfriamento de Newton afirma que

a _wr -7
dt

Se tomarmos y = T — 7, entdo y(0) = T(0) — 7 =22 — 7 = 15, e y assim é uma solugéo
do problema de valor inicial
dy
— =k 0) =15
ok 0

e por [2] temos



y(1) = y(0)e* = 15¢*
Foi-nos dado que 7(30) = 16, assim y(30) = 16 — 7 =9e

30k — 30k 3
15¢™ =9 et =3

Tomando logaritmos, temos

_ () _
k=" = ~0,01703

Logo,
y(t) = 15¢ 001703

T(1) =7 + 15¢ 07

T(60) =7 + 15¢ 700759 ~ 124

Assim, depois de mais meia hora, o refrigerante tera resfriado para cerca de 12 °C.
(b) Teremos T(¢) = 10 quando

7 + 15670,017031‘ — 10

e 0017031 % 1
In(%
_ ) gy
—0,01703
O refrigerante € resfriado para 10 °C depois de 1 hora e 35 minutos. [

Observe que, no Exemplo 3, temos
lim 7(¢t) = lim (7 + 15¢ %% =7 +15-0=7
—® —®

o que era de esperar. O gréfico da fungdo temperatura € mostrado na Figura 3.

I Juros Capitalizados Continuamente

[EEENN Se $ 1.000 forem investidos a 6% de juros capitalizados (ou compostos) anual-
mente, depois de 1 ano o investimento valerd $1.000(1,06) = $1.060, depois de 2 anos valerd
$[1.000(1,06)]11,06 = $1.123,60, e depois de ¢ anos valerd $1.000(1,06)". Em geral, se uma
quantia A, for investida a uma taxa de juros r (r = 0,06 neste exemplo), entdo depois de 7 anos,
ela valerd Ao(1 + r)". Usualmente, entretanto, os juros sio capitalizados com mais frequéncia,
digamos n vezes em um ano. Entdo, em cada periodo de capitaliza¢do, a taxa de juros é r/n e
existem nt periodos de capitaliza¢do em ¢ anos, de modo que o valor do investimento &

r nt
A0<1 + —)
n
Por exemplo, depois de trés anos a 6% de juros, um investimento de $1.000 valera
$1.000(1,06)* = $1.191,02 com capitalizacio anual,
$1.000(1,03)° = $1.194,05 com capitalizacdo semianual,

$1.000(1,015)"* = $1.195,62 com capitalizagdo trimestral,

$1.000(1,005)* = $1.196,68 com capitalizacio mensal,

0, 3653
$1.000(1 + %> = $1.197,20 com capitalizagio didria.

22
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Vocé pode ver que os juros pagos aumentam conforme o nimero de periodos de capitaliza-
¢do (n) aumenta. Se fizermos n — %, entdo estaremos capitalizando os juros continuamente
e o valor do investimento serd

nt

A) = lim Ag{ 1+ —

n—ow

) r n/r_ rt
=limAy| |1+ —
n—ow n i

) r n/r_
= A() lim <1 + —>
n—o n ]

3

1\ |
= Ap| lim l+—>

m—® m

(onde m = n/r)

Mas o limite nesta expressdo € igual ao nimero e (veja a Equagdo 3.6.6). Assim, com capita-
lizagd@o continua de juros a uma taxa de juros r, a quantia depois de ¢ anos serd

A(r) = Age”’
Se derivarmos essa funcéo, obtemos

dA rt
— = rApe”" = rA(z)
dt
que é o mesmo que dizer que, com capitalizacdo continua de juros, a taxa de aumento de um
investimento € proporcional a seu tamanho.
Voltando ao exemplo dos $ 1.000 investidos por trés anos, a 6% de juros, vemos que com
a capitalizagdo continua dos juros, o valor do investimento sera

A(3) = $1.000e©%? = $1.197,22

Observe como € préximo da quantidade que calculamos para a capitalizagdo didria, $ 1.197,20.
Mas a quantidade € mais facil de computar se usarmos a capitalizacio continua. [

Uma populagdo de protozodrios se desenvolve a uma taxa de cres-

cimento relativa constante de 0,7944 membro por dia. No dia zero,

a populacdo consistia em dois membros. Encontre o tamanho da

populacdo depois de seis dias.

Um habitante comum do intestino humano € a bactéria Escheri-

chia coli. Uma célula desta bactéria em um meio nutriente liquido

se divide em duas células a cada 20 minutos. A popula¢do inicial

de uma cultura € de 60 células.

(a) Encontre a taxa de crescimento relativa.

(b) Encontre uma expressio para o nimero de células depois de
t horas.

(c) Encontre o nimero de células apds 8 horas.

(d) Encontre a taxa de crescimento depois de 8 horas.

(e) Quando a populacdo atingird 20 000 células?

M & o] Z
E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

Uma cultura de bactérias inicialmente contém 100 células e

cresce a uma taxa proporcional a seu tamanho. Depois de uma

hora a populag@o cresceu para 420.

(a) Encontre uma expressdo para o nimero de bactérias depois de
t horas.

(b) Encontre o niimero de bactérias depois de 3 horas.

(c) Encontre a taxa de crescimento depois de 3 horas.

(d) Quando a populagdo atingira 10 000?

Uma cultura de bactérias cresce a uma taxa de crescimento rela-

tiva constante. A contagem de bactérias foi de 400 apds 2 horas

e 25 600 ap6s 6 horas.

(a) Qual ¢ a taxa de crescimento relativa? Expresse sua resposta
como uma porcentagem.

(b) Qual foi o tamanho inicial da cultura?

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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6.

(c) Encontre uma expressao para o nimero de bactérias depois de
t horas.

(d) Encontre o nimero de células apds 4,5 horas.

(e) Encontre a taxa de crescimento depois de 4,5 horas.

(f) Quando a populagdo atingird 50 000?

A tabela da estimativas da populagdo mundial, em milhdes, de

1750 a 2000.

(a) Use o modelo exponencial e os valores da populacido para
1750 e 1800 para prever a populacdo do mundo em 1900 e
1950. Compare com os valores reais.

(b) Use 0 modelo exponencial e os valores da populacio para
1850 e 1900 para prever a populacdo do mundo em 1950.
Compare com a populacdo real.

(c) Use o modelo exponencial e os valores da populagdo para 1900
e 1950 para prever a populacio do mundo em 2000. Compare
com o valor da tabela e tente explicar a discrepancia.

Ano Populacdo Ano Populacao
1750 790 1900 1650
1800 980 1950 2.560
1850 1.260 2000 6.080

A tabela dé a populacio da India, em milhdes, para a segunda me-
tade do século XX.

Ano Populagdo
1951 361
1961 439
1971 548
1981 683
1991 846
2001 1.029

(a) Use o modelo exponencial e os valores do censo para 1951 e
1961 para prever a populagdo em 2001. Compare com os va-
lores reais.

(b) Use o0 modelo exponencial e os valores do censo para 1961 e
1981 para prever a populagdo em 2001. Compare com a po-
pulacdo real. A seguir, use este modelo para prever a popula-
¢d0 nos anos de 2010 e 2020.

(c) Trace ambas as fun¢des exponenciais das partes (a) e (b) com
um grafico da populagdo real. Estes modelos sdo razodveis?

As experiéncias mostram que se a reagdo quimica
1
N,Os — 2NO, + ;0,

ocorre a 45 °C, a taxa de reacio do pent6xido de dinitrogénio é
proporcional a sua concentracio da seguinte forma:

_ d[N:Os]
dt
(Veja o Exemplo 4 na Secdo 3.7.)

— 0,0005[N,0s]

(2) Encontre uma expressdo para a concentragio [N,Os] apés 7 se-
gundos se a concentragdo inicial for C.

(b) Quanto tempo levara para que a reagio reduza a concentraciao
de N,Os para 90% de seu valor original?

O Estroncio-90 tem uma meia-vida de 28 dias.

(a) Uma amostra tem a massa de 50 mg inicialmente. Encontre a
férmula para a massa restante ap0s ¢ dias.

(b) Encontre a massa remanescente depois de 40 dias.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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(c) Quanto tempo a amostra leva para decair para uma massa de
2 mg?

(d) Esboce o grifico da funcdo massa.

A meia-vida do césio-137 € 30 anos. Suponha que tenhamos

uma amostra de 100 mg.

(a) Encontre a massa remanescente apés ¢ anos.

(b) Quanto da amostra restard depois de 100 anos?

(c) Depois de quanto tempo restard apenas 1 mg?

Uma amostra de tritio-3 decai para 94,5% de sua quantidade ori-

ginal depois de um ano.

(a) Qual € a meia-vida do tritio-3?

(b) Quanto tempo levaria para a amostra decair para 20% de sua
quantidade original?

Os cientistas podem determinar a idade de objetos antigos pelo
método de datagcdo por radiocarbono. O bombardeamento da
parte superior da atmosfera por raios cdsmicos converte o nitro-
génio em um is6topo radioativo do carbono, *C, com meia-vida
de cerca de 5.730 anos. A vegetagdo absorve o diéxido de carbono
através da atmosfera e a vida animal assimila '*C através da ca-
deia alimentar. Quando uma planta ou animal morre, para de re-
por seu carbono e a quantidade de '*C comeca a decrescer por de-
caimento radioativo. Portanto o nivel de radioatividade também
deve decrescer exponencialmente.

Foi descoberto que um fragmento de pergaminho tinha cerca de
74% de C do que os materiais das plantas tém atualmente na
terra. Estime a idade do papiro.

Uma curva passa pelo ponto (0, 5) e tem a propriedade de que a
inclinagd@o da curva em todo ponto P € duas vezes a coordenada
y de P. Qual € a equagdo da curva?

Um peru assado € tirado de um forno quando a sua temperatura

atinge 85 °C e € colocado sobre uma mesa em um cdmodo em que

a temperatura é 22 °C.

(a) Se a temperatura do peru for 65 °C depois de meia hora, qual
serd a temperatura depois de 45 minutos?

(b) Quando o peru terd esfriado para 40 °C?

Em uma investigac@o de assassinato, a temperatura do corpo era
32,5 °C as 13h30 e 30,3 °C uma hora depois. A temperatura nor-
mal do corpo € 37,0 °C, e a temperatura do ambiente era 20 °C.
Quando o assassinato aconteceu?

Quando uma bebida gelada € tirada da geladeira, sua temperatura
€5 °C. Depois de 25 minutos em uma sala a 20 °C, sua tempera-
tura terd aumentado para 10 °C.

(a) Qual ¢ a temperatura da bebida depois de 50 minutos?

(b) Quando a temperatura serd 15 °C?

Uma xicara de café recém-coado tem a temperatura de 95 °C em
uma sala a 20 °C. Quando sua temperatura for 70 °C, ele estard
esfriando a uma taxa de 1 °C por minuto. Quando isto ocorre?

A taxa de variagdo da pressdo atmosférica P em relacdo a altitude

h € proporcional a P, desde que a temperatura seja constante. A

15 °C a pressdo € 101,3 kPa no nivel do mar e 87,14 kPa em

h =1000 m.

(a) Qual € a pressdo a uma altitude de 3 000 m?

(b) Qual € a pressdo no topo do Monte McKinley, a uma altitude
de 6 187 m?

(a) Se $1.000 é emprestado com 8% de juros, encontre os valo-
res ao fim de 3 anos se o juros for capitalizado (i) anualmente,
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(ii) trimestralmente, (iii) mensalmente, (iv) semanalmente, (i) anualmente, (ii) semestralmente, (iii) mensalmente, (iv) se-
(v) diariamente, (vi) a cada hora e (vii) continuamente. manalmente, (v) diariamente ou (vi) continuamente.

(b) Suponha que $1.000 sejam emprestados e que o0s juros sejam (b) Se A(r) for a quantia do investimento no tempo t para o caso
capitalizados continuamente. Se A(7) € o valor apds ¢ anos, da capitalizacéo continua, escreva uma equagdo diferencial e
onde 0 < ¢ < 3, esboce o gréfico A(r) para cada uma das ta- uma condigdo inicial satisfeitas por A(7).
xas de juros de 6%, 8% e 10% numa tela comum. 20. (a) Quanto tempo o investimento levard para dobrar o valor se a

19. (a) Se $3.000 sdo investidos a 5% de juros, encontre o valor do taxa de juros for 6% e capitalizada continuamente?

investimento ao fim de 5 anos, para juros capitalizados (b) Qual € a taxa de juros anual equivalente?

m Taxas Relacionadas

De acordo com os Principios de
Resolugdo de Problemas discutidos no
Capitulo 1, o primeiro passo é entender o
problema. Isso inclui &-lo
cuidadosamente, identificando o que foi
dado e as incdgnitas, e introduzir uma
notagdo adequada.

0 segundo estagio da resolugdo do
problema é idealizar um esquema que
vincule o que foi dado a incégnita.

Observe que, embora dV/dt seja
constante, dr/dt ndo é constante.

Quando bombeamos ar para dentro de um baldo, tanto o volume quanto o raio do baldo cres-
cem, € suas taxas de crescimento estao relacionadas. Mas € muito mais facil medir diretamente
a taxa de crescimento do volume do que a do raio.

Em um problema de taxas relacionadas, a ideia € calcular a taxa de variagdo de uma gran-
deza em termos da taxa de variag@o da outra (que pode ser medida mais facilmente). O pro-
cedimento € achar uma equagdo que relacione as duas grandezas e entdo usar a Regra da Ca-
deia para derivar ambos os lados em relacéo ao tempo.

[EETINEN Ar estd sendo bombeado para um baldo esférico de modo que seu volume au-
menta a uma taxa de 100 cm?/s. Quao rdpido o raio do baldo estd aumentando quando o dia-
metro for 50 cm?

SOLUCAD Vamos comegar identificando duas coisas:

a informagdo dada:

a taxa de crescimento do ar é 100 cm?/s
€ a incognita:
a taxa de crescimento do raio quando o didmetro € 50 cm
Para expressarmos matematicamente essas grandezas, introduzimos alguma notagdo su-
gestiva:
Seja V o volume do baldo e seja r seu raio.

A chave estd em lembrar que taxas de variagdo sdo derivadas. Neste problema, o volume e o
raio sdo fungdes do tempo 7. A taxa de crescimento do volume em relagio ao tempo € a deri-
vada dV/dt, e a taxa de crescimento do raio € dr/dt. Podemos, portanto, reapresentar o que foi
dado e a incégnita como a seguir:

av

Dada: — =100 cm}
ada & cm’/s
L. dr
Incognita: o quando r = 25 cm

Para conectarmos dV/drt e dr/dt, primeiro relacionamos V e r pela férmula para o volume
de uma esfera:
V=3
Para usarmos a informagao dada, derivamos cada lado dessa equacdo em relag@o a ¢. Para de-
rivarmos o lado direito precisamos usar a Regra da Cadeia:
dv._ dV dr , dr

_ mre—

di dr dt d

Agora, isolamos a incégnita:



dr 1 dv

di 4wt dr

Se colocarmos r = 25 e dV/dt = 100 nessa equagio, obtemos

dr 1 1

= = 100 =
dt  4m(25)? 257

O raio do baldo est4 crescendo a uma taxa de 1/(257) =~ 0,0127 cm/s. [

[ZEITF Uma escada com 5 m de comprimento est4 apoiada em uma parede vertical. Se
a base da escada desliza, afastando-se da parede a uma taxa de 1 m/s, quio rdpido o topo da
escada estd escorregando para baixo na parede quando a base da escada estd a 3 m da parede?

SOLUCAO Primeiro desenhe um diagrama e coloque legendas, como na Figura 1. Sejam x
metros a distancia da base da escada a parede, e y metros a distancia do topo da escada ao
solo. Observe que x e y sdo ambas fungdes de 7 (tempo, medido em segundos).

Foi-nos dado que dx/dt = 1 m/s, e nos foi pedido para encontrar dy/dt quando x = 3 m
(veja a Figura 2). Neste problema, a relacio entre x e y € dada pelo Teorema de Pitdgoras:

x>+ y?=25

Derivando cada lado em relacdo a ¢ usando a Regra da Cadeia, temos

PILID L
X — _—
dt Y dt
e isolando a taxa desejada, obtemos
dy _ _xdx
dt y dt

Quando x = 3, o Teorema de Pitdgoras fornece y = 4 e, portanto, substituindo esses valores
e dx/dt = 1, temos

d 3.3
g~ g Tyms

O fato de dy/dr ser negativo indica que a distncia do topo da escada ao solo esté decres-
cendo a uma taxa de  m/s. Em outras palavras, o topo da escada esta deslizando para baixo
a uma taxa de 2 m/s. [

[EEITE] Um tanque de 4gua possui o formato de um cone circular invertido, com base
de raio de 2 m e altura igual a 4 m. Se a dgua estd sendo bombeada para o tanque a uma taxa
de 2 m?/ min, encontre a taxa na qual o nivel de d4gua estd aumentando quando a dgua estiver
a 3 m de profundidade.

SOLUCAO Primeiro vamos esbogar o cone e colocar legendas, como na Figura 3. Sejam V, r, e
h o volume da 4gua, o raio da superficie e a altura no instante ¢, onde ¢ € medido em minutos.

Foi-nos dado que dV/dt = 2 m*/min e nos foi pedido para encontrar dh/dt quando h for
3 m. As quantidades V e h sdo relacionadas pela equagdo

V =1mr’h

mas € muito ttil expressar V como uma fungao apenas de 4. Para eliminar r, usamos os trian-
gulos similares na Figura 3 para escrever

€ a expressao para V se torna
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Pare um pouco: o que aprendemos nos
Exemplos 1-3 que nos ajudaré a resolver
os problemas futuros?

[@ ATENCAO Um erro comum &
substituir a informagdo numérica dada
(para grandezas que variam com o tempo)
cedo demais. Isso deve ser feito somente
apos a derivagao. (O Passo 7 segue o
Passo 6.) Por exemplo, no Exemplo 3
tratamos com valores genéricos de & até
que finalmente, na Gltima etapa,
substituimos 4 = 3 (Se tivéssemos feito
h = 3 antes, terfamos obtido

dV/dt = 0, que estd claramente errado.)

FIGURA 4

Agora podemos derivar cada lado em relagdo a t:

ﬂ - ﬂ hzﬁ
dt 4 dt
entao ﬁ = 4 ﬂ
dt wh* dt

Substituindo 7 = 3 m e dV/dt = 2 m*/min, temos

an _ 4 ,_ 8
dt  w(3)* om

O nivel da dgua estard subindo a uma taxa de 8/(97r) = 0,28 m/min.

E til lembrar-se de alguns dos Principios de
Resolugdo de Problemas (Capitulo 1) e adapta-los para as taxas relacionadas como demons-
trou nossa experiéncia nos Exemplos 1-3:

1. Leia cuidadosamente o problema.
Se possivel, faca um diagrama.

2
3. Introduza uma notag@o. Atribua simbolos para todas as grandezas que sao fungdes do tempo.
4. Expresse a informacdo dada e a taxa pedida em termos das derivadas.

5

Escreva uma equagao que relacione as varias grandezas do problema. Se necessario, use a geo-
metria da situacfio para eliminar uma das varidveis por substitui¢do (como no Exemplo 3).

[

Use a Regra da Cadeia para derivar ambos os lados da equacio em relagdo a t.

7. Substitua a informacdo dada na equacgdo resultante e resolva-a para determinar a taxa des-
conhecida.

Os exemplos a seguir sdo ilustragdes desta estratégia.

[EEENN O carro A estd se movimentando para o oeste a 90 km/h e o carro B est4 se mo-
vimentando para o norte a 100 km/h. Ambos vdo em dire¢do 2 intersec¢do de duas estradas.
A que taxa os carros se aproximam um do outro quando o carro A estd a 60 m e o carro B esta
a 80 m da intersecgdo?

SOLUCAO Desenhamos a Figura 4, onde C € a intersecc@o das estradas. Em um dado instante
t, seja x a distancia do carro A a C, seja y a distincia do carro B a C, e seja z a distincia entre
0s carros, em que x, y € z sdo medidos em quildmetros.

Foi-nos dado que dx/dt = —90 km/h e dy/dr = —100 km/h. (As derivadas sdo negati-
vas porque x e y sdo decrescentes.) Foi-nos pedido para encontrar dz/dt. A equagdo que rela-
ciona x, y e z € dada pelo Teorema de Pitdgoras:

2=x>+ yz
Derivando cada lado em relagdo a ¢, temos

dz dx dy
22— =2x—+
Zdt xdt dt

dz 1 dx N dy
N @y
dt z dt J dt

Quando x = 0,06 km e y = 0,08 km, o Teorema de Pitdgoras nos dd z = 0,1 km, portanto

dz 1
— = ——[0,06(—90) + 0,08(—100
= oy [0.06(-90) + 008(~100)]

— —134km/h

Os carros aproximam-se um do outro a uma taxa de 134 km/h.
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[EEE0FE Um homem anda ao longo de um caminho reto a uma velocidade de 1,5 m/s. Um
holofote localizado no chdo a 6 m do caminho € mantido focalizado no homem. A que taxa o
holofote estd girando quando o homem estd a 8 m do ponto do caminho mais préximo da luz?

SOLUCAO Desenhamos a Figura 5, onde x € a distincia entre 0 homem e o ponto do cami-
nho mais préximo ao holofote. Seja 6 o angulo entre o feixe do holofote e a perpendicular

ao caminho.

Foi-nos dado que dx/dr = 1,5 m/s e nos foi pedido para encontrar d6/dt quando x = 8.

A equacdo que relaciona x e 6 pode ser escrita a partir da Figura 5:
X
—=1tgh x=06tgh
6
Derivando cada lado em relag@o a ¢, obtemos

d. do
E o 6sects

dt dt

do 1 d.
entio A Y

dt 6 dt

1 1
=< cos?d (1,5) = T cos’0

Quando x = 8, o comprimento do feixe € 10, logo cos § = % €

du 1(3) 9
Z=— (2] =—Z=00
dt 4(5) 100

O holofote estd girando a uma taxa de 0,09 rad/s.

m Exercicios

<

-
e

=
=

FIGURA 5

1. Se Vfor o volume de um cubo com aresta de comprimento x e, & 6.

medida que o tempo passa, o cubo se expandir, encontre dV/dt
em termos de dx/dt.

O raio de uma esfera estd aumentando a uma taxa de 4 mm/s.
Quao rdpido o volume estd aumentando quando o didmetro for 80
mm?

2. (a) Se A € a drea de um circulo com raio r e o circulo se expande 7. Suponhay = /2x + 1, onde x e y sdo fungdes de z.
a medida que o tempo passa, encontre dA/dt em termos de (a) Se dx/dt = 3, encontre dy/dt quando x = 4.
dr/dt. (b) Se dy/dt = 5, encontre dx/dt quando x = 12.
(b) Suponha que petréleo vaze por uma ruptura de um petroleiro e 8. Suponha 4x? + 9y? = 36, onde x e y sdo funcdes de t.
lhe- 4o circular. i Jl -
espalhe-se em um padrao circular. Se o raio do~petr’o .eo de,rra (@) Se dy/dt = ! encontre dx/dt quandox = 2 e y = % J5.
mado crescer a uma taxa constante de 1 m/s, quao rapido a drea ) R
do vazamento esta crescendo quando o raio € igual a 30 m? (b) Se dx/dt = 3, encontre dy /dt quando x = —2 e y = 34/5.
2 2 2 — —
3. Cadalado de um quadrado estd aumentado a uma taxa de 6 cm/s. 9. Se x* 4y’ + 2" =9, dx/di =5 edy/dt = 4, encontre dz/dt
A que taxa a drea do quadrado estd aumentando quando a drea do quando (x, y, z) = (2,2, 1).
quadrado for 16 cm?? 10. Uma particula estd se movimentando ao longo de uma hipérbole
4. O comprimento de um retangulo estd aumentando a uma taxa de xy = 8. Quando atinge o ponto (4, ~2)’ a ?oordenada y estd de-
8 cm/s e sua largura estd aumentando numa taxa de 3 cmis. crescendo a uma taxa de 3 cm/s. Quio rapido a coordenada x do
Quando o comprimento for 20 cm e a largura for 10 cm, quéo ra- ponto estd variando nesse momento?
11-14

pido a area do retangulo estd aumentando?

5. Um tanque cilindrico com raio de 5 m estd sendo enchido com
dgua a uma taxa de 3 m*/min. Qudo rdpido a altura da dgua estd
aumentando?

(a) Quais sdo as quantidades dadas no problema?
(b) Qual € a incégnita?
(c) Faga um desenho da situag@o para qualquer instante .

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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1.

12.

13.

14.

CALCULO

(d) Escreva uma equag@o que relacione as quantidades.
(e) Termine a resolugdo do problema.

Um avido voa horizontalmente a uma altitude de 2 km, a 800 km/h,
e passa diretamente sobre uma estacéio de radar. Encontre a taxa
segundo a qual a distincia entre o avido e a estagdo aumenta
quando ele estd a 3 km além da estac@o.

Se uma bola de neve derrete de forma que a drea de sua superfi-
cie decresce a uma taxa de 1 cm*min, encontre a taxa segundo a
qual o didmetro decresce quando o didmetro € 10 cm.

Uma luz de rua € colocada no topo de um poste de 6 metros de
altura. Um homem com 2 m de altura anda, afastando-se do
poste com velocidade de 1,5 m/s ao longo de uma trajetdria reta.
Com que velocidade se move a ponta de sua sombra quando ele
estd a 10 m do poste?

Ao meio-dia, o navio A estd a 150 km a oeste do navio B. O na-
vio A estd navegando para o leste a 35 km/h e o navio B estd na-
vegando para norte a 25 km/h. Quéo rapido a distancia entre os
navios estd variando as 16h?

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dois carros iniciam o movimento partindo de um mesmo ponto.
Um viaja para o sul a 30 km/h e o outro viaja para o oeste a 72
km/h. A qual taxa a distancia entre os carros estd aumentando duas
horas depois?

Um holofote sobre o solo ilumina uma parede 12 m distante
dele. Se um homem de 2 m de altura anda do holofote em dire-
¢do a parede a uma velocidade de 1,6 m/s, quao rdpido o com-
primento de sua sombra diminui sobre a parede quando ele estd
a4 mdela?

Um homem comeca a andar para o norte a 1,2 m/s a partir de um
ponto P. Cinco minutos depois uma mulher comeca a andar para
o sul a 1,6 m/s de um ponto 200 m a leste de P. A que taxa as pes-
soas estio se distanciando 15 min apés a mulher comecar a andar?

Uma quadra de beisebol é um quadrado com um lado de 90 pés

(27,432 m). Um batedor atinge a bola e corre em diregdo a pri-

meira base com uma velocidade de 24 pés/s (7,3152 m/s).

(a) A que taxa decresce sua distancia da segunda base quando ele
estd a meio caminho da primeira base?

(b) A que taxa aumenta sua distancia da terceira base no mesmo
momento?

v N

\4/190 pés

A altura de um tridngulo estd aumentando a uma taxa de 1 cm/min
enquanto a drea do tridngulo estd aumentando a uma taxa de 2
cm?/min. A que taxa a base do tridngulo estd variando quando a
altura for 10 cm e a édrea for 100 cm??

Um bote € puxado em direcio ao ancoradouro por uma corda que
estd atada na proa do bote e que passa por uma polia sobre o an-
coradouro (colocada 1 m mais alto que a proa). Se a corda for pu-
xada a uma taxa de 1 m/s, quéo rapido se aproxima o bote do an-
coradouro, quando ele estiver a 8 m dele?

21.

23.

24.

25.

26.

21.

Ao meio-dia, o navio A estd a 100 km a oeste do navio B. O na-
vio A estd navegando para o sul a 35 km/h e o navio B estd na-
vegando para norte a 25 km/h. Qudo rdpido a distancia entre os
navios estd variando as16h?

. Uma particula move-se ao longo da curva y = 2 sen(wx/2).

. 1
Quando a particula passa pelo ponto (5, 1), sua coordenada x
cresce a uma taxa de /10 ¢cm/s. Quéo rapido a distancia da par-
ticula & sua origem estd variando nesse momento?

Esta vazando dgua de um tanque c6nico invertido a uma taxa de
10.000 cm /min. Ao mesmo tempo, dgua estd sendo bombeada
para dentro do tanque a uma taxa constante. O tanque tem 6 m de
altura e o didmetro no topo € de 4 m. Se o nivel da dgua estiver
subindo a uma taxa de 20 cm/min quando a altura da 4dgua for
2 m, encontre a taxa segundo a qual a d4gua estd sendo bombeada
dentro do tanque.

Um cocho tem 6 m de comprimento, e suas extremidades t€ém a
forma de tridngulos isésceles com 1 m de base e 50 cm de altura.
Se o cocho for preenchido com dgua a uma taxa de 1,2 m¥/min,
quao rapido o nivel da d4gua estard subindo quando ela tiver 30 cm
de profundidade?

Um cocho de dgua tem 10 m de comprimento e uma secc¢io
transversal com a forma de um trapezoide isésceles com 30 cm
de comprimento na base, 80 cm de extensdo no topo e 50 cm de
altura. Se o cocho for preenchida com dgua a uma taxa de
0,2 m*/min, quéo réapido o nivel da dgua estard subindo quando ela
tiver 30 cm de profundidade?

Uma piscina tem 5 m de largura por 10 m de comprimento, 1 m de
profundidade na parte rasa ¢ 3 m na parte mais funda. Sua seccdo
transversal estd mostrada na figura. Se a piscina for enchida a uma
taxa de 0,1 m*min, qudo rapido o nivel da dgua estard subindo
quando sua profundidade no ponto mais profundo for de 1 m?

11

12

Uma esteira transportadora estd descarregando cascalho a uma
taxa de 3 m3/min, constituindo uma pilha na forma de cone com
o didmetro da base e altura sempre igual. Qudo rdpido a altura da
pilha cresce quando estd a 3 m de altura?



28.

29.

30.

31.

k3

33.

34.

35.

36.

37.

Uma pipa a 50 m acima do solo move-se horizontalmente a uma
velocidade de 2 m/s. A que taxa decresce o angulo entre a linha
e a horizontal depois de 100 m de linha serem soltos?

Dois lados de um tridngulo t€m 4 m e 5 m, e o angulo entre eles
estd crescendo a uma taxa de 0,06 rad/s. Encontre a taxa segundo
a qual a drea estd crescendo quando o angulo entre os lados de
comprimento fixo for /3.

Quao rdpido o dngulo entre o solo e a escada estd variando no Exem-
plo 2 quando a parte de baixo da escada estiver a 3 m da parede?

O topo de uma escada desliza, por uma parede vertical a uma taxa
de 0,15 m/s. No momento em que a base da escada estd a 3 m da
parede, ela afasta-se da parede a velocidade de 0,2 m/s. Qual o
comprimento da escada?

Uma torneira estd preenchendo uma pia hemisférica de 60 cm de
didmetro com dgua a uma taxa de 2 L/min. Encontre a taxa na
qual a 4gua estd aumentando na pia quando estiver cheia até a me-
tade. [Use os seguintes fatos: 1 L é 1 000 cm®. O volume de uma
por¢do de uma esfera de raio r com altura & a partir da base é
V = m(rh? — }h%), como serd mostrado no Capitulo 6.]

A Lei de Boyle afirma que quando uma amostra de gés estd sendo
comprimida a uma temperatura constante, a pressio P e o volume
V satisfazem a equagdo PV = C, onde C € uma constante. Supo-
nha que, em um certo momento, o volume seja de 600 cm?, a pres-
sdo de 150 kPa, e a pressdo cresga a uma taxa de 20 kPa/min. A
que taxa estd decrescendo o volume nesse instante?

Quando o ar se expande adiabaticamente (sem ganhar ou perder
calor), sua pressdo P e volume V estdo relacionados pela equacdo
PV'# = C, onde C é uma constante. Suponha que em um certo
instante o volume seja de 400 cm? e a presséo, 80 kPa, e esteja de-
crescendo a uma taxa de 10 kPa/min. A que taxa estd crescendo
o volume nesse momento?

Se dois resistores com resisténcias R, e R, estdo conectados em
paralelo, como na figura, entdo a resisténcia total R, medida em
ohms (), é dada por

1 1 1

= — 4+ —
R R R
Se R| e R, estdo aumentando a taxas de 0,3 {)/s e 0,2 ()/s, res-
pectivamente, quao rdpido R estd variando quando R, = 80 () e

R, =100 Q?

Nos peixes, o peso B do cérebro como uma fungéo do peso cor-
poral W foi modelado pela fungo poténcia B = 0,007W??, onde
B e W sdo medidos em gramas. Um modelo para o peso corporal
como uma fungdo de comprimento de corpo L (medido em centi-
metros) € W = 0,12L>%. Se, em 10 milhdes de anos, o compri-
mento médio de uma certa espécie de peixes evoluiu de 15 cm para
20 cm a uma taxa constante, qudo rapido estava crescendo o cé-
rebro dessa espécie quando o comprimento médio era de 18 cm?

Dois lados de um tridngulo tém comprimento de 12 me 15 m. O
angulo entre eles estd aumentando a uma taxa de 2°%/min. A que
taxa o comprimento de um terceiro lado estd aumentando quando
o angulo entre os lados de comprimento fixo for 60°?

38.

39.

40.

a.

42,

43.

44.

45.

46.
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Duas carretas, A e B, estdo conectadas por uma corda de 12 m que
passa por uma polia P (veja a figura). O ponto Q no chio esta 4
m diretamente abaixo de P e entre as carretas. A carreta A estd
sendo puxada para longe de Q a uma velocidade de 0,5 m/s. A que
velocidade a carreta B estd se movendo em dire¢io a Q no instante
em que a carreta A estiver 3 m de Q?

|
a A H \ N\ B &
00 \

Uma camera de televisdo estd posicionada a 1.200 m de uma base

de lancamento de foguete. O dngulo de elevacdo da cAmera deve

variar a uma taxa na qual possa focalizar o foguete. O mecanismo

de foco da cdmera também deve levar em conta o aumento da dis-

tancia entre a camera e o foguete em subida. Vamos supor que o

foguete suba verticalmente e com velocidade de 200 m/s quando

ja tiver subido 900 m.

(a) Quio rapido estard variando a distancia da cAmera ao foguete
naquele momento?

(b) Se a camera de televisdo se mantiver sempre na dire¢do do fo-
guete, qudo rapido estard variando o angulo de elevagdo dela
naquele mesmo momento?

Um farol estd localizado em uma pequena ilha, e a distancia en-
tre ele e o ponto P mais proximo em uma costa reta do continente
¢ de 3 km. Sua luz gira quatro revolu¢des por minuto. Quéo ra-
pido o feixe de luz estd se movendo ao logo da costa quando ele
estiver a 1 km de P?

Um avido voa horizontalmente a uma altitude de 5 km e passa di-
retamente sobre um telescépio no chao. Quando o angulo de ele-
vagdo for /3, esse angulo estard diminuindo a uma taxa de
7r/6 rad/min. A que velocidade o avido estd viajando naquele ins-
tante?

Uma roda-gigante com raio de 10 m est4 girando a uma taxa de uma
revolu¢do a cada dois minutos. Quéo rdpido um passageiro estard
subindo quando seu assento estiver 16 m acima do nivel do solo?

Um avido voando a uma velocidade constante de 300 km/h passa
sobre uma estacdo de radar no solo a uma altitude de 1 km e su-
bindo em um angulo de 30°. A que taxa estd crescendo a distan-
cia do avido em relag@o a estagdo de radar 1 minuto mais tarde?

Duas pessoas comegam a andar a partir do mesmo ponto. Uma
anda para o leste a 4 km/h e a outra anda para nordeste a 2 km/h.
Quaéo rapido a distancia entre as pessoas estd variando apds 15 mi-
nutos?

Um velocista corre numa pista circular com raio de 100 m numa
velocidade constante de 7 m/s. O amigo do corredor estd parado
a uma distancia 200 m do centro da pista. Qudo rdpido a distan-
cia ente os amigos estd variando quando a uma distancia entre eles
é de 200 m?

O ponteiro dos minutos de um relégio mede 8§ mm, enquanto o das
horas tem 4 mm de comprimento. Quao rapido estd variando a dis-
tAncia entre a ponta dos ponteiros a 1 hora?
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m Aproximacades Lineares e Diferenciais

y

FIGURA 1

FIGURA 2

Vimos que uma curva fica muito perto de sua reta tangente nas proximidades do ponto de tan-
géncia. Na realidade, dando um zoom em torno de um ponto sobre o grafico de uma fungéo
derivavel, notamos que o grafico se assemelha cada vez mais a sua reta tangente (veja a Fi-
gura 2 na Secdo 2.7). Essa observacdo € a base para um método de encontrar valores aproxi-
mados de fun¢des.

A ideia € que pode ser ficil calcular um valor f(a) de uma funcdo, mas dificil (ou mesmo
impossivel) calcular os valores de f'em pontos préximos. Assim, nos contentamos com os va-
lores facilmente calculados da fung@o linear L, cujo grafico € a reta tangente a f em (a, f(a))
(veja a Figura 1).

Em outras palavras, usamos a reta tangente em (a, f(a)) como uma aproximagdo para a
curva y = f(x) quando x estiver préximo de a. Uma equagdo dessa reta tangente é

y =fla) + fa)(x — a)
e a aproximagao
[1] f(x) = fla) + fa)(x — a)

¢ denominada aproximacao linear ou aproximacao pela reta tangente fem a. A fungao li-
near cujo grafico € essa reta tangente, ou seja,

[2] L(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

¢ denominada linearizacio de fem a.

[EETI0EN Encontre a linearizagio da funcdo f(x) = /x + 3 em a = 1 e use-a para apro-
ximar os numeros /3,98 e /4,05 . Essas aproximagdes estdo superestimadas ou subestima-

das?
SOLUCAD A derivada de f(x) = (x + 3)"/%¢é
1

2x + 3

e assim temos f(1) = 2 e f'(1) = ;. Colocando esses valores na Equagio 2, vemos que a li-
nearizagdo é

flx) =3(x+3)"=

L0 =)+ FDr = D =2+ 4= ) =+ >

A aproximac@o linear correspondente [ 1] é

7
VX ~ 7 + % (quando x estiver proximo a 1)

Em particular, temos
V398 =1+ %8 =1995 e 405 =1+ =120125

A aproximacdo linear estd ilustrada na Figura 2. Vemos que, realmente, a aproximagao pela
reta tangente € uma boa aproximagao para a fungido dada quando x estd proximo de 1. Vemos
também que nossas aproximacdes sdo superestimadas, pois a reta tangente estd acima da curva.

Naturalmente, uma calculadora nos daria aproximacdes para /3,98 e /4,05, mas a apro-
ximacao linear funciona em todo um intervalo. [ |

Na tabela a seguir comparamos as estimativas da aproximagao linear do Exemplo 1 com
os valores verdadeiros. Observe na tabela, e também na Figura 2, que a aproximacao pela reta
tangente da boas estimativas quando x estd préximo de 1, mas a precisdo da aproximagio de-
teriora a medida que x se afasta de 1.



x De L(x) Valor Real
3.9 0,9 1,975 1,97484176 . . .
V3,98 0,98 1,995 1,99499373 . ..
N 1 2 2,00000000 . . .
V4,05 1,05 2,0125 2,01246117 . ..
4.1 1,1 2,025 2,02484567 . ..
NG 2 2,25 2,23606797 . ..
NG 3 2,5 2,44948974 . . .

Qudo boa € a aproximacdo obtida no Exemplo 1? O exemplo a seguir mostra que usando
uma calculadora grafica ou computador podemos determinar o intervalo dentro do qual uma
aproximacio linear fornece uma precisio especificada.

[N Para que valores de x a aproximagio linear

SFT =T

4
tem precisdo de 0,5? O que se pode dizer sobre uma precisido de 0,1?
SOLUCAO Uma precisdo de 0,5 significa que as fung¢des devem diferir por menos que 0,5

e

< 0,5
4

Da mesma forma, podemos escrever

7
Jr+3 —0,5<2+%<~/x+3 +05

o que diz que a aproximacio linear deve se encontrar entre as curvas obtidas deslocando-se a
curvay = +/x + 3 para cima e para baixo por uma distancia de 0,5. A Figura 3 mostra a reta
tangente y = (7 + x)/4 em intersec¢do com a curva superiory = /x + 3 + 0,5em Pe Q.
Dando um o zoom e usando o cursor, estimamos que a coordenada x de P seja em torno de
—2,66 e a coordenada x de Q seja em torno de 8,66. Assim, vemos pelo grafico que a aproxi-
magao

7 X
xX+3=—+—

4 4
tem precisdo de 0,5 quando —2,6 < x < 8,6. (Arredondamos por seguranca.)

De maneira analoga, da Figura 4 vemos que a aproximagao tem precisdo de 0,1 quando
-1, <x<39. [

B Aplicacdes a Fisica

As aproximagdes lineares sdo muitas vezes usadas em fisica. Ao analisar as consequéncias de
uma equacio, um fisico as vezes precisa simplificar uma fungao, substituindo-a por sua apro-
ximacao linear. Por exemplo, ao deduzir uma férmula para o periodo de um péndulo, os livros
de fisica obtém a expressdo ar = —g sen 0 para a aceleragdo tangencial e, entdo, substituem
sen 0 por 6 com a observacdo de que sen 0 estd muito préximo de 6 se 6 ndo for grande. [Veja,
por exemplo, Physics: Calculus, 2. ed., de Eugene Hecht (Pacific Grove, CA, 2000), p. 431.]
Vocé pode verificar que a lineariza¢@o da funcdo f(x) = sen xema = 0 € L(x) = x e, assim,
a aproximagdo linear em 0 €

sen x = Xx

(veja o Exercicio 42). Assim, a dedug@o da férmula para o periodo de um péndulo usa a apro-
ximacdo pela reta tangente para a fungao seno.

Outro exemplo ocorre na teoria da dptica, na qual os raios de luz que chegam em angulos
rasos em relacdo ao eixo 6tico sdo chamados raios paraxiais. Na 6tica paraxial (ou gaussiana),
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FIGURA 4
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Se dx # 0, podemos dividir ambos os
lados da Equagdo 3 por dx para obter

dy _

=W,
Ja vimos equag@es similares antes, mas
agora o lado esquerdo pode genuinamente
ser interpretado como uma razao de
diferenciais.

0 / X x+ Ax
y=fx)

FIGURA 5

A Figura 6 mostra a fungdo do Exemplo 3 e
uma comparagdo de dy e Ay quando

a = 2. Ajanela retangular € [1,8; 2,5]
por [6, 18].

y=x+x2—2x+1

FIGURA 6

X

tanto sen @ como cos f sao substituidos por suas linearizacdes. Em outras palavras, as apro-
ximacdes lineares

sen 6 = 0 e cos =1

sd0 usados porque 6 estd proximo de 0. Os resultados de cdlculos feitos com essas aproxima-
¢odes tornam-se a ferramenta tedrica basica para projetar as lentes. [Veja Optics, 4. ed. de Eu-
gene Hecht (San Francisco, 2002), p. 154.]

Na Sec¢ao 11.11, no Volume II, vamos apresentar outras aplicagdes da ideia de aproxima-
¢do linear na fisica e na engenharia.

I Diferenciais

As ideias por trds das aproximagdes lineares sdo algumas vezes formuladas na terminologia e
notagdo de diferenciais. Se y = f(x), onde f é uma fungdo derivavel, entdo a diferencial dx
¢ uma varidvel independente, ou seja, a dx pode ser dado um valor qualquer. A diferencial
dy é entdo definida em termos de dx pela equagéo

@ dy = f'(x) dx

Assim dy € uma varidvel dependente; depende dos valores de x e dx. Se a dx for dado um va-
lor especifico e x for algum niimero especifico no dominio de f, entdo o valor numérico de dy
estd determinado.

O significado geométrico das diferenciais € mostrado na Figura 5. Sejam P(x, f(x)) e
O(x + Ax, f(x + Ax)) pontos sobre o grafico de fe seja dx = Ax. A varia¢do correspondente
emyé

Ay = f(x + Ax) = f(x)

A inclinacdo da reta tangente PR € a derivada f'(x). Assim, a distincia direta de S to R é
f'(x) dx = dy. Consequentemente, dy representa a distincia que a reta tangente sobe ou desce
(a variac@o na linearizac@o), enquanto Ay representa a distincia que a curva y = f(x) sobe ou
desce quando x varia por uma quantidade dx.

[EETI0E] Compare os valores de Ayedysey = f(x) = x* + x> — 2x + 1 e x varia (a) de
2 para 2,05 e (b) de 2 para 2,01.

SOLUCAOQ
(a) Temos
Q) =2 +22-22) +1=9
£(2,05) = (2,05 + (2,057 — 2(2,05) + 1 = 9,717625
Ay = £(2,05) — f(2) = 0,717625
Em geral, dy = f'(x)dx = (3x> + 2x — 2) dx

Quando x = 2 e dx = Ax = 0,05, torna-se
dy = [3(2)* + 2(2) — 2]0,05 = 0,7
(b) £(2,01) = (2,01)* + (2,01)*> = 2(2,01) + 1 = 9,140701
Ay = f(2,01) — f(2) = 0,140701

Quando dx = Ax = 0,01,
dy = [3(2)* + 2(2) — 2]0,01 = 0,14 [

Observe que no Exemplo 3 a aproximagdo Ay = dy torna-se melhor & medida que Ax fica
menor. Observe também que é muito mais facil calcular dy do que Ay. Para as fun¢es mais



complicadas pode ser impossivel calcular exatamente Ay. Nesses casos, a aproximagao por di-
ferenciais € especialmente util.
Na notag¢ao de diferenciais, a aproximacdo linear | 1 | pode ser escrita como

fla +dx) = f(a) + dy
Por exemplo, para a fungdo f(x) = +/x + 3 do Exemplo 1, temos

dy = f'(x)d dx
= X X = —F/———
Y 2Vx + 3

Sea =1edx = Ax = 0,05, entdo

0.05
dy = —2 _ — 00125
YT T3
e JEO5 = £(1,05) = £(1) + dy = 2,0125

exatamente como encontramos no Exemplo 1.
Nosso exemplo final ilustra o uso de diferenciais na estimativa de erros que ocorrem em
virtude de medidas aproximadas.

[EEENN O raio de uma esfera foi medido e descobriu-se que possui 21 cm com uma pos-
sibilidade de erro na medida de no maximo 0,05 cm. Qual € o erro maximo usando esse valor
de raio para computar o volume da esfera?

SOLUCAOD Se o raio da esfera for r, entdo seu volume é V = %77r3. Se o erro na medida do
valor de r for denotado por dr = Ar, entdo o erro correspondente no célculo do valor de V é
AV, que pode ser aproximado pela diferencial

dV = 4mridr
Quando r = 21 e dr = 0,05, temos
dV = 47 (21)%0,05 = 277

O erro méaximo no volume calculado € de cerca de 277 cm’.

OBSERVACAO Embora o erro possivel no Exemplo 4 possa parecer muito grande, uma ideia
melhor € dada pelo erro relativo, que € calculado dividindo-se o erro pelo volume total:

AV 4V 4mridr

dr
VSV T e T

Assim, o erro relativo no volume € cerca de trés vezes o erro relativo no raio. No Exemplo 4,
o erro relativo no raio € de aproximadamente dr/r = 0,05/21 = 0,0024 e produz um erro re-
lativo de cerca de 0,007 no volume. Os erros também poderiam ser expressos Como erros per-
centuais de 0,24% no raio € 0,7% no volume.

m Exercicios
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1-4 Encontre a linearizagéo L(x) da func¢do em a.

/4 5. Encontre a aproximagdo linear da fungéo f (x) =41 —x em

1. fW=x*+3x% a=-1 2. f(x)=senx, a=7/6 a = 0 e use-a para aproximar os nimeros /0,9 e /0,99 Tlus-

3. f)=+x, a=4 4. fx)=x" a=16

o L. L, . ~ . L.
E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estéo disponiveis em www.stewartcalculus.com

tre fazendo os graficos de f'e da reta tangente.
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{9 6. Encontre a aproximagdo linear da funcao g(x) = V1 + x em

a = 0 e use-a para aproximar os ndmeros /0,95 e i/1,1 . Tlustre,
fazendo os grificos de g e da reta tangente.

7-10 Verifique a aproximagao linear dada em a = 0. A seguir, deter-
mine os valores de x para os quais a aproximagao linear tem precisao
de 0,1.

7. In(1+x) =x 8.
9. 1/(1 +2x)*=1— 8x

tgx = x

10. e'cosx =1+ x

11-14 Encontre a diferencial da fungao.

(®) y =Iny/1 + ¢?

(b) y=-¢e"cosu

11. (a) y = x?sen 2x

12. (@) y =s/(1 + 2s)
_ 2

v
1+ 02

®)y=+1+1Inz

13. (@) y =tg/1 b y=

14. (a) y = ™

15-18 (a) Encontre a diferencial dy e (b) avalie dy para os valores da-
dos de x e dx.

15. y=¢/% x=0, dx=0,1

16. y=cos mx, x=1 dx= —0,02

17. y=+vy3 +x%, x=1, dx= -0,

+1
13.y=x ,
x—1

x=2, dx=0,05

19-22 Compute Ay e dy para os valores dados de xe dx = Ax. A se-
guir, esboce um diagrama como o da Figura 5, mostrando os seg-
mentos de reta com comprimentos dx, dy e Ay.

19. y=2x—x% x=2, Ax=—-04
20. y=\/;, x=1, Ax=1

. y=2/x, x=4, Ax=1

2. y=¢', x=0, Ax=0,5

23-28 Use uma aproximagao linear (ou diferencial) para estimar o nd-

mero dado.

23. (1,999)* 24, o 0015
25. /1001 26. 1/4,002
21. tg 44° 28. /99,8

29-31 Explique, em termos de aproximagdes lineares ou de diferen-
ciais, por que a aproximagao € razodvel.

29. sec 0,08 = 1 30. (1,01)° = 1,06
31. In 1,05 = 0,05

2x

fx) = —1)7° g(x) = e
e h(x) =1+ In(1 — 2x).

32. Sejam

(a) Encontre as linearizagdes de f, g e h em a = 0. O que vocé
percebe? Como explicar o que aconteceu?

(b) Faca os graficos de f, g e h, e de suas aproximacdes lineares.
Para qual fun¢@o a aproximacio € melhor? Para qual € pior?
Explique.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

a.

42.

A aresta de um cubo tem 30 cm, com um possivel erro de me-
dida de 0,1 cm. Use diferenciais para estimar o erro miximo
possivel no célculo (a) do volume do cubo e (b) da drea da su-
perficie do cubo.

O raio de um disco circular € 24 cm, com um erro possivel de

0,2 cm.

(a) Use diferenciais para estimar o erro maximo na area calculada
do disco.

(b) Qual o erro relativo? Qual o erro percentual?

A circunferéncia de uma esfera mede 84 cm, com erro possivel

de 0,5 cm.

(a) Use diferenciais para estimar o erro maximo na area calculada
da superficie. Qual o erro relativo?

(b) Utilize as diferenciais para estimar o erro maximo no volume
calculado. Qual o erro relativo?

Use as diferenciais para estimar a quantidade de tinta necessdria
para aplicar uma camada de 0,05 cm de tinta a um domo com dia-
metro de 50 m.

(a) Use as diferenciais para encontrar uma férmula para o volume
aproximado de uma fina camada cilindrica com altura 4, raio
interno r e espessura Ar.

(b) Qual € o erro envolvido no uso da férmula da parte (a)?

Sabe-se que um lado de um tridngulo retdngulo mede 20 cm de
comprimento e o angulo oposto foi medido como 30°, com um
erro possivel de +1°.

(a) Use diferenciais para estimar o erro no célculo da hipotenusa.
(b) Qual € o erro percentual?

Se uma corrente / passar por um resistor com resisténcia R, a Lei
de Ohm afirma que a queda de voltagem € V = RI. Se V for cons-
tante e R for medida com um certo erro, use diferenciais para mos-
trar que o erro relativo no cdlculo de / € aproximadamente o
mesmo (em moédulo) que o erro relativo em R.

Quando o sangue flui ao longo de um vaso sanguineo, o fluxo F
(o volume de sangue por unidade de tempo que passa por um
ponto dado) € proporcional a quarta poténcia do raio R do vaso:
F = kR*

(Esta equag@o € conhecida como a Lei de Poiseuille; mostraremos
porque isso € verdadeiro na Segdo 8.4.) Uma artéria parcial-
mente obstruida pode ser alargada por uma operagdo chamada an-
gioplastia, na qual um cateter-baldo € inflado dentro da artéria a
fim de aumenta-la e restaurar o fluxo normal do sangue.

Mostre que uma variacdo relativa em F € cerca de quatro ve-
zes a variacdo relativa em R. Como um aumento de 5% no raio
afeta o fluxo do sangue?

Estabeleca as seguintes regras para trabalhar com as diferenciais
(onde ¢ denota uma constante e u e v sdo fungdes de x).

(@) dc =0 (b) d(cu) = c du

() dlu + v) = du + dv (d) duv) = udv + vdu

o 4)
v

Na pdgina 431 de Physics: Calculus, 2. ed., por Eugene Hecht
(Pacific Grove, CA, 2000), durante a dedug¢do da Férmula
T = 2m+/L/g para o periodo de um péndulo de comprimento L,
o autor obtém a equacdo ar = —gsen@ para a aceleracdo tan-
gencial do peso do péndulo. Ele entdo afirma: “para angulos pe-

du — u d
T ner " ne ) d(x") = nx"'dx



Y
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43.

quenos, o valor de 6§ em radianos € muito préximo do valor de
sen 6; eles diferem por menos que 2% até cerca de 20°”.
(a) Verifique a aproximacao linear em 0 para a funcio seno:

sen x = Xx

(b) Use uma ferramenta grafica para determinar os valores de x
para os quais sen x e x difiram por menos que 2%. Entdo,
verifique a afirmacéo de Hecht, convertendo de radianos para
graus.

Suponha que a tnica informagdo que temos sobre uma funcéo f

éque f(1) = 5 e que o grafico de sua derivada é como mostrado.

(a) Use uma aproximac@o linear para estimar (0,9) e f(1,1).

(b) Suas estimativas na parte (a) sdo muito grandes ou pequenas?
Explique.
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44. Suponha que néo tenhamos uma férmula para g(x), mas saiba-

mos que ¢g(2) = —4eg'(x) = /x2 + 5 para todo x.

(a) Use uma aproximagéo linear para estimar g(1,95) e g(2,05).

(b) Suas estimativas na parte (a) s3o muito grandes ou pequenas?
Explique.

/- POLINOMIOS DE TAYLOR

A aproximagio pela reta tangente L(x) € a melhor aproximagdo de primeiro grau (linear) para f(x) préximo
de x = a porque f(x) e L(x) ttm a mesma taxa de variagdo (derivada) em a. Para uma aproximagao melhor
que a linear, vamos tentar uma aproximagéo de segundo grau (quadratica) P(x). Em outras palavras, aproxi-
maremos uma curva por uma parabola em vez de uma reta. Para nos assegurarmos de que € uma boa apro-
ximacdo, estipularemos o seguinte:

(i) Pla) = f(a)

@ii) P'(a) = f'(a)

(i) P"(a) = f"(a)
1. Encontre a aproximagio quadritica P(x) = A + Bx + Cx? para a fungdo f(x) = cos x que satisfaga as

condigdes (i), (ii) e (iii) com a = 0. Faga o gréfico de P, fe da aproximac@o linear L(x) = 1 em uma mesma
tela. Comente a qualidade das aproximagdes P e L de f.

(P e f devem ter o0 mesmo valor em a.)
(P e f devem ter a mesma taxa de mudanga em a.)

(As inclinagdes de P e f devem variar na mesma taxa em a.)

2. Determine os valores de x para os quais a aproximagao quadrdtica f(x) =~ P(x) do Problema 1 tem preci-
sdo de 0,1. [Dica: faga os graficos de y = P(x),y = cos x — 0,1 ey = cos x + 0,1 em uma tela comum.]

3. Para aproximar uma funcéo f por uma fungdo quadratica P pr6xima a um nimero a, € melhor escrever P na
forma
P(x) =A + B(x — a) + C(x — a)*
Mostre que a fungdo quadrdtica que satisfaz as condigdes (i), (ii) e (iii) €
P(x) = f(a) + f'@(x — @) + 1f"(@)(x — a)’
4. Encontre a aproximagdo quadritica para f(x) = v/x + 3 préxima a a = 1. Faca os gréficos de f, da

aproximagao quadrética e da aproximacdo linear do Exemplo 2 da Secdo 3.10 na mesma tela. O que
vocé conclui?

5. Em vez de ficarmos satisfeitos com aproximagdes lineares ou quadraticas para f(x) préximo a x = a, va-
mos tentar encontrar aproximacdes melhores por polindmios de graus mais altos. Procuramos por um po-
lindmio de grau n

T (x) =co+ ci(x —a) + ca(x —a)* + cs(x —a)’ + -+ + cilx — a)"
tal que 7, e suas primeiras n derivadas tenham os mesmos valores em x = a que f e suas primeiras n
derivadas. Derivando repetidamente e fazendo x = a, mostre que essas condigdes estdo satisfeitas se
1
co = f(a), c1 = f'(a), ca = 5 f"(a) e em geral

%)
Cy —
k!
ondek!=1-:2-3+4---- -k O polindmio resultante
" (n)
1,09 =@ + f@ - ) + L= ap b o+ LD gy
! n!

é denominado polindmio de Taylor de grau n de f centrado em a.

6. Encontre o polindmio de Taylor de 8° grau, centrado em a = 0 para a fungio f(x) = cos x. Faga os gra-
ficos de f junto com os polindmios de Taylor 7>, T4, Ts, Ts na janela retangular [—5, 5] por [—1,4; 1,4]
e comente qudo bem eles aproximam f.

@ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador
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m Funcoes Hiperbdlicas

Certas combinacdes das funcdes exponenciais e” e e * surgem frequentemente em matema-
tica e suas aplicagdes e, por isso, merecem nomes especiais. Elas sdo andlogas, de muitas ma-
neiras, as funcdes trigonométricas e possuem a mesma relagdo com a hipérbole que as fun-
¢des trigonométricas t€m com o circulo. Por essa razdo sdo chamadas coletivamente de
funcoées hiperbdlicas, e, individualmente, de seno hiperbdélico, cosseno hiperbélico e assim

por diante.
Definicdo das Funcoes Hiperbolicas
h et — e h 1
senhx = —— cossech x =
2 senh x
et + e* 1
coshx = —— sech x =
2 cosh x
senh x cosh x
tgh x = cotgh x =
£ cosh x £ senh x

Os gréficos do seno e do cosseno hiperbdlicos podem ser esbogados usando uma ferramenta
gréfica, como nas Figuras 1 e 2.

y
y
1 . y=1
y=se y=senhx O\ | /) L __
__
0 X
N\ 1 y=le""/v ‘ )
— = p—X 2
y= 26 __________________
/ y=-1
0 X
FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3
y=senhx=%e"’+% e y=coshx=%e-‘+%e’-‘ y=tghx

Observe que senh possui dominio e imagem iguais a R, enquanto cosh tem dominio R e
y imagem [1, ). O gréfico de tgh estd mostrado na Figura 3. Ela tem assintotas horizontais
~— ] y = *1 (veja o Exercicio 23).

Alguns dos usos matemadticos de func¢des hiperbdlicas serdo vistos no Capitulo 7. As apli-
cacdes na ciéncia e engenharia ocorrem sempre que uma entidade, como a luz, a velocidade,
a eletricidade ou a radioatividade, € gradualmente absorvida ou extinguida, pois o decaimento
- 0 > pode ser representado por fungdes hiperbdlicas. A aplicagdo mais famosa € o uso do cosseno
hiperbélico para descrever a forma de um fio dependurado. Pode ser demonstrado que se um
FIGURA 4 cabo flexivel pesado (como uma linha de telefone ou de eletricidade) estiver suspenso entre
dois pontos na mesma altura, entdo ele assume a forma de uma curva com a equagdo
y = ¢ + acosh(x/a), chamada catendria (veja a Figura 4). (A palavra latina catena significa
“cadeia”.)

Uma outra explicacdo para as funcdes hiperbélicas ocorre na descricido das ondas do mar.
A velocidade de uma onda aquética com comprimento L se movimentando por uma massa de
dgua com profundidade d € modelada pela funcao

Uma catendria y = ¢ + a cosh(x/a)

L 2mwd
v= g—tgh el
27

FIGURA 5
Onda do mar idealizada

onde g € a acelerac@o da gravidade. (Veja a Figura 5 e o Exercicio 49.)



As fungdes hiperbdlicas satisfazem diversas identidades que sdo andlogas as bem conhe-
cidas identidades trigonométricas. Listaremos algumas aqui, deixando a maioria das de-
monstragdes para os exercicios.

Identidades Hiperbélicas

senh(—x) = —senh x cosh(—x) = cosh x
cosh’x — senh*x = 1 1 — tgh’x = sech’x
senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y

senh’x = 1 e (b) 1 — tgh’x = sech’x.

et e 2_ e’ —
2 2

e —2+4+e¢* 4

[EEE0EN Demonstre (a) cosh’x —

SOLUCAD

cosh®x — senh’x

(a)

et 2+ e™

= — = =1
4 4 4
(b) Vamos comegar com a identidade demonstrada na parte (a):
cosh’x — senh’x = 1
Se dividirmos ambos os lados por cosh’x, obtemos
3 senh’x 1
cosh®>  cosh’x
ou 1 — tgh’x = sech’x [

A identidade demonstrada no Exemplo 1(a) fornece um indicio para a razao do nome “fun-
¢oes hiperbdlicas”.

Se t for qualquer ndmero real, entdo o ponto P(cos z, sen f) estd sobre o circulo unitdrio
x* + y? = 1, pois cos’t + sen’t = 1. Na realidade, ¢ pode ser interpretado como a medida em
radianos de £ POQ da Figura 6. Por essa razdo, as funcdes trigonométricas sdo algumas ve-
zes chamadas funcdes circulares.

Da mesma maneira, se ¢ for qualquer niimero real, entdo o ponto P(cosh 7, senh ) estd so-
bre o ramo direito da hipérbole x> — y? = 1, pois cosh’# — senh’ = 1 e cosh = 1. Dessa
vez, t ndo representa a medida de um angulo. Entretanto, resulta que ¢ representa o dobro da
4rea sombreada do setor hiperbdlico da Figura 7, da mesma forma que no caso trigonométrico
t representa o dobro da drea sombreada do setor circular na Figura 6.

As derivadas das fungdes hiperbdlicas sdo facilmente calculadas. Por exemplo,

et —e "\ et e”
2 2

Vamos listar as férmulas de derivagdo para as funcdes hiperbdlicas na Tabela 1. As demons-
tracdes restantes ficardo como exercicios. Observe a analogia com as férmulas de derivacdo
para as fungdes trigonomeétricas, mas esteja alerta — os sinais algumas vezes sdo diferentes.

d d
— (senh x) = — = cosh x

dx dx

REGRAS DE DERIVACAQ
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0 Gateway Arch em St. Louis foi projetado
usando-se uma fung&o do cosseno hiper-

bélica (Exercicio 48).

P(cos t,sen t)

-
N

FIGURA 6

S

x2+yr=1

P(cosh t,senh 1)

\

N
/.

FIGURA 7

2 —

y=1
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m Derivadas de Funcdes Hiperbélicas

d d

— (senh x) = cosh x — (cossech x) = —cossech x cotgh x
dx dx

d d

— (cosh x) = senh x — (sech x) = —sech x tgh x

dx dx
d 2 d 2

— (tgh x) = sech’x — (cotgh x) = —cossech’x

dx dx

[EETI0F Qualquer uma dessas regras de derivacio pode ser combinada com a Regra da
Cadeia. Por exemplo,

(cosh Vx ) = senh /x - \/— senk\l/_\/— [ |

I Funcdes Hiperbélicas Inversas

Vocé pode ver pelas Figuras 1 e 3 que senh e tgh s@o funcdes injetoras; logo, elas t&ém funcgdes
inversas denotadas por senh™' e tgh~'. A Figura 2 mostra que cosh nfo € injetora, mas quando
restrita a0 dominio [0, o) torna-se injetora. A inversa da fungdo cosseno hiperbdlico estd de-
finida como a inversa dessa funcdo restrita.

[2] y=senh 'x <= senhy=x

y=cosh'x <> coshy=x e y=0

y=tgh'x < tghy=x

As inversas das demais fungdes hiperbélicas sdo definidas analogamente (veja o Exercicio 28).
Podemos esbogar os gréficos de senh ™', cosh™' e tgh™" nas Figuras 8, 9 ¢ 10 usando as Fi-
guras 1,2 e 3.

Y I
| |
Y | |
| |
| |
Lo/
0 X —1 | | 1 X
t t | |
o 1 x | |
| |
| |
| |
FIGURA 8 y=senh'x FIGURA9 y=cosh'x FIGURA 10 y=tgh'x
dominio =R imagem =R dominio =[1,©) imagem = [0, ) dominio = (—1,1) imagem =R

A Férmula 3 esta demonstrada no Exemplo
3. As demonstragdes das Férmulas 4 e 5
sd@o pedidas nos Exercicios 26 e 27.

Uma vez que as fungdes hiperbdlicas estdo definidas em termos das fungdes exponenciais,
ndo ¢ surpreendente descobrir que as fungdes hiperbdlicas inversas podem ser expressas em
termos de logaritmos. Especificamente, temos:

[3] senh 'x=In(x +/x*+1) x€R
(4] coshx=In(x + Vx> —1) x=1

. | 1+ x
[5] tgh™'x =3 In —-1<x<1
1 —x




[EEENE] Mostre que senh™'x = In(x + /2 + 1).
SOLUCAD Sejay = senh™'x. Entdo

e’ —e”’
=senhy = ————
x y 5
logo, e?—2x —e?’=0

ou, multiplicando por e’,
e? —2xe? —1=0
Isso € realmente uma equag@o quadratica em e”:
() —2x(e’) —1=0
Resolvendo com a férmula quadratica, obtemos

e’

+ JAx? ¥
vz%zxim

Observe que e* > 0, masx — 4/x2 + 1 < 0 (pois x < /x2 + 1). Assim, o sinal de menos é
inadmissivel e temos

el=x+Jx2+1
Portanto, y =1In(e’) = In(x + /x> + 1)

(Veja o Exercicio 25 para outro método.) |

@ Derivadas de Funcdes Hiperbdlicas Inversas

d (senh™'x) ! d (cossech™!x) !
4 N = 4 =
dx V1 + x2 dx |x|vx2+ 1

1 d 1

d
_— hfl - _— h™x)= - ———M—
dx (cosh™x) Vx2 =1 dx (sech™'x) x+/1 — x2

d d
— (tgh™'x) = — (cotgh™'x) =
dx (tgh ) 1 — x? dx (cotgh™'x) 1 —x?

As fung¢des hiperbdlicas inversas sao todas derivaveis, pois as funcdes hiperbdlicas sdao de-
rivaveis. As féormulas na Tabela 6 podem ser demonstradas pelo método para as funcdes in-
versas ou derivando as Férmulas 3,4 e 5.

d 1
D t —_ h™'%) = —
IEETETEN Demonstre que — - (senh™x) N

1+ x2°

SOLUCAD 1 Sejay = senh™'x. Entfio, senh y = x. Se derivarmos essa equacio implicita-
mente em relac@o a x, obtemos

d
coshyd—yI 1
x

Uma vez que cosh’y — senh’y = 1 e coshy = 0, obtemos cosh y = /1 + senh?y, logo

dy 1 1 1

dx  coshy - V1 + senh?y - J1+ x2

SOLUCAOD 2 Da Equagdo 3 (demonstrada no Exemplo 3), temos
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Observe que as férmulas para as derivadas
de tgh™'x e cotgh™'x parecem idénticas.
Mas os dominios dessas fungdes ndo
possuem ndmeros em comum: tgh™'x é
definida para | x| < 1, enquanto
cotgh™'x é definida para | x| > 1.
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dx

d d
— (senh™'x) = d—ln(x +xT+1)
x

= ! d(x+ X2+ 1)

x+ V2 + 1 dx

1 x
1+
x+\/x2+1< \/x2+1>
Vxr+ 1 +x
(x+ X2+ 1)Jx2+ 1

1

- [ |
Vxr+ 1
d -1
[EETEZ0E Encontre d—[tgh (sen x)].
X
SOLUCAD Usando a Tabela 6 e a Regra da Cadeia, temos
d 1 d
—[tgh™! =—5—
dx [tgh™(sen )] 1 — (sen x)* dx (sen 2)
coSs X
= ;- Cosx = S = secx |
1 — sen’x cosx

m Exercicios

cosh 2x = cosh®x + senh’x
x2—1
x2+1

tg(ln x) =

2x

1 +tghx

1 —tghx

(cosh x + senh x)" = cosh nx + senh nx
(n qualquer nimero real)

1-6 Encontre o valor numérico de cada expressao. 16.
1. (a) senh 0 (b) cosh 0
2. (a) tghO (b) tgh1 17.
3. (a) senh(In?2) (b) senh 2
18.
4, (a) cosh3 (b) cosh(In 3)
5. (a) sech0 (b) cosh™'1 19.
6. (a) senhl (b) senh™'1
. . 20.
7-19 Demonstre a identidade.
1. senh(—x) = —senh x
) - 21.
(Isso mostra que senh ¢ uma fungdo impar.)
8. cosh(—x) = cosh x 7 22
(Isso mostra que cosh é uma fung@o par.) am
9. coshx + senhx = e*
10. cosh x — senhx = ¢ *
23.
11. senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y
12. cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y
13. cotgh’x — 1 = cossech’x
tgh x + tgh
1, tgh(x +y) = Ehx T tghy
1+ tghxtghy
15. senh 2x = 2 senh x cosh x

M & o Z
E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

12 ~ . 1
Se tgh x = 33, encontre os valores das outras fungdes hiperbdli-
cas em X.

5 ~ .
Se cosh x = 5ex > 0, encontre os valores das outras fungdes hi-
perbdlicas em x.

. (a) Use os gréficos de senh, cosh e tgh das Figuras 1-3 para fa-

zer os graficos de cossech, sech e cotgh.
(b) Verifique os graficos que vocé esbocou na parte (a) usando
uma ferramenta gréfica para produzi-los.

Use as defini¢des das funcdes hiperbdlicas para achar os seguin-
tes limites.
(a) lim tghx (b) lim tghx
(c) lim senh x (d) lim_senhx
(e) lim sech x (f) lim cotgh x
(2) liIOn cotgh x (h) lirOn cotgh x
x—0+ x—0—

(i) lim cossech x

xX—>—o0

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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24

26
27

28

30—

30
32
34

Demonstre as férmulas dadas na Tabela 1 para as derivadas das
fungdes (a) cosh, (b) tgh, (c) cossech, (d) sech e (e) cotgh.

Dé uma solucdo alternativa para o Exemplo 3 tomando
y = senh™'x e entdo usando o Exercicio 9 e o Exemplo 1(a), com
x substituido por y.

Demonstre a Equagao 4.

Demonstre a Equacdo 5 usando (a) o método do Exemplo 3 e (b)
o Exercicio 18, com x substituido por y.

Para cada uma das seguintes funcdes (i) dé uma definicdo como
aquelas em [2], (ii) esboce o gréfico e (iii) encontre uma férmula
similar a Equacéo 3.

(b) sech™ (c) cotgh™

Demonstre as férmulas dadas na Tabela 6 para as derivadas das

(a) cossech™

fungdes a seguir.

(a) cosh™! (b) tgh™!
(d) sech™! (e) cotgh™
45 Encontre a derivada. Simplifique quando possivel.
f(x) = tgh(1 + ¢*)

g(x) = cosh(In x)

(c) cossech™

31. f(x) = xsenh x — cosh x
33. A(x) = In(cosh x)

cosh 3x

y = x cotgh(1 + x?) 3B y=e
f(t) = cossech t(1 — In cossech 1)
f(¢) = sech*(e”)

1 — cosh x
y = 39. G(x) =

1 + coshx

M. y = cosh™'Vx

senh(cosh x)

y = senh!(tg x)

y=xtgh'x + Iny/1 — x2
y = xsenh '(x/3) — /9 + x2

49.

y = sech™'(e™) 45. y = cotgh'(sec x)
d 4/1+tghx 1
Most —— AT =3e
ostre que — 4 [~ ghx e

d
Mostre que I arctg(tgh x) = sech 2x.
X

O Gateway Arch em St. Louis foi projetado por Eero Saarinen e
construido usando a equacdo

y = 211,49 — 20,96 cosh 0,03291765x
para a curva central do arco, em que x e y sdo medidos em me-
tros e | x| < 91,20.
(a) Trace a curva central.
(b) Qual € a altura do arco em seu centro?
(c) Em quais pontos a altura € 100 m?
(d) Qual € a inclinacdo do arco nos pontos da parte (c)?

Se uma onda de comprimento L se move a velocidade v em uma
massa de dgua de profundidade d, entdo

[gL ( 2mrd )
2 L

onde g € a aceleracdo da gravidade. (Veja a Figura 5.) Explique

9L
21

¢é adequada para dguas profundas.

porque a aproximacio

ﬁ 50.

51.

52,

53.

54.
55.

56.
57.

/) 58.

59.
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Um cabo flexivel pendurado sempre tem a forma de uma catendria

y = ¢ + a cosh(x/a), em que c e a sdo constantes e a > 0 (veja

a Figura 4 e o Exercicio 52). Faca o gréifico de varios membros

da familia de fungdes y = a cosh(x/a). Como o grafico muda

quando a varia?

Uma linha de telefone € pendurada entre dois postes separados a

14 m, na forma da catenaria y = 20 cosh(x/20) — 15, em que x

e y s3o medidas em metros.

(a) Encontre a inclinagdo dessa curva onde ela encontra o poste
a direita.

(b) Encontre o angulo 6 entre a reta tangente e 0 poste.

y
/\—%\
5
-7 0 7 x

Usando os principios da fisica, pode ser mostrado que quando um
cabo € pendurado entre dois postes, ele toma a forma de uma
curva y = f(x) que satisfaz a equagdo diferencial

d’y _pg

dy \?
+ —_—
dx? T ! <dx>

onde p € a densidade linear do cabo, g € a aceleragdo da gravidade
e T ¢ atensdo no cabo no ponto mais baixo, e o sistema de coor-
denadas € apropriadamente escolhido. Verifique que a fungdo

y=f(x) = Tcosh<pgx>
Py T

€ uma solucdo dessa equagdo diferencial.

Um cabo com densidade linear p = 2 kg/m € amarrado no topo

de dois postes que t&ém 200 m de distancia entre si.

(a) Use o Exercicio 52 para encontrar a tensio T de forma que o
cabo esteja 60 m acima do solo em seu ponto mais baixo. Qual
a altura dos postes?

(b) Se a tensdo € dobrada, qual o novo ponto mais baixo do
cabo? Qual a altura dos postes agora?

senh x

Calcule lim

x—x e
(a) Mostre que qualquer fungdo da forma
y = A senh mx + B cosh mx
satisfaz a equagdo diferencial y” = m?y.
(b) Encontre y = y(x) de forma que y” =9y, y(0) = —4 ¢
y'(0) = 6.
Se x = In(sec 6 + tg #), mostre que sec 6 = cosh x.
Em quais pontos da curva y = cosh x a tangente tem inclinag@o 1?

Investigue a familia das funcdes

f+(x) = tgh(n sen x)
onde n € um inteiro positivo. Descreva o que acontece com o gra-
fico de f, quando n se torna maior.

Mostre que, se a # 0 e b # 0, entdo existem nimeros « e  tais
que ae* + be™* € igual a @ senh(x + B) ou acosh(x + B).
Em outras palavras, mostre que quase todas as funcdes da forma
f(x) = ae* + be ™ sdo fungdes seno ou cosseno hiperbdlicas

expandidas e deslocadas.
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n Revisao

Verificacao de Conceitos

1. Enuncie cada regra da derivacéo tanto em simbolos quanto em pa-

(c) Por que a fungdo exponencial natural y = e* € usada mais fre-

lavras. quentemente em célculo do que as outras fungdes exponen-
(a) A Regra da Poténcia ciaisy =a"?
(b) A Regra da Multiplicagdo por Constante (d) Por que a fun¢do logaritmica natural y = In x € usada mais
(c) A Regra da Soma frequentemente em cdlculo do que as demais fungdes loga-
(d) A Regra da Diferencga ritmicas y = log, x?
() A Regrado P rOd"ltO 4. (a) Explique como funciona a derivagdo implicita.
(f) A Regra do Quoc%ente (b) Explique como funciona a derivacao logaritmica.
(2) A Regra da Cadeia 5. Deé diversos exemplos de como a derivada pode ser interpretada
2. Determine a derivada de cada funcdo. como uma taxa de variacdo na fisica, quimica, biologia, econo-
(a) y =x" b)yy=e" (c)y=a" mia ou em outras ciéncias.
(dy=Inx (e) y = log.x (f) y=senx 6. (a) Escreva a equagdo diferencial que expresse a lei de cresci-
(g) y=cosx (h) y=tgx (1) y = cossec x mento natural.
(§) y=secx (k) y = cotg x (1) y =sen'x (b) Sob quais circunstincias este é um modelo apropriado para o
(m)y = cos™'x () y=tg x (o) y = senh x modelo de crescimento populacional?
(p) y = cosh x (@ y=tghx (r) y = senh”'x (c) Quais sdo as solugdes dessa equacio?
(s) y=-cosh™'x (t) y=tgh'x 1. (a) Escreva uma expressio para a linearizacio de fem a.
3. (a) Como & definido o nimero e? (b) Se y = f(x), escreva uma expressdo para a diferencial dy.
. (c) Se dx = Ax, desenhe uma figura mostrando o significado
(b) Expresse e como um limite.
geométrico de Ay e dy.
Teste - Verdadeiro ou Falso
Determine se a afirmagdo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por 6. Se y = ¢’ entioy’ = 2e.
qué. Caso contrdrio, explique por que ou dé um exemplo que mostre que é falsa. 4 J |
1. Sefe g forem derivéveis, entdo 7. —(10%) = x10*! 8 —(nl10)=—
4 dx dx 10
——[f) + g()] = f'(x) + ¢g'(x) d d d
dx 9. — (tg’x) = — (sec’) 10. — |x* 4+ x| =[2x + 1]
2. Sefe g forem derivdveis, entdo dx dx dx
d [F(0)g(0)] = F/(x)g'(x) 11. A derivada de um polindmio € um polindmio.
dx 12. Se f(x) = (x® — x*)°, entdo fV(x) = 0.
3. Sefe g forem deriviveis, entdo 13. A derivada de uma fungio racional é uma fungio racional.
a [f(g(x))] = f’(g(x))g’(x) 14. Uma equagio de uma reta tangente a pardbola y = x* em (=2, 4)
dx éy — 4 =2x(x + 2).
: d f'(x)
4. Se ffor derivével, entdo — +/f(x) = . — 42
dx 2f(x) 15. Se g(x) = x°, entdo lin% M = 80.
x— X —
')

d
5. Se f for derivavel, entdo I f(\/; ) =
x

24x

Exercicios

1-50 Calcule y'.

1. y=(x*—3x*+5)° 2. y = cos(tgx)
1 3x —2
3. y=x +—— 4 y=— =
y=Vr Noa Y V2x + 1
5 y=xsenmx 6. y=xcos'x

9.

1.

13.

=1 8 R
= . xe’ = ysenx
y A y
y = In(x In x) 10. y = e"*cos nx
y = +/x cos v/x 12. y = (arcsen 2x)’
el/x

y=— 14. y = Insec x
X



) u—1 ‘
15. y + xcosy = x7y 16. y = m
17. y = Jarctg x 18. y = cotg(cossec x)
9.y = tg| —— 20 y = et
Ly =tel T .y=¢e
21, y =3+ 22. y = sec(l + x?)
23 y=(1—-x"" 2. y=1/x + Jx
25. sen(xy) = x> —y 26. y = v/sen /x
27. y = logs(1 + 2x) 28. y = (cos x)*
2 4
! x>+ 1)
29. y = Insenx — 5 sen’x 30 y= ox + )Gx = 1)
3N y=xtg '(4n) 32. y =" + cos(e’)
33. y = In|sec 5x + tg 5x| 34, y = 10"
35. y = cotg(3x* + 5) 36. y = /tIn(#%)
3. y = sen(tg V1+ x3) 38 y= arctg(arcsen \/;)
39. y = tg’(sen 6) 4. xe’ =y — 1
Vx+ 12 —x)?° (x + x)*
moy=Y— =Y 0 y= 214
Y (x +3) Y
43. y = x senh(x?) a4 y= senmx
X
x*—4
45 y=1 h 3 46. y =1
y = In(cosh 3x) y=In\"—=
41. y = cosh '(senh x) 48, y =xtgh 'Vx
49. y = cos(e'e™) 50. y = sen’(cos+/sen 7x )
51. Se f(r) = 4t + 1, encontre f"(2).
52. Se g(0) = 6 sen6, encontre g"(7/6).
53. Encontre y” se x® + y®= 1.
54. Encontre f"(x) se f(x) = 1/(2 — x).
55. Use a indug¢@o matematica para mostrar que se f(x) = xe*, entdo
F9%) = (x + n)e~.
3
56. Calcule lim ————.
alcule lim T
57-59 Encontre uma equagdo da tangente a curva no ponto dado.
2
-1
57. y = 4sen’x, (m/6,1) 88, y=——— (0,—1)
x*+ 1
59. y=+/1 +4senx, (0,1)
60-61 Encontre equacdes para a reta tangente e para a reta normal a
curva no ponto dado.
60. x* + 4xy +y* =13, (2,1)
61. y= (2 +xe™, (0,2

a2 62.

63.

Se f(x) = xe**, encontre f'(x) Faga os graficos de fe f’ na
mesma tela e comente.
(a) Se f(x) = x+/5 — x, encontre f'(x).

(b) Encontre as equacdes das retas tangentes a curva

¥y = x+/5 — x nos pontos (1, 2) e (4, 4).

A

64

68

70
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(c) Tlustre a parte (b) fazendo os graficos da curva e das retas tan-
gentes.
(d) Verifique se sua resposta na parte (a) foi razodvel comparando
os grificos de fef'.
. (@) Sef(x) =4x —tgx, —7/2 < x < m/2, encontre [ e f”.
(b) Verifique se suas respostas para a parte (a) sdo razoaveis
comparando os grificos de f, f' e f".
. Em quais pontos da curva y =senx + cosx, 0 < x < 27, a
reta tangente ¢ horizontal?
. Encontre os pontos sobre a elipse x*> + 2y* = 1 onde a reta tan-
gente tem inclinagdo 1.

. Se f(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢), mostre que
WA(CI R S S
f(x) x—a x—-b x-—c

. (a) Derivando a férmula do angulo duplo

cos 2x = cos*x — sen’x
obtenha a férmula do angulo duplo para a fungéo seno.
(b) Derivando a férmula de adi¢do

sen(x + a) = sen x cosa + cos x sena
obtenha a férmula de adi¢@o para a funcéo cosseno.
. Suponha que h(x) = f(x)g(x) e F(x) = f(g(x)), onde f(2) = 3,
9(2) =5,9'2) =4, f'(2) = —2e f'(5) = 11
Encontre (a) 1'(2) e (b) F'(2).
. Se f e g sdo as fungdes cujos graficos estdo ilustrados, seja
P(x) = f(x)g(x), O(x) = f(x)/g(x) e C(x) = f(g(x)).
Encontre (a) P'(2), (b) Q'(2) e (c) C'(2).

y
4
/
f
B /
01 X

71-78 Encontre f' em termos de ¢g'.

n
3
75
1

72. f(x) = g(x?)
4. f(x) = g(g(x))
76. f(x) = e

78. f(x) = g(In x)

- f(x) = x%g(x)
f) = [g0)]?

- f(x) = gle*)
f(x) =In[g(x) |

79-81 Encontre 4’ em termos de f' e g'.

19

81

f(x)g(x)
J(x) + g(x)

. h(x) = f(g(sen 4x))

f(x)

. h(x) = )

80. h(x) =

482

. (a) Faga o grafico da fun¢do f(x) = x — 2 sen x na janela retan-

gular [0, 8] por [—2, 8].

(b) Em qual intervalo a taxa de variagdo média € maior: [1, 2] ou
[2,3]?

(c) Em qual valor de x a taxa de variacdo instantanea € maior:
x=2oux=15?

(d) Verifique sua estimativa visual na parte (c) calculando f'(x)
e comparando os valores numéricos de f'(2) e f'(5).
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83.

84.

85.

86.

87.

89.

90.

9.

92.

93.

94.

CALCULO

Em qual ponto sobre a curva y = [In(x + 4)]° a reta tangente é

horizontal?

(a) Encontre uma equagio para a reta tangente a curvay = e* que
seja paralela aretax — 4y = 1.

(b) Encontre uma equacdo da tangente a curva y = e* que passe
pela origem.

Encontre uma pardbola y = ax® + bx + ¢ que passe pelo ponto

(1,4) e cujas retas tangentes em x = —1 e x = 5 tenham in-

clinagdes 6 e —2, respectivamente.

A fungdio C(t) = K(e™ — e™"), onde a, b e K sdo constantes po-

sitivas e b > a, € usada para modelar a concentracdo de uma

droga injetada na corrente sanguinea no instante .

(a) Mostre que lim,—... C(¢) = 0.

(b) Encontre C'(7), a taxa segundo a qual a droga € eliminada da
circulag@o.

(c) Quando essa taxa € igual a zero?

Uma equagdo de movimento da forma s = Ae ' cos(wt + 8) re-

presenta uma oscilagdo amortecida de um objeto. Encontre a ve-

locidade e a aceleragdo do objeto.

Uma particula move-se ao longo de uma linha horizontal de tal

forma que sua coordenada no tempo ¢ seja x = /b2 + ¢22,

t = 0, onde b e ¢ sdo constantes positivas.

(a) Encontre as funcdes velocidade e aceleragao.

(b) Mostre que a particula se move sempre no sentido positivo.

Uma particula se move sobre uma reta vertical de forma que sua

coordenada no tempo ¢ seja y = > — 12¢ + 3, = 0.

(a) Encontre as funcdes velocidade e aceleragdo.

(b) Quando a particula se move para cima? E para baixo?

(c) Encontre a distancia percorrida pela particula no intervalo de
tempo 0 < ¢ < 3.

(d) Trace as fungdes posicdo, velocidade e aceleracdo para
0=sr=3.

(e) Quando a particula estd acelerando? Quando estd freando?

O volume de um cone circularreto € V = %Trr 2h, onde r é o raio

da base e 4 € a altura.

(a) Encontre a taxa de variacdo do volume em relag@o a altura se
o raio for mantido constante.

(b) Encontre a taxa de variacao do volume em relag@o ao raio se
a altura for mantida constante.

A massa de parte de um fio € x(l + \/;) kg, onde x é medido

em metros a partir de uma extremidade do fio. Encontre a densi-

dade linear do fio quando x = 4 m.

O custo, em ddlares, da producdo de x unidades de uma certa mer-

cadoria €

C(x) = 920 + 2x — 0,02x* + 0,00007x*

(a) Encontre a fungdo custo marginal.

(b) Encontre C'(100) e explique seu significado.

(c) Compare C'(100) com o custo de produzir o 101° item.

Uma cultura de bactérias contém inicialmente 200 células e

cresce a uma taxa proporcional a seu tamanho. Depois de meia

hora a populag¢do aumentou para 360 células.

(a) Encontre o nimero de bactérias depois de ¢ horas.

(b) Encontre o nimero de bactérias depois de 4 horas.

(c) Encontre a taxa de crescimento depois de 4 horas.

(d) Quando a populagdo atingird 10.000?

O cobalto-60 tem a meia-vida de 5,24 anos.

(a) Encontre a massa remanescente de uma amostra de 100 mg
depois de 20 anos.

(b) Quanto tempo levaria para a massa decair para 1 mg?

95.

96.

97.

98.

99.

Seja C(¢) a concentragio de uma droga na corrente sanguinea. A

medida que o corpo elimina a droga, C(#) diminui a uma taxa que

é proporcional a quantidade da droga presente naquele tempo. As-

sim, C'(f) = —kC(r), em que k é um ndmero positivo denomi-

nado constante de eliminagdo da droga.

(a) Se Cy for a concentragdo no instante ¢ = 0, encontre a con-
centragio no tempo 7.

(b) Se o corpo eliminar a metade da droga em 30 horas, quanto
tempo levard para eliminar 90% da droga?

Uma xicara de chocolate quente tem a temperatura de 80 °C em

uma sala mantida a 20 °C. Depois de meia hora, o chocolate

quente esfriou para 60 °C.

(a) Qual a temperatura do chocolate depois de mais meia hora?

(b) Quando o chocolate terd esfriado para 40 °C?

O volume de um cubo cresce a uma taxa de 10 cm3min. Com que

rapidez estard crescendo sua drea quando o comprimento de uma

das arestas for 30 cm?

Um copo de papel tem a forma de um cone com 10 cm de altura

e 3 cm de raio (no topo). Se for colocada dgua dentro do copo a

uma taxa de 2 cm?/s, com que rapidez o nivel da dgua se elevard

quando ela tiver 5 cm de profundidade?

Um baldo estd subindo numa velocidade constante de 2 m/s. Um

garoto estd andando de bicicleta por uma estrada numa velocidade

de 5 m/s. Quando ele passar por baixo do baldo, 0 mesmo estarad

15 m acima dele. Qudo rdpido cresce a distancia entre o baldo e

o garoto 3 segundos mais tarde?

100. Uma esquiadora aqudtica sobe a rampa mostrada na figura a uma

velocidade de 10 m/s. Com que velocidade ela estard subindo
quando deixar a rampa?

Ilm
-~

1 5m 1

101.0 angulo de elevagdo do Sol estd diminuindo numa taxa de 0,25

rad/h. Qudo rdpido a sombra € projetada por um prédio de 400 pés
quando o angulo de elevagio do Sol for 7/6?

102.(a) Encontre a aproximagdo linear de f(x) = /25 — x? préximo

a3.
(b) Tlustre a parte (a) fazendo o gréfico de f'e da aproximacao linear.
(c) Para quais valores de x a aproximac@o linear tem precisdo de 0,1?

103.(a) Encontre a linearizac¢do de f(x) = /1 + 3x em a = 0. De-

termine a aproximacdo linear correspondente e use-a para
dar um valor aproximado de /1,03 .

(b) Determine os valores de x para os quais a aproximacao linear
dada na parte (a) tem precisdo de 0,1.

104.Calcule dysey = x* — 2x* + 1, x = 2edx = 0.2.
105.Uma janela tem o formato de um quadrado com um semicirculo

em cima. A base da janela é medida como tendo 60 cm de largura
com um possivel erro de medigdo de 0,1 cm. Use diferenciais para
estimar o erro maximo possivel no cdlculo da drea da janela.

106-108 Expresse o limite como uma derivada e calcule-o.

17 4
— + —
106.5im *——© 107.1im Y20 F =2
1 x — 1 h—0 h
. cosf — 0,5
108. im ———
o—m/3 0 — /3




JI+tgx — /1 +senx

x3

109.Calcule limo

110. Suponha que f seja uma fungdo derivavel tal que f(g(x)) = x e
f(x) =1+ [f(x)]* Mostre que g'(x) = 1/(1 + x?).
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111.Encontre f'(x) sabendo-se que

e =2

112.Mostre que o comprimento da parte de qualquer reta tangente a
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astroide x** + y*3 = g*3 cortada pelos eixos coordenados €

constante.

Problemas Quentes

Antes de vocé olhar todos os exemplos, cubra a solugao e tente resolvé-lo sozinho.

[ZEIGEN Quantas retas sdo tangentes a ambas as pardbolas y = —1 — x*ey = 1 + x??
Encontre as coordenadas dos pontos nos quais essas tangentes tocam as parabolas.

SOLUGAD E essencial fazer o diagrama para este problema. Assim, esbogamos as pardbolas
y = 1 + x*(que € a pardbola-padrio y = x? deslocada uma unidade para cima)ey = —1 — x?
(obtida refletindo-se a primeira pardbola em torno do eixo x). Se tentarmos tragar uma reta tan-
gente a ambas as parabolas, logo descobriremos que existem somente duas possibilidades, con-
forme ilustrado na Figura 1.

Seja P um ponto no qual uma dessas tangentes toca a pardbola superior, e seja a sua coor-
denada x. (A escolha de notacéo para a incognita € importante. Naturalmente, poderiamos ter
usado b, ¢, xo ou x; ao invés de a. Contudo, ndo € aconselhdvel usar x no lugar de a porque
esse x poderia ser confundido com a varidvel x na equagdo da parabola.) Entdo, uma vez que
P se encontra na pardbola y = 1 + x?, sua coordenada y deve ser 1 + a* Em virtude da si-
metria mostrada na Figura 1, as coordenadas do ponto O, onde a tangente toca a pardbola de
baixo, devem ser (—a, —(1 + a?)).

Para usarmos a informacao dada de que a reta € uma tangente, equacionamos a inclinagéo
da reta PQ como a inclinag@o da reta tangente em P. Temos

l+a*—(—1—-a?) 1+ad?
P =
re a— (—a) a

Se f(x) = 1 + x?, entdo a inclina¢do da reta tangente em P € f'(a) = 2a. Dessa forma, a con-
dicdo que precisamos usar é

1+ a2
a

= 2a

Resolvendo essa equacio, obtemos 1 + a’> = 2a? logo, a’> = 1ea = =*1.Portanto, 0s pon-
tos sdo (1, 2) e (—1, —2). Por simetria, os pontos remanescentes sdo (—1,2) e (1, —2).mmm

[EEINF] Para que valores de ¢ a equaciio In x = cx” tem exatamente uma solucio?

SOLUCAO Um dos principios mais importantes da resolu¢do do problema € fazer um diagrama,
mesmo que o problema como descrito ndo mencione explicitamente uma situagdo geomé-
trica. Nosso presente problema pode ser reformulado geometricamente da seguinte forma:
para quais valores de ¢ a curva y = In x intersecta a curva y = cx* em exatamente um ponto?

Vamos comegar criando o grifico de y = In x e y = cx” para os vérios valores de c. Sa-
bemos que, para ¢ # 0,y = cx* € uma pardbola que se abre para cima, se ¢ > 0, e para baixo,
se ¢ < 0. A Figura 2 mostra as pardbolas y = cx” para diversos valores positivos de c. A maio-
ria delas nfo intersecta y = In x e uma intersecta duas vezes. Suspeitamos que deve haver um
valor de ¢ (em algum lugar entre 0,1 e 0,3) para o qual as curvas se interceptam exatamente
uma vez, como na Figura 3.

Para encontrar aquele valor particular de ¢, seja a coordenada x do Unico ponto de inter-
sec¢do. Em outras palavras, In @ = ca?, e a € a Unica solucdo para a equacdo dada. Vemos, a

y
P
1
X
—1
0
FIGURA 1
y 3x2 y2 12
20,357
0,1x2
0 X
y=Inx
FIGURA 2
y
y=cx?
c="?
0 ; X
y=Inx
FIGURA 3
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y=Inx

FIGURA 4

™M

partir da Figura 3, que as curvas somente se tocam; portanto, t€m uma reta tangente comum
quando x = a. Isso significa que as curvas y =Inx e y = cx* tém a mesma inclina-
¢do quando x = a. Logo

1
— = 2ca
a

Resolvendo as equagdes In a = ca’e 1/a = 2ca, obtemos

1 X 11
na=ca’*=c-—=—
2c 2
Assim, a = ¢'/?e
Ina Ine'? 1
C= 2 T e—— T —
a e 2e

Para valores negativos de ¢ temos a situacdo ilustrada na Figura 4: Todas as pardbolas
y = cx? com valores negativos de c intersectam y = In x exatamente uma tinica vez. E nio es-
quecamos de ¢ = 0: a curva y = 0x* = 0 € apenas o eixo x, que intersecta y = In x exata-
mente uma Unica vez.
Resumindo, os valores pedidos de ¢ sdo ¢ = 1/(2¢) e ¢ < 0. [ |

1. Encontre os pontos P e Q sobre a pardbola y = 1 — x? de forma que o triingulo ABC formado pelo
eixo x e pelas retas tangentes em P e Q seja equildtero. (Veja a figura.)

y

2. Encontre o ponto onde as curvas y = x* — 3x + 4 ey = 3(x? — x) sdo tangentes uma 2 outra, isto
é, tém uma reta tangente comum. Ilustre esbogando as curvas e a tangente em comum.

3. Mostre que as retas tangentes a pardbola y = ax® + bx + ¢ em quaisquer dois pontos com coor-
denadas x dadas por p e ¢ devem se interceptar em um ponto cuja coordenada x estd no ponto mé-
diodepegq.

4. Mostre que

d sen’x cos’x
— + = —cos 2x
dx \ 1 + cotgx 1 +tgx

t —
5. Sef(x) = lim sectﬂ, encontre o valor de f'(7/4).
t—x — X

6. Encontre os valores das constantes a e b tais que

. Jax+b —2 5
lim— = —
x—0 X 12

7. Mostre que sen”'(tgh x) = tg~'(senh x).

E E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador Requer sistema de computagdo algébrica



10.
1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Um carro viaja a noite em uma estrada com formato de uma parabola com seu vértice na origem. (Veja
a Figura.) O carro comega em um ponto a 100 m a oeste € 100 m ao norte da origem e viaja na di-
recdo leste. A 100 m a leste e a 50 m ao norte da origem existe uma estitua. Em que ponto da es-
trada os faréis do carro vao iluminar a estdtua?

n

Demonstre que (sen*x + cos*x) = 4" ! cos(4x + nw/2).

xn
Encontre a n-ésima derivada da fungio f(x) = x"/(1 — x).

A figura mostra um circulo de raio 1 inscrito na pardbola y = x2. Encontre o centro do circulo.
y

Se f for derivavel em a, onde a > 0, calcule o seguinte limite em termos de f'(a):

i £~ f(@)
o Jx — Ja

A figura mostra uma roda em rotagdo com raio de 40 cm e uma barra de conexdo AP com compri-

mento de 1,2 m. O pino P desliza para a frente e para trds no eixo x a medida que a roda gira em sen-

tido anti-hordrio a uma taxa de 360 revolugdes por minuto.

(a) Encontre a velocidade angular da barra de conexdo, da/dt, em radianos por segundo, quando
0= m/3.

(b) Expresse a distancia x = | OP | em termos de 6.

(c) Encontre uma expressao para a velocidade do pino P em termos de 6.

As retas tangentes T e T, sdo tragadas em dois pontos P; e P, na pardbola y = x” e se intersectam
num ponto P. Uma outra reta tangente 7 € tracado num ponto entre P, e P,; ela intersecta 7; em Q,
e T, em Q,. Mostre que

|POI| | | PO

+
|PP/| | PP

=1

Mostre que

n

dxn

(e* sen bx) = r"e“* sen(bx + no)

onde a e b sdo nimeros positivos > = a* + b*e 0 = tg '(b/a).
senx ]

Calcule lim
x—=7 X — T

Sejam T e N as retas tangente e normal a elipse x%/9 + y*/4 = 1 em um ponto qualquer P sobre a
elipse no primeiro quadrante. Sejam xr e yr as intersecgdes com os eixos x e y de 7 e xy e yy as in-
terseccdes de N. A medida que P se movimenta pela elipse no primeiro quadrante (mas néo nos ei-
X0s), que valores xr, yr, Xy € yy podem assumir? Tente primeiro conjecturar a resposta somente olhando
na figura. Entdo, use o célculo para resolver o problema e veja quio boa estd sua intuigao.
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x
FIGURA PARA 0 PROBLEMA 8
y
4
0 a
0 P(x,0)

FIGURA PARA 0 PROBLEMA 13
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18.

19.

20.

FIGURA PARA 0 PROBLEMA 21

22.

21.

y
yr
T
2 P
Xy A
0 3 X
IN N

sen(3 + x)> — sen 9

X

Calcule lim
x—0

(a) Use a identidade para tg(x — y) (veja a Equagdo 14b do Apéndice D) para mostrar que, se duas
retas L, e L, se interceptam com um angulo «, entdo
mp, — m

tga=
& 1 + mm,

onde m; e m, sdo as inclinagdes de L, e L, respectivamente.

(b) O angulo entre as curvas C, e C; em um ponto de intersec¢io P € definido como o dngulo en-
tre as retas tangentes para C, e C, em P (se existirem). Use a parte (a) para encontrar, com pre-
cisdo de um grau, o angulo entre cada par de curvas em cada ponto de intersecgao.

) y=x* e y=@=-27
@) x*—y*=3 e x*—4x+y*+3=0

Seja P(xy, y;) um ponto sobre a pardbola y? = 4px com foco F(p, 0). Seja a o Angulo entre a paré-
bola e o segmento de reta FP e seja 3 dngulo entre a reta horizontal y = y; e a pardbola, como na
figura. Demonstre que o = . (Logo, por um principio da éptica geométrica, a luz de uma fonte co-
locada em F serd refletida ao longo de uma reta paralela ao eixo x. Isso explica por que os parabo-
loides, superticies obtidas por rotagdes de pardbolas sobre seus eixos, sdo usados como forma de al-
guns faréis de automdveis e espelhos para os telescopios.)

y

y?=dpx

Suponhamos que o espelho parabélico do Problema 20 tenha sido substituido por um esférico. Em-
bora o espelho ndo tenha foco, podemos mostrar a existéncia de um foco aproximado. Na figura, C
€ um semicirculo com o centro O. O raio de luz vindo na direcdo do espelho, paralelo ao eixo, ao
longo da reta PQ sera refletido para o ponto R sobre o eixo, de modo que ZPQO = LOQR (o an-
gulo de incidéncia € igual ao dngulo de reflexdo). O que acontecerd ao ponto R & medida que P fi-
car cada vez mais préximo do eixo?

Se f e g forem fungdes diferencidveis f(0) = g(0) = 0 e ¢g'(0) # 0, mostre que

S _ f10)
S0 900 g(0)




23.

SCA| 24,

25.
26.
21.

28.

29.
30.

3.

32.

33.

sen(a + 2x) — 2sen(a + x) + sena
- .

Calcule lim
x—0 X

(a) A fungdo cibica f(x) = x(x — 2)(x — 6) tem trés zeros distintos: 0, 2 € 6. Trace o grafico de f
e de suas retas tangentes nos pontos médios de cada par de zeros. O que vocé percebe?

(b) Suponha que a fungdo cibica f(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢) tenha trés zeros distintos: a, b, € c.
Demonstre, usando um sistema de computagdo algébrica, que a reta tangente ao grafico de f no
ponto médio dos dois zeros a e b intercepta o grafico de f no terceiro zero.

Para que valor de k a equagdo e** = k\/; tem exatamente uma solucao?
Para que nimeros positivos a € verdadeiro que a* = 1 + x para todo x?

Se

X 2 sen x

= - arct
Y Vvar—1 Ja?-1 ga-i-\/az—l-i-cosx
_r

a + cosx

mostre que y' =

Dada uma elipse x*/a® + y*/b* = 1,em que a # b, encontre a equagio do conjunto de todos os pon-
tos para os quais existem duas tangentes a curva cujas inclinagdes sdo (a) reciprocas e (b) recipro-
cas negativas.

Encontre os dois pontos sobre a curva y = x* — 2x? — x que tém uma reta tangente comum.

Suponha que trés pontos sobre a pardbola y = x* tenham a propriedade de que suas retas normais
intersectem num ponto em comum. Mostre que a soma de suas coordenadas x € 0.

Um ponto de rede no plano € um ponto com coordenadas inteiras. Suponha que circulos com raio r

sejam feitos usando-se todos os pontos de rede como centros. Encontre o menor valor de r para o
. . ~ 2. s

qual toda reta com inclinag¢@o 5 intercepta alguns desses circulos.

Um cone de raio r centimetros e altura & centimetros ¢ submerso a uma taxa de 1 cm/s, primeiro a
ponta, em um cilindro alto, com raio R cm, parcialmente cheio de dgua. Quao rdpido se elevard o
nivel de 4gua no momento em que o cone fica completamente submerso?

Um recipiente com a forma de um cone invertido tem 16 cm de altura e 5 cm de raio no topo. Ele
estd parcialmente cheio com um liquido que vaza pelos lados a uma taxa proporcional a drea do
recipiente que estd em contato com o liquido. (A area da superficie de um cone € 7/, onde r € o
raio e [ € o comprimento da geratriz.) Se despejarmos o liquido no recipiente numa taxa de
2 cm’/min, a altura do liquido decrescerd a uma taxa de 0,3 cm/min quando a altura for 10 cm. Se
nosso objetivo € manter o liquido a altura constante de 10 cm, a que taxa devemos despejar o li-
quido no recipiente?
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