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A2 CALCULO

“ Numeros, Desigualdades e Valores Absolutos

FIGURA 1

O célculo baseia-se no sistema de nimeros reais. Come¢amos com os inteiros:
* _37 _2’ _1’ 0’ 1’ 27 37 47

Entdo, construimos os niimeros racionais, que sao as razdes de inteiros. Assim, qualquer nd-
mero racional r pode ser expresso como

m . .
r=— onde m e n sdo inteiros e n # 0

Os exemplos sdo

—
|
~ W
N
(@)
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0,17 = 105

(Lembre-se de que a divisdo 0 sempre & descartada, portanto expressdes como ; e g sio inde-
finidas.) Alguns ndmeros reais, como \/5 , ndo podem ser expressos como a razao de ndme-
ros inteiros e sd0, portanto, chamados niimeros irracionais. Pode ser mostrado, com variado
grau de dificuldade, que os nimeros a seguir sdo irracionais:

V3 NG 2 T sen 1° logo 2

O conjunto de todos os nimeros reais é geralmente denotado pelo simbolo R. Quando usar-
mos a palavra niimero sem qualificativo, estaremos nos referindo a um “nimero real”.

Todo nimero tem uma representacdo decimal. Se o niimero for racional, entdo a dizima
correspondente € repetida indefinidamente (periédica). Por exemplo,

1'=0,5000...= 0,50 2= 0,66666...= 0,6
51— 0317171717 ... = 0317 2 = 1285714285714 ... = 1285714

(A barra indica que a sequéncia de digitos se repete indefinidamente.) Caso contrario, se o nu-
mero for irracional, a dizima nio sera repetitiva:

V2 = 1,414213562373095 . .. 7 = 3,141592653589793 . ..

Ao pararmos a expansio decimal de qualquer nimero em uma certa casa decimal, obtemos
uma aproximacao dele. Por exemplo, podemos escrever

T = 3,14159265

onde o simbolo = deve ser lido como “é aproximadamente igual a”. Quanto mais casas deci-
mais forem mantidas, melhor serd a aproximacao obtida.

Os nimeros reais podem ser representados por pontos sobre uma reta, como na Figura 1.
A direcdo positiva (a direita) € indicada por uma flecha. Escolhemos um ponto de referéncia
arbitrario, O, denominado origem, que corresponde ao nimero real 0. Dada qualquer unidade
conveniente de medida, cada niimero positivo x € representado pelo ponto da reta que estd a
x unidades de distincia, a direita, da origem e cada niimero negativo —x € representado pelo
ponto sobre a reta que estd a x unidades de distancia, a esquerda, da origem. Assim, todo nu-
mero real € representado por um ponto sobre a reta, e todo ponto P sobre a reta corresponde
a um tnico nimero real. O nimero real associado ao ponto P € chamado coordenada de P,
e areta € dita entdo reta coordenada, ou reta dos niimeros reais, ou simplesmente reta real.
Frequentemente, identificamos o ponto com sua coordenada e pensamos em um nimero como
um ponto na reta real.

=W
=
S
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Os numeros reais sdo ordenados. Dizemos que a é menor que b e escrevemos a < b se
b — afor um nimero positivo. Geometricamente, isso significa que a estd a esquerda de b so-
bre a reta real. (De maneira equivalente, dizemos que b é maior que a e escrevemos b > a.)
O simbolo a < b (ou b = a) significa que a < b ou a = b e deve ser lido como “a € menor
ou igual a b”. Por exemplo, sdo verdadeiras as seguintes desigualdades:

7<74<175 —3> —7 V2 <2 V2 <2 2<2

A seguir, vamos precisar usar a notacdo de conjunto. Um conjunto é uma cole¢do de ob-
jetos, chamados elementos do conjunto. Se S for um conjunto, a nota¢do a € S significa que
a é um elemento de S, e a & S significa que a ndo é um elemento de S. Por exemplo, se Z re-
presenta o conjunto dos inteiros, entdo —3 € Z, mas 7 & Z. Se S e T forem conjuntos, entio
sua uniao, S U T, é o conjunto que consiste em todos os elementos que estdo em S ou T (ou
ambos, S e 7). A interseccdo de S e T € o conjunto S N T consistindo em todos os elementos
que estdo em S e em 7. Em outras palavras, S N T € a parte comum de S e 7. O conjunto va-
zio, denotado por &, € o conjunto que nao contém nenhum elemento.

Alguns conjuntos podem ser descritos listando-se seus elementos entre chaves. Por exem-
plo, o conjunto A consistindo em todos os inteiros positivos menores que 7 pode ser escrito
como

A={1,2,3,4,5,6}
Podemos também descrever A na notagdo construtiva de conjuntos como
A = {x|xéuminteiroe 0 < x < 7}

que deve ser lido “A € o conjunto dos x tal que x € um inteiroe 0 < x < 7”.

I Intervalos

Certos conjuntos de niimeros reais, denominados intervalos, ocorrem frequentemente no cal-
culo e correspondem geometricamente a segmentos de reta. Por exemplo, se a < b, o inter-
valo aberto de a até b consiste em todos os nimeros entre a e b e € denotado pelo simbolo
(a, b). Usando a notagdo construtiva de conjuntos, podemos escrever

(a,b) = {x|a <x < b}

Observe que as extremidades do intervalo, isto €, a e b, estdo excluidas. Isso € indicado pelos
parénteses () e pelas bolinhas vazias na Figura 2. O intervalo fechado de a até b € o conjunto

[a,b] = {x|a < x < b}

Aqui, as extremidades do intervalo estdo incluidas. Isso € indicado pelos colchetes [ ] e pelas
bolinhas cheias na Figura 3. Também € possivel incluir somente uma extremidade em um in-
tervalo, conforme mostrado na Tabela 1.

m Tabela de Intervalos

Notagdo Descrigéo do conjunto Ilustracao

(a, b) {x]a<x<b}

[a, b] {x|a<x<b) ? b
la, b) {x|lasx<b} “ b
(a, b] {xla<x=<b} N b
(a, ») {x|x>a} N b
[a, %) rlr=a .

(=, b) {x[x <} ’

(—o0, b] {x|x=b) b
(—o0, ) R (conjunto dos niimeros reais) b

APENDICES A3

a b

FIGURA 2
Intervalo aberto (a, b)

a b

FIGURA 3
Intervalo fechado [a, b]

A Tabela 1 d& uma lista dos nove tipos
possiveis de intervalos. Em todos os casos,
sempre presumimos que a < b.
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E necessario também considerar intervalos infinitos, como
(a, ) = {x|x > a}

Isso ndo significa que « (“infinito””) seja um nimero. A notagdo (a, ) representa o conjunto
de todos os nimeros maiores que a; dessa forma, o simbolo % indica que o intervalo se estende
indefinidamente na direcdo positiva.

I Desigualdades

Quando trabalhar com desigualdades, observe as seguintes regras:

@ Regras para Desigualdades

1. Sea<b,entdioa +c<b + c.

2. Sea<bec<d,entdioa +c<b + d.
3. Sea<bec>0,entidoac < bc.

4, Sea < bec <0,entdo ac > bc.

5. Se0 < a < b,entdo 1/a > 1/b.

A Regra 1 diz que podemos adicionar qualquer nimero a ambos os lados de uma desi-
gualdade e a Regra 2 diz que duas desigualdades podem ser adicionadas. Porém, devemos ter
cuidado com a multiplicag¢do. A Regra 3 diz que podemos multiplicar ambos os lados de uma
desigualdade por um niimero positivo, mas a Regra 4 diz que se multiplicarmos ambos os la-
dos de uma desigualdade por um niimero negativo, entao inverteremos o sentido da desigual-
dade. Por exemplo, se tomarmos a desigualdade 3 < 5 e multiplicar por 2, obtemos 6 < 10,
mas se multiplicarmos por —2, obtemos —6 > —10. Por fim, a Regra 5 diz que se tomarmos
reciprocos, entdo inverteremos o sentido de uma desigualdade (desde que os niimeros sejam
positivos).

[EEI0EN Resolva a inequagdo 1 + x < 7x + 5.

SOLUCAD A desigualdade dada € satisfeita por alguns valores de x, mas nido por outros.
Resolver uma inequacdo significa determinar o conjunto dos niimeros x para os quais a desi-
gualdade € verdadeira. Isto € conhecido como conjunto solugdo.

Primeiro, subtraimos 1 de cada lado da desigualdade (usando a Regra 1 com ¢ = —1):

x<Tx+4
Entao subtraimos 7x de ambos os lados (Regra 1 com ¢ = —7x):
—6x < 4

Vamos dividir agora ambos os lados por —6 (Regra 4 com ¢ = — é)

Esses passos podem ser todos invertidos; dessa forma, o conjunto solucdo consiste em todos os
- : 2 ~ . ~ 2 . 2
niimeros maiores que — 3. Em outras palavras, a solugio da inequagdo € o intervalo (—3, ).
|

[EEI0F Resolva as inequacdes 4 < 3x — 2 < 13.

SOLUCAD Aqui o conjunto solugfo consiste em todos os valores de x que satisfazem a ambas
as desigualdades. Usando as regras dadas em , vemos que as seguintes desigualdades sdo
equivalentes:



4<3x—-2<13
6<=3x<15 (adicione 2)
2=x<5 (divida por 3)
Portanto, o conjunto solugéo € [2, 5). [ |
[EEINE] Resolva a inequacdo x*> — 5x + 6 < 0.
SOLUCAO Primeiro vamos fatorar o lado esquerdo:
x—2)(x—3)=<0

Sabemos que a equagdo correspondente (x — 2)(x — 3) = 0 tem as solugdes 2 e 3. Os nii-
meros 2 e 3 dividem o eixo real em trés intervalos:

(—,2) 2,3) (3, )
Em cada um desses intervalos, determinamos os sinais dos fatores. Por exemplo,
XE(—»2) > x<2 > x—-2<0

Vamos entdo registrar esses sinais na seguinte tabela:

Intervalo x—2 x—3 (x—=2)(x—13)
x<2 - - +

2<x<3 + — -
x>3 + + +

Outro método para obter a informagao da tabela € usar valores-teste. Por exemplo, se usar-
mos o valor-teste x = 1 para o intervalo (—o, 2), entdo, substituindo em x? — 5x + 6, obte-
remos

=51)+6=2

O polinémio x? — 5x + 6 ndo muda de sinal dentro de cada um dos trés intervalos; logo, con-
cluimos que € positivo em (—, 2).

Entdo, vemos a partir da tabela que (x — 2)(x — 3) € negativo quando 2 < x < 3. Assim,
a solugdo da inequagdo (x — 2)(x — 3) < 0¢

{x|2=sx<3}=1[2,3]

Observe que incluimos as extremidades 2 e 3, pois estdvamos procurando os valores de x
tais que o produto fosse negativo ou zero. A solugdo estd ilustrada na Figura 5. |

[EETEOE Resolva x® + 3x? > 4x.

SOLUCAO Primeiro deixamos todos os termos nio nulos de um lado do sinal de desigualdade
e entdo fatoramos a expressao resultante:

X*+3x2—4x>0 ou xx—Dkx+4)>0

Como no Exemplo 3, resolvemos a equagéo correspondente x(x — 1)(x + 4) = 0 e usamos
as solu¢des x = —4, x = 0 e x = 1 para dividir a reta real nos quatro intervalos (—o, —4),
(—4,0), (0, 1) e (1, ). Em cada intervalo o produto mantém um sinal constante, conforme
mostra a tabela:

Intervalo X x—1 x+4 x(x—Dx+4)
x< -4 | - - - -
—4<x<0 - - + +
0<x<1 + - + -
x> 1 + + + +

APENDICES A5

0 método visual de resolver o Exemplo 3 é
usar uma ferramenta gréfica para esbogar a
parébolay = x* — 5x + 6 (como na
Figura 4) e observar que a curva esta sobre
ou abaixo do eixo x quando 2 < x < 3.

y
y:xz— 5x+6
‘ N— ’
0 1 2 3 4 *
FIGURA 4
+ — +
0 2 3 X
FIGURA 5
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- & T
—4 0 1
FIGURA 6

Lembre-se de que se a for negativo, entdo
—a Sera positivo.

Vemos a partir da tabela que o conjunto solugéo é
{x| -4 <x<Ooux>1}=(—4,0) U (1, »)
A solucgdo estd ilustrada na Figura 6. |

[ Valor Absoluto

O valor absoluto de um nimero a, denotado por | a |, é a distancia de a até 0 na reta real. Como
distancias sdo sempre positivas ou nulas, temos

la] =0 para todo nimero a.
Por exemplo,
13|]=3 |-3|=3 |0|=0 |V2-1|=y2-1 |3—@|=m-3
Em geral, temos
(3] la| =a se a =0
la|=—-a sea<0

[EETENE Expresse | 3x — 2| sem usar o simbolo de valor absoluto.
SOLUCAO

3x—2 se 3x —2=0
[3x — 2| =
—(Bx—2) se3x—2<0

{3x—2 se x =
= [ ]

2—3x sex<

W W

Lembre-se de que o simbolo +/ significa “raiz quadrada positiva de”. Entdo Jr=s sig-
nifica s> = re s = 0. Portanto, a equacio Va? = anioé sempre verdadeira. S6 € verdadeira
quando a = 0. Se a < 0, entdo —a > 0, portanto obtemos \/a—2 = —a. Em vista de , te-
mos entao a equacao

O Ja7 = |al

que € verdadeira para todos os valores de a.
As sugestdes para as demonstragoes das propriedades a seguir serdo dadas nos exercicios.

@ Propriedades dos Valores Absolutos Suponhamos que a e b sejam niimeros reais
quaisquer e n um inteiro. Entdo

a

b

_ 14

1. |ab| = |a||b| 2 =
5]

(b #0) 3 |a"| = |al"

Para resolver as equagdes e as inequagdes envolvendo valores absolutos, € frequentemente
muito util usar as seguintes afirmacdes.

(6] Suponha a > 0. Entéo

4. |x|=a seesomentese x= *a
5 |x|<a seesomentese —a<x<a
6. |x|>a seesomentese x>a oux< —a




Por exemplo, a desigualdade | x| < a diz que a distancia de x & origem € menor que a, € vocé
pode ver a partir da Figura 7 que isso € verdadeiro se e somente se x estiver entre —a e a.

Se a e b forem niimeros reais quaisquer, entio a distdncia entre a e b € o valor absoluto da
diferenca, isto é, |a — b|, que também € igual a |b — a|. (Veja a Figura 8.)

[EEE0N Resolva [2x — 5] = 3.
SOLUCAO Pela Propriedade 4 de El,

2x — 5| = 3 é equivalente a
2x —5=3 ou 2x —5=-3
Logo, 2x = 8ou2x = 2. Assim,x =4oux = 1.

[EETENRA Resolva |x — 5| < 2.
SOLUCAOD 1 Pela Propriedade 5 de El,

x — 5| < 2 é equivalente a
—2<x—-5<2

Assim, adicionando 5 a cada lado, temos

3<x<T

e o conjunto solu¢do € o intervalo (3, 7).

SOLUCAD 2 Geometricamente, o conjunto solugio consiste em todos os ndmeros x cuja dis-
tancia de 5 € menor que 2. Pela Figura 9, vemos que este € o intervalo (3,7). |

FTEIENE] Resolva [3x + 2| = 4.
SOLUCAO Pelas Propriedades 4 e 6 de @,

3x + 2| = 4 é equivalente a
Ix+2=4 ou 3x+2=<-4

. . 2
No primeiro caso 3x = 2, o que resulta em x = 3. No segundo caso 3x < —6, o que resulta
em x < —2. Logo, o conjunto solucgdo ¢

{x|xS—2 ou xB%}Z(—OO,_ﬂU[%’OO) _—

Outra propriedade importante do valor absoluto, denominada Desigualdade Triangular, €
frequentemente usada ndo apenas no célculo, mas em geral em toda a matematica.

A Desigualdade Triangular Se a e b forem quaisquer nimeros reais, entao

la + b|<|a| +|b|

Observe que se os nimeros a e b forem ambos positivos ou negativos, entdo os dois lados
na Desigualdade Triangular serdo realmente iguais. Mas se a e b tiverem sinais opostos, o lado
esquerdo envolve uma subtragdo, ao passo que o lado direito, ndo. Isso faz com que a Desi-
gualdade Triangular pareca razodvel, mas podemos demonstra-la da forma a seguir.

Observe que

—la| <a<]al

¢ sempre verdadeira, pois a € igual a |a | ou —|a|. A afirmag@o correspondente a b é
—|b| <b=<|b]|

Somando-se essas desigualdades, obtemos

—(la| + |b|)<a+b<|a| + |b]

APENDICES A7
} a } a |
& } o—>
—a X 0 a
x|
FIGURA 7
\ la=b|——
b a
o la—b|—
a b
FIGURA 8

Comprimento de um segmento de

reta=|a —b|

}47244»347244{

t o t t t >

3 5 7

FIGURA 9
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Se aplicarmos agora as Propriedades 4 e 5 (com x substituido por a + beapor |a| + |b

obteremos

que € o que queriamos mostrar.

)s

la + b| < |a| + |b|

FEEENE] Se|x — 4] <0,1e|y — 7] < 0,2, use a Desigualdade Triangular para estimar

[(x +y) — 11].

SOLUCAD A fim de usarmos a informagio fornecida, utilizamos a Desigualdade Triangular

coma=x—4eb=y—T:

Logo,

n Exercicios

[x+y) = 11|=[x=4) + (-7

<|x—4|+[y-7]
<01+02=03

|(x +y) — 11| <03 -

1-12 Reescreva a expressio sem usar o simbolo de valor absoluto.

1. |5-23 2. |5] — |23

3. |- 4 |7—2|

5. |V5 - 5| 6 [l-2] - -3
7. |x—2] sex<2 8 |x—2| sex>2
9. |x+1] 10. |2x — 1|

n x>+ 1| 12. |1 - 222

13-38 Resolva a inequacdo em termos de intervalos e represente o con-
junto solucdo na reta real.

13. 2x +7>3 14. 3x — 11 < 4

15. 1 —x<2 16. 4 —3x=6

17. 2x + 1 <5x — 8 18. 1 +5x>5— 3x

19 -1 <2x—-5<7 2 1<3x+4<16

2. 0<1—-x<1 2 -5=<3-2x<9

23 4x<2xt+1s=3x+2 24 2x —3<x+4<3x—2
25 (x—1Dx—-—2)>0 26. 2x+3)(x—1)<0

27. 2x* +x<1 28 x> <2x+8

29 X +x+1>0 30 x2+x>1

3N x2<3 32 x2=5

33 —x<0

B x+1D)x—2)x+3)=0

35 x>« 36. x° + 3x < 4x?
1 1

3. — <4 38 3<—=<1
X X

39. A relagdo entre as escalas de temperatura Celsius e Fahrenheit €
dada por C = 3(F — 32), onde C ¢ a temperatura em graus Cel-

sius e F' € a temperatura em graus Fahrenheit. Qual € o intervalo
sobre a escala Celsius correspondente a temperatura no intervalo
50 < F < 95?

40. Use a relacdo entre C e F dada no Exercicio 39 para determinar
o intervalo na escala Fahrenheit correspondente a temperatura no
intervalo 20 < C =< 30.

#. A medida que sobe, o ar seco se expande, e ao fazer isso se res-
fria a uma taxa de cerca de 1 °C para cada 100 m de subida, até
cerca de 12 km.

(a) Se a temperatura do solo for de 20 °C, escreva uma férmula
para a temperatura a uma altura h.

(b) Que variagdo de temperatura vocé€ pode esperar se um aviao
decola e atinge uma altura maxima de 5 km?

42. Se uma bola for atirada para cima do topo de um edificio com
30 m de altura com velocidade inicial de 10 m/s, entéo a altura
h acima do solo ¢ segundos mais tarde sera

h =30+ 10t — 5¢*

Durante que intervalo de tempo a bola estard no minimo a 15 m
acima do solo?
43-46 Resolva a equagdo para x.

43. [2x| =3 4. |3x+5]=1
2x — 1

85. |x+3|=|2x+ 1| 46. =3
x+1

47-56 Resolva a inequagao.

a7. |x| <3 4. |x| =3

4. |x—4| <1 50. [x — 6| < 0,1
5. |[x +5|=2 5. |[x+ 1| =3
53. |2x — 3| <04 54. [5x — 2| <6
55. 1 <|x| <4 56. 0 <|x—5]|<3
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57-58 Isole x, supondo que a, b e ¢ sejam constantes positivas. 64. Use a Regra 3 para comprovar a Regra 5 de .
57. a(bx — ¢) = be 58. « < bx + ¢ < 2a 65. Demonstre que |ab| = |a||b|. [Dica: Use a Equagdo 4.]
59-60 Isole x, supondo que a, b e ¢ sejam constantes negativas. 66. Demonstre que " — : Z : :
59, ax + b <c 60. axtb <b 67. Mostre que se 0 < a < b, entdo a® < b
c
68. Demonstre que |x — y| = |x| — |y|. [Dica: Use a Desigual-

61. Suponha que |x — 2| < 0,01 e |y — 3| < 0,04. Use a Desi-
gualdade Triangular para mostrar que | (x + y) — 5| < 0,05.

62. Mostre que se |x + 3| <3, entdo [4x + 13| < 3.

70. (a) A soma de dois niimeros irracionais € sempre irracional?

dade Triangular coma =x — ye b =y.]

nais sao nimeros racionais.

69. Mostre que a soma, a diferenca e o produto dos niimeros racio-

a+b (b) O produto de dois nimeros irracionais € sempre irracional?

63. Mostre que se a < b, entdo a < < b.

“ Geometria Analitica e Retas

Da mesma forma que os pontos sobre uma reta podem ser identificados com nimeros reais
atribuindo-se a eles coordenadas, conforme descrito no Apéndice A, também os pontos no plano
podem ser identificados com pares ordenados de nimeros reais. Vamos comecar desenhando
duas retas coordenadas perpendiculares que se interceptam na origem O de cada reta. Geral-
mente uma reta é horizontal com direcio positiva para a direita e € chamada reta x; a outra reta
¢ vertical com dire¢do positiva para cima e € denominada reta y.

Qualquer ponto P no plano pode ser localizado por um par ordenado de nimeros exclusi-
vos como a seguir. Desenhe as retas pelo ponto P perpendiculares aos eixos x e y. Essas retas
interceptam os eixos nos pontos com as coordenadas a € b como mostrado na Figura 1. En-
tdo ao ponto P ¢ atribuido o par ordenado (a, b). O primeiro nimero a € chamado de coorde-
nada x (ou abscissa) do P; o segundo nimero b € chamado de coordenada y (ou ordenada)
de P. Dizemos que P € o ponto com as coordenadas (a, b) e denotamos o ponto pelo simbolo
P(a, b). Na Figura 2 estdo varios pontos com suas coordenadas.

Y
,o AT Pl(a, b) 41
3 o 3T 03
n o,/ [ |
" " (5,0)
-3-2-19 1 2 3[4 5 ¥ 3210 1 2 3 4 5 x
1 ! -1
72 4 ° _2 4
111 v (-3,-2)
73 £ _3 4
-4 1 -4+ o (2,—4)
FIGURA 1 FIGURA 2

Ao revertermos 0 processo anterior, podemos comegar com um par ordenado (a, b) e che-
gar ao ponto correspondente P. Muitas vezes, identificamos o ponto com o par ordenado (a,
b) e nos referimos ao “ponto (a, b)”. [Embora a notacio usada para um intervalo aberto (a, b)
seja a mesma usada para o ponto (a, b), vocé serd capaz de distinguir pelo contexto qual o
significado desejado.]

Esse sistema de coordenadas € dito sistema coordenado retangular ou sistema de coor-
denadas cartesianas, em homenagem ao matematico René Descartes (1596-1650), embora
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FIGURA 3
y
Py(x3,
y, & 2(X2, ¥2) T
‘.\'J 7,\'1‘

y Pi(x1, y1) L

I — [, — x| — P3(x3, y1)

0 % % X
FIGURA 4

outro francés, Pierre Fermat (1601-1665), tenha inventado os principios da geometria anali-
tica a0 mesmo tempo que Descartes. O plano fornecido por esse sistema de coordenadas, de-
nominado plano coordenado ou cartesiano, ¢ denotado por R2.

Os eixos x e y sdo chamados eixos coordendos e dividem o plano cartesiano em quatro
quadrantes denotados por I, I, III, e IV na Figura 1. Observe que o primeiro quadrante con-
siste nos pontos com coordenadas x e y positivas

[EETI0EN Descreva e esboce as regides dadas pelos seguintes conjuntos.
@ {&ylx=0  ®{=yly=13 @) {@]ly<1)

SOLUCAOQ
(a) Os pontos cujas coordenadas x sdo 0 ou sdo positivas estdo situados no eixo y ou a direita
dele, como indicado pela regido sombreada da Figura 3(a).

y y y
y=1 y=1
————— ————— —————
y=-1
(@) x=0 ) y=1 ©lyl=<1

(b) O conjunto de todos os pontos com coordenada y igual a 1 € uma reta horizontal uma uni-
dade acima do eixo x [veja a Figura 3(b)].
(c) Lembre-se, do Apéndice A, de que

|y| <1  seesomentese —1<y<l1
A regido dada consiste naqueles pontos do plano cuja coordenada y estd entre —1 e 1. Assim,
aregido consiste em todos 0s pontos que estao entre (mas nao sobre) as retas horizontais y = 1
e y = —1. [Essas retas estdo mostradas como retas tracejadas na Figura 3(c) para indicar que
0s pontos sobre essas retas ndo estdo no conjunto.] [ |

Lembre-se, a partir do Apéndice A, de que a distancia entre os pontos a e b sobre o eixo
real é |a — b| = |b — a. Portanto, a distancia entre os pontos P;(x1, yi) e P3(x2, y;) sobre
uma linha horizontal deve ser | x, — x; | e a distancia entre P>(x», y2) e P5(x2, y1) sobre uma
linha vertical deve ser |y — yi|. (Veja a Figura 4.)

Para encontrarmos a distancia | P, P, | entre dois pontos quaisquer Pi(x1, y1) € P2(x2, y2),
observamos que o tridngulo PP, P; na Figura 4 € retangulo e, portanto, pelo Teorema de Pi-
tdgoras, temos

‘PIPZ‘ :\/|P1P3|2 + ’P2P3’2 :\/|X2 _X1|2 + ’yz_)ﬁ’z

=Vl —x)?+ (32— )

(1] Férmula de Disténcia A distancia entre os pontos Pi(x1, y1) € Py(x2, y2) €

| PP | = /(x2 — x1)* + (32 — 31)?

[EEI0F A distancia entre (1, —2) e (5, 3) €
VE -1+ B - (-2F =4+ 52 = Al




[ Retas

Desejamos encontrar uma equacio para uma dada reta L; essa equacio € satisfeita pelas coor-
denadas dos pontos em L e por nenhum outro ponto. Para encontrarmos a equagao de L, usa-
mos sua inclinagcdo, que € uma medida do grau de declividade da reta.

@ Definicdo A inclinacao (ou coeficiente angular) de uma reta ndo vertical que passa
pelos pontos Py(x1, y1) € Pa(x2, y2) é

mzﬂzyz—yl
Ax  x—x

A inclinag@o de uma reta vertical ndo esté definida.

Assim, a inclinag¢do de uma reta € a razao da variagdo em y, Ay, e da variagcdo em x, Ax.
(Veja a Figura 5.) A inclinagdo €, portanto, a taxa de variac@o de y com relag@o a x. O fato de
tratar-se de uma reta significa que a taxa de variacdo € constante.

A Figura 6 mostra vdrias retas acompanhadas de suas inclinagdes. Observe que as retas com
inclinacdo positiva inclinam-se para cima a direita, enquanto as retas com inclina¢@o negativa
inclinam-se para baixo a direita. Observe também que as retas mais ingremes sdo aquelas para
as quais o valor absoluto da inclinac¢do € maior, e que uma reta horizontal tem inclinac¢ao zero.

Agora determinemos uma equagdo da reta que passa por um determinado ponto P;(xi, y;)
e tem inclinag@o m. Um ponto P(x, y) com x # x; estd nesta reta se e somente se a inclinagao
da reta por P, e P for igual a m; isto &,

Yy =N
X — X1

=m

Essa equacg@o pode ser reescrita na forma

y =y =m(x — x1)

e observamos que essa equacdo também € satisfeita quando x = x; e y = y,. Portanto, ela ¢
uma equagdo da reta dada.

@ Equacao de uma Reta na Forma Ponto-Inclinacao Uma equag@o da reta passando pelo
ponto P;(xy, yi) e tendo inclinagio m &

y =y =mx — x1)

[EEENE] Determine uma equacio da reta por (1, —7) com inclinagio —3.
SOLUCAO Usando comm = —%, x; = ley = —7, obtemos uma equagao da reta como
y+7=—3-1

que pode ser reescrita como

2y +14=—x+1 ou x+2y+13=0 [ |

[EEINN] Determine uma equacio da reta que passa pelos pontos (—1, 2) e (3, —4).
SOLUCAO Pela Defini¢do 2, a inclinagio da reta é

—4 -2 3

" e 2

Usando a forma ponto-inclinagdo com x; = —1 e y; = 2, obtemos

APENDICES A1

Ax=x,—x
= caminhar
0
FIGURA 5
Y m=15
m=2
m=
_1
m=3
m=0
_1
m=-=;
0 / \ m=-1 X
i\ m=-2
m=-5
FIGURA 6
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i

y=mx+b
0 X
FIGURA 7
y
y=b
b
x=a
0 X
FIGURA 8
y \5
)
RS
0 (5.0)

/‘ (0,-3)

FIGURA 9

y—2=—3+1

que se simplifica para 3x+2y=1 [ |

Suponha que uma reta ndo vertical tenha inclinagdo m e intersec¢do com o eixo y igual a
b. (Veja a Figura 7.) Isso significa que ela intercepta o eixo y no ponto (0, b), logo, a equacdo
da reta na forma ponto-inclinacdo, com x; = 0 e y; = b, torna-se

y—b=m(x—0)

Isso pode ser simplificado como a seguir.

E] Equacéo de uma Reta na Forma Inclinacéao-Intersecgé@o com o Eixo Uma equac@o da reta
com inclinagdo m e intersec¢do com o eixo y em b €

y=mx + b.

Em particular, se a reta for horizontal, sua inclinacéo é m = 0, logo sua equacdo é y = b,
onde b € a intersec¢do com o eixo y. (Veja a Figura 8.) Uma reta vertical ndo tem uma inclina-
¢do, mas podemos escrever sua equagio como x = g, onde a € a intersec¢éio com 0 eixo x, pois
a coordenada x de todo ponto sobre a reta € a.

Observe que a equagdo de toda reta pode ser escrita na forma

@ Ax+By+C=0
porque uma reta vertical tem a equagdox = aoux —a =0(A=1,B=0,C = —a)euma
reta ndo vertical tem a equagdio y=mx +bou —-mx+y—b=0(A=-m, B=1,
C = —b). Reciprocamente, se comecarmos com uma equagao geral de primeiro grau, isto ¢,

uma equagao da forma ,onde A, B e C sdo constantes e A e B ndo sdo ambos 0, entdo po-
demos mostrar que ela € a equagdo de uma reta. Se B = 0, a equacdo torna-se Ax + C =0

ou x = —C/A, que representa uma reta vertical com intersec¢do com o eixo x em —C/A. Se
B # 0, a equagdo pode ser reescrita isolando-se y:
A C
YW B B

e reconhecemos isso como a equagdo de uma reta na forma inclinacéo-intersec¢cao com o eixo
(m = —A/B, b = —C/B). Portanto, uma equagdo da forma ¢ chamada equacio linear ou
equacio geral de uma reta. Para resumirmos, nos referimos frequentemente “a reta
Ax + By + C =0"emvezde “aretacujaé Ax + By + C =0".

[EEE0E  Esboce o grifico da fungdo 3x — 5y = 15.

SOLUCAD Uma vez que a equacdo € linear, seu gréfico € uma reta. Para desenharmos o gréfico,
podemos simplesmente determinar dois pontos sobre a reta. E facil determinar as interseccdes
com os eixos. Substituindo y = 0 (a equacdo do eixo x) na equagdo dada, obtemos 3x = 15,
portanto x = 5 € a intersec¢do com o eixo x. Substituindo x = 0 na equag@o, vemos que a inter-
secgdo com o eixo y € —3. Isso nos permite esbogar o grafico na Figura 9. [

[EEINN Represente graficamente a inequacdo x + 2y > 5.

SOLUCAD Devemos esbogar o grifico do conjunto {(x, y) |x + 2y > 5} e comegamos ao iso-
lar y na desigualdade:

x+2y>5
2y > —x+5

y>—%x+%
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Compare essa desigualdade com a equagdio y = —3x + 3, que representa uma reta com incli-
nagio — j e intersecgdo com o eixo y igual a 3. Observamos que inequagio em questio consiste Y
~
nos pontos cuja coordenada y é maior do que aquela sobre aretay = —3x + 3. Assim, a repre- 25T <
sentacdo grafica € a da regido que se situa acima da reta, conforme ilustrado na Figura 10. R
X ~
1 2 * :‘ S
I Retas Paralelas e Perpendiculares >
S
As inclinac¢des podem ser usadas para mostrar que as retas sdo paralelas ou perpendiculares. 0 5 51
Os fatos a seguir sdo comprovados, por exemplo, em Precalculus: Mathematics for Calculus,
6% edicao de Stewart, Redlin e Watson (Belmont, CA, 2012). FIGURA 10
@ Retas Paralelas e Perpendiculares
1. Duas retas ndo verticais sdo paralelas se e somente se tiverem a mesma inclinacao.
2. Duas retas com inclinagdes m;, e m, sdo perpendiculares se e somente se
mum, = —1; isto &, suas inclina¢des sdo reciprocas opostas:
1
m; = ——
my
[EEINF] Determine uma equacdo da reta que passa pelo ponto (5, 2) e que € paralela 2
retadx + 6y + 5= 0.
SOLUCAO A reta dada pode ser escrita na forma
_ 2 5
A
, . . o . ~ . 2 A
que estd na forma inclinag@o-intersecciio com o eixo com m = —3. As retas paralelas t€m a
mesma inclinagdo, logo, a reta pedida tem a inclinagdo — 3 e sua equag@o na forma ponto-in-
clinagdo é
2
y=2=-3(x-5)
Podemos reescrever essa equagdo como 2x + 3y = 16. [
2E0F0ER Mostre que as retas 2x + 3y = 1 e 6x — 4y — 1 = 0 sdo perpendiculares.
SOLUCAO As equagdes podem ser escritas como
2 1 3 1
y=—3x+t3; e y=ix—g
de onde vemos que as inclina¢des sdo
2 3
m = —3 c my; = 5
Como mym, = —1, as retas sdo perpendiculares. [ ]
n Exercicios
1-6 Determine a distancia entre os dois pontos. 11. Mostre que o tridngulo com vértices A(0, 2), B(—3, —1)e C(—4, 3)
1. (1,D, 459 2. (1,-3), (5,7 é is6sceles.
12. (a) Mostre que o tridngulo com vértices A(6, —7), B(11, —3) e
3. (6,-2), (-1,3) 4. (1,-6), (=1,-3) B i R .
C(2, —2) é um tridngulo retangulo usando a reciproca do
5 (2,5, 4. -7) 6. (a,b), (b,a) Teorema de Pitdgoras.
(b) Use as inclina¢des para mostrar que ABC é um tridngulo re-
7-10 Determine a inclinagdo da reta que passa por P e Q. tangulo.
7. P(1,5), 0@4,11) 8. P(—1,6), 04, —3) (c) Determine a drea do triangulo.
13. Most tos (—2,9),(4,6),(1,0)e (—5,3)sa Sr-
9. P(=3.3). O(~1,—6) 10. P(—1, —4). 0(6.0) ostre que os pontos ( ), (4,6), (1,0) e ( ) 840 08 VEr-

tices de um quadrado.
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14. (a) Mostre que os pontos A(—1, 3), B(3, 11) e C(5, 15) sdo

; \ 4. {(ey)|[x] =2} 8. {(y)lx] <3ely] <2}
colineares (pertencem a mesma reta) mostrando que
|AB| + |BC| = |AC)|. 49, {(x,y)|0$y$4ex$2} 50. {(x,y)|y>ZX*l}
(b) Use as inclinagdes para mostrar que A, B, e C sdo colineares. 5. {(x,y) |1 +x<y=<1—2x}
15. Mostre que A(1,1), B(7, 4), C(5, 10) e D(—1, 7) sdo vértices de 52 {(x Y|-x<y< Lx + 3)}
um paralelogramo. ' ’
16. Mostre que A(1, 1), B(11, 3), C(10, 8) e D(0, 6) sdo vértices de 53. Ache um ponto sobre o eixo y que seja equidistante de (5, —5) e
um retangulo. (1, 1.
17-20 Esboce o grifico da equag@o. 54. Mostre que o ponto médio do segmento de reta de Pi(x,, y,) até
17. x=3 18 y=-2 Pa(x2,y2) €
19. xy =10 2 |y|=1 Xitx yity
~ ] o 2 72
21-36 Ache uma equagao da reta que satisfaga as condigdes dadas. 55. Encontre o ponto médio do segmento de reta que une os pontos
21. Passa pelo ponto (2, —3), inclinacdo 6 dados.
22, Passa pelo ponto (—1,4), inclinacdo —3 (@) (1,3) e (7, 15) ) (—1,6)e (8, —12)
. . ~ 2
23. Passa pelo ponto (1, 7), 1nch.nag?10 3 ; 56. Determine os comprimentos das medianas do tridngulo com vér-
24. Passa pelo ponto (-3, —5),  inclinagdo —3 tices A(1, 0), B(3, 6) e C(8, 2). (A mediana € um segmento de reta
25. Passa pelos pontos (2, 1) e (1, 6) de um vértice até o ponto médio do lado oposto.)
26. Passa pelos pontos (—1, =2) e (4, 3) 57. Mostre que as retas 2x — y = 4 e 6x — 2y = 10 ndo sdo para-
2]. Inclinacdio 3, intersec¢do com o eixo y igual a —2 lelas e ache o seu ponto de intersecio.
28. Inclinacio 3, interseccdio com o eixo y igual a 4 58. Mostre que as retas 3x — 5y + 19 = 0 e 10x + 6y — 50 = 0
29. Interseccdo com o eixo x igual a 1,  interseccdo com o eixo y sdo perpendiculares e ache o seu ponto de interseccdo.
iguala —3 59. Ache uma equacdo da mediatriz do segmento de reta com extre-
30. Interseccdo com o eixo xiguala —8, intersec¢do com o €ixo y midades nos pontos A(1, 4) e B(7, —2).
igual a 6 60. (a) Encontre as equagdes dos lados do tridngulo com vértices
31. Passa pelo ponto (4, 5), paralela ao eixo x P(1,0), 03, 4) e R(—1, 6).
32. Passa pelo ponto (4,5),  paralela ao eixo y (b) Ache equagdes para as medianas desse tridngulo. Onde elas
33. Passa pelo ponto (1, —6), paralelaaretax + 2y=6 se interceptam?
34. Intersecgdo com o eixo y iguala 6,  paralela a reta 61. (a) Mostre que as intersec¢des com os €ixos x € y de uma reta sio
2x+3y+4=0 os nimeros a e b diferentes de zero, entdo a equacdo da reta
35. Por (—1, —2), perpendicular areta2x + 5y + 8 =0 pode ser colocada na forma
36. Por (%, %), perpendicular a reta 4x — 8y =1 X,y
a b
37-42 Ache a inclinagdo e a intersec¢do da reta e faca o esboco de seu Esta equacio é chamada a forma a partir das duas inter-
grifico. seccoes da equacdo de uma reta.
37. x + 3y =0 38. 2x —5y=0 (b) Use a parte (a) para encontrar a equacdo da reta cuja inter-
3. y= -2 40. 2x — 3y +6=0 sec¢do com o eixo x € 6 e cuja intersecgdo com o0 eixo y € —8.
62. Kelly parte de Winnipeg as 14 h e dirige a uma velocidade cons-

M. 3x—4y=12 42. 4x + 5y =10

43-52 Esboce a regido no plano xy.
8. {(x,y)|x <0}
5. {(x,y)|xy <0}

4. {(x,y) |y >0}
46. {(x,y)|x=1ley<3}

tante para oeste na rodovia Trans-Canadd. Ela passa por Brandon,
a 210 km de Winnipeg, as 16 h.

(a) Expresse a distancia percorrida em termos do tempo decorrido.
(b) Trace o gréfico da equagdo na parte (a).

(c) Qual a inclinacdo desta reta? O que ela representa?

n Graficos das Equacdes de Segundo Grau

No Apéndice B vimos que uma equagdo Ax + By + C = 0, de primeiro grau ou linear, re-
presenta uma reta. Nesta secdo vamos discutir as equacgdes do segundo grau, tais como

y=x>+1

x2 y2
LN A — =1
9 4 oy

que representam uma circunferéncia, uma parabola, uma elipse e uma hipérbole, respectivamente.

O grifico de tais equagdes em x e y € o conjunto de todos os pontos (x, ¥) que satisfazem
aquela equacfo; ele dd uma representagfo visual da equacdo. Reciprocamente, dada uma curva
no plano xy, podemos ter de achar uma equag@o que a represente, isto €, uma equacéo satis-
feita pelas coordenadas dos pontos na curva e por nenhum outro ponto. Esta € a outra metade



dos principios bésicos da geometria analitica conforme formulada por Descartes e Fermat. A
ideia € que se uma curva geométrica pode ser representada por uma equacdo algébrica, entdo
as regras da dlgebra podem ser usadas para analisar o problema geométrico.

[ Circunferéncias

Como um exemplo desse tipo de problema, vamos determinar uma equacdo da circunferén-
cia com raio r e centro (h, k). Por definicao, a circunferéncia € o conjunto de todos os pontos
P(x, y) cuja distancia do centro C(h, k) € r. (Veja a Figura 1.) Logo, P esta sobre a circunfe-
réncia se € somente se | PC| = r. Da férmula de distancia, temos

Vi —n+ (v =k =7

ou, de maneira equivalente, elevando ao quadrado ambos 0os membros, obtemos

(x= W)+ (y = kP =17

Esta € a equacdo desejada.

E] Equacdo da Circunferéncia Uma equacdo da circunferéncia com centro (h, k) e raio r é
(x = WP + (v = BP =1
Em particular, se o centro for a origem (0, 0), a equacdo serd

x2+y2=r2

IEGEENEN  Ache uma equagio da circunferéncia com raio 3 e centro (2, —5).
SOLUCAO Da Equagdo 1 comr =3, h =2ek = —5, obtemos
x—=22+(y+5*=9 [

[EEENF Esboce o grifico da equagdo x* + y* + 2x — 6y + 7 = 0 mostrando primeiro
que ela representa uma circunferéncia e entdo encontrando seu centro e raio.

SOLUCAO Vamos primeiro agrupar os termos em x e y da seguinte forma:
(x> 4+ 2x) + (2 — 6y) = =7

Entdo, completando o quadrado dentro de cada paréntese e somando as constantes apropria-
das (os quadrados da metade dos coeficientes de x e y) a ambos os lados da equagao, temos:

xF+2x+1D)+G*—6y+9)=—-7+1+9
ou x+1)+(y—-3?2=3

Comparando essa equagido com a equagio padrio da circunferéncia |I|, vemos que h = —1,
k=3er= \/5 , assim, a equacéo dada representa uma circunferéncia com centro (— 1, 3) e raio
V3. Elaestd esbocada na Figura 2.

FIGURA 2 — —
Py 20— 6y+7=0 o 1 g p—

APENDICES A15
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P(x,y)
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FIGURA 1
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y=2x>
y=x
1
—y=53 %
1
——y=—1x
=_.X2
y=—-2x7
FIGURA 4

[ Parabolas

As propriedades geométricas das pardbolas serdo revisadas na Se¢do 10.5. Aqui, considera-
remos uma pardbola como um gréfico de uma equacio da forma y = ax® + bx + c.

[EEINE] Esboce o grifico da pardbola y = x>

SOLUCADO Vamos fazer uma tabela de valores, marcar os pontos e depois juntd-los por uma
curva suave para obter o grafico da Figura 3.

y
x y = x? =
0 0 1
*5 i
+1 1 0 1 X
+2 4
3 9 FIGURA 3

A Figura 4 mostra os graficos de diversas pardbolas com equacdes da forma y = ax? para
diversos valores do ntimero a. Em cada caso o vértice, o ponto onde a pardbola muda de di-
reciio, € a origem. Vemos que a pardbola y = ax? abre-se para cima se a > 0 e para baixo se
a < 0 (como na Figura 5).

y y
0
)&= (x,y) *
0 X
(@) y=ax*, a>0 (b) y=ax?, a<0
FIGURA 5

Observe que se (x, y) satisfaz y = ax?, entdo (—x, y) também o cumpre. Isso corresponde ao
fato geométrico de que, se a metade direita do grafico for refletida em torno do eixo y, obtere-
mos a metade esquerda do grafico. Dizemos que o grifico € simétrico em relacio ao eixo y.

O gréfico de uma equagao € simétrico em relacio ao eixo y se a equacgao ficar invariante
quando substituirmos x por —x.

Se trocarmos x € y na equagdo y = ax?, teremos x = ay’, que também representa uma pa-
rabola. (Trocar x e y significa fazer uma reflexdo em torno da reta bissetriz y = x.) A parabola
x = ay” abre para a direita se a > 0 e para a esquerda se a < 0. (Veja a Figura 6.) Dessa vez
a pardbola € simétrica em relacdo ao eixo x, pois se (x, y) satisfizer a equagio x = ay? entdo
0 mesmo acontece com (x, —Y).



FIGURA 6 (@ x=ay* a>0 (b) x=ay?, a<0

O grafico de uma equacdo € simétrico em relagdo ao eixo x se a equagao ficar invariante
quando substituirmos y por —y.

[EEINNY Esboce a regido limitada pela pardbola x = y* e pelareta y = x — 2.

SOLUCAO Primeiro encontramos os pontos da intersec¢do, resolvendo as duas equagdes.
Substituindo x = y + 2 na equacdo x = y>, obtemos y + 2 = y% o que resulta em

0=y'—y—-2=0G-2(+1

Logo, y = 2 ou — 1. Assim, os pontos de interseccéo so (4, 2) e (1, —1) e, passando por es-
ses dois pontos, tracamos a reta y = x — 2. Esbocamos entio a pardbola x = y? lembrando-
-nos da Figura 6(a) e fazendo com que a pardbola passe pelos pontos (4, 2) e (1, —1). A re-
gido delimitada por x = y?e y = x — 2 significa a regido finita cuja fronteira é formada por
essas curvas. Ela estd esbocada na Figura 7. |

I Elipses

A curva com a equacdo

XZ yZ
@ ?4—?:1

onde a e b sdo nimeros positivos é chamada elipse na posi¢ao-padrdo. (As propriedades geo-
métricas serdo discutidas na Secdo 10.5.) Observe que a Equacio 2 fica invariante se x for subs-
tituido por —x ou y por —y; dessa forma, a elipse € simétrica em relag¢@o aos eixos. Como uma
ajuda no esboco da elipse, vamos determinar suas intersecgdes com 0S €ixos.

As interseccdes com o eixo x de um grafico sdo as coordenadas x dos pontos onde ele
intercepta o eixo x. Eles sdo encontrados fazendo-se y = 0 na equag@o do grafico.

As interseccoes com o eixo y de um grafico sdo as coordenadas y dos pontos onde ele
intercepta o eixo y. Eles s@o encontrados fazendo-se x = 0 na equag@o do grafico.

Se fizermos y = 0 na Equacio 2, obteremos x> = a? e, dessa forma, as intersec¢des com
0 eixo x sdo *a. Fazendo x = 0, obteremos y? = b?; assim, as intersec¢des com o €iXo y s30
*b. Usando essa informacdo, junto com a simetria, fazemos o esboco da elipse na Figura 8.
Se a = b, aelipse € uma circunferéncia com raio a.

G0 Esboce o grifico de 9x? + 16y? = 144,
SOLUCAO Dividimos ambos os lados da equacdo por 144:

2 2
X
— 4+ L =1
16 9
A equagdo estd agora na forma padrio para uma elipse , e assim temos a*> = 16, b> = 9,
a =4 e b = 3. As intersec¢des com 0 €ixo x sdo *=4; e as interseccdes com o eixo y sdo *£3.
O grifico estd esbogado na Figura 9.

APENDICES A17

y
27 4,2
rmy? *.2)
7 y=x—2
0 % % :‘ X
(1771)
FIGURA 7

(—a, 0)/‘

]

FIGURA 8
e 2
pe + % =1
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A hipérbole 5 — 25 =1
e

A/

<

Il
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=
STEN

0
/ h
(0, —a)

FIGURA 11

2

2
A hipérbole 25 —
a

> =1
bh?

y
0, 3)
(=4,0) 4.0)
0 X
FIGURA 9 03
9x> + 16y” = 144
N Hipérboles
A curva com a equagio
2 2
X
8 2o
a b

é denominada hipérbole na posi¢do padrio. Novamente, a Equacdo 3 fica invariante quando x
€ substituido por —x ou y € substituido por —y; dessa forma, a hipérbole € simétrica em relacao
aos eixos. Para encontrarmos as intersec¢des com o eixo x, fazemos y = 0 e obtemos x* = a?
e x = *a. Mas, se colocarmos x = 0 na Equacdo 3, teremos y> = —b? o que é impossivel;
dessa forma, ndo existe intersec¢do com o eixo y. Na verdade, da Equag@o 3 obtemos
2 2
o=

a b?

0 que demonstra que x* = a’ e, portanto, | x| = y/x2 = a. Assim, temos x = a ou x < —a.
Isso significa que a hipérbole consiste em duas partes, chamadas ramos. Ela esta esbo¢ada na

Figura 10.
Quando desenhamos uma hipérbole € titil tracar primeiro as assintotas, que sio as retas
y = (b/a)xe y = —(b/a)x mostradas na Figura 10. Ambos os ramos da hipérbole tendem para

as assintotas; isto €, ficam arbitrariamente perto das assintotas. Isso envolve a ideia de limite,
como discutido no Capitulo 2 (veja também o Exercicio 73 na Sec¢ao 4.5).
Trocando os papéis de x e y, obtemos uma equacio da forma

que também representa uma hipérbole e estd esbocada na Figura 11.

[EETEZNN Esboce a curva 9x* — 4y? = 36.

SOLUCAO Dividindo ambos os lados por 36, obtemos
2 2

2>
4 9

que € a equacdo de uma hipérbole na forma padrio (Equacdo 3). Visto que a* = 4, as inter-
secgdes com o eixo x sdo £2. Como b*> = 9, temos b = 3 e as assintotas sdo y = i(%)x. A
hipérbole estd esbocada na Figura 12.
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FIGURA 12
A hipérbole 9x* — 4y* = 36 .

Se b = a, a hipérbole tem a equacdo x> — y* = a? (ou y> — x* = a?) e é chamada hi-
pérbole equildtera [veja a Figura 13(a)]. Suas assintotas sdo y = *x, que sdo perpendicula-
res. Girando-se uma hipérbole equildtera em 45°, as assintotas tornam-se os €ixos x e y, € pode-

-se mostrar que a nova equacao da hipérbole € xy = k, onde k € uma constante [veja a Figura
13(b)].

FIGURA 13
Hipérboles equilateras (@) x*—y*=a’ (b)xy=k (k>0)

[ Conicas Deslocadas

Lembre-se de que uma equagio da circunferéncia com centro na origem e raio r é x* + y* = r?
mas se o centro for o ponto (A, k), entdo a equagdo da circunferéncia fica

b}

=n+ -k =r

Analogamente, se tomarmos a elipse com a equacio

%2 yz
@ ?4—?:1

e a transladarmos de forma que se seu centro esteja no ponto (4, k), entdo sua equacio fica

g (=B (=R

a? b?

1

(Veja a Figura 14.)

A19
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- =1
/ a b
ﬁ(k,k)
Ly :
“ ”\ (x, y)
i k
0,0) a X
(x—h,y—k) h
FIGURA 14

Observe que ao transladarmos a elipse, substituimos x por x — A ey por y — k na Equa-
¢io 4 para obter a Equagdo 5. Usando o mesmo procedimento, deslocamos a pardbola y = ax?
de forma que seu vértice (a origem) torna-se o ponto (%, k), como na Figura 15. Substituindo
xporx — heypory — k, vemos que a nova equacio ¢é

y—k=alx — h)? ou y=alx — h?*+k

y=a(x—h?+k

(h, k)

FIGURA 15

[EETINFEA Esboce o grifico da equacdo y = 2x* — 4x + 1.

SOLUCAO Primeiro vamos completar os quadrados:
y=2(x>—-2x)+1=2x—12—-1

Nessa forma vemos que a equacio representa a pardbola obtida deslocando-se y = 2x? tal que
seu vértice seja o ponto (1, —1). O gréfico estd esbocado na Figura 16.

Y

1\
| |
0 1 2 3 X
FIGURA 16

y=2x*—dx+1 1,-1)

SEINEN Esboce acurvax = 1 — y2

SOLUCAO Dessa vez comegamos com a pardbola x = —y? (como na Figura 6 coma = —1) e
deslocamos uma unidade para a direita para obter o grafico de x = 1 — y?. (Veja a Figura 17.)

y

\y
0 X 0 1 X

FIGURA 17 (@x=—y? (b)x=1—y?
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n Exercicios

1-4 Determine uma equagio de uma circunferéncia que satisfaca as 15. 16x* — 25y = 400 16. 25x* + 4y? = 100
condigdes dadas. . 17. 4x> + y2 =1 18. y=x*+2
1. Centro (3, —1), raio 5 ) ) ,
2 Centro (_2’ _8), raio 10 19 X=Yy - 1 20 9.X - 25y = 225
3. Centro na origem, passa por (4, 7) 21. 9y? —x*=9 22. 2x% + 592 =10
4. Centro (—1, 5), passa por (—4, —6) 23, xy =4 2, y=x+2x
5-9 Mostre que a equagdo representa uma circunferéncia e determine 25 9(x — 1’ + 4(y — 2’ =36
0 centro e o raio. 26. 16x* + 9y> — 36y = 108
5 x’+y’—4x+ 10y +13=0 2. y=x>—6x+ 13 28 x*—y?—4x+3=0
x> +y*+6y+2=0 29 x =4 —y? 30. y2-2x+6y+5=0
. x*+y2+x=0 N P+ 4 —6x+5=0
8 16x*+ 16y2+8x+32y+1=0 32 4x* + 9y — 16x + 54y + 61 =0
9. 2x*+ 2y —x+y=1 ) o
33-34 Esboce a regido delimitada pelas curvas.
10. Que condicdes nos coeficiente a, b e ¢ fazem com que a equagio 3. y=3x y=x’ ¥/ y=4-x x—2y=2
x>+ y* + ax + by + ¢ = 0 represente uma circunferéncia?
Quando a condigio for satisfeita, determine o centro e o raio da 35. Determine uma equagdo da pardbola com vértice (1, —1) que
circunferéncia. passe pelos pontos (—1, 3) e (3, 3).
11-32 Identifique o tipo de curva e esboce o grifico. Ndo marque os 36. Encontre uma equagdo da elipse com centro na origem que passe
pontos. Somente use os grificos-padrio dados nas Figuras 5, 6, 8, 10 pelos pontos (1, —=10+/2/3) e (=2,5+/5/3).
e 11 e desloque se for necessario. 37-40 Esboce o grafico do conjunto.
M. y=—x2 12 y? — x* =1 3. {(x,y) | +y* =<1} 8. {(x,y) x>+ y* >4}
13. x%2 + 4-y2 =16 14. x = —2y2 39. {(x,y) ‘y = 52— 1} 40. {(x, y) |x2 + 4y2 < 4}
n Trigonometria
I Angulos

Os angulos podem ser medidos em graus ou radianos (abreviado por rad). O dngulo dado por
uma revolucio completa tem 360°, que € o mesmo que 27 rad. Portanto,

m 7rrad = 180°
e
180 \°
2] Irad = [— ) ~57,3° 1°=—"rad ~ 0,017 rad
T 180
| EXEMPLO 1
(a) Encontre a medida do radiano de 60°. (b) Expresse 57/4 rad em graus.

SOLUCAO
(a) Da Equagdo 1 ou 2 vemos que, para converter de graus para radianos, multiplicamos por
7/180. Portanto,

o _ KL
60 6O<ISO> 3 rad
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FIGURA 1

FIGURA 2

(b) Para convertermos de radianos para graus multiplicamos por 180/7r. Logo,

1
5_7Trad=5_77 ﬂ = 225° ]
4 4 T

Em célculo, usamos o radiano como medida dos angulos, exceto quando explicitamente
indicada outra unidade. A tabela a seguir fornece a correspondéncia entre medidas em graus
e em radianos de alguns angulos comuns.

Graus 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 270° | 360°

Radignos | 0 | = | T | T | m | 2™ | 37 | 57 37,
' 6 | 4|3 |2 T i

A Figura 1 mostra um setor de um circulo com angulo central 6 e raio r subtendendo um
arco com comprimento a. Como o comprimento do arco € proporcional ao tamanho do angulo,
e como todo o circulo tem circunferéncia 277 e angulo central 277, temos

0 a

2_71':2777

Isolando 6 e a nessa equacdo, obtemos

@ 6=— a=r0

Lembre que essas equacgdes sdo védlidas somente quando 6 € medido em radianos.

Em particular, fazendo a = r na Equag@o 3, vemos que um angulo de 1 rad € um angulo
subtendido no centro de um circulo por um arco com comprimento igual ao raio do circulo (veja
a Figura 2).

[ EXEMPLO 2]

(a) Se o raio de um circulo for 5 cm, qual o angulo subtendido por um arco de 6 cm?
(b) Se um circulo tem raio 3 cm, qual € o comprimento de um arco subtendido por um angulo
central de 377/8 rad?

SOLUCAO
(a) Usando a Equag@o 3 coma = 6 e r = 5, vemos que o angulo é

6=2%=12rad

(b) Comr = 3 cme 6 = 37/8 rad, o comprimento de arco ¢

SN ELATIL —
a r 8 8C

A posicao padrao de um angulo ocorre quando colocamos seu vértice na origem do sis-
tema de coordenadas e seu lado inicial sobre o eixo x positivo, como na Figura 3. Um angulo
positivo € obtido girando-se o lado inicial no sentido anti-hordario até que ele coincida com o
lado final; da mesma forma, angulos negativos sdo obtidos girando-se no sentido horario, como
na Figura 4.
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y y
lado inicial
lado 0./ 0 X
final
Py lado inicial lado final
0 X
FIGURA3 6=0 FIGURA 4 6<0

A Figura 5 mostra vérios exemplos de angulos em posicdo padrao. Observe que angulos
diferentes podem ter o mesmo lado final. Por exemplo, os angulos 37/4, —5m/4 e 117/4 tém
os mesmos lados inicial e final, pois

FIGURA 5
Angulos na posicio padrio

I As Funcdes Trigonométricas

Para um angulo agudo 0 as seis fungdes trigonométricas sdo definidas como razdes de com-
primento de lados de um tridngulo retdngulo como segue (veja a Figura 6).

0 hi
(4] sen § = —2- cossec f = —2
hip op
. . hipotenusa
ad hi P
cos ) = —J sec = —p oposto
hip adj
0 O
tgh = op cotg 6 = a_dj adjacente
adj op FIGURA 6
Essa definicdo ndo se aplica aos angulos obtusos ou negativos, de modo que, para um an-
gulo geral 6 na posicao padriao, tomamos P(x, y) como um ponto qualquer sobre o lado final
de 0 e r como a distancia | OP |, como na Figura 7. Entdo, definimos
y r
(5] sen § = — cossec § = —
r y
y
P(x, y)
X r
cos = — sec 0 = —
r X r
6
,
x A
tg = A cotg = — 0
X y

FIGURA 7
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P(cos 6, sen 6)

1]

CALCULO

Como a divisdo por 0 ndo € definida, tg 6 e sec 6 sdo indefinidas quando x = 0 e cossec 0
e cotg 0 sdo indefinidas quando y = 0. Observe que as definicdes em e sdo consis-
tentes quando 0 € um angulo agudo.

Se 6 for um nimero, a convengao € que sen 0 significa o seno do angulo, cuja medida em
radianos € 6. Por exemplo, a expressdo sen 3 implica que estamos tratando com um angulo

N

FIGURA 8

Se colocarmos r = 1 na Definicdo 5 e
desenharmos um circulo unitdrio com
centro na origem e rotularmos 6 como na
Figura 8, entdo as coordenadas de P serdo

B
/

1 x de 3 rad. Ao determinarmos uma aproximagao na calculadora para esse nimero, devemos nos

lembrar de colocar a calculadora no modo radiano, € entdo obteremos
sen 3 = 0,14112

Para conhecermos o seno do angulo 3°, escrevemos sen 3° e, com nossa calculadora no modo
grau, encontramos que

sen 3° = 0,05234

As razdes trigonométricas exatas para certos angulos podem ser lidas dos tridangulos da Fi-
gura 9. Por exemplo,

(cos 6, sen 0).
T 1 T T V3
n—=— n—=— n—=-—
sen NG sen — sen >
g N
2/ 2 s
y Hh h cos1=L cosl=£ c0s1=l
(i - 1 4 4 2 6 2 302
1 V3
T T T
FIGURA 9 gy =1 AP g3 =3
Os sinais das fungdes trigonométricas para angulos em cada um dos quatro quadrantes po-
sen >0 4 todas as razoes >0 dem ser lembrados pela regra mostrada na Figura 10 “All Students Take Calculus”.
S A [EE@TINE] Encontre as razdes trigonométricas exatas para 6 = 27r/3.
0 x  SOLUCAO Da Figura 11 vemos que um ponto sobre a reta final para 0 = 27/3 é P(— 1, \/?T)
T C Portanto, tomando
tg >0 6>0
£ o x=—1 y= \/§ r=2
FIGURA 10 . . .
nas defini¢des das razdes trigonométricas, temos
y 27 V3 27 1 21
PE13) en =S ooy w3
J3 cossec m_ 2 sec 2 _ -2 cot m_ L [
3 3 3 £73 NG
A tabela a seguir fornece alguns valores de sen 6 e cos 6 encontrados pelo método do Exem-
plo 3.
FIGURA 11 ) 3 5 3
T w T T aw o o T
S Y A A R B B
1 1 V3 V3 1 1
senf | O 2 N2 2 1 > N > 0 1 0
V3 1 1 1 1 NE}
cos 0 1 2 NG 2 0 > NG 5 1 0 1

IEEENN Secos 0 =:e0 < 6 < /2, determine as outras cinco fungdes trigonométricas
de 6.

SOLUCAD Como cos @ = %, podemos tomar a hipotenusa como tendo comprimento igual a 5 e
o lado adjacente como tendo comprimento igual a 2 na Figura 12. Se o lado oposto tem com-



primento x, entdo o Teorema de Pitdgoras fornece x>+ 4 =25e, portanto, x> =21,x = +/21.
Podemos agora usar o diagrama para escrever as outras cinco fungdes trigonométricas:

v v
5

0= tg =
sen g 5
cosse:cH—i secH—i cot O—L |
NeT) 2 &Y= AT

[N Use uma calculadora para aproximar o valor de x na Figura 13.

SOLUCAD Do diagrama vemos que

16
tg 40° = —
X
L 1 _ 1907 —
0go0, — ~ 19,
g * T 400

N Identidades Trigonométricas

Uma identidade trigonométrica € uma rela¢ao entre as funcdes trigonométricas. As mais ele-
mentares sdo dadas a seguir, e sdo consequéncias imediatas das defini¢cdes das funcdes trigo-
nométricas.

(6] cossec § = sec O = cotg = —
sen 6 cos 6 tg 6
sen 0 cos 6
tg 0 = cotg 6 =
cos 6 sen 6

Para a préxima identidade, voltemos a Figura 7. A férmula da distiancia (ou, de maneira
equivalente, o Teorema de Pitdgoras) nos diz que x* + y? = r2 Portanto,

2

sen’d + cos’ = —5 + — = —=—=1

yz xz x2 + yZ r
r r? r r

Demonstramos, portanto, uma das mais tteis identidades da trigonometria:

sen’d + cos?0 = 1

Se agora dividirmos ambos os lados da Equacédo 7 por cos?0 e usarmos as Equacdes 6, obte-
remos

tg’0 + 1 = sec’d

Analogamente, se dividirmos ambos os lados da Equacéo 7 por sen?6, obteremos

[9] 1 + cotg’@ = cossec’d

As identidades

sen(—60) = —sen 6
cos(—6) = cos 0

APENDICES
5 x=421
o Im|
2
FIGURA 12
16
[T
X
40°
FIGURA 13
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As funcdes impares e as fungdes pares sao
discutidas na Segdo 1.1.

indicam que seno e cosseno sdo fungdes, respectivamente, impar e par. Elas sdo facilmente de-
monstradas desenhando um diagrama mostrando 6 e —6 na posi¢do padrio (veja o Exercicio 39).
Uma vez que os angulos 0 e 6 + 27 t€m o mesmo lado final, temos

@ sen(f + 2m) = sen 0 cos(0 + 2m) = cos 0

Essas identidades revelam que as fungdes seno e cosseno sdo periédicas com periodo 2.
As identidades trigonométricas restantes sdo todas consequéncias de duas identidades ba-
sicas chamadas formulas da adicao:

sen(x + y) = sen x cosy + cos x seny
cos(x + y) = cos x cosy — sen x sen y

As demonstragdes dessas formulas de adig¢@o estdo resumidas nos Exercicios 85, 86 e 87.
Substituindo y por —y nas Equacdes 12a e 12b e usando as Equagdes 10a e 10b, obtemos
as seguintes férmulas de subtracao:

sen(x — y) = sen x cos y — COS X sen y
cos(x —y) = cos x cosy + sen x seny

Entdo, dividindo as férmulas nas Equagdes 12 ou 13, obtemos as férmulas corresponden-
tes para tg(x = y):

tgx +tgy

tg(x+y)=—1g £
—tgxtgy

tgx —tgy

el —y) =T —
tgxtgy

Se fizermos y = x nas férmulas de adicdo , obteremos as formulas dos angulos du-
plos:

sen 2x = 2 sen x COS X
cos 2x = cos’x — sen’x

Entdo, usando a identidade sen®c + cos?x = 1, obtemos a seguinte forma alternativa das for-
mulas dos angulos duplos para cos 2x:

cos2x = 2 cos®x — 1
cos2x = 1 — 2 sen’x

Se agora isolarmos cos?x e sen’x nestas equacdes, obteremos as seguintes férmulas do dngulo-
metade, que sdo tteis em cdlculo integral:

) 1 + cos 2x

COs X = ————
2

) 1 — cos 2x

17b sen’y = —————

Finalmente, enunciamos as férmulas do produto que podem ser deduzidas das Equagdes
12e13:
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sen x cos y = 1[sen(x + y) + sen(x — y)]

cos x cos y = 3[cos(x + y) + cos(x — y)]

sen x seny = s[cos(x — y) — cos(x + y)]

Ha muitas outras identidades trigonométricas, mas as aqui enunciadas sdo algumas das mais
usadas no célculo. Se vocé se esquecer alguma das identidades 13-18, lembre-se de que elas
podem ser deduzidas das Equacdes 12a e 12b.

[EEINN Determine todos os valores de x no intervalo [0, 277] tal que sen x = sen 2x.

SOLUCAD Usando a férmula do angulo duplo (15a), reescrevemos a equagdo dada como
sen x = 2 sen x cos x ou senx(1 —2cosx) =0

Portanto, ha duas possibilidades:

senx =0 ou I —2cosx=0
x=0,m, 27 cost%
T Sw
xX=——
3°3
A equagdo dada tem cinco solucdes: 0, 77/3, , S7/3 e 27r. [ |

I Graficos das Fungdes Trigonométricas

O grifico da fungdo f(x) = sen x, mostrado na Figura 14(a), € obtido desenhando-se os pon-
tos para 0 < x < 2 e entdo usando-se a periodicidade da fun¢do (da Equagdo 11) para com-
pletar o grafico. Observe que os zeros da fung¢@o seno ocorrem em muiltiplos inteiros de 7, isto
és

sen x =0 sempre que x = n, com n um nimero inteiro.

v
Cos x = sen(x + ?>

Em virtude da identidade

|
:‘A
o
ERE
3
<
3
31
W
7
=

(a) f(x)=sen x

2 2

N T SIN T SN
»Og T 27 5w

FIGURA 14 (b) g(x) = cos x

(que pode ser verificada usando-se a Equagdo 12a), o grafico do cosseno € obtido deslocando-
-se em 7/2 para a esquerda o grafico do seno [veja a Figura 14(b)]. Observe que tanto para a

A27
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funcéo seno quanto para a fungio cosseno o dominio é (—<, ©), e a imagem € o intervalo fe-
chado [—1, 1]. Dessa forma, para todos os valores de x, temos

Os gréficos das quatro funcgdes trigonométricas restantes estao mostrados na Figura 15, e
seus dominios estdo ali indicados. Observe que a tangente e a cotangente t€m a mesma ima-
gem (—o0, ), enquanto a cossecante e a secante tém a imagem (—o, —1] U [1, ). Todas as
funcdes sdo periddicas: tangente e cotangente t€m periodo 7, a0 passo que cossecante e se-
cante possuem periodo 27r.

P | | | Y |
I I I I I
| | | | |
I I I I I
| | | | |
o1+ I I I I
- | | | | |
¥ f 0 f f f f
7 |z /m 3m| ¥ —mp N\ O T\ w3\
2 19 2 2 2 2 2
I I I I I
| | | | |
I I I I I
| | | | |
I I I I I
I I I I I
(@y=tgx (b) y=cotg x
Y | o7 | |
I I I I
| | | |
| y=senx | | y=cosx |
| | 1 | |
T 1+ 3w | 3 |
. — m m
] S A SV ST W
T T T T T T T T T
T o x | A
T [ |
| | | |
I I I I
| | | |
I I I I
I I I I
FIGURA 15 (c) y = cossec x (d) y=secx
n Exercicios
1-6 Converta de graus para radianos. 13. Determine o comprimento de um arco circular subtendido pelo
1. 210° 2 300° 3 o angulo de /12 rad se o raio do circulo for de 36 cm.
4 —315° 5. 900° 6. 36° 14. Se um c.1rcu10 tem raio de 10 cm, qual € o comprimento de arco
subtendido pelo angulo central de 72°?
7-12 Converta de radianos para graus. 15. Um circulo tem raio de 1,5m. Qual o angulo subtendido no cen-
T Sar tro do circulo por um arco de 1 m de comprimento?
1. 4w 8 - 7 3 E 16. Determine o raio de um setor circular com angulo 37/4 e com-
primento de arco 6 cm.
10 87 " 3 2 17-22 Desenhe, na posic¢do padrao, o angulo cuja medida € dada.
3 Ry

3
17. 315° 18. —150° 19, —Tﬂrad




20. 73lrad 21. 2 rad 2. —3rad

23-28 Determine as razdes trigonométricas exatas para o angulo cuja
medida em radianos € dada.

37 41 97

23 — 24, — 25 —
4 3 2

S 117

26. —57 21. — 28. —
6 4

29-34 Determine as demais razdes trigonomeétricas.

2. senf =, 0<p<-T
. Sen = -, -
5 2

30. tga =2, O<a<g

3. secd = —1.5, g< b<m

1 37
2. cosx=——, Tm<x<—
3 2

33 cotgB=3, w<B<2w

4 3
34. cossec O = _E’ Y < 0<2m

35-38 Determine, com precisdo de cinco casas decimais, o compri-
mento do lado chamado de x.

35. 36. X
O
10 cm
X
25 cm
0

31. 38.
vy em 7
X
X 8
5
8 cm

w
3

)
3

39-41 Demonstre cada equagdo.
39. (a) Equagdo 10a
40. (a) Equagdo 14a
41. (a) Equagdo 18a

(b) Equagdo 10b
(b) Equagdo 14b
(b) Equagdo 18b
(c) Equacdo 18c

42-58 Demonstre a identidade.

T
42. cos<2 — x) = sen x

ar
43. sen<2 + x) = COS X 44. sen(m — x) = sen x

45. sen O cotg @ = cos O

46. (sen x + cos x)> = 1 + sen 2x

APENDICES A29

4]. secy —cosy =tgyseny
48. tg’a — sen’a = tg’a sen’w
49. cotg’0 + sec’d = tg’0 + cossec’d

50. 2 cossec 2t = sec t cossec t

2tg6
51. tg20 = —————
g 1—
1 1
52. + = 2 sec’d
1 —senf 1+ send

53. sen x sen 2x + Ccos X cOS 2x = cOS X
54. sen’x — sen’y = sen(x + y) sen(x — y)

sen ¢

55. —————— = cossec ¢ + cotg ¢
1 —cos¢
S +
56. tg x + tgy — SN TV
COS X COS y

57. sen 30 + sen § = 2 sen 260 cos 6

58. cos 30 =4 cos’0 — 3 cos 6

50-64 Se sen x = ;e sec y = 3, onde x e y estdo entre 0 ¢ 7r/2, calcule
a expressao.

59. sen(x + y) 60. cos(x + y)
62. sen(x — y)

64. cos2y

61. cos(x — y)
63. sen 2y

65-72 Encontre todos os valores de x no intervalo [0, 277] que satis-
facam a equag@o.

65. 2cosx —1=0

67. 2sen*x =1

66. 3 cotg’x = 1
68. [tgx| =1
69. sen 2x = cos x 70. 2 cosx +sen2x =0

N. senx =tgx 72. 2 + cos2x = 3 cos x

73-76 Determine todos os valores de x no intervalo [0, 277] que satis-

facam a desigualdade.
73. senx <1 74. 2cosx +1>0

75 -1 <tgx<l1 76. sen x > cos x

77-82 Faca o grafico da func¢do comegando com o gréfico das Figu-
ras 14 e 15 e aplicando as transformacdes da Se¢do 1.3 quando apro-
priado.

71 cos 7
. = X — —
Y 3
79 L T
L y=—tg|lx — —
yT3E 2

81. y = |sen x|

18. y =tg2x

80. y=1+secx

82. y=2+ sen<x+Z>

83. Demonstre a Lei dos Cossenos: se um triangulo tiver lados com
comprimentos a, b, ¢ e 6 for um angulo entre os lados com com-
primentos a e b, entdo

c¢*=a*+ b*— 2ab cos 0.
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P(x,y)

0 (@.0) X

[Dica: Introduza um sistema de coordenadas de modo que 6
esteja na posi¢do padrdo como na figura. Expresse x e y em ter-
mos de 0 e use a férmula de distancia para calcular c.]

84. Para determinar a distdncia | AB | sobre uma pequena enseada, um
ponto C € colocado como na figura, e as seguintes medidas sao
registradas:

£C=103 |AC|=80m |BC|=910m

Use a Lei dos Cossenos do Exercicio 83 para determinar a dis-
tancia pedida.

A

B

85. Use a figura para demonstrar a férmula da subtracio

cos(a — B) = cosa cos B + sena sen B

[Dica: Calcule ¢* de duas maneiras (usando a Lei dos Cossenos
do Exercicio 83 e também a férmula da distancia) e compare as
duas expressdes. ]

y
A(cos a, sen )

c
1 B(cos B, sen B)

a\rB

86. Use a férmula do Exercicio 85 para demonstrar a férmula da sub-
tracdo para cosseno (12b).

87. Use a férmula da adi¢@o para cosseno e as identidades

T —9)=seno T —9) =coso
COosS 5 = sén sen 5 = COS

para demonstrar a férmula da subtra¢do (13a) para a fungdo seno.

88. Mostre que a area de um tridngulo com lados de comprimentos
a e b e com o angulo entre eles sendo 6 €

A =1labsen 6
89. Determine a drea do tridngulo ABC, correta até cinco casas deci-
mais, se
|AB| = 10 cm |BC| =3 cm LABC = 107°

“ Notacao de Somatoria (ou Notacao Sigma)

Uma maneira conveniente de escrever as somas usa a letra grega = (sigma maitsculo, cor-
respondente a nossa letra S) e é chamada notacio de somatéria (ou notacio sigma).

[sso nos diz para
terminar com i = n.

Isso nos diz
para somar. E a;

entao

Ina:

I
3

[1] Definicdo Se du, dm+1, ..

a=au,t ans1 + ap+r + - +a,-1 + a,

., a, forem nimeros reais e m € n inteiros tais que m < n,

Isso nos diz para
comegar com i = m.

Com a notagdo de fung¢@o, a Definicdo 1 pode ser escrita como

b=

i=m

f@)=fm) + fm + 1) + flm +2) + -+ fln = 1) + f(n)

Assim, o simbolo /-, indica uma soma na qual a letra i (denominada indice da somatéria)
assume valores inteiros consecutivos comecando em m e terminando em n, isto €,
m,m + 1, ..., n Outras letras também podem ser usadas como indice da somatoria.

[ EXEMPLO 1

4
(a 2i*=1+2"+3>+4 =30
i=1

B Si=3+4+5+-+m-1+n

i=3
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5
(€) 22 =2°+2"+2"+2"+2'+2° =63

J=0

=1 k 2 3 n
()ii—l_1—1+2—1+3—1_0+l+l_£
ey T 3 T 213 3213 776 M@

4
(f) X2=2+2+2+2=38 -

i=1

[0 Escrevaasoma?2® + 3° + - - - + n® na notagfio de somatéria.

SOLUCAD Nio hd uma maneira tinica de escrever uma soma na nota¢io somatéria. Poderia-
mos escrever

l'3

D=

22+3 4+t =
2

n—1
ou 22+ 34+t =Y(+ 1)
j=1
n—2
ou V2 +3¥+ i+ nd=3Y (k+2) _—
k=0

O teorema a seguir apresenta trés regras simples para se trabalhar com a notagao sigma.

@ Teorema Se ¢ for uma constante qualquer (isto €, ndo depender de i), entao

(a) ica,:Ci a; (b) E (a,-+bi)=i a; + ibi

i=m i=m

(c) E(ai_bi):Eai_;bi

i=m i=m

DEMONSTRACAD Para vermos por que essas regras sio verdadeiras, devemos escrever ambos
os lados na forma expandida. A regra (a) € tdo somente a propriedade distributiva dos nime-
1oS reais:

Cam t camir + -+ cay=claw t w1 + - + a,)
A regra (b) segue das propriedades associativa e comutativa:

(am + bm) + (am+1 + bm+l) +oe t (an + bn)
=(am+am+1+ ---+a,,)+(b,,,+bm+1+ +b,,)

A regra (c) € demonstrada de modo andlogo. [

[EEZ0E] Encontre Y, 1.
i=1

M=

SOLUCAO I=1+14+---+1=n [
i |
! n termos

[EEINNY Demonstre a férmula para a soma do 7 primeiros inteiros positivos:

. nn+1)
i=1+243+ =
1

-

i

A31
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A maioria dos termos se cancela em

pares

Principio de Inducao Matematica
Seja S, uma afirmativa envolvendo o
inteiro positivo z#. Suponha que

1. 8 seja verdadeira.
2. Se S, ifor verdadeira, entdo Sy, €
verdadeira.

Entdo S, € verdadeira para todos inteiros
positivos 7.

SOLUCAD Essa férmula pode ser demonstrada por indugdo matematica ou pelo método a
seguir, usado pelo matemadtico alemao Karl Friedrich Gauss (1777-1855) quando ele tinha
10 anos de idade.

Escreva a soma S duas vezes, uma na ordem usual e a outra na ordem invertida:

S=14+ 2 + 3 +---4+m—-1)+n
S=n+m-1D)+m-2)+---+ 2 +1
Somando-se verticalmente todas as colunas, obtemos
2S=m+D)+m+D)+m+D)+---+m+1D)+m+1
Do lado direito existem »n termos, cada um dos quais € n + 1; portanto,

nn+1)
2S=nn +1) ou SZT [ |

[EEI0HE Demonstre a férmula para a soma dos quadrados dos 7 primeiros inteiros posi-
tivos:

P43 g g M DC D)
6
1

-

i

SOLUCAD 1 Seja S a soma desejada. Comegamos com a soma telescdpica:

3

1[(1+i)3—i3]=(2‘—13)+(N—2/)+(4%’—3\3)+---+[(n+1)3—%]

=m+17°—1¥=n®+3n*>+ 3n

i

Por outro lado, usando o Teorema 2 e os Exemplos 3 e 4, temos

SIA+iP—i*]=X[Bi2+3i+1]=32i>+3>i+ 1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

+ 1
=3S+3—n(n2 )+n=3S+§n2+§n

Entao temos
n*+3n2+3n =38 +3n>+3in
Isolando S nessa equag@o, obtemos
3§ =n*+3n*+1in

2+ 3n°+n  nln+ D2n+ 1)

6 6

ou S

SOLUCAD 2 Seja S, a férmula dada.
IR R
6

1. S, € verdadeira, pois 1?
2. Suponha que S; seja verdadeira; isto €,

_ k(k + D2k + 1)

P+22+3+ -+ k7 o

Entao
P+22+3+ -+ k+1)=0+22+3"+ -+ k) + (k+ 1)

_ klk + D@2k + 1)
6

+ (k + 1)°
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k(2k + 1) + 6(k + 1)

=(k+1
( ) 5
2k* + Tk + 6
=k+1)——
6
_ (k+ Dk +2)(2k + 3)
6
_(k+ DIk + 1) + 1][2(k + 1) + 1]
6
Logo, Si+1 € verdadeira.
Pelo Principio da Inducao Matematica, S, € verdadeira para todo 7. |

Vamos agrupar os resultados dos Exemplos 3, 4 e 5 com um resultado similar para cubos
(veja os Exercicios 37-40) como o Teorema 3. Essas formulas sdo necessarias para encontrar
areas e calcular integrais no Capitulo 5.

@ Teorema Seja ¢ uma constante e # um inteiro positivo. Entao

(a)ilzn (b)icznc
i-1 i-1
G, n(n+ 1) ”,zzn(n+l)(2n+l)
() ,«:EI’_—Z (d) glz .
Lo, | nn+1)
(e) 2 i —[—2 ]

n

IEGEENE Calcule Y, i(4i2 — 3).

i=1
SOLUCAD Usando os Teoremas 2 e 3, temos

n n

21’(41’2—3):2(41’3—31'):421‘3—321‘

i=1 i=1

:4[n(n+ 1):|2_3n(n+ 1)

2 2
_ nn + D[2n(n + 1) — 3]
2
_ nn + 1)2n* + 2n — 3) —
2

==y

2
n 3 :
[EEE0E Encontre lim 3, — [<i> + 1].
n n

SOLUCAO

n

n—> =1 N

3 an+ 1D2n+1) 3 ]
—3 +—-n
n 6 n

. 1 n n+1 2n + 1
n—oo 2 n n n

A33

0 tipo de célculo do Exemplo 7 ocorre no

n » 2 n
lim 2 3 |:<L> + 1:| = lim E |:i3i2 + 2:| Capitulo 5, quando calculamos é&reas.
i— n
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“ Exercicios

. 1 1 1
= lim [—' 1(1 +—>(2 +—> + 3]
n—o | 2 n n

=3-1:1:2+3=4

1-10 Escreva a soma na forma expandida.

1. gﬁ 2

i=1 i=1 l + 1
6 ) 6

3. >3 4. i1
i=4 i=4
$2k—1 8

5. 6. k
E2%k+ 1 E;‘

©
™M
_
|
_
=

10. if(x,) Ax,'

11-20 Escreva a soma na notagio de somatoria.
M 1+2+3+4+---+10

122 /3 +/4 +.5+J6 +V7
1B.i+3+3+3+ - +%

Wit +i+tp+ - +5
15.2+4+6+8+---+2n

6. 1 +3+5+7+---+@2n—1)
1.1 +2+4+8+ 16+ 32

18. i+ +o+i6+as+3

19 x +x*+ x>+ +x"

2. 1 —x+x2—x3+ -+ (—=Dx"

21-35 Determine o valor da soma.

8 6

2. Y (3i —2) 22. > i(i +2)
i=4 i=3
6 8

23, Y 3/ 24. > cos ki
j=1 k=0
20 100

2. > (—1)" 2. Y 4
n=1 i=1
4 ) 4

27. > 21+ i?) 28, Y 2%
i=0 i=—2

29. Y 2i 30. Y (2 - 5i)
i=1 i=1

3. D (i2+3i + 4) 32, D (3 +2i)}

i=1

n

33. 2 G+ DG +2) 34, D0+ DG+ 2)

i=1

IR

3. > (*—i—2)

i=1

36. Determine o nimero 7 tal que , i = 78.
i=1

37. Demonstre a férmula (b) do Teorema 3.

38. Demonstre a férmula (e) do Teorema 3 usando indu¢io matematica.

39. Demonstre a férmula (e¢) do Teorema 3 usando um método similar

aquele do Exemplo 5, Solugdo 1 [comece com (1 + i)* — i*].

40. Demonstre a férmula (e) do Teorema 3 usando o seguinte método
publicado por Abu Bekr Mohammed ibn Alhusain Alkarchi por
volta do ano 1010. A figura mostra um quadrado ABCD cujos la-

dos AB e AD foram divididos em segmentos com comprimentos

1,2,3,...,n Dessaforma, o lado do quadrado tem comprimento
n(n + 1)/2, de modo que a érea € [n(n + 1)/2] Porém a édrea

também € a soma das dreas dos n “gnomons” Gy, G, . .

., G, mos-

trados na figura. Demonstre que a drea de G; € i° e conclua que a

férmula (e) € verdadeira.

D C
n Gn
5 G;
4 G
3G,
e
A123 4 5 n B
41. Calcule cada soma telescopica.
n 100 ) _
@ X' = G- 1] b) X (557"
i=1 i=1
99 1 l n
(©) 2 I (d) 2 (ai — ai-)
i=3 \ ! i+1 i=1

42. Demonstre a desigualdade triangular generalizada:

n

Eai

i=1

n
= 2 |ai|
i=1

43-46 Determine o limite.

n 1 l' 2 n 1
43. lim 2<> 4. lim Y —

n—w =1 N

n



4 3 3\ 3i
46. li —ll1+—) =2{1+— !
e Zl n [( n) < n >:| 48. Calcule ; ST

47. Demonstre a féormula para a soma de um série geométrica finita 49. Calcule D, (2i + 2).
com primeiro termo a e razdo r # 1: i=1

n i no_ 1 m n . .

Sar ' =a+ar+artt--+ar = Ll) 50. Calcule Zl [H (@i +])].

i=1 r— )

n Demostracoes dos Teoremas

APENDICES

A35

Neste apéndice apresentamos as demonstracdes de varios teoremas que estao enunciados na
parte principal do texto. As secdes nas quais eles ocorrem estdo indicadas na margem.

Propriedades dos Limites Suponha que ¢ seja uma constante e que os limites
lim f(x) = L e lim g(x) = M

existam. Entdo

L lim [f(x) + g0l =L + M 2 lim[f(x) —g()]=L—-M
3. liin [cf(x)] = cL 4, liin [f(x)g(x)] = LM
5. lim ) =£ seM # 0

—a g(x) M

DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE 4 Seja & > 0 arbitrdrio. Queremos encontrar § > 0 tal que

se 0<|x—a|<$é entio | f(0)g(x) — LM| < &

A fim de conseguirmos termos que contenham | f(x) — L| e |g(x) — M|, adicionamos e sub-

traimos Lg(x) como segue:
| f(x)g(x) — LM | = | f(x)g(x) — Lg(x) + Lg(x) — LM|
= [[f() = Llg(x) + L{g(x) — m]|
< |[f(x) = Llg(x)| + | L[g(x) — M]] (Desigualdade Triangular)
= |f) = L||g)| + [L][g(x) — M|

Queremos fazer cada um desses termos menores que &/2.
Uma vez que lim,_, g(x) = M, hd um nimero § > 0 tal que

se 0<|x—a|<81, entao |g(x)—M|<2(l+|L|).

Também, hd um ndmero 8, > 0 tal que se 0 < |x — a| < &, entdo

lg(0) — M| <1
€, portanto,

19 [ = [g(x) = M + M| < |g(x) = M| + [M]| <1+ |M]

Uma vez que lim,—_, f(x) = L, hd um ndmero 6; > 0 tal que

SECAD 2.3
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&
< - <46 a L <—FF=
se 0<|x—a|<¥8  entio | f(x) | 0+ M)

Seja 6 =min{d;, 8, 8;}. Se 0<|x—a|<¥d entdo temos 0<|x—al|<§,
0<|x—a|<8e0<|x— a| < 8, portanto, podemos combinar as inequagdes para obter

| f()g(x) — LM| < [ f(x) = L|[g(x)| + |L]|[g(x) — M|

< (1 4+ |M|) +|L| =——
21 + [M]) 21 + [L])
e &
<=+ —=¢
2 2
Isso mostra que lim,_., [f(x)g(x)] = LM. [ |

DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE 3 Se tomarmos g(x) = ¢ na Propriedade 4, obteremos
lim [¢/f ()] = lim [g(x)f(x)] = lim g(x) - lim f(x)
~lime lim o)
=c lllr; f(x) (pela Propriedade 7) [ ]

DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE 2 Usando as Propriedades 1 e 3 com ¢ = —1, temos

lim [£() = g(0)] = lim [ £(x) + (= Dg(x)] = lim £() + lim (= 1)g(x)

lim f() + (~1) lim g() = lim f(x) = lim g(x). s

DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE 5 Primeiro vamos mostrar que
1 1

lim —— =
—aglx) M

Para fazer isso devemos mostrar que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

1
se 0<|x—a|<$é entio — ——|<s
gx) M
1 1 M —
Observe que | = | g(x) |
gx) M | Mg(x) |

Sabemos que podemos tornar o numerador pequeno. Porém, também precisamos saber que o
denominador néo € pequeno quando x € préximo a a. Como lim,_., g(x) = M, hd um ndmero
8 > 0tal que,se 0 < |x — a| < &, temos

o0 - m| <121
e, portanto, IM| =M — g(x) + gx)| < |M —g(x)| + |g(x)]
<L g
Isso mostra que
se 0<|x—a|<d8  entio |g(x)|>%

Entao, para esses valores de x,

1 1 _ 1 2 2
|Mg(x)|  |M||gx)| M| |M| M




Além disso, ha &, > 0 tal que
i M
se  0<|x—al<é&  ento |g(x)—M]<Ts

Seja 6 = min{d;, 8,}. Entdo, para 0 < |x — a| < 4, temos

1 1

glx) M

M| 2w
Mg M 2

Segue que lim,_., 1/g(x) = 1/M. Finalmente, usando a Propriedade 4, obtemos

. ) 1 L _ L
L,g() Hf()<())_hmf(")1”ﬂg() Ly~ m

@ Teorema Se f(x) < g(x) para todo x em um intervalo aberto que contenha a (exceto
possivelmente em a) e

limf(x) = L e limg(x) = M

entio L =< M.

DEMONSTRACAO Usamos o método da demonstracdo por contradi¢do. Suponha, se possivel,
que L > M. A propriedade 2 dos limites diz que

lim [g(x) = ()] = M — L
Portanto, para qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que
se 0<|x—a|<$& entio [[g(x) —fD]—M—-L)| <e

Em particular, tomando € = L — M (observando que L — M > 0 por hipétese), temos um nu-
mero 6 > 0 tal que

se 0<|x—a|<$é entio [[g(x) —f)] - M—-L)|<L-M
Uma vez que a < |a | para qualquer nimero a, temos
se 0<|x—a|<$é entdo [gx) —f)] - M-L)<L-M
que se simplifica para
se 0<|x—a|<$é entéio g(x) < f(x)

Mas isso contradiz o fato de que f(x) < g(x). Assim, a desigualdade L > M deve ser falsa.
Portanto, L < M. [ ]

@ 0 Teorema do Confronto Se f(x) < g(x) < h(x) para todo x em um intervalo aberto
que contenha a (exceto possivelmente em a) e

lim f(x) = lim h(x) =

Entdo limg(x) = L

DEMONSTRACAO Considere € > 0. Uma vez que lim,_., f(x) = L, hd um nimero 8 > 0 tal
que

se 0<|x—a|<é&  entdo |f(x) —L|<e

APENDICES
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ou seja,
se 0<|x—a|<8& entio L-e<f(x)<L+e

Uma vez que lim,_., A(x) = L, h4d um nimero &, > 0 tal que

se 0<|x—a|<& entdio |h(x) —L|<e
ou seja,
se 0<|x—a|<& entdio L—-e<h(x)<L+e

Seja 8 = min{8;, 5,}.Se 0 < |x — a| < d,entdo0 < |x —a| < §;e0 < |x — a| < 8, de
modo que
L-—e<f(x)sgx)shlx)<L+e

Em particular, L—e<gx)<L+ce

ou melhor,

g(x) — L| < e. Portanto, lim,_., g(x) = L. —

Teorema Se f for uma funcao continua injetora definida em um intervalo (a, ), entao
sua funcéo inversa f ~! também € continua.

DEMONSTRACAO Primeiro, mostramos que se f for tanto injetora quanto continua em (a, b),
entdo ela precisa ser ou crescente ou decrescente em (a, b). Se ela ndo fosse nem crescente nem
decrescente, entdo existiriam ndmeros x;, x, € x3 em (a, b) com x; < x, < x; tais que f(x2)
ndo estd entre f(x;) e f(x3). H4 duas possibilidades: ou (1) f(x3) estd entre f(x;) € f(x2) ou
(2) f(x1) estd entre f(x») e f(x3). (Desenhe uma figura.) No caso (1), aplicamos o Teorema
do Valor Intermedidrio a func¢do continua f para obter um nimero c entre x; e x, tal que
f(c) = f(x3). No caso (2), o Teorema do Valor Intermedidrio d4 um ndmero c entre x, € x5 tal
que f(c) = f(x;). Em ambos os casos, contradissemos o fato de f ser injetora.

Vamos supor, para fixarmos uma situacdo, que f seja crescente em (a, b). Tomamos qual-
quer nimero y, no dominio de f ~!'e fazemos f'(yo) = xo; ou seja, xo € o nimero em (a, b)
tal que f(xo) = yo. Para mostrarmos que f ~!' ¢ continua em yo, tomamos qualquer & > 0 tal
que o intervalo (xo — &, xo + &) esteja contido no intervalo (a, b). Como € crescente, ela leva
os niimeros no intervalo (xo — &, xo + &) nos niimeros no intervalo (f(xo — &), f(xo + €)) e
f ! inverte a correspondéncia. Se denotarmos por & o menor dos niimeros 8; = y, — f(xo — &)
e 8 = f(xo + &) — yo, entdo o intervalo (yo — 8, y0 + 8) estd contido no intervalo
(f(xo — &), f(xo + £)) e assim € levado no intervalo (xo — &, xo + &) por f . (Veja o diagrama
de flechas na Figura 1.) Portanto, encontramos um nimero 6 > 0 tal que

se |y — | <8 entio 7' ) —f )| <e

flxo—e) Yo flxo+e)
{ . }
y
0 0,
f Vi f
{ ° \ \
\ \ = U U
a Xo— € o x,+ e b X

Isso mostra que lim,—_.,, f '(y) = f '(y0) e, assim, £ ' € continua em qualquer niimero y, em
seu dominio. [ |

Teorema Se f for continua em b e lim, ., g(x) = b, entdo

lim f(g(x)) = f(b).

DEMONSTRACAO Considere € > 0. Queremos encontrar um nimero 8 > 0 tal que
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se 0<|x—a|<$é entio | flg(x) — fb)]| < e
Uma vez que f € continua em b, temos
lim /() = /(6)
de modo que, ha 6, > 0 satisfazendo
se  0<|y—b|<é entdo | f(y) —fb)| <e
Uma vez que lim,—_, g(x) = b, existe § > 0 tal que
se 0<|x—a|<8 entlo lg(x) — b| < &

Combinando essas duas afirmagdes, vemos que sempre que 0 < |x — a| < §, temos
|g(x) — b| < &, que implica que | f(g(x)) — f(b)| < &. Dessa forma, demonstramos que
lim, . f(g(x)) = f(b). —

SECAO 3.3

sen 6

A demonstragio do resultado a seguir foi prometida ao demonstrarmos que lim = 1.
6—0

Teorema Se 0 < 6 < 7/2, entdo § < tg 6.

DEMONSTRACAO A Figura 2 mostra um setor de um circulo com centro O, dngulo central 6
e raio 1. Entdo

|AD| = |OA|tg60 =tg 6
Aproximamos o arco AB por um poligono inscrito que consiste em zn segmentos de reta iguais
e tomamos um segmento tipico PQ. Estendemos os segmentos OP e OQ para encontrar AD
nos pontos R e S. Entdo tragamos RT || PQ como na Figura 2. Observe que

LRTO = £LPQO < 90°

e também ZRTS > 90°. Portanto, temos

|PO| < [RT| <|[RS|

Se adicionarmos as n desigualdades semelhantes a essa, obtemos 0 1 A
L, < |AD|=tg6 FIGURA 2
onde L, € o comprimento do poligono inscrito. Assim, pelo Teorema 2.3.2, temos

lim L, < tg6.

n—o

Mas o comprimento do arco foi definido na Equacio 8.1.1 como o limite dos comprimentos
dos poligonos inscritos, de modo que

0=1mlL, <tgb [

SECAO 4.3

Teste da Concavidade
(a) Se f"(x) > 0 para todo x em I, entdo o grafico de f é concavo para cima em 1.

(b) Se f"(x) < 0 para todo x em I, entdo o gréfico de f é concavo para baixo em I.
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y y=flv
TN @) + Flae—a)
0 a X X
FIGURA 3
SECAO0 4.4

DEMONSTRACAO DE (a) Seja a um nimero arbitrdrio em I. Devemos mostrar que a curva
y = f(x) estd acima da reta tangente no ponto (a, f(a)). A equacdo dessa tangente é

y=fla) + fa)(x — a)
Assim, devemos mostrar que
f(x) > fla) + fa)(x — a)
qualquer que seja x € I (x # a). (Veja a Figura 3.)

Primeiro, assumimos o caso onde x > a. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f no in-
tervalo [a, x], obtemos um nimero ¢ com a < ¢ < x, tal que

[1] () = fla) =f()(x — a)

Uma vez que f"” > 0 em I, sabemos do Teste Crescente/Decrescente que f’ € crescente em /.
Logo, como a < ¢, temos

f'la) < f'(e)
de modo que, multiplicando essa desigualdade pelo niimero positivo x — a, obtemos
(2] fla)(x = a) < fc)x — a)

Somando agora f(a) a ambos os lados dessa desigualdade, obtemos

fla) + fa)(x — a) < fla) + f)(x — a)

Porém, da Equagdo 1 temos f(x) = f(a) + f'(c)(x — a). Dessa forma, a desigualdade fica

[3] f(x) > fla) + fa)(x — a)

que € o que queriamos demonstrar.
Para o caso onde x < a, temos f'(c) < f'(a), mas a multiplicagdo pelo niimero negativo
x — a inverte o sinal da desigualdade; assim, obtemos e como anteriormente. W

A fim de darmos a demonstra¢do da Regra de L’Hospital prometida precisamos, primeiro,
de uma generalizagdo do Teorema do Valor Médio. O nome do teorema a seguir ¢ uma ho-
menagem ao matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

m Teorema de Valor Médio de Cauchy Suponhamos que as funcdes f e g sejam conti-
nuas em [a, b] e derivédveis em (a, b), sendo g'(x) # 0 para todo x em (a, b). Entdo,
existe um nimero ¢ em (a, b) tal que

£1©) _ f) ~ f(a)

g'c)  g(b) — g(a)

Observe que se considerarmos o caso especial no qual g(x) = x, entdo g'(c) = 1 e o Teo-
rema | € exatamente o Teorema do Valor Médio Comum. Além disso, o Teorema 1 pode ser
demonstrado de forma similar. Perceba que tudo o que devemos fazer é mudar a fungéo 4 dada
pela Equacgéo 4.2.4 para a fungéo

fb) — fla)

) =109 = fla) = <5

[g9(x) — g(a)]

e entdo aplicar o Teorema de Rolle como anteriormente.



Regra de LHéspital Suponhamos que fe g sejam derivéveis e g'(x) # 0 em um intervalo
aberto I que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que

lim f(x) = 0 e limg(x) = 0
ou que lim f(x) = *o e lim g(x) = *o

(Em outras palavras, temos uma forma indeterminada do tipo % ou o/®.) Entdo

tim L. — jipy L
w—a g(x) v g'(x)

se o limite do lado direito existir (ou for % ou —).

DEMONSTRACAO DA REGRA DE 'HOSPITAL  Supomos que lim, ., f(x) = O e lim,_, g(x) = 0.
Seja

')
R LT

Devemos mostrar que lim,_., f(x)/g(x) = L. Defina

Flx) — {f(x) se x #a Gl — {g(x) se x#a

0 se x=a 0 se x=a
Entdo F € continua em I, uma vez que f € continua em {x € I |x # a} e

liln F(x) = liinf(x) =0=F(a)

Do mesmo modo, G ¢ continua em /. Seja x € I com x > a. Entdo F e G sdo continuas em
[a, x] e derivdveis em (a, x) e G' # Oali (uma vez que F' = f' e G’ = ¢'). Portanto, pelo Teo-

rema do Valor Médio de Cauchy, existe um nimero y talqueea <y < x

F'(y) _ Fx) — Fla) _ F()
G G -G G

Aqui, usamos o fato de que, por defini¢io, F(a) = 0e G(a) = 0. Agora, se deixamos x — a”,

entdo y — a* (uma vez que a < y < x), portanto

tim LY = iy £ FO) o SOV
=t g(x)  mat G =t GU(y) e g'(y)

Um argumento andlogo mostra que o limite lateral a esquerda € também L. Portanto,

tim L)
A6

L

Isso prova a Regra de 1’Hospital para o caso onde a € finito.
Se a € infinito, consideramos ¢ = 1/x. Entdo t — 0" quando x — o, assim temos

f& £/

e A g
Py
=0t g'(1/0(=1/1%)
LUV B C)
I TR

(pela Regra de 1’Hospital para a finito)
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SECAO0 11.8

SECAD 14.3

Para demonstrarmos o Teorema 11.8.3, precisamos primeiro dos seguintes resultados.

Teorema

1. Se uma série de poténcias X c,x" converge quando x = b (onde b #* 0), entdo ela
converge sempre que |x| < |b|.

2. Se uma série de poténcias X c,x" diverge, quando x = d (onde d # 0), entdo ela
diverge sempre que |x| > |d|.

DEMONSTRACAO DE 1 Suponha que = ¢,b" convirja. Entdo, pelo Teorema 11.2.6, temos
lim,—. c,b" = 0. De acordo com a Defini¢do 11.1.2 com € = 1, hd um inteiro positivo N tal
que |c,b"| < 1 sempre que n = N. Assim, paran = N, temos

Se |x| < |b|,entdo |x/b| < 1,donde S | x/b|" é uma série geométrica convergente. Portanto,
pelo Teste da Comparacéo, a série 3,—y |c,,x" | € convergente. Entdo a série 2 c¢,x" € abso-

lutamente convergente e, portanto, convergente. [ |

DEMONSTRACAO DE 2 Suponha que = c,d” divirja. Se x for qualquer nimero real tal que
|x| > |d|, entdo = c,x" ndo pode convergir, pois, pela parte 1, a convergéncia de = ¢,x" im-
plicaria a convergéncia de > c¢,d". Portanto, > c¢,x" diverge sempre que | x| > |d/|. m

Teorema Para uma série de poténcia = c,x", hd somente trés possibilidades:

1. A série converge apenas quando x = 0.

2. A série converge para todo x.

3. H4 um ndmero positivo R tal que a série converge se | x| < R e diverge se |x| > R.

DEMONSTRACAD Suponha que nem o caso 1 nem o caso 2 sejam verdade. Entdo ha nimeros néo
nulos b e d tais que X ¢,x" converge para x = b e diverge para x = d. Portanto o conjunto
S = {x|= c,x" converge} ndo € vazio. Pelo teorema precedente, a série diverge se |x| > |d
de modo que | x| < | d| para todo x € S.Isso diz que | d|  um limite superior para o conjunto
S. Assim, pelo Axioma da Completude (veja a Se¢ao 11.1), S tem um limite superior minimo R.
Se | x| > R, entdo x & S, portanto = c,x" diverge. Se |x| < R, entdo | x| ndo é um limite su-
perior S e assimhd b € Stal que b > |x|. Como b € S, = ¢,b" converge, de modo que pelo
teorema precedente = ¢,x" converge. [

s

3] Teorema Para uma série de poténcias = c,(x — )", hd somente trés possibilida-
des:

1. A série converge apenas quando x = a.
2. A série converge para todo x.

3. Existe um nimero positivo R tal que a série converge se |x — a| < R e diverge se
|x —a| >R

DEMONSTRACAD Se fizermos a mudanca de varidveis u = x — a, entdo a série de poténcias se
torna X c,u" e podemos aplicar o teorema anterior a esta série. No caso 3, temos convergén-
cia para |u| <R e divergéncia para |u|> R. Assim, temos convergéncia para
|x — a| < R e divergéncia para |x — a| > R. [

Teorema de Clairaut Suponha que f esteja definida em um disco D que contenha o
ponto (a, b). Se as fungdes f,, e f,. forem ambas continuas em D, entdo

fola, b) = fi(a, b).
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DEMONSTRACAO Para pequenos valores de i, h 7 0, considere a diferenga
A(h) =[fla+ h b+ h) —fla+ hb)]—[flab+ h) — f(a,b)]
Observe que, se fizermos g(x) = f(x, b + h) — f(x, b), entdo
A(h) = gla + h) — g(a)
Pelo Teorema do Valor Médio, existe um nimero c entre a e a + htal que
gla + h) = gla) = g'(c)h = h[fc,b + h) = fi(c, b)]

Aplicando o Teorema do Valor Médio de novo, desta vez para f,, obtemos um niimero d en-
tre be b + htal que

file, b + h) — file,b) = fi,(c, d)h
Combinando essas equagdes, obtemos
A(h) = h’f(c, d)

Se h — 0, entdo (¢, d) — (a, b), de modo que a continuidade de f;, em (a, b) fornece

im 20 i fed) = fula, b)

=0 hY ed—b
Analogamente, escrevendo
A(h) =[f(a + h,b + h) = fla,b + )] = [fla + h,b) = f(a, b)]
e usando o Teorema do Valor Médio duas vezes e a continuidade de f em (a, b), obtemos

. An)
}ILI(I) 5 fila, b)

Segue que fi,(a, b) = fi.(a, D). [

Teorema Se as derivadas parciais f; e f, existirem perto de (a, b) e forem continuas SECA0 14.4

em (a, b), entdo f € derivavel em (a, b).

DEMONSTRAGAO Seja
Az = f(a + Ax, b + Ay) — f(a, b)

De acordo com (14.4.7), para demonstrar que f € derivavel em (a, b), devemos mostrar que po-
demos escrever Az na forma

Az = fila, b) Ax + fi(a, b) Ay + &, Ax + &, Ay

onde g € &, — 0 quando (Ax, Ay) — (0, 0).
Observando a Figura 4, escrevemos

(1] Az=[f(a+ Ax,b + Ay) — f(a, b + Ay)] + [f(a, b + Ay) — f(a, b)]

y
(a+Ax,b+ Ay)
(u, b+ Ay)
(a, b+ Ay) \
(@, ) R
(@, b)
0 X
FIGURA 4
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Observe que a fung@o de uma tnica varidvel

g(x) = f(x, b + Ay)

estd definida no intervalo [a, a + Ax] e g'(x) = fi(x, b + Ay). Se aplicarmos o Teorema do
Valor Médio a g, obtemos

gla + Ax) — gla) = g'(u) Ax
onde u € algum nimero entre a ¢ @ + Ax. Em termos de f, esta equagio se torna
fla+ Ax,b + Ay) — f(a, b + Ay) = fi(u, b + Ay) Ax

Isso nos dd uma expressao para a primeira parte do lado direito da Equagao 1. Para a segunda
parte, tomamos A(y) = f(a, y). Entdo h € uma fun¢do de uma tdnica varidvel definida no in-
tervalo [b, b + Ayle h'(y) = f,(a, y). Uma segunda aplicagio do Teorema do Valor Médio en-
tdo da

h(b + Ay) — h(b) = h'(v) Ay

em que v € algum nimero entre b e b + Ay. Em termos de f;, isso se torna

fla.b + Ay) — f(a, b) = fi(a, v) Ay
Agora, substituimos essa expressdo na Equacédo 1 e obtemos
Az = fi(u, b + Ay) Ax + fi(a, v) Ay
= fla, b) Ax + [flu, b + Ay) — fila, b)] Ax + fi(a, b) Ay
+ [fla,v) = fila, )] Ay
= fa, b) Ax + f,(a, b) Ay + &/ Ax + & Ay
onde er = flu,b + Ay) — fia, b)

&2 Zf;'(a’ 1)) - f;’(a’ b)

Como (u, b + Ay) — (a, b) e (a, v) — (a, b) quando (Ax, Ay) — (0, 0) e uma vez que f, e f,
sdo continuas em (a, b), vemos que &1 — 0 e &, — 0 quando (Ax, Ay) — (0, 0).
Portanto, f € derivavel em (a, b). [

n 0 Logaritmo Definido como uma Integral

Nosso tratamento das func¢des exponencial e logaritmica até agora fundamentou-se em nossa
intui¢do, que € baseada na evidéncia numérica e visual. (Veja as Se¢des 1.5, 1.6 € 3.1.) Aqui,
usaremos o Teorema Fundamental do Calculo para dar um tratamento alternativo que fornece
uma fundamentagio mais sélida para estas fungdes.

Em vez de comecarmos com a* e definir log, x como sua inversa, desta vez comegamos
pela defini¢do de In x como uma integral e entdo definimos a func¢do exponencial como sua
inversa. Vocé deve ter em mente que ndo usamos nenhuma de nossas defini¢des e resultados
prévios relativos a fungdes exponencial e logaritmica.

I 0 Logaritmo Natural

Primeiro, definimos In x como uma integral.

m Definicdo A funcio logaritmo natural € a fun¢do definida por

<1
lnx=£7dt x>0




A existéncia dessa fung@o depende do fato de a integral de uma funcdo continua sempre
existir. Se x > 1, entdo In x pode ser interpretada geometricamente como a drea sob a hipér-
boley = 1/tde t = 1 at = x. (Veja a Figura 1.) Para x = 1, temos

1
1n1=£17dt=0

xl 11
Para 0 < x < 1, 1nx=jl7dz=—f —di <0

e assim In x € o oposto da drea mostrada na Figura 2.

[EXEMPLO 1]

(a) Comparando dreas, mostre que 3 < In 2 < 3.
(b) Use a Regra do Ponto Médio com n = 10 para estimar o valor de In 2.

SOLUCAO

(a) Podemos interpretar In 2 como a drea sob a curva y = 1/t de 1 a 2. Da Figura 3, vemos
que esta drea € maior que a area do retdngulo BCDE e menor que a rea do trapézio ABCD.
Assim, temos

Ll<m2<1-3(1+1%)
l<m2<?3

(b) Se usarmos a Regra do Ponto Médio com f(¢) = 1/t,n = 10 e At = 0,1, obtemos

In2 = f%dt ~ (0.D[£(1,05) + f(1,15) + - -+ + £(1,95)]

1 1 1
=0)|\—+—+ - +——] =0,693 L
( )(1,05 1,15 1,95) ?

Observe que a integral que define In x € exatamente o tipo de integral discutida na parte 1 do
Teorema Fundamental do Célculo (veja a Se¢@o 5.3). De fato, usando aquele teorema, temos

d (*1 1
— | —dt=—
dx J| t X
e, entao,
d 1
_ 1 [
@ dx (In x) X

Agora, usamos esta regra de derivacdo para demonstrar as seguintes propriedades sobre a
funcdo logaritmo.

@ Propriedades dos Logaritmos Se x e y forem nimeros positivos e r for um nimero
racional, entdo

X

>=lnx—lny 3. In(x")=rlnx
y

1. In(xy) =Inx + Iny 2, ln<

DEMONSTRACAOQ
1. Seja f(x) = In(ax), onde a é uma constante positiva. Entdo, usando a Equagdo 2 ¢ a Regra
da Cadeia, temos

1 d 1 1
f0) = ———(a) = —-a=—
ax dx ax X

Portanto, f(x) e In x ttm a mesma derivada e devem entdo diferir por uma constante:
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area =1In x

FIGURA 1
y

y

0

FIGURA 3
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y
y=Inx
0 1
FIGURA 4
y
1
\
/‘l
0 1 e
y=Inx
FIGURA 5

In(ax) =Inx + C
Colocando x = 1 nesta equagdo, obtemosIna =In1 + C =0 + C = C. Logo,
In(ax) =Inx + Ina
Se agora substituirmos a constante a por qualquer nimero y, temos
In(xy) =Inx + Iny

2. Usando a Propriedade 1 com x = 1/y, temos

1 1
In—+Iny=Inl—-y|]=In1=0

y y

1
e assim In—= —Iny

Usando a Propriedade 1 novamente, temos

X 1 1
ln<—> =ln<x-—> =Inx+In—=Inx—Iny
y y y

A demonstrag@o da Propriedade 3 serd deixada como exercicio. |

Para tragarmos o grafico de y = In x, primeiro determinamos seus limites:

(4] (a) limInx = o (b) 1i1(1)1+ Inx = —o

x—w

DEMONSTRACAO

(a) Usando a Propriedade 3 com x = 2 e r = n (onde n € um inteiro positivo arbitrario), te-
mos In(2") = nIn 2. Agora In 2 > 0, portanto isso mostra que In(2") — o quando n — .
Mas In x € uma fungio crescente, ja que sua derivada 1/x > 0. Portanto In x — % quando
X —> oo,

(b) Se tomarmos ¢ = 1/x, entdo r — « quando x — 0*. Logo, usando (a), temos
. . 1 .
111})1 In x = lim In ~)= lim (=In¢) = — [ |
x—0t t—®© t—©
Sey =1Inx, x > 0, entdo

dy 1
D _"sy LY <o
dx x ¢ dx? x?2

0 que mostra que In x € crescente e concava para baixo em (0, ). Juntando esta informagao
com | 4 |, tragamos o gréfico de y = In x na Figura 4.

ComoIn 1 = 0eln x é uma fungfo continua crescente que assume valores arbitrariamente
grandes, o Teorema do Valor Intermedidrio mostra que existe um nimero no qual In x assume
o valor 1. (Veja a Figura 5.) Esse nimero importante € denotado por e.

[5] Definigao e € o niimero tal que In e = 1.

Mostraremos (no Teorema 19) que esta defini¢do € consistente com nossa defini¢ao pré-
via de e.

I A Funcio Exponencial Natural

Como In € uma fungfo crescente, ela € injetora e, portanto, tem uma fungdo inversa, que de-
notaremos por exp. Assim, de acordo com nossa defini¢do de funcdo inversa,



(6] exp(x) =y <> Iny=x

e as equacdes de cancelamento sio

exp(ln x) = x e In(exp x) = x

Em particular, temos

exp(0) =1 jadque Inl1=0

exp(l) =e¢ jique Ine=1
O grifico de y = exp x € obtido refletindo o graficode y = In x em torno dareta y = x. (Veja
a Figura 6.) O dominio da exp € a imagem de In, ou seja, (—o°, »); a imagem de exp € o do-
minio de In, ou seja, (0, ).

Se r for qualquer niimero racional, entdo a terceira propriedade dos logaritmos da
In(e") =rlne=r.

Portanto, por @ exp(r) = e’

Logo, exp(x) = e* sempre que x for um nimero racional. Isso nos leva a definir e*, mesmo
para valores irracionais de x, pela equacdo

e* = exp(x)

Em outras palavras, pelas razdes apresentadas, definimos e* como a funcdo inversa de In x.
Nesta notagdo, @ se torna

ef=y <& Iny=x

e as equagdes de cancelamento sdao

[9] et = x x>0

In(e*) = x  paratodo x

A fungdo exponencial natural f(x) = ¢* é uma das mais frequentes fungdes no célculo e
em suas aplicacdes, entdo € importante estar familiarizado com seu grafico (Figura 7) e suas
propriedades (que decorrem do fato de que ela € a inversa da fungdo logaritmica natural).

Propriedades da Funcéo Exponencial A funcdo exponencial f(x) = ¢* é uma fungéo con-
tinua crescente com dominio R e imagem (0, ). Assim, e¢* > 0 para todo x. Temos tam-
bém

lim e* =0 lim ¢* = o

x—>—® x—®

Logo, o eixo x é uma assintota horizontal de f(x) = e*.

Verificamos agora que f'tem as outras propriedades esperadas de uma fungdo exponencial.
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FIGURA 7
A fungdo exponencial natural
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@ Propriedades dos Expoentes Se x e y forem nimeros naturais e r for um racional,
entao

1. e = e%e’ 2. 5 =— 3 (e") =e™

DEMONSTRACAD DA PROPRIEDADE 1 Usando a primeira propriedade dos logaritmos e a Equagio
10, temos

In(e*e’) = In(e*) + In(e”) = x + y = In(e*™)

Como In é uma fungfo injetora, segue que e'e’ = **,
As Propriedades 2 e 3 sdo demonstradas de modo andlogo (veja os Exercicios 6 e 7). Como
veremos em breve, a Propriedade 3 na realidade vale quando r € qualquer niimero real. I

Demonstraremos agora a férmula de derivagéo para e”.

[12] d% (e*) = e

DEMONSTRACAO A fungdio y = e* é derivdvel porque ela € a inversa da fungio y = In x, que
sabemos ser derivavel, com derivada ndo nula. Para encontrarmos sua derivada, usamos o mé-
todo da funcdo inversa. Seja y = e*. Entdo, In y = x e, derivando essa tltima equacdo impli-
citamente com relacdo a x, obtemos

1y
y dx
dy !
—=y=e" [
dx yoe

I Funcdes Exponenciais Gerais
Se a > 0 e r for qualquer niimero racional, entdo, por @ e ,

a’ = (elna)r — erlna

Portanto, mesmo para um nimero irracional x, definimos

@ at = exlna

Assim, por exemplo,

2\6 — e\f3 2 =120 ~ 3’32

A fungdof(x) = a* é chamada func¢do exponencial com base a. Observe que a* € positivo para
todo x porque e* € positivo para todo x.

A Definicao 13 nos permite estender uma das propriedades de logaritmos. J4 sabemos que
In(a”) = r In a a quando r é racional. Mas se agora permitimos que seja qualquer nimero real,
temos, pela Definicdo 13,

rlna

Ina"=In(e"™*) =rlna
Logo,

Ina"=rlna paratodo nimero real r



As propriedades gerais dos expoentes seguem da Defini¢do 13 com as propriedades dos
expoentes para e*.

@ Propriedades dos Expoentes Se x e y forem niimeros reais e a, b > 0, entao

1. a*” =a'a’ 2 a7 =a"a’ 3. (a*) =a” 4. (ab)* = a'b”

DEMONSTRACAO

1. Usando a Defini¢do 13 e as propriedades dos expoentes para e*, temos

-+ + xlna+y
a,\ Yy = e(x ylna — exlna ylna

— exlnueylna = a‘a’

3. Usando a Equagdo 14, obtemos

(ax)y — eyln(a ) — eyxlna — ex,»lna = gV

As demonstragdes restantes sdo deixadas como exercicios. [

A férmula de derivagdo para as fungdes exponenciais também € uma consequéncia da De-
finigao 13:

d;‘i(a") =a‘lna

DEMONSTRAGAO

d d

E(ax) ZE(E'“"”) = e“"aa(xlna) =a*lna .
Sea > 1,entdo In a > 0, donde (d/dx) a* = a*In a > 0, 0 que mostra que y = a* € cres-

cente (veja a Figura 8). Se 0 < a < 1, entdo In a < O e, portanto, y = a” € decrescente (veja

a Figura 9).

I Funcoes Logaritmicas Gerais

Sea > 0ea # 1,entdo f(x) = a* € uma fun¢do injetora. Sua fun¢io inversa é chamada fun-
¢ao logaritmica de base a e ¢ denotada por log,. Logo,

log.x=y < a'=x

Em particular, vemos que
log.x = In x

As propriedades dos logaritmos sdo parecidas com as do logaritmo natural e podem ser de-
duzidas das propriedades dos expoentes (veja o Exercicio 10).

Para derivar y = log, x, escrevemos a equa¢do como a’ = x. Da Equacdo 14, temos
y In a = In x. Portanto,

In x
logax=y=—lna

Como In a € constante, podemos derivar da seguinte forma:

d d Inx 1 d 1
— (logex) =——=—"—(Inx) =
dx dx Ina Ina dx xIna
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d
— (log, x) =
dx(Og %) xIna

I 0 Nimero e Expresso Como um Limite

Nesta se¢do, definimos e como o niimero tal que In e = 1. O préximo teorema mostra que isto
€ o mesmo que o nimero e definido na Secdo 3.1 (veja a Equacao 3.6.5).

e= 1in(1) 1+ x)"

DEMONSTRACAD Seja f(x) = Inx. Entdo f'(x) = 1/x,logo f'(1) = 1. Porém, pela defini¢do

de derivada,

f) =

Por causa de f'(1) = 1, temos

- f+h) - f1)
im

In(1 +x) —Inl
m— -

i S0 =)
= lim

h x—0 X

1
= lim — In(1 + x) = lim In(1 + x)/*
X x—0 X x—0

lim In(1 + ) = 1

Assim, pelo Teorema 2.5.8 e pela continuidade da fungdo exponencial, temos

e=e¢ =¢

n Exercicios

lim,—o In(1+x)1/x

= lim "™ = lim (1 + x)'~*
x—0

x—0

(a) Pela comparaga@o de dreas, mostre que
I<Inls<y
(b) Use a Regra do Ponto Médio com n = 10 para estimar In 1,5.
Com referéncia ao Exemplo 1.
(a) Encontre a equagdo da reta tangente a curva y = 1/7 que seja
paralela a reta secante AD.
(b) Use a parte (a) para mostrar que In 2 > 0,66.

(a) Pela comparagdo de dreas, mostre que

1 1 1 1 1 1
—+—+ -+ —<hn<l+—+—+---+
2 3 n 2 3

(a) Comparando dreas, mostre que In2 < 1 <In 3.

(b) Deduza que 2 < e < 3.

n—1

10.

Demonstre a terceira propriedade dos logaritmos. [Dica: Co-
mece mostrando que ambos os lados da equag@o t€ém a mesma de-
rivada.]

Demonstre a segunda propriedade dos expoentes para e* [veja

)

Demonstre a terceira propriedade dos expoentes para e* [veja
)

Demonstre a segunda propriedade dos expoentes [veja ].
Demonstre a quarta propriedade dos expoentes [veja ].

Deduza as seguintes propriedades dos logaritmos a partir de :
(a) log.(xy) = log,x + log,y

(b) logu(x/y) = log,x — log,y
(c) log (x”) = ylog,x
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Um nimero complexo pode ser representado por uma expressio da forma a + bi, onde a e Im

b s@o niimeros reais € i € um simbolo com a propriedade de que i> = — 1. O nimero complexo °2+3i

a + bi também pode ser representado pelo par ordenado (a, b) e desenhado como um ponto o —4+2i
em um plano (chamado de plano de Argand) como na Figura 1. Assim, o nimero complexo i

i =0+ 1-iéidentificado com o ponto (0, 1). i —
A parte real do nimero complexo a + bi € o niimero real a e a parte imaginaria € o ni- —i

mero real b. Desse modo, a parte real de 4 — 3i € 4 e a parte imagindria ¢ —3. Dois nimeros —2-2ie °3-2i

complexos a + bie c + disdoiguais se a = ce b = d, isto &, se suas partes reais sdo iguais
e suas partes imagindrias sao iguais. No plano de Argand, o eixo horizontal € denominado eixo
real, ao passo que o eixo vertical ¢ chamado de eixo imagindrio. FIGURA 1
A somae a‘dlfe.renga} df: .dOlS nimeros complexos sdo definidas pela soma ou subtracgo de ;oo omplexos como
suas partes reais e imaginarias: pontos no plano Argand

(@a+bi)+ (c+di)y=(a+c)+ (b+d)

(@a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b —d)i
Por exemplo,
Q-+ +7)=0+4)+(-1+7i=5+6i

O produto de dois nimeros complexos € definido de forma que as propriedades comutativa e
distributiva usuais sejam validas:

(a + bi)(c + di) = alc + di) + (bi)(c + di)
= ac + adi + bci + bdi*
Uma vez que i2 = —1, isso se torna

(@ + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

| EXEMPLO 1
(—1 4 3i)2 — 5i) = (—1)(2 — 5i) + 3i(2 — 5i)
=—-24+5+6i —15(—1)=13 + 11i [ |

A divisdo entre nimeros complexos se parece muito com a racionaliza¢do do denomina-
dor de uma expressao racional. Para um niimero complexo z = a + bi, definimos seu com-
plexo conjugado como 7 = a — bi. Para encontrarmos o quociente de dois nimeros com-
plexos, multiplicamos o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do
denominador.

-1+ 3i
EdEA Expresse o nimero —2 s na forma a + bi.
i

SOLUCAD Multiplicamos o numerador e o denominador pelo complexo conjugado de 2 + 5i,
isto é, 2 — 5i, e levamos em conta o resultado do Exemplo 1:
—1+3  —-1+3 2-5 13+1Li 13 11 .

= . = =+ -
2+ 50 245 2-5  22+5 29 29' Im

s z=a+bi
A interpretacdo geométrica do complexo conjugado encontra-se na Figura 2: 7 € a refle-
x3do de z no eixo real. Uma lista das propriedades do complexo conjugado € apresentada a se-

guir. As demonstragdes seguem da definicéo e serdo pedidas no Exercicio 18.

Propriedades dos Conjugados

I
g
II
N
N
o
II
N

ztw=z+w
FIGURA 2

Re
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Im
bi +
|
A : b
|
0 a Re
FIGURA 3
Im
a+bi
r
b
5“ 0
0 a———] Re

FIGURA 4

O médulo, ou valor absoluto, |z | de um nimero complexo z = a + bi € sua distancia até
a origem. Da Figura 3 vemos que se z = a + bi, entdo

2| = VaTF b7

Observe que

2z = (a + bi)a — bi) = a® + abi — abi — b%* = a* + b*

e assim zZ= |Z|2

Isso explica por que o processo de divisdo no Exemplo 2 funciona em geral:

z _w w
w  ww  |wl]
Como i* = —1, podemos pensar em i como raiz quadrada de —1. Mas observe que nés
também temos (—i)> =i’ = —1le, portanto, —i também € uma raiz quadrada de — 1. Dize-

mos que i € a raiz quadrada principal de —1 e escrevemos /—1 = i. Em geral, se ¢ € um
nldmero positivo, escrevemos

J=e = Jei

Com essa conveng¢do, a deducdo usual e a férmula para as raizes de uma equag@o quadratica
ax* + bx + ¢ = 0 sdo validas mesmo que b*> — 4ac < 0:

b BT dac

x_
2a

[EETZGE] Encontre as raizes da equacdo x> + x + 1 = 0.

SOLUCAD Usando a férmula quadratica temos

-1=/12—4-1 —-1%==-3 —1%.3i

X = =

2 2 2

Observamos que as solucgdes da equacio no Exemplo 3 sdo complexas conjugadas uma da
outra. Em geral, as solucdes de qualquer equacio quadrética ax* + bx + ¢ = 0 com coefi-
cientes reais a, b e ¢ sdo sempre complexas conjugadas. (Se z é real, 7 = z, z € sua propria con-
jugada.)

Vimos que se permitirmos nimeros complexos como solucdes, entdo toda equacio qua-
drética tem solugdo. Mais geralmente, € verdade que toda equagdo polinomial

ax"+ apx" '+ - +ax+ta =0

de grau no minimo 1 tem solugdo entre os nimeros complexos. Esse fato € conhecido como
Teorema Fundamental da Algebra e foi demonstrado por Gauss.

I Forma Polar

Sabemos que qualquer nimero complexo z = a + bi pode ser considerado como um ponto
(a, b) e que esse ponto pode ser representado em coordenadas polares (r, 8) com r = (. De
fato,

a=rcosb b = rsenf
como na Figura 4. Portanto, temos
z=a + bi = (rcos0) + (r senb)i

Assim, podemos escrever qualquer nimero complexo z na forma



z = r(cosf + isenf)

b
onde r=lz| =+a? + b? e tgh=—
a

O angulo 6 € chamado argumento de z e escrevemos 6§ = arg(z). Observe que arg(z) ndo é
tnico; quaisquer dois argumentos de z diferem entre si por um miiltiplo inteiro de 2.

[N Escreva os niimeros a seguir na forma polar.
(@ z=1+i b)) w=+3 —i

SOLUCAQ
(a) Temos r = |z| = /12 + 12 = \/2 e tg § = 1, entdo podemos tomar § = /4.
Por conseguinte, a forma polar é

z= ﬂ(cos%-ﬁ- isen%)

(b) Aquitemos 7 = |w| = /3 + 1 =2etgd = —1//3. Como w estd no quarto quadrante,

tomamos 0 = —7/6 e
T T
w=2|cos\ — | +isen| ——

Os nimeros z e w estdo mostrados na Figura 5. |

A forma polar dos niimeros complexos nos dd uma nova perspectiva da multiplicacdo e da
divisdo. Sejam

z1 = ri(cos @, + isen6,) 72 = ra(cos@, + isenf,)
dois nimeros complexos escritos na forma polar. Entdo

2122 = rira(cos 6, + isen6)(cosf, + isen6,)

= riry[(cos 6, cosf, — senf, senf,) + i(sen6; cosf, + cos, senb,)]

Portanto, usando as férmulas de adig¢@o para seno e cosseno, temos

1]

2122 = rira[cos(0; + 0,) + isen(8; + 0,)]

Essa férmula nos diz que para multiplicar dois niimeros complexos, multiplicamos os modu-
los e somamos os argumentos (veja a Figura 6).

Um argumento similar do uso de férmulas de subtracdo para seno e cosseno mostra que,
para dividirmos dois niimeros complexos, dividimos os médulos e subtraimos os argumentos.

2 Dcos(6y — 6,) + i sen(6y — 65)]
22 r

z2#0

Em particular, tomando z; = 1 ez = z (e, portanto, 6, = Oe 6, = 6), temos o seguinte, que
estd ilustrado na Figura 7.

-1 1 .
Se entio — = —(cos® — isenb)
r

Z

z =r(cosf + isenf),

APENDICES A53
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FIGURA 8

[EEEZNE Encontre o produto dos nimeros complexos 1 + i e /3 — i na forma polar.

SOLUCAD Do Exemplo 4, temos

1 +i=\/§<cos%+ isen%)

. 5 - e=afeo—g) w5 |

Portanto, pela Equacao 1,
(143 —i)=2y2 [COS(% - %) + isen(% - %)]
= 2\/5 <cosl + isen—)

a
12 12
Isso estd ilustrado na Figura 8. [

O uso repetido da Férmula 1 mostra como calcular as poténcias de um nimero complexo.
Se

z =r(cosf + isenf)
entdo 72 = r*(cos 20 + isen 26)
e 7% = zz% = r¥(cos 36 + isen 30)

Em geral, obtemos o seguinte resultado, cujo nome ¢ uma homenagem ao matematico fran-
cés Abraham De Moivre (1667-1754).

@ Teorema de De Moivre Se z = r(cos6 + i sen6) e n for um inteiro positivo, entdo

z" = [r(cos® + isen0)]" = r"(cos nf + isen nf)

Isso nos diz que para obtermos a n-ésima poténcia de um niimero complexo, elevamos a
n-ésima poténcia o modulo e multiplicamos o argumento por n.

IEEENA Encontre (5 + 5i)".

SOLUCAD Como 3 + 3i = 2(1 + i), segue do Exemplo 4(a) que 5 + 3/ tem a forma polar
1 1 V2 T T
—+—i=—|cos— +isen—

2 2" 2 ( 4 Yy )

Portanto, pelo Teorema de De Moivre,

LI R e VT e (O (A (G
) 21 ) COos 4 1 sen 4

23 5@ . S5 1 .
=— cos7+zsen— =—1 |

S 2 32

O Teorema de De Moivre também pode ser usado para achar as n-ésimas raizes dos nu-
meros complexos. Uma n-ésima raiz de um nimero complexo z € um niimero complexo w tal
que



Escrevendo esses dois nimeros na forma polar com
w = s(cos ¢ + isen ) e z=r(cosf + isen)
e usando o Teorema de De Moivre, obtemos
s"(cos ng + isenng) = r(cos 6 + isen0)
A igualdade desses dois niimeros complexos mostra que
1/n

s =r ou S =r

e cos n¢ = cos 6 e sen n¢p = sen 6

Do fato de que seno e cosseno tém periodo 27 segue que

0+ 2k
nd =0+ 2km ou =—
n
,/n[ <0+2k7-r> , <0+2k77>]
Logo, w=r""cos| — | +isen| ———
n n
Uma vez que essa expressdo resulta em valores diferentes de w parak =0,1,2,...,n — 1,

temos o seguinte.

E] Raizes de um Namero Complexo Seja z = r(cos6 + i sen6) e seja n um inteiro po-
sitivo. Entdo z tem as n raizes n-ésimas distintas

1/n[ <9+2k'n'> , <9+2lm>]
wy=r cos| — ) +isen| ———
n n

onde k=0,1,2,...,n— 1.

Observe que cada uma das raizes n-ésimas de z tem médulo | w; | = r'/". Assim, todas as
raizes n-ésimas de z estio sobre a circunferéncia de raio r'" no plano complexo. Também, uma
vez que o argumento de cada uma das raizes n-€simas excede o argumento da raiz anterior por
27/n, vemos que as raizes n-ésimas de z sdo igualmente espagadas sobre essa circunferéncia.

[ZEINFA Encontre as seis raizes sextas de z = —8 e represente-as no plano complexo.

SOLUCAD Na forma trigonométrica, z = 8(cos 7 + i sen 7). Aplicando a Equagio 3 com

n = 6, obtemos
16 T + 2k . a + 2k
we = 8 COST—FzsenT

Obtemos as seis raizes sextas de —8 fazendo k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 nesta férmula:

1
wo —81/6<cos—+ zsen—) <—+31>

w; = 8/° cos— + zsen—

w2=81/6<cos—+ i sen %) = (

T
w; = 8'/° cos—+zse ?>= (

l\)‘&, N‘&,
J’_

0|~

=

|
| =
-
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FIGURA 9
As seis raizes sextas de z=—8

Poderiamos ter escrito o resultado do
Exemplo 8(a) como

e+ 1=0
Essa equagdo relaciona os nlimeros mais

famosos de toda a matematica: 0, 1, e, i
e .

3 3
Wy = 8'/6<c0s7ﬂ- + isen%) =—2i

11 11 3 1
ws=81/6<cos 677 + i sen 67T>=\/§<£——i>

2 2

Todos esses pontos estdo sobre a circunferéncia de raio /2, como mostrado na Figura 9. mmm

I Exponenciais Complexas

Precisamos também dar um significado para a expressdo e quando z = x + iy for um nimero
complexo. A teoria das séries infinitas desenvolvida no Capitulo 11, no Volume II, pode ser
estendida para o caso onde os termos sdo nimeros complexos. Usando a série de Taylor para
e* (11.10.11) como guia, definimos

n 2 3

L ez Z z
e = =l+z+—-+—-+
@ ,Zon! 2! 3!

e resulta que essa fung@o exponencial complexa tem as mesmas propriedades que a funcéo ex-
ponencial real. Em particular, € verdade que

@ eZ|+22 = ¢Ye?

Se fizermos z = iy, onde y € um nimero real, na Equacdo 4, e usarmos o fato de que

i=-—1, i*=i%=—i, i*=1, i°=i,

Gy? Gy Gyt )
2! 3! 41 5!

obtemos e =1+iy+

=cosy tiseny

Usamos aqui as séries de Taylor para cos y e sen y (Equagdes 11.10.16 e 11.10.15). O resul-
tado € a famosa férmula denominada formula de Euler:

(6] e”=cosy+iseny

Combinando a férmula de Euler com a Equacgao 5, obtemos

e = e%e” = e*(cosy + iseny)

FEENE] Calcule: (a) e (b) e '*™?

SOLUCAD
(a) Da Equacdo de Euler [6], temos

e™=cosm+isenm=—1+i(0)=—1

(b) Usando a Equacao 7, obtemos

. 1 ]
e 42 — o cos — + jsen— | = —[0+i()]= - o
2 2 e e



APENDICES A57

Finalmente, observamos que a equagdo de Euler nos fornece um meio mais fécil de de-

monstrar o Teorema de De Moivre:

[r(cos® + isenB)]" = (re®)" = r"e™ = r*(cosn® + i sen n6)

n Exercicios

1-14 Calcule a expressdo e escreva sua resposta na forma a + bi.

1. (5-6i)+ (3 +2i) 2. (4—3)—(9+30)
3. 2+5)4—-10) 4. (1 —2i)(8 — 3i)
5 12+ 7i 6. 2i(3— i)

1+ 4i 3+ 2i
1. - 8. -

3+ 2i 1 — 4i

1 3

9. . 10. ,

1+ 4 — 3
1. 3 12, ;1%

13. v—25 14. -3y—-12

15-17 Determine o complexo conjugado e o médulo do nimero dado.
15. 12 — 5i 16. —1 +2.2i
17. —4i

18. Demonstre as seguintes propriedades dos nimeros complexos:
@z+tw=z+w b)) zw=zw
(c) z" = z", onde n € um inteiro positivo

[Dica: Escrevaz = a + bi,w = ¢ + di.]

19-24 Determine todas as solucdes da equag@o.

19. 4x> +9=0 20 x'=1

21 x*+2x+5=0 2 2x2—-2x+1=0
2. 77+z+2=0 8 72+2Z+5=0

25-28 Escreva o niimero na forma polar com o argumento entre O e 277.
25. —3 + 3i 2. 1-3i
2]1. 3+ 4i 28. 8i

29-32 Determine a forma polar para zw, z/w e 1/z colocando primeiro
z e w na forma polar.

2. z=3+i, w=1+.3i
30 =43 —4i, w=28i

MN.z=23 -2i, w=-1+i
32. ;=43 +i), w=-3—3i

33-36 Determine as poténcias indicadas usando o Teorema de De Moi-
vre.

33. (14 i)

3. (243 + 2i)°

3. (1 —3i)

36. (1 — i)

37-40 Determine as rafzes indicadas. Represente as raizes no plano
complexo.

37. Asraizes oitavas de 1.

38. As quintas raizes de 32.

39. As raizes cubicas de i.

40. As raizes cubicasde 1 + i.

41-46 Escreva o nimero na forma a + bi.

M. ™ 4. ™
3. ¢ 4. e "
45, o**im 46. ™

47. Use o Teorema de De Moivre com n = 3 para expressar cos 36 e
sen 36 em termos de cos 6 e sen 6.

48. Use a férmula de Euler para demonstrar as seguintes féormulas
para cos x € sen x:
eix + e*ix ei.r _ e*ix

sen x =
2 2i

49. Se u(x) = f(x) + ig(x) for uma fun¢do com valores complexos de
uma varidvel real x e as partes real e imagindria f(x) e g(x) forem
fungdes derivédveis de x, entfio a derivada de u estd definida como
u'(x) = f'(x) + ig'(x). Associe isso 2 Equagdo 7 para demonstrar
que F(x) = ¢’*, entdo F'(x) = re™ quandor = a + bi for um ni-

CoOS x =

mero complexo.
50. (a) Se u for uma funcdo a valores complexos de uma varidvel real,
sua integral indefinida J u(x) dx é uma primitiva de u. Calcule

je(H—i)x dx

(b) Considerando a parte real e a imagindria da integral da parte
(a), calcule as integrais reais

J e cos x dx e fe" sen x dx

(c) Compare com o método usado no Exemplo 4 da Secdo 7.1.



