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O valor exato de uma integral definida pode ser calculado pelo segundo teore- ! 7
1
{
1
i
l
i
{

. 1
ma fundamental do Calculo, contanto que uma antiderivada (ou integral inde-
Z finida) do integrando possa ser encontrada. Alguns métodos para avaliar inte-
{  grais indefinidas ja foram dados, € outros serdo apresentados neste capitulo.
3 Na Seccdo 9.1, discutimos as técnicas de integra¢do amplamente usadas, cha-
i madas de integracdo por partes, baseadas na férmula para a derivada de um
! produto. As duas secgdes seguintes dizem respeito as integrais de poténcias das
! funcdes trigonométricas. Integrandos envolvendo poténcias do seno e do co-
' seno aparecem na Seccdo 9.2 e aqueles contendo poténcias das outras quatro
‘ funcdes trigonométricas aparecem na Sec¢do 9.3. Substituicdes trigonomeétricas
@ : | sdo aplicadas na Sec¢do 9.4 para simplificar integrandos envolvendo Jar — x?,
i

- L e i M —-——_ LAY S
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NJa? + x2e~fx2 — a?. As fragdes parciais sdo usadas para integrar fungdes ra-
cionais nas Secgbes 9.5 e 9.6. Mais substitui¢des para avaliar integrais indefini-
das sdo dadas na Sec¢do 9.7. Os integrandos naquela sec¢do envolvem potén-
cias fraciondrias de uma variavel ou sdo poténcias racionais do seno e do co-
seno. Na Sec¢do Suplementar 9.8 as fung¢des hiperbdlicas inversas sdo aplica-
das na integragdo para dar novas formas de resultados obtidos anteriormente
através de outros métodos.

As vezes pode ser preferivel fazer uso de uma tabela de integrais, em vez
de efetuar uma integra¢do complicada. Uma pequena tabela de integrais pode
ser encontrada ao final deste volume e a Sec¢do A.1 no apéndice da instrugdes de
como usa-la. Algumas vezes é necessario empregar técnicas de integragdo para
expressar o integrando na forma em que ele aparece na tabela. Assim sendo,
vocé devera adquirir a capacidade de reconhecer qual a técnica a ser empregada
numa dada integral. Além disso, é importante desenvolver habilidades de cdl-
culo em todos os ramos da Matematica e os exercicios deste capitulo sdo uma
boa oportunidade de treino. Por essas razdes aconselhamos o uso das tabelas
de integrais somente depois que vocé dominar a integragao.

Na pratica, ndo é sempre possivel calcular uma integral definida através do
célculo de uma integral indefinida. Isto é, podemos ter uma integral definida
que exista, mas o integrando ndo tem uma antiderivada que possa ser expressa
em termos das fung¢des elementares. Um exemplo de tal integral definida ¢

12 _
f e Y dt

0

Uma calculadora programavel ou um computador utilizando os métodos nu-
méricos discutidos na Secgdo 5.10 podem ser usados para aproximar o valor
dessa integral definida. Outro procedimento é dado no Exemplo 2 da Sec¢édo
13.3, onde uma série infinita é usada.

As férmulas de integragdo indefinida que foram dadas nos capitulos anterio-
res e que sdo usadas com maior freqiiéncia sdo dadas abaixo e foram numera-
das para referéncias posteriores.

L fdu=u+c
2 fa du=au+ C onde @ é uma constante qualquer
3 (1) + g6 du = [ () du + [ g(u) du
un+1
4.fudu=n+1+C n# —1

5. Jd—u=1n}u|+C
u

a + C ondea > 0ea # 1

6. fa*du=—
7. feldu=e+ C

8. fsenuduz —cosu + C
9. fcosudu

10. fseczudu =tgu + C

senu + C

11. fcosecz udu = - cotgu + C
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12. fsecutgudu =secu + C

13. fcosec ucotgudu = —cosecu + C
14, ftgudu = In|sec u| + C

15. fcotgudu = In|sen u| + C

1

=5

. fsecudu = Infsec u + tg ul + C

17. fcosec u du = In|cosec u — cotg u| + C

~

18. i——— = sen~! M + C ondea > 0
a2 — u2 a
19. du = itg-‘l L ic ondea # 0
J a + u? a a
[ a1 u
20. ] T\/—__ﬂ = 2 sec a + C ondea > 0

21. fsenh udu = coshu + C

22, fcosh udu =senhu + C

23. fsechz udu =tghu + C

24, fcosechz udu = —cotghu + C
25. fsech utghudu = —sechu + C

26. fcosech ucotgh udu = —cosechu + C

9.1 INTEGRACAO POR PARTES  Da férmula da derivada do produto de duas fungdes obtemos um método de
integracdo muito util chamado integracdo por partes. Se f e g forem funcgdes
diferenciaveis, entdo

D.[f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x)
< f(¥g'(x) = D[ /(X)g(x)] — g(x)f"(x)

Integrando ambos os membros, iremos obter

J709 () dx = [ D190 dx ~ [ g0x)£'00) dx

[reag @ dx = 900 - | gorco ax W

Chamaremos (1) de férmula de integraciio por partes. Para propdsitos de cél-
culo existe uma maneira mais conveniente de escrever essa férmula, tomando

u=f(x) e v=gx)
Entdo

du=f'(x)dx e dv=g(x)dx
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assim sendo, (1) torna-se

Sudv=uv—§vdu 9))

Essa férmula expressa a integral S u dv em termos de uma outra integral,
g v du. Escolhendo adequadamente u e dv, pode ser mais facil calcular a

segunda integral do que a primeira. Quando escolhemos as substitui¢des para
u ¢ dv, em geral pretendemos que dv seja o fator do integrando mais complica-
do que se possa integrar diretamente, e que « seja uma fungdo cuja derivada
seja uma func¢do mais simples. A seguir estdo exemplos e ilustra¢gdes mostrando
o método.

» ILUSTRACAO 1 Queremos calcular

fx In x dx

Para determinar quais as substitui¢des para u e dv, devemos ter em mente
que para encontrar v precisamos saber integrar dv. Isso sugere que dv = x dx
¢ u = In x. Entao,

2
X dx
v=—+C;, e du=—
2 x

Da férmula (2)

x2 x2 dx
fxlnxdx=lnx<7+C1>—J(2 +C>x

2 : 1
:%]nx+C1lnx—ijxdx—c1 dx

2

x—]nx+C lnx—%—Cllnx+C2

2
=4x’Inx —ix2+ C, |

Na Ilustracdo 1, observe que a primeira constante de integracdo C, ndo apa-
rece na resposta final. C, foi usada somente para mostrar que todas as escolhas

de v da forma + x? + C, produzem o mesmo resultado para g X In x dx.

Essa situagdo vale em geral e provamos isso da seguinte forma: escrevendo
v + C, na férmula (2), teremos

Sudv uv + C) - S(v+C,)du

uv+C,u—Svdu—ClSdu

uv + Cu — Svdu— Cu

uv — §vdu

Assim sendo, é desnecessario escrever C, quando calcularmos v a partir de
dv.
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» ILUSTRAGAO 2 A resposta na Ilustracdo 1 pode ser escrita como
IxX(nx -+ C '

Verificamos esse resultado calculando a derivada de um. produto.

1 1 (1 1\
Dxlizxz(lnxwI):|=§x2(;>+x<lnx—§>

=1x+xlnx—ix
=xlnx - <
» ILUSTRACAO 3 Para calcular
fx3e"2 dx
usamos integragdo por partes com dv = xe*’ dx e u = x2. Entdo
v=1e" e du=2xdx
Da férmula (2)
J.x:’e"z dx = x*(ke*) — f(%exz)Zx dx
= ix2e** — fxe"z dx

it — 4+ C <

EXEMPLO 1 Calcule
fx cos x dx
Solucdo Seja u = x e dv = cos x dx. Entdo

du = dxev = senx

Assim

It

chosxdx X sen x — Ssenxdx

xsenx + cosx + C

» ILUSTRACAO4 No Exemplo 1, se em vez de nossas escolhas de u e dv con-
forme esta acima, tivéssemos tomado

u=cosx e dv=xdx

entao

du = —senxdx e v = 5x?

Assim’
2

1
fxcosxdx=x7cosx+§szsenxdx

A integral do segundo membro é mais complicada do que a que tinhamos inicial-
mente, indicando assim que as escolhas feitas para u € dv ndo sao boas. <«
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Pode acontecer que determinada integral exija repetidas aplicagdes da inte-
gracdo por partes. Isso esta ilustrado no exemplo abaixo.

EXEMPLO 2 Calcule
fxze" dx

Solucao Seja u = x? e dv = e* dx. Entao

du=2xdx e v=¢
Temos, entdo,

fxze" dx = x%e* -2 fxe" dx
Vamos aplicar a integragdo por partes ao segundo membro. Seja ¥ = x e
dv = e~ dx. Entdo,

di=dx e v=e¢€"
Obtemos assim

fxe" dx = xe* — fe" dx

=xe*— 2+ C

Logo

fxze" dx = x*e* — 2(xe* — e* + C)

= x%e* — 2xe* + 2" + C onde C = —2C

A integragdo por partes é freqientemente usada quando o integrando envol-
ve logaritmos, fungdes trigonométricas inversas e produtos de fungdes.

EXEMPLO 3 Calcule

S tg~! x dx
Solucao Seja u = tg-' x e dv = dx. Entao
dx
du = T e v=x
Assim
ftg"xdx=xtg"1x—— x dx
1+ x32

=xtg ' x—1In(1 +x})+C

Uma situac@o que ocorre as vezes quando estamos usando integragdo por par-
tes ¢ mostrada no Exemplo 4.



9.1 Integracdo por Partes 535

EXEMPLO 4 Calcule

S e* sen x dx

Solucéo Seja u = e*e dv = sen x dx. Entdo
du=e*dx e v= —cosx

Logo,
fe"sen.x dx = —e*cos x + fe" cos x dx

A integral do segundo membro € semelhante a primeira integral, exceto que em
vez de sen x temos cos x. Aplicamos a integra¢do por partes novamente, sendo
u = e* e dv = cos x dx. Entdo,

du = e*dx e Vv = senx

Assim,
Se"senxdx = —e*cos x + (exsenx — Se"senxdx>

Agora temos no segundo membro a mesma integral que no primeiro. Assim,
s€ somarmos S e* sen x dx a ambos os membros da igualdade, teremos

2 Se"senxdx = —e*cosx + esenx + 2C
Observe que o segundo membro da igualdade acima tem uma constante arbi-
traria, pois no primeiro membro temos uma integral indefinida. Essa constante
arbitraria foi escrita como 2C; assim, quando dividirmos por 2 os membros da

igualdade, a constante arbitraria na resposta sera C. Assim, temos

S e*sen x dx = te*(senx — cosx) + C

Ao aplicarmos a integrag¢do por partes em uma dada integral, um determina-
do par de escolhas para u e dv pode funcionar, enquanto que outro par pode
falhar. Vimos isso na Ilustracdo 4 € um outro caso ocorre na Ilustragdo 5.

» ILUSTRACAO 5 No Exemplo 4, na etapa em que tinhamos
Se*senxdx = —e*cos x + Se"cosxdx

se calcularmos a integral a direita tomando ¥ = cos x e dv = e* dx, temos
du = —senxdx ¢ v = e*

Assim, iremos obter

Se* sen x dx —e*cos x + <e" cos X + Se* senxdx>

=SeXSenxdx <
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Nos Exercicios 53 e 54 serd pedido que vocé derive as seguintes férmulas,
onde g e n sdo numeros reais nao-nulos.

eau

S e® sen nu du = 2+ {asen nu — ncos nu) + C A3)
eau
S e®™ cos nudu = 2T (@acosnu + nsennu) + C * @)

Integrais da forma daquelas em (3) e (4) s3o freqiientes em problemas envol-
vendo circuitos elétricos como nos Exercicios 55-57, pertencentes 4 Sec¢do Su-
plementar 7.8. '

EXERCICIOS 8.1

1. fxe” dx

Nos Exercicios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 36. Ache o volume do sdlido gerado pela rotacdo da regido do
Exercicio 35 em torno do eixo x.

2. f x €os 2x dx 37. Ache o volume do sélido gerado pela rotacdo da regido do
Exercicio 35 em torno do eixo y.

4. f x 3% dx 38. Ache a 4rea da regido limitada pela curva y = x cosec? x,

3. fxsecxtgxdx
5. [Inxdx

7. f(lnx)zdx

9, fx tg~! x dx

xe*
11. J m dx
13. fsen x In(cos x) dx
15. fe" cos x dx
x3 dx

NI

17.

6. fsen'l w dw

pelo eixo x e pelas retas x = —é—n ex = %ﬂ.
39. Ache a drea da regido limitada pela curva y = 2xe ~*2, pe-

8. fx sec? x dx lo eixo x e pela reta x = 4.
40. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno do
10. f x* In x dx eixo x da regido do Exercicio 39.
41. A densidade linear de uma barra num ponto a x m de um
12. fxz sen 3x dx extremo é 2¢ ~* kg/m. Se a barra tiver 6 m de comprimen-
to, ache a massa e o centro de massa da barra.
14. f sen(ln x) dx 42, Ache o centréide da regido limitada pela curva y = e*, pe-
s .2 los eixos coordenados e pela reta x = 3.
16. f x> e* dx 43. Ache o centroide da regido no primeiro quadrante, limitada
sen2x pelas curvas y = sen x, y = cos x e pelo eixo y.
18, = dx 44. A regifio no primeiro quadrante, limitada pela curva y =

= cos x e pelasretas y = 1 e x = 3, gira em torno da

19. J‘ %2 senh x dx 20. f e* dx da reta x = . Ache o volume do sélido gerado.
J1 — e 45. Um tanque cheio de 4gua tem a forma de um sélido de revolu-
¢do formado quando a regido limitada pela curvay = e %,
cotg~ 'z ~ - A
21 | == Y24, 22. f cos™ ! 2x dx pelos eixos coordenados e pela reta x = 4 gira em torno do
\/; eixo x. Ache o trabalho realizado ao bombear toda a 4gua
_ para a borda do tanque. A distincia é medida em metros.
2. f cos \/; dx u. f g™ \/;dx Tome o eixo x vertical e orientado para baixo.
Nos Exercicios de 25 a 34, calcule a integral definida. -46. Uma particula move-se ao longo de uma reta sendo a distan-
) ) cia da particula a partir da origem em ¢ s igual a s m. Se
25. fo x?3% dx 26. f_l In(x + 2) dx vm/s for a velocidadeem t's,s = Oquando? = 0,ev - s =
n/3 72/2 = t sen ¢, ache s em termos de ¢ e também s quando ¢ = .
27. fo sen 3x cos x dx 28. fo cos \/X dx 47. A fungdo custo marginal ¢ C’ e C’(x) = In x, onde x > 1.
29. f: xe?* dx 30. f fﬂ z? cos 2z dz Ache a fungio custo total se C(x) for o custo total da produ-
T 1 - ¢30 de x unidades e C(1) = 5.
3L fo e’ sen 4x dx 32 fo X sen—" x 'dx 48. Um fabricante descobriu que se 100x unidades de uma mer-
13, J"‘ sec™ !\t dt 4. J‘3"/4 X cotg x cosec x dx cadoria forem produzidas por semana, o custo marginal se-
L 4 ) ra determinado por x2*2, e o rendimento marginal sera de-
35. Ache a 4rea da regifio limitada pela curva y = In x, pelo eixo terminado por 8 - 2 ~*2, onde o custo de producio e o ren-

x e pela reta x = e2,

dimento s3o em milhares. Se os custos fixados semanalmen-
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te chegam a $ 2.000, ache o lucro semanal maximo que po-
der4 ser obtido.
49. (a) Deduza a seguinte férmula, onde r ¢ um nimero real

qualquer.
xr")‘l r+1
X lx————+Cser#—1
fx’lnxdx: r+1 nx (r+1)? r#
: Inxy*+C ser=—1

(b) Use a formula da parte (a) para calcular S x3 In x dx.

50. (a) Deduza a seguinte férmula, onde r e g sdo niimeros reais

quaisquer:
r+1 q
 nxt 4 x(Inx)?" 'dxser # —1
r+1 r+1
fx'(ln xPdx =<
(In x)7*!
—— 4+ Cser=—-1¢ g#—1
q+1
(b) Use a férmula deduzida em (a) para calcular
f x*(In x)? dx
51. (a) Mostre que se m > 2 e m for inteiro,
m-2 -2
fsec"‘ xdx = =5 xtgx m sec™ 2 x dx
m—1 m—1

(b) Use a férmula da parte (a) para calcular S sec® x dx.
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52. (a) Deduza a seguinte férmula, onde 7 é qualquer nimero
real:

fx'e" dx =x"e —r fx’“ le* dx

(b) Use a férmula derivada em (a) para encontrar
f x*e* dx.
53.V Deduza a férmula (3).

54. Deduza a férmula (4).

Os Exercicios de 55 a 57 referem-se @ Sec¢do Suplementar 7.8.

55. Um circuito .elétrico tem uma forga eletromotriz de
10 sen 10 ¢ volts em ¢ s e um resistor de 3 ohms, além de um
indutor de 1 henry ligado em série. Se a corrente for i ampeé-
resemtsei = 0, quando ¢t = 0, encontre (a) { quando
t = 0,1 e (b)iquando t = 3.

56. Um circuito elétrico tem uma forg¢a eletromotriz de
100 sen 200 ¢ volts em # s € um resistor de 10 ohms, além de um
indutor de 0,1 henry ligado em série. (a) Se a corrente for
iampeéresem tsei = 0 quando ¢ = 0, expresse i como uma
funcéo de . (b) D& um valor aproximado de / para valores
maiores de ¢ em termos de fungdes seno e co-seno.

57. Faga o Exercicio 56 se o circuito elétrico tiver uma forca ele-
tromotriz de 120 sen 1207 ¢ volts e um resistor de 100 ohms;
as demais condi¢des sd0 as mesmas.

9.2 INTEGRACAO DE
POTENCIAS DE

SENO E CO-SENO

» ILUSTRACAO 1

Vamos considerar quatro casos de integrais indefinidas envolvendo poténcias
de seno e co-seno, conforme as poténcias sejam pares ou impares.

Caso 1: S sen” u du ou S cos” u du, onde n é um inteiro impar.

fcos3 xdx = jcosz X{cos x dx)

= f(l — sen? x)(cos x dx)

= fcos x dx — fsenz X cos x dx

(M)

Para a segunda integral do lado direito de (1) observe que sendo d(sen x) =

= cos x dx, temos

S sen? x(cos x dx) = + sen’ x + C,

Como a primeira integral do lado direito de (1) é sen x + G,

S cos®’ x dx =

senx — +sen’x + C
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EXEMPLO 1 Calcule
g sen’ x dx
Solugdo

S sen®* x dx = | (sen? x)? sen x dx

(1 — 2 cos?x + cos* x) sen x dx

S

= S (1 — cos? x)? sen x dx
)
J

sen x dx — ZSCOSZXSCledx-i- Scos“xsenxdx

—Ccos x + 2 Scosz x(—sen x dx) — Scos“ x(—sen x dx)

—cosx + +cos*x — Lcos’x + C

Caso 2: S sen” x cos™ x dx, onde pelo menos um dos expoentes é impar.

A solucdo desse caso é semelhante a4 do Caso 1.
> ILUSTRACAO 2

S sen® x cos* x dx = | sen? x cos* x(sen x dx)

S (1 — cos? x) cos* x(sen x dx)
S cos* x sen x dx — S cos® x sen x dx

= —+cosx + +cos’x + C <

Caso 3: S sen" u du e g cos” u du, onde n ¢ um inteiro par.

O método usado no Caso 1 e no Caso 2 ndo funciona neste caso. Usaremos
as seguintes identidades trigonométricas:

1 —cos 2x 5 1 + cos 2x
sen2x=f cos x:——z—

» ILUSTRACAO 3

fsenzxdx=fl%szxdx

=3x—4isen2x + C <

Caso 4: S sen” x cos™ x dx, ambos m e n sdo pares.

A solugdo deste caso é semelhante 4 do Caso 3.
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EXEMPLO 2 Calcule

fsenz x cos* x dx

Solucao

f sen? x cos* x dx

B 1 —cos2x\ /1 + cos 2x zdx
B 2 2

1 1 1. '
fdx + 3 ~[cos 2x dx — 3 Jcos2 2x dx — chos3 2x dx

1
+ —sen2x —

_1
8
L.
8% " 16 8

1J‘1+cos4x

> dx — % j(l — sen?2x) cos 2x dx

____——ngOSZxdx+%Jsen22xcos2xdx

x sen2x send4x sen2x sen’2x

%67 16 e 16 T 4 €
x sen®2x sen 4x
=—+———-——+4+C

16 48 64

EXEMPLO 3 Calcule

f sen* x cos* x dx

Solugdo Se usarmos a identidade sen x cos x = + sen 2Xx, teremos

-
fsen“ x cos* x dx = — | sen* 2x dx

1 (/1 —cos4x)\?
AT

=— dx———fcos4xdx+—- cos? 4x dx

64

x sendx 1 + cos 8x
=——— ——dx

64 128 64 2

_i_M+L+M+C
T 64 128 128 1024

_'ﬂ3i_sen4x+sen8x+c
128 128 1024
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EXEMPLO 4 Ache o centréide da regido no primeiro quadrante, a esquerda
da reta x = 4 e limitada pela curva y = sen x, pelo eixo x e pela reta x = R
Solugao Vamos usar os simbolos A, M,, M,, X e y definidos na Sec¢io 6.4.

A regido e o i-ésimo elemento retangular estao na Figura 1. Prlmelro vamos
calcular a area da regido.

n
lim Y seny; Ax
lHal|=0 i=1

/2
= fo sen x dx

A=

]n/Z
= —CO0S X

0
=1

Aplicamos a Defini¢do 6.4.2 para calcular M, e M,. Para calcular M, usare-

mos integragdo por partes com ¥ = x e dv = sen x dx.
n n
= lim z i[seny]*Ax  M,= lim Y y;seny; Ax
llalj—0 i= llafj—0 i=1
/2 /2
Z%f" sen? x dx =f0 X sen x dx
n/2 n/2
1 (72 —cost = —xcosx]o +f0 cos x dx
—Z'J‘ dx /2
= —X COS X +senx]0
=1 [ —%sen2 ] 2
=3z 2 X = —jncosin +senin
= i[4n] !
=in
y
1~ (y, senvy,) '
(v, sen v, -\sy — senx Logo,
- (y,, 3 seny,) ,7:%' y:,%
o A A
VAN * _1 _
x5 —— X; —1 - 1
Aix L
1 = §n
FIGURA 1

Assim, o centréide esta no ponto (1, +7x).

O proéximo exemplo envolve um outro tipo de integral contendo um produto
de seno e co-seno.

EXEMPLO 5 Calcule

fsen 3x cos 2x dx
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Solucio

sen mx Cos nx =

S sen 3x cos 2x dx

541

Vamos usar a seguinte identidade trigonométrica:

> sen(m — n)x + 5 sen(m + n)x

S 4 sen x + + sen 5x) dx

%S sen x dx + %SsenSxdx

-4 Ccosx — G5 cos 5x + C

EXERCICIOS 9.2

Nos Exercicios de 1 a 24, calcule a integral indefinida.

23

1. fsen“ X cos x dx 2, fsens X cos x dx
3. fcos3 4x sen 4x dx 4. f cos® 4x sen +x dx
5. fsen’ x dx 6. f sen? 3x dx
7. fsen“ zdz 8. fcosf’ x dx
9, fc052 1x dx 10. J‘sen3 x cos® x dx
11. fsenz x cos® x dx 12. fcos6 x dx
13, fsen5 x cos? x dx 14. fsenz 2t cos* 2¢ dt
15. fsen2 3t cos? 3¢ dt 16. f\/msem zdz
17. cos® 3x dx 18. J'sen3 4y cos? +y dy
3fsen 3x
19. fcos 4x cos 3x dx 20. fsen 2x cos 4x dx
S 2L fseu. 3y cos Sy dy 22. fcos tcos 3t dt

X f(sen 3t — sen 20)? dt 24, fsen x sen 3x sen 5x dx

Nos Exercicios de 25 a 32, calcule a integral definida.

25.
27.
29.
31. f:/s sen 3x cos 5x dx

33.

34.

f"n cos® x dx 26. fl sen’® 47t dt
0 0

. 3
fol sen* +7x dx 28. f:/ sen® ¢ cos? ¢ dt

6
fol sen? 7t cos? rtt dt 30. J:q sen 2x cos 4x dx

/2
32. fo sen? 3-x cos? +x dx

Calcule | 2 sen x cos x dx por trés métodos: (a) fazendo

a substituicdo ¥ = sen x; (b) fazendo a substitui¢do ¥ = cos x;
(c) usando a identidade de 2 sen x cos x = sen 2x. Explique
a aparéncia diferente das respostas obtidas em (a), (b) e (c).
Se n for um inteiro positivo qualquer, prove que

* sen? = 1
fo sen* nx dx = 5 nx

3s.

Se n for um inteiro positivo impar, prove que

J: cos"xdx =0

Nos Exercicios de 36 a 38, m e n sd@o inteiros positivos; mostre
que a formula dada é verdadeira.

36.
37.

38.
39.
40.
41.

42.

'43.

44.

45.

46.
47.

0 sem#n

1
f COS nmx cos mnx dx =
-1 1 sem=n

i
f_l cos nnx sen mnx dx = 0

0 sem#n

1
f sen nmx sen mnx dx =
-1 1 sem=n

Ache a drea da regido limitada pela curva y = sen? x e pelo
eixoxdex =0ax = n.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo de um arco da
sendide em torno do eixo x.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagido da regido do
Exercicio 39 em torno do eixo x.

A regido no primeiro quadrante limitada pela curva y = cos x
epelasretas y = 1 e x = 7 gira em torno do eixo x. Ache
o volume do sélido gerado.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
Exercicio 39 em torno da reta y = 1.

A regido limitada pelo eixo y e pelas curvas y = sen x e
y = cos x para 0 € x < 4 gira em torno do eixo x. Ache
o volume do sélido de revolugdo gerado.
Ache o centréide da regido de x lax
pela curva y = cos x e pelo eixo x.

Ache o centrdide da regido descrita no Exercicio 44.

Prove
1
jsen" “2udu

se n for um inteiro positivo maior que 1.

< limitada

1 _
fsen" udu= ——sen" ' ucosu +
n
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48. Prove O Exercicio 49 refere-se a Secgcdo Suplementar 6.7.

49. A face de um dique tem a forma de um arco da curva
fcos" wdu=Lcos N usenu + " | cos" 2 u du » = —100 cos 55 mx, x € [—100, 100}, e a superficie da
n n dgua chega até a borda do dique. Ache a forga decorrente

da presséo da dgua na face do dique se a distancia for medi-
se n for um inteiro positivo maior que 1. da em metros.

9.3 INTEGRACAO DE  Vamos lembrar as seguintes férmulas envolvendo tangente, co-tangente, secan-

POTENCIAS DA TANGENTE, te e co-secante:
CO-TANGENTE, SECANTE E
CO-SECANTE ftg u du =ln|secu| + C fcotg udu =In |senu| + C

fsecudu=1n|secu+tg ul + C fcosecudu=ln|cosec u—cotgu|+C
fseczudu=tgu+c fcoseczudu= —-cotgu + C
fsec utgudu=secu+ C fcosec ucotgudu = —cosecu + C

Com essas férmulas e as identidades trigonométricas
1 + tg2u = sectu 1 + cotg?u = cosec? u

podemos calcular integrais da forma

S tg™ usec"udu e S cotg™ u cosec” u du 1)
onde m e n sdo inteiros ndo-negativos.
» ILUSTRACAO 1

(a) S tg2 x dx = S (sec2x — 1) dx (b) S cotg? x dx = S (cosec® x — 1dx

=Sseczxdx—5dx =Scosec2xdx—5dx
=tgx —x + C =——cotgx—x+(<?

Vamos distinguir agora os varios casos das integrais da forma (1).

Caso 1: S tg” u du ou g cotg” u du onde n é um inteiro positivo.

Escrevemos
tg"u = tg" - 2utg?u cotg” u = cotg” ~ 2 u cotg? u
=tg" " 2u(sectu — 1) ' = cotg” ~ 2 u(cosec’ u - 1)

EXEMPLO 1 Calcule

g tg? x dx
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Solugdo

S tg? x dx tg x(secz x — 1) dx

)
J

S tg2x + l_n.]cos x| + C

tg x sec? x dx — Stgxdx

EXEMPLO 2 Calcule
S cotg* 3x dx

Solugéo

S cotg® 3x dx S cotg? 3x(cosec? 3x — 1) dx

S cotg? 3x cosec? 3x dx — S cotg? 3x dx

+(—cotg? 3x) — S (cosec? 3x — 1) dx

— +cotg? 3x + +cotg3x + x + C

Caso 2: S sec” u du ou S cosec” u du, onde n é um inteiro par positivo.
Escrevemos
sec” u = sec” ~2 u sec* u T Ucosec™ w = cosec™ 2 wcosect u
= (tg?u + D" - D2sectu (cotg?u + 1) -2 cosec* u

EXEMPLO 3 Calcule
S cosect, x dx
Solugdo

(cotg? x + 1)? cosec? x dx

S cosec® x dx

S cotg*x cosec2x dx + 2 S cotg?x cosec’x dx + S cosec? x dx

~+cotg x — %cotg’>x — cotgx + C

Caso 3: S sec” u du ou 5 cosec” u du, onde n é um inteiro impar positivo.

Para integrar porténcias impares de secante e co-secante, usaremos integra-
¢do por partes. O procedimento esta ilustrado no exemplo a seguir.

EXEMPLO 4 Calcule
5 sec® x dx

Solucéo Seja u = sec x e dv = sec? x dx. Entdo

du = secxtgxdx e v =tgx
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Logo,

§sec3xdx sec x tg x — Ssecxtg2xdx

gsec3xdx = secxtgx — Ssec x(sec2x — 1) dx

fsec3xdx sec x tg x — gsec3xdx+ gsecxdx

Somando S sec? x dx a ambos 0s membros, obtemos

ZSsec3xdx = sec xtg x + Infsec x + tg x|-+ 2C

Ssec3xdx = ysecxtg x + +In|secx + tg x| + C

Caso 4: Stg”‘ u sec” u du ou S cotg™ u cosec” u du, onde n é um inteiro par

positivo.
Esse caso esta ilustrado pelo exemplo a seguir.

EXEMPLO 5 Calcule

S tg’ x sec* x dx
Solucdo
§ tg’ x sec* x dx = S tg® x(tg? x + 1) sec? x dx
= Stg7xsec2xdx + 5tg5xsec2xdx

= 4tgfx + +tgfx + C

Caso 5: S tg™ u sec” u du ou S cotg™ u cosec” u du, onde m é um inteiro

impar positivo.
O proximo exemplo ilustra esse caso.

EXEMPLO 6 Calcule

S tg® x sec’ x dx

Solugédo

thsxsedxdx = Stg“xsec“xsecxtgxdx

= S (sec? x — 1)? sec® x(sec x tg x dx)
= S sec¥ x(sec xtg x dx) — 2 S sec® x(sec x tg x dx) + S sect x(sec x tg x dx)

= rsec!! x —Zsec® x + +sec’x + C
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Caso 6: E tg™ u sec™ u du ou S cotg™ u cosec™ u du, onde m é um inteiro par

positivo € n € um inteiro impar positivo.
O integrando pode ser expresso em termos de poténcias impares de secante
ou co-secante. Por exemplo,

ftgz x sec® x dx = J‘(sec2 x — 1) sec? x dx

= fsecs xdx — fsec3 x dx

Para calcular cada uma dessas integrais usamos integragdo por partes, confor-
me foi indicado no Caso 3.

EXERCICIOS 9.3
Nos Exercicios de 1 a 30, calcule a integral indefinida.
1. ftgz S5x dx 2. fcotgz 4t dt 3 fx cotg? 2x? dx
4, fe" tg2(e®) dx
7. ftg“ 3xdx

5. f cotg® ¢ dt
8. fcotgs 2x.dx

6. ftg“ x dx
9. fsec‘* x dx
11. fcosec’ x dx 12. fsecs x dx

4,
id. fsec (In x) ix

10. f cosec* x dx
13. fe" tg*(e®) dx
x

15. ftg“ x sec* x dx 16. ftgs x sec® x dx

17. fcotgz 3x cosec® 3x dx 18. f (sec 5x + cosec 5x)? dx

[ dx
19. | (tg 2x + cotg 2x)? d. 20, | ———
f (te g 2)° dx J 1 +cosx
2 -1 [ tg? Jx
21. J S dw n [,
cos?w J . \/;
»
tg' y
23, |tg’3xd 24, | ——d
f g oxax J sec®y Y
r d 4
5 | — = 2. | S2ECX g
J 1+ seciu cotg? x
F cond r s
2. sei X 28, sen6 nx
J tg'x J cos® mx
[ o3 6 [ sec*
29. tg’(In x) sec®(ln x) de 30 sec” w dw
J x JNtgw

Nos Exercicios de 31 a 36, calcule a integral definida.
/12 7/6 4
3L fm 32. (70 3 sec* 2t de
n/3 3
/4 6 tg° x
33. ™, sec® x dx 34, J =2 dx

o Secx
™2 cos* t
35 =g
nja SENG

tg? 4x dx

/4 3
36. f"/ ¢ cotg’ w dw

37. Ache a drea da regido limitada pela curva y = tg? x, pelo
eixo x e pela reta x = + 7.

38. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido limi-
tada pela curva y = 3 cosec? x, pelo eixo x e pelas retas
X = %n ex = %n em torno do eixo x.

39. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regiio limi-
tada pela curva y = sec? x, pelos eixos ¢ pela reta x = %
em torno- do eixo x. '

cosec” x

40. Prove: S cotg x cosec”" x dx = — + C,sen #0.
n
n =1
41, Prove: S tg" x dx = 2 lx - Stg" -2 x dx, se
n -

n for um inteiro positivo maior do due 1.

42. Deduza uma férmula similar aquela do Exercicio 40
para | tg x sec” xdx, se n # 0.

43. Deduza uma férmula similar aquela do Exercicio 41
para S cotg” x dx, se n for um inteiro positivo maior do

que 1.

9.4

INTEGRACAO POR
SUBSTITUICAO
TRIGONOMETRICA

Se o integrando contiver expressdes do tipo \/; - u?, \/az + u?, ou \/u2 - a2,
onde @ > 0, em geral € possivel efetuar a integragdo através de uma substitui-
¢do trigonométrica que levara a uma integral envolvendo fung¢des trigonométri-
cas. Vamos considerar cada forma como um caso separado.

Caso 1: O integrando contém uma expressdo da forma /a2 — u?2, onde a > 0.
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Vamos introduzir uma nova varidvel 8 tomando ¥ = a sen 6, onde

0<0<+n seu>20 ¢ —57<0<0 seu<0

Entdo du = a cos 6 do, e
Ja* —u? = \Ja®> — a* sen? 0
= Ja*(1 — sen20)
= qg./cos? 0
Como —+7 < 6 < 57, cos 8 > 0. Entdo «/cos* § = cos 6, e

Ja* —u*=acos
1

Como sen 8 = u/ae —yn < 0 < 57,

u
6 =sen-! —
a

EXEMPLO 1 Calcule

o=

. X

dx

/
Solugéo Sejax = 3senf,onde0 < < Trsex>0e -4 <O <O0se
x < 0. Entdodx = 3 cos 8 dOe

9 — x2 =49 —9sen26
= 3./cos? @

=3c¢cosf
Logo,
[ /9 — x? 3cos
J de—fgsen20(3c059d6)
= fcotgz 6 de

= J‘(cosec2 6 —1)de
=—cotgd — 6 + C

Como sen § = +xe —47 < 0 < 37, 6 = sen~! 4x. Para encontrar cotg 6,
consulte as Figuras 1 (para x > 0) e 2 (para x- < 0). Observe que em ambos
os casos cotg 8 = /9 — x2?/x. Logo,

[ B

dx = ———~sen—‘i+C
X 3

Caso 2: O integrando contém uma expressao da forma +/a? + u?, onde a > 0
Introduzimos uma nova varidvel 8 fazendo u = a tg 6, onde

0SO<+m seu»0 e -571<0<0 seu<0
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Entdo du = asec2 0 db, e
V@i +u? = Ja> + a2 g2 6
=aJl+1tg26
= a\/sec? 0
Como — 47 < 6 < 47, sec § > 1. Assim fsec? 8 = sec 6, e
Ja& +u? =asect

Comotg 0 = u/ae —+n < 0 < 4=,

0=tg!

ISEURN

EXEMPLO 2 Calcule

f\/xz + 5dx
Solugéo Substituimos x = /5 tg 6, onde 0 < 0 < s se x = 0e
~37 <6 <0sex <0.Entdodx = VSsec’9 df e

IxP+5=/5tg28 + 5

= /5\/sec? 0

=/5sect
Logo,
fx/x2 +5dx = fﬁ_ sec 0(+/5 sec? 6 db)
=5 f sec® 0 dO

Usando o resultado do Exemplo 4 da Sec¢do 9.3, temos
f\/xz +5dx = 3secOtgh + $1In|secOd + tg ] + C

Determinamos sec 6 das Figuras 3 (para x > 0) e 4 (para x < 0), onde
tg & = x/V5. Em ambos os casos vemos que sec 0 = /x* + 5/V5. Logo,

5 YxP+5 x5 WxEP+5  x
VX +Sdx=zF—— =+ In|———+-"=
Jeesin TG F G s

=P+ 5+3x2+5+x—3n/5+C

=3xJx? +54+3In(/x*+5+x) +C,

Observe que substituimos — 3 In V5 + C pela constante arbitraria C,. Além disso,
como +/x* + 5 + x > 0, retiramos as barras de valor absoluto.

+C

Caso 3: O integrando contém uma expressdo da forma «/u? — a2, onde a > 0.
Introduzimos uma nova varidvel fazendo ¥ = a sec 6, onde

0K6<+47m seuz2a e n<0<3n seu< ~a
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Entdo du = asec0tg 8 dfe

Ju? — a? = \Ja? sec? 6 — a?

= Ja*(sec? § — 1)
=a1g? 6

Como0 <8 <trnoum <0<, tgh > 0. Assim,Vig?8 = tg 6, e temos

Jur —a* =atgh

Como sec 8 = u/a e 6 estd em [0, +m) U [x, 37),

. u
0 =sec”! -
a

EXEMPLO 3 Calcule

dx
Jx%/ﬂ
Solucédo Sejax = 3secf,onde0 < 0 < trsex>3emr <6< Fmse
X < —3.Entdodx = 3secOtghdie
Ix2—9=.9sec20—9
=3/tg2 6

=3tg6

Logo,
3secHtg 6 do

dx
jx3,/x2_9—J27sec39-3tg0

=ﬁfcos-29d9

=—;7f(1 + cos 20) d6

+(0 + Lsen26) + C
(0 + senfcos 6) + C

]

Como sec § = +x e 6 estd em (0, +7) U (7, 27), & = sec™' +x. Quando
x> 3,0 < 6 <5, e obtemos sen 8 e cos O da Figura 5. Quando x < -3,
T < @ < 4nm, e obtemos sen 6 e cos 6 da Figura 6. Em ambos os casos

sen 8 = Jx2 — 9/x e cos & = 3/x. Logo

> 1 sec™! - -
x3,/x2_9~54 3 X

1 L X ;
L Lk,
525 37 s T

EXEMPLO 4 Calcule

dx
f Jx2 =25
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+ Solucido Sejax=55ec0,onde0<9<%7zsex>5en<9<%7tse
x < —S5.Entdodx = SsecOtgOdie

JxF =25 = /25 sec? 6 — 25

= 5/tg? 0

X2 =25 =5tg 0

Logo

SsecOtg 0de

dx
J‘\/xZ—ZS_j Stg 0

0]

¥x>S5
FIGURA 7 = fsec 6 do

=In|sec 0 + tg 6] + C

Para encontrar tg 6, consulte a Figura 7 (para x > 5) e a Figura 8 (para
4 x < —5). Em ambos os casos, sec 0 = +xetg § = +x? — 25. Temos,
s / \ ) ) . s g 3

entao,
/x2 _.2.

ln

J' dx

D Jx2 =25 5

—Vxz =25 —x =lInlx + /x> =25|-In5+C
= ln,x + \/x—z_:_2_5| +C,

x< =5
EXEMPLO 5 Calcule

2 dx
p (6 —x?)2

Solucdo Para calcular a integral indefinida S dx/(6 — x**? fazemos a

FIGURA 8

substituicéo X = \/_ sen 6. Nesse caso, podemos restringir 8 ao intervalo

0 < 6 < 4, pois estamos calculando uma integral definida para a qual x>0,

uma vez quexestaem [1, 2]. Assim, x = \/——sene 0<6<gmedx =
\/_ 6 cos 0 df. Além disso,

(6 — x*)** = (6 — 6 sen? §)*/?
= 6\/3(1 — sen? 0)%/2

= 6./6(cos? 6)*?
= 6+/6 cos® 0
Logo,
J f 6 cos 6 do
2)3”'2 6/6 cos® 0
1

=8Jc0520

= é jsecz 0do

=itgf + C
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Encontramos tg 6 da Figura 9, na qual sen § = x/V6 e 0 < 0 +n. Assim,

tg 6 = x/\/6 — x?, e portanto
[ dx X

I N

Logo,

+C

o2 dx X 2
CJ1 (6= x2)32 B 66 — x":Il

30
FIGURA 9
EXERCICIOS 9.4
Nos Exercicios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 27 j 33 dx 28 [t x2dx
I [ dx 2 r'\/4——vx2d 3 J' dx s x2yxt+9 " Jo V4 —x?
B .| ———dx . | — N
J x2/4 — x? J x? x+/x2 + 4 2. Jé dx 30. } dx
F x2dx r dx 4 xi/x* -4 D x4 x4+ 3
4 - 5. | ——— 6 f\/l —u? du oy
JVxT+6 JXV25 =X 3 [ x225 =5 dx 2| 2
r ’ r 2 0 (w? — 4)3?
7 dx 8 dw x2 dx Ja
J Ux?—a? B VN e (x% + 4)? _ 33. Use os métodos das secgbes anteriores (isto é, sem substitui-
10 r dx " r dx 0 dx ¢do trigonométrica) para calcular as integrais:
N rumper N G N 5x dx
4+ x?)*? (4x? —9)*? x*J/16 + x? (a) j _3dx (b) J —
LY LY
fooar F %3 dx xV4x? -9 V3 -=2x?
13. /T ‘ 14. o) 34. Ache a area da regido limitada pela curva y = x2 — 9/x2,
° Ve + ° pelo eixo x e pela reta x = 5.
15 dx 16 dx B 35. Ache o0 comprimento do arco da curva y = In xentre x = 1
J Vax+x2 J Véx — x? ex = 3.
~ dx » dx 36. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
17. T 18. - Exercicio 34 em torno do eixo y.
J 6 —dx—x9 J xyx* -4 37. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido a di-
f sec? x dx [ e*dx reita do eixo y, limitada pela curva y = x¥9 - x2 e pelo
19. (4 — tg? x)? 20. (9e = + 1)72 eixo x, em torno do eixo x.
" 1n® w dw S Az 38. Ache o comprimento do arco da parabola y = x? de (0, 0)
2], | — 2| —- a(l, 1.
J wiln?w— 4 J (2% — 6z + 18)*? 39. Ache o centro de massa de uma barra com 8 cm se a den-
r e dt rJ16 = e2* sidade linear num. ponto a x cm do extremo esquerdo é
23. (ezz‘—+ 8e* +_7)3/2 24. T dx p(x) g/cm onde p(x) = /x2 + 36.

Nos Exercicios de 25 a 32, calcule a integral definida.

2 3 4
x> dx 26. dx
o (16 + x2)3/?

0 16 — x?

25.

40. A densidade linear de uma barra num ponto a x m de um
extremo é /9 + x2 kg/m. Ache a massa e o centro de mas-
sa da barra, sabendo que ela tem 3 m.

41. Ache o centréide da regido limitada pela curva
yx* = {x? = 9, pelo eixo x e pela reta x = 5.
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da regido cercada por uma circunferéncia com r unidades de
raio.

Os Exercicios de 43 a 45 referem-se a Sec¢do Suplementar 6.7.

43. Uma tubulagdo horizontal cilindrica tem um didmetro inter-

no de 4 m e tem uma extremidade fechada por um registro
circular que se ajusta a tubulagdo. Se a tubula¢do contiver
4gua até uma profundidade de 3 m, ache a for¢a no registro,
exercida pela pressdo da agua.

45.

551

42. Use integragio para obter nr? unidades de drea para a area  44. Uma comporta num canal de irriga¢do tem a forma de um

segmento de circulo com 40 cm de raio. A parte superior da
comporta é horizontal e 30 cm acima do ponto mais baixo.
Se o nivel da dgua estiver 20 cm acima da borda da compor-
ta, ache a forca sobre ela, exercida pela pressdo da dgua.
Um tanque de automovel tem a forma de um cilindro circu-
lar reto com 8 cm de raio, com um eixo horizontal. Ache a
forga total num extremo, quando a gasolina atingir 12 cm
de profundidade, sabendo que a densidade da gasolina é
p g/cm3,

9.5 INTEGRACAO

DAS FUNCOES RACIONAIS

POR FRACOES PARCIAIS QUANDO
0 DENOMINADOR TEM SOMENTE

Da defini¢do de funcdo racional, H sera racional se H(x) = P(x)/Q(x), onde
P(x) e Q(x) sdo polindmios. Vimos previamente que se o grau do numerador
nao for menor do que o grau do denominador, temos uma fra¢do improépria
e, nesse caso, dividimos o numerador pelo denominador até obter uma fracao

FATORES LINEARES  propria, isto ¢, uma fragdo cujo numerador tenha grau menor do que o grau
do denominador. Por exemplo,
x4—10x2+3x+1_x2 6-+-3x_23 .
x*—4 - x?—4

Assim, se quisermos integrar

J

o problema se reduz a integrar

f(x2—6)dx+f3)c—_2dx

x* — 10x? + 3x + 1

d
x?—4 X

x2—4
Em geral, entdo, estamos interessados em calcular integrais do tipo

P
()

onde o grau de P(x) é menor do que o grau de Q(x).

Para fazer isso, em geral é necessario escrever P(x)/Q(x) como a soma de
fragées parciais. Os denominadores das fra¢des parciais sdo obtidos fatorando
Q(x) num produto de fatores lineares e quadraticos onde os fatores quadrati-
cos ndo tém zeros reais. Algumas vezes pode ser dificil encontrar esses fatores
de Q(x); porém, um teorema-de Algebra Avancada estabelece que teoricamente
isso sempre pode ser feito.

Ap6s fatorar Q(x) num produto de fatores lineares e quadraticos, o método
de determinar as fragdes parciais ird depender da natureza desses fatores. Va-
mos considerar separadamente os varios casos. Os resultados de Algebra Avan-
¢ada, que ndo estdo provados aqui, fornecem a forma da fragdo parcial em cada
caso.

dx

Caso 1: Os fatores de Q(x) sdo todos lineares e nenhum é repetido. Isto é,

O(x) =(a,x + b)a,x + by)...(a,x + b,)
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onde ndo existem dois fatores idénticos. Nesse caso escrevemos
P(x) A A, A,
= +o+—"
Ox) ax+b, ayx+b, a,x + b,
onde A,, A,, ..., A, sdo constantes a serem determinadas.
Observe que na igualdade acima, em vez de = usamos = (que se 1€ idénti-

¢0), pois (1) é uma identidade.
A ilustrag@o a seguir mostra como obter os valores de A,.

» ILUSTRACAO 1 Para calcular
(x — 1)dx
x3 — x% — 2x
fatoramos o denominador obtendo

x—1 _ x—1
x3—x2—=2x  x(x—=2(x+1)

Assim,
x—1 A B C
X

x—dt D) x x—2 x+1

(1)
Como (1) é uma identidade, deve ser valida para todo x exceto 0, 2 e —1.
De (1),
x—1=A4(x —2)(x + 1) + Bx(x + 1) + Cx(x — 2) (2)

A igualdade (2) é uma identidade valida para todos os valores de x inclusive
0, 2 e — 1. Queremos encontrar as constantes 4, B ¢ C. Substituindo x por 0
em (2), obtemos

—1=-24 <« A=}

Substituindo x por 2 em (2), obtemos
1=6B <« =

Substituindo x por —1 em (2), obtemos
—2=3C « C=-3%

H4 um outro método para encontrar os valores de 4, B e C. Se no segundo
membro de (2) agruparmos os termos,

x—1=(A+B+C)x*+(—A+B—20)x—24

Como temos uma identidade, os coeficientes do primeiro membro devem ser
iguais aos coeficientes correspondentes do segundo membro. Assim,

A+B+C=0
—-A+B-2C=1
—24= -1
Resolvendo essas equagdes simultaneamente, obtemos A = 4+, B = L, e
C = — 4. Substituindo esses valores em (1), teremos

x—1 1+ 1 —3

S AT S +
X(x—2)x+1) x x—2 x+1
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Assim, a integral dada pode ser expressa da seguinte forma:

x—1 dx—l g{+1 dx . 2 dx
Tx3—x*—=2x 2] x 6]x—=2 3] x+1

:—%ln!x|+é‘ln]x——2'-—%lnlx+1|+%lnc
=1GIn|x] +Injx = 2| —41njx + 1| + In C)
L |e6=2)
6

1
e F )

Caso 2: Os fatores de Q(x) sdo todos lineares e alguns sdo repetidos.
Suponha que (a;x + b) seja um fator que se repete p vezes. Entdo, corres-
pondendo a esse fator havera a soma de p fragdes parciais
A A A, _ A
4 P b
(ax + b)Yy (axx + by (a;x + b)) a;x + b;

onde A4,, A,, ..., A, sdo constantes a serem determinadas.
O Exemplo 1 a seguir ilustra esse caso e o método de determinar cada A;.

EXEMPLO 1 Calcule

(x> = 1)dx
x3x —2)3

Solugdo A fragdo no integrando pode ser escrita como soma de fragdes
parciais da seguinte forma:
x3—1 A B C D E

xz(x—2)355<_2+;+(x—2)3+(x—2)2+x—2 3

Multiplicando ambos os membros de (3) pelo minimo multiplo comum, teremos

x? — 1= A(x — 2)> + Bx(x - 2)* + Cx? + Dx*(x — 2) + Ex*(x — 2)? 4)

Substituindo x por 2 em (4), obtemos
7=4C < C=7%

Substituindo x por 0 em (4), obtemos
—1=—-84 <« A=%}

Substituimos esses valores de 4 e C em (4) e expandindo as poténcias dos biné-
mios, teremos

x3—1=3(x> — 6x% + 12x — 8) + Bx(x® — 6x% + 12x — 8) + Zx? + Dx> — 2Dx? + Ex*}(x* — 4x + 4)
¥ = 1=(B+Ex*+(}—6B+D—4E) + (=2 + 12B+2—2D + 4E)x? + (3 — 8B)x — 1
‘Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x, obtemos
B+E=0
L_6B+D—4E =1
—24+12B4+2—-2D+4E=0
3_-8B=0
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Resolvendo, obtemos

B=% D=% E=-%

Logo, de (3)
RTINS U S TR e
a2 xTa-p T xoTx=2
Assim,

x3—1
J- Py i

_Ufdx 3 fdx T dx  S[_dx 3

8] x2 " 16) x 4)(x—=2% 4] (x—27 16) x—2
1 3 7 5 3

——8—£+Tgln|x|—8(x_2)2—-,4(x_2)—ﬁln|x—2|+c

__—11)(2‘-|—l7x—4+iln x |,

T 8x(x — 2)? 16 |x—2

EXEMPLO 2 Calcule
: du
u? —a?

1 A B
+
u° —a u—a u-+a

Multiplicando por (¥ — a)(u + a), obtemos
1= A(u + a)+ Blu — a) |
1=(4+ Bu+ Aa — Ba
Igualando os coeficientes, teremos
A+B=0
Aa — Ba=1
Resolvendo simultaneamente, obtemos

A= ! B = 1

 2a T 24
Logo,

J‘ du 1 du 1 du

w?—a®> 2alu—a 2alu+a

1 _ 1
=5—1n|u—a|—51n|u+a[+c

a

1 _
=—h|—%+cC

2a |u+a
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O tipo de integral do exemplo acima ocorre com uma freqiiéncia tal que jus-
tifica ser dado como formula. Ndo é necessario memoriza-la pois trata-se de
uma integragdo por fragoes parciais extremamente simples.

w =

+C
u +a

S;,uz - a? — 2a

i

Se tivermos S du/(a®* — u?), escreveremos

du du
Z—uw | —a

u—ada

LW

32 +C

u+a

u+a
u—a

=—1In
2a

+C

Essa integracgdo sera também dada como férmula.

‘ S du . 1 u+.a

t= In
@ = u** 2a

+C

Na Secgdo 7.7 discutimos o crescimento exponencial que ocorre quando a ta-
- xa de crescimento de uma grandeza é proporcional 4 quantidade da grandeza
existente num dado instante. Obtemos o modelo matematico
S(®) = Be¥ (%)
onde k € uma constante positiva, B unidades representa a quantidade presente
inicialmente e f(#) unidades é o quanto existira apos ¢ unidades de tempo, onde
f(©) = Bparat = 0. Também foi discutido na Secgdo 7.7 o crescimento limita-
do, o qual ocorre quando uma grandeza cresce a uma taxa proporcional & dife-
renga entre um numero positivo fixo A e o seu tamanho. Um modelo matematico
que descreve a situagido é

f) = A - Be ™ 6

onde B e k sdo constantes positivase A — B < f(f) < Aparat = 0. As Figuras
1 e 2 apresentam esbogos dos grificos de (5) e (6), respectivamente.
Considere agora o crescimento de uma populagdo que € afetado pelo meio
ambiente, o qual imp&e uma limita¢ao superior em seu tamanho. Por exemplo,
espag¢o ou reprodugdo podem ser fatores limitados pelo meio ambiente. Em tais
casos, o modelo matematico do tipo (5) ndo se aplica, pois a populagdo ndo
¢ cresce além de um certo ponto. Um modelo que leva em conta os fatores am-
bientais é obtido quando uma quantidade esta crescendo a uma taxa conjunta-
mente propocional a seu tamanho e a diferenga entre um nimero A, positivo
fixo, e seu tamanho. Assim, se y unidades for a quantidade de uma grandeza
fly presente em ¢ unidades de tempo,

dy
i ky(4 — y) @)

onde k é uma constante positiva, e 0 < y < A para ¢t = 0.
Para resolver (7) primeiro separamos as varidveis, obtendo

dy
—— =kdt
WA —y)

Oj fit) = A — Bev dy
FIGURA 2 j WA —y) k f dt ®

fiy

Be

Of  fin = Bev
FIGURA 1
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Escrevendo o integrando a esquerda como soma de fragbes parciais, teremos

1 —1<1+ 1>
WA—-y) A\y A-y
Assim,

dy 1 <1 1 )

I A — -+ —d
Jy(A—y) AJ y A-y Y

1
= Z(1n|y| —Injd —y)) + C,

“Logo, de (8), temos

1
Z(]n|y| —In|A—y))=kt + C,

Inj4 — y| = In|y| = — Akt — AC,

Ay
y
=

In

‘ = — Akt — AC,

‘ — e—Akle—ACz

y

Como 0 < y < A, (A4 — y)/y > 0. Assim sendo, podemos omitir as barras
de valor absoluto. Com B = e-4%: temos

A — y = Bye™ 4K
y(1 + Be=4) = 4
A
YT Ti B )
Se tomarmos y = f(f), entdo essa igualdade pode ser escrita como
A
fit) = t>0 (10)

1 + Be-Akt

onde A, B e k sdo constantes positivas. Para fazer um esbogo do grafico de
J, consideremos primeiro lim f(#). De (10),
>+

A :
li f) =
t—»linoof() 1+B llm e—Akl
t—+
A

“1+B0
=A '
e f(t) esta tendendo a A através de valores menores que A. Logo, a reta f(x)

A € uma assintota horizontal do gréfico de f. Como f(0) = ﬁ—, o grafico



fit)
Abm o - -
A
1+ B‘
O - A
f(t) - m
FIGURA 3
Tabela 1
t 0 3 5 10
y 200 2800 ys .y
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intercepta o ¢ixo f(#) em ll:;B No Exercicio 38 vocé devera mostrar que o gra-
fico de f tem um ponto de inflexdo em ¢ = Alk In B. Com essa informagéo

fazemos um esbogo do grafico, conforme mostra a Figura 3. Ele é chamado de
curva do crescimento logistico. Observe que quando d é pequeno, o grafico €
similar ao do crescimento exponencial da Figura 1; 2 medida que # cresce, a
curva torna-se semelhante aquela do crescimento limitado da Figura 2.

Uma aplicagio do crescimento logistico em Economia ¢ dada pela divulga- -
¢do de informagdes sobre um dado produto. O crescimento logistico é usado

- em Biologia para descrever o alastramento de uma doenca e em Sociologia, pa-

ra descrever a propaga¢do de um boato ou rumor.

-

EXEMPLO 3 Em uma comunidade de 45.000 pessoas, a taxa de crescimento
de uma epidemia de gripe é conjuntamente proporcional ao nimero de pessoas
que a contrairam e ao mimero de pessoas que ndo a contrairam. (a) Se 200 pes-
soas tiveram a gripe quando irrompeu a epidemia e 2.800 pessoas tiveram gripe
3 semanas depois, ache um modelo matematico que descreva a epidemia. Pelas
estimativas, qual o nimero de pessoas que tera gripe (b) ap6s 5 semanas ¢ (c)
apds 10 semanas? (d) Se a epidemia continuar indefinidamente, quantas pes-
soas irdo contrai-la?

Solugdo

(a) Se t semanas j4 se passaram desde que irrompeu a epidemia e y pessoas con-
trairam a gripe apds as ¢ semanas, entdo

% = ky(45.000 — ) ' (11)

onde k é uma constante e 0 < y < 45.000 para todo ¢ > 0. As condi¢des
laterais sdo dadas na Tabela 1, onde y; e y,, s80 o nimero de pessoas com
gripe apds § e 10 semanas, respectivamente.

A equagido diferencial (11) tem a forma de (7) e sua solugdo geral é da
forma de (9). Logo, a solugdo geral de (11) ¢

B 45.000
y - 1 + Be—45‘000kt (12)

Como y = 200 quando ¢ = 0, de (12) temos

45.000

200=1 e
1+ B=225
B =224

Substituindo esse valor de B em (12), obtemos

45.000
1 + 224e- 45000k

(13)
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Quando ¢ = 3, y = 2.800. Assim, de (13) temos

5 800 — 45.000
1 + 224¢- 135000

45.000
-135.000k — _42.V0U
1 + 224e 2,800

1 + 224¢-135000k = 16,0714
o-vsonoe _ 15,0714

224
~135.000k = In 0,0672830
k = — 1n0,0672830
135.000
k = 0,0000199915

Substituindo esse valor de k em (13), obtemos

45.000
1 + 224¢-0.8%%616t

que é o modelo matemadtico pedido.
(b) Como y = y; quando ¢ = 5, (c) Como y = y,, quando ¢t = 10,

__ 45.000 45.000

75 =T 4 244e- w0 Y0 = T 224816
~ 45.000 ~ 45.000
= 1 + 224(0,0111303) = 1+224(0,000123885)
= 12.882,2 = 43.785,0

Logo, 12.882 pessoas devem contrair a gripe apds 5 semanas e 43.785 de-
vem contrai-la apds 10 semanas.

(d) Como
lim 45.000 _ 45.000
t»>+ow 1 + 224089616 I +224 -0
= 45.000

toda a comunidade de 45.000 pessoas ira contrair a gripe se a epidemia con-
tinuar indefinidamente.

Em Quimica, a lei de acdo das massas fornece uma aplicacdo de integracio
que nos leva ao uso de fragdes parciais. Sob certas condi¢des, sabe-se que uma
substancia A reage com uma substincia B para formar uma terceira substancia
C, de tal forma que a taxa de variagdo da quantidade C seja proporcional ao
produto das quantidades de A e de B ainda presentes em qualquer tempo dado.

Suponhamos que existam inicialmente @ g de A e B gde Be que r g de A
combinem-se com s g de B para formar (» + s) g de C. Se houver x g de C
em ¢ unidades de tempo, entdo C conterd rx/(r + s) g de A e sx/(r + s) g de
B. O niimero de gramas da substincia A querestouéa — rx/(r + s),eo0



Tabela 2
t 0 10 15
X 0 2 Xys

9.5 Fragdes Parciais Quando o Denominador tem Somente Fatores Lineares 559

nimero de gramas de B que restou ¢ B — sx/(r + s). Logo, a lei de agdo de
massas da

dx
E?=K<a r+J(ﬂ_r+J

onde K é a constante de proporcionalidade. Essa equagdo pode ser escrita como

dx  Krs (r+s r+sB
dt  (r+s?\ r rmx s x

Tomando
Krs r+s r+s
T = b =
(r + s)? a r s B
essa igualdade torna-se
d
4£=kw—ww—m (14)
Podemos separar as varidveis em (14) ¢ obter
dx
=k dt
(a—x)b—x)

Se a = b, entdo o primeiro membo da equagdo pode ser integrado usando a
féormula da poténcia. Se @ # b, podemos usar fragdes parciais para a integragio.

EXEMPLO 4 Uma reac¢do quimica faz com que uma substincia A combine-
se com uma substincia B para formar uma substincia C, de acordo com a lei
de a¢do de massas. Se na equagdo (14)a = 8, b = 6 e 2 g de substdncia C
formaram-se em 10 min, quantos gramas de C terdo se formado em 15 min?

Solucao Se x g da substancia C formaram-se em ¢ min, temos as condicdes
laterais mostradas na Tabela 2, onde x,; g da substancia C serdo formados em
15 min. A equagdo (14) torna-se

dx

= K8 (6

Separando as varidveis, temos

J@—n@—x k far | (15)

Escrevendo o integrando como soma de fragOes parciais, iremos obter
1 A B
= +
B8—x)6—x) 8—x 6—x

1= A6 —x)+ B8 — x)

Substituindo x por 6, obtemos B = +, e substituindo x por 8, obtemos A = — ..
Assim sendo, (15) pode ser escrita como

1 dx 1
——JS_X+ J6_X—kfm
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Integrando, teremos

$In|8 — x| — $1n|6 — x| + ¥ In|C| = ke

6 —x
In|——-|= -2kt
i Fo )
6 —x
— C =2kt
8 —x €
Substituindo x = 0, ¢ = 0, nesta equagdo, obtemos C
6 —x _ § — 2kt
8—x 4
Substituindo x = 2, t = 10 em (16), teremos
4 = 3020k
e 20k = §

Substituindo x = x5, ¢ = 15 em (16), teremos

6—x;5 3
8 —x;5 4

46 — x;5) = 3(e7 %8 — x,4)
24 — 4x,5 = 3(3)>*(8 — Xys)

1
24 —4x,, = ié

—30k

(8 — xy5)

54 — 322
9— 4.2

X5 ® 2,6

X5 =

= 2. Logo,

Portanto, 2,6 g de substincia C serdo formados em 15 min.

(16)

EXERCICIOS 9.5
Nos Exercicios de 1 a 20, calcule a integral indefinida. ;3 [ x?—3x—-7 J 14
| dx .
r dx r x2dx J 2x +3)(x+ 1)?
1. 2 | 2 -
J x*—4 JxP+x-6 15. ———-—-3;-*-12 z 16.J
[S5x -2 [ (4x —2)dx JE -9
ol Bk Al v S b [ -5 — a4 17
F 4w -—11 [ 912 — 26t — 5 ) X3 +xI-5x+3
5 | o dw 6 | = F ot — 941
J 2w+ Tw—4 J 3 =52 18 x X + I
|
[ 6x2 —2x — 1 x4 x 42 2" = x
Ll Byt 8 |~ o [ =246 3054 S 417
dx (X2 4 dx - 1 T Ox*—6x3 — 11x? + 4x + 4
= 10, | ———d
J x> + 3x? J -x & o
dx C3x? — x4+ 1 J 16x* —8x% + 1
1. | ———— 12, | ————d>
f x3(x + 1)? N dx

dt
T+ + 1
(5x% — 11x + 5) dx

x3—4x? + 5x -2
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Nos Exercicios de 21 a 28, calcule a integral definida.

.
21 2;;; iz dx 2. sz:; gldf 3

Ji Jo

3 x2 —4x +3 (4 (2x2 + 13x + 18) dx
23'.1 x(x + 1) dx 24'”( x3+6x2+9:)c
25, (25x2 —3x + 18 ix 26. [t (3x? 4 7x) dx

i 9x—x* Jox*+6x+11x + 6
2. 5 (x®—3)dx 28, [4 x%dx

o X3 +4x? + 5x + 2 Jo 2x* +9x* + 12x + 4

29

30

31

32

33

34

'35

36

o

. Ache a drea da regido limitada pela curva y = (x — 1)/
(x> — 5x + 6), pelo eixo x e pelas retas x = 4 e x = 6.
. Ache a drea, no primeiro quadrante, da regido limitada pela

curva (x + 2)% = 4 —~ x.

. Ache o volume do sélido de revolugio obtido quando a re-
gido do Exercicio 29 gira em torno do eixo y.

. Ache o volume do sélido de revolugdo obtido quando a re-
gido do Exercicio 30 gira em torno do eixo x.

. Ache o centréide da regido limitada pela curvay = (x — 1)/
(x> — 5x + 6), pelo ¢ixo x e pelas retas x = 4 e x = 6.
. Ache o centrdide da regido, no primeiro quadrante, limita-

da pela curva (x + 2)y = 4 — x.

. Um dia em um campus universitario com 5.000 alunos, on-
de se esperava uma assembléia estudantil um aluno ouviu que
certo estudante polémico iria fazer, durante a assembléia, um
discurso explosivo. Essa informagdo foi transmitida para ami-
g0Ss que, por sua vez, a transmitiram a outros. A taxa com
que se espalhou essa informagéo é conjuntamente propor-
cional ao nimero de pessoas que-a ouviram e ao numero de
pessoas que ndo a ouviram. (a) Se apds 10 min 144 pessoas
ouviram a informagdo, ache 0 modelo matematico que des-
creve a divulgagdo da noticia. Quantas pessoas terdo ouvido
a noticia (b) ap6s 15 min e (c) ap6s 20 min? (d) Quantas pes-
soas eventualmente ouvirdo a noticia?.

. Numa determinada cidade com populagdo A, 20% dos ha-

bitantes ouviram pelo radio a noticia de um escindalo poli-
tico local. A taxa de disseminagdo da informacido é conjunta-
mente proporcional ao niimero de pessoas que a ouviram €
ao nimero de pessoas que ndo a ouviram. Se ap6s 1 hora
50% da populagdo ja sabe do escindalo, quanto tempo le-
vera para que 80% da populagido tome conhecimento do fato?

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.
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Numa comunidade onde A pessoas sdo suscetiveis a um de-
terminado virus, a taxa de propagacdo do virus é conjunta-
mente proporcional ao mimero de pessoas que o contrairam
e ao nimero de pessoas suscetiveis que ndo o contrairam.
Se 10% dos suscetiveis contrairam o virus inicialmente e 25%
foram infectados apds 3 semanas, qual a porcentagem dos
suscetiveis que foram infectados apds 6 semanas?

Mostre que o grafico da fungdo f definida por (10) tem

1
um ponto de inflexdo em ¢ = K In B.

Um fabricante que comegou a operar quatro anos atras de-
terminou que o rendimento das vendas vem crescendo estavel-
£+ 32+ 6t+7
2+ 3t + 2
t é o mimero de anos que a fabrica vem operando. Estima-se
que o rendimento total das vendas continuara crescendo a
mesma taxa nos proximos dois anos. Se o rendimento total
do ano que acabou foi de $ 6 milhGes, qual sera o rendimen-
to total das vendas esperado daqui a um ano? Dé a resposta

mente a taxa de milhGes por ano, onde

.com precisdo de $ 100.

Uma particula move-se ao longo de uma linha reta de tal for-
ma que se v m/s for a velocidade apos ¢ s, entdo

_ t+3
VeI 3+2

Ache a distancia percorrida pela particula desde o instante
em que ¢ = 0 ao instante em que ¢ = 2.

Suponha, no Exemplo 4, quea = 5, b = 4e 1 g de C seja
formado em 5 min. Quantos gramas de C deverdo ser for-
mados em 10 min?

Suponha, no Exemplo 4, quea = 6, b = 3e 1 gde C seja
formado em 4 min. Quanto tempo ira decorrer para estarem
formados 2 g de C?

Em qualquer instante, a taxa segundo a qual uma substan-
cia se dissolve é proporcional ao produto da quantidade pre-
sente em qualquer instante pela diferenca entre a concentragdo
da substdncia na solu¢do naquele instante € a concentragdo
da substdncia em uma solugio saturada. Uma quantidade de
material insolivel é misturada com 40 g de sal, inicialmente.
O sal é dissolvido num tanque com 20 litros de 4dgua. Se
S g de sal dissolvem-se em 10 min e se a concentragdo de sal
numa solugdo saturada for de 3 g/L, qual a quantidade de
sal dissolvido em 20 min?

9.6 '
FUNCOES RACIONAIS POR
FRACOES PARCIAIS QUANDO 0
DENOMINADOR CONTEM

FATORES QUADRATICOS . . 3.

dratico é repetido.

INTEGRACAO DAS A discussido de integragdo de fungdes racionais por fragdes parciais continua
com os dois casos onde o denominador contém fatores quadraticos irredutiveis.
Lembre-se da Algebra, que um fator ax> + bx + c sera irredutivel se uma
equagdo ax? + bx + ¢

0 ndo tiver raizes reais, isto é, b2 — 4ac < 0.

Os fatores de Q(x) sdo lineares e quadraticos, e nenhum fator qua-
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Correspondendo ao fator quadratico ax? + bx + ¢ no denominador, temos
uma fragdo parcial da forma

Ax + B
ax®> + bx + C

EXEMPLO 1 Calcule

(x2 — 2x — 3) dx
(x—Dx*+2x+2)

Solugao A fracdo no integrando pode ser escrita como a seguinte soma de
fragGes parciais:
x? —2x—-3 _ Ax+B L C n
x—D2+2x+2) x2+2x+2 x-—1
Multiplicando ambos os membros de (1) pelo minimo denominador comum,
teremos

x2 —2x —3=(Ax + B)(x — 1) + C(x* + 2x + 2) (2)
Podemos calcular C substituindo x por 1 em (2) e¢ obtendo

—4=5C <« C=-%

Substituimos C por — + em (2) e multiplicando o segundo membro, obtemos
x2—2x—3=(A-Hx*+(B—A—-Yx + (-2 - B)

Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x, teremos

A—%=1
B-—A-%=_2
~$-B=-3
Logo,

Substituindo os valores de 4, B e C em (1), teremos
x?—2x -3 X +1 —4
(x=Dx2+2x+2) 2 4+2x+2 x—1

Assim,
x2—2x -3
- dx
(x — D(x*+2x +2),

_9 x dx +7 dx f dx 3)
TS5 x?4+2x+2  SIxt42x+2 S| x-—1

Para integrar S (x dx)/(x? + 2x + 2) vemos que a diferencial do denominador ¢

2(x + 1) dx; assim, se somarmos e subtrairmos 1 no numerador, iremos obter

9 X dx 9J‘ (x + 1) dx 9J dx

gjx2+2x+2:5 X242x+2 5] xP42x+2
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Substituindo essa desigualdade em (3) e combinando os termos, teremos

x?2—2x—3 p
X
(x — D(x2 +2x + 2)
9 [ 2Ax+ dx 2 dx _ 4 dx @
52 x24+2x4+2 5 x2+2x+2 5] x-—1

9 2 dx 4

=tolnjx* +2x+2|—2tg"(x + 1) —FInjx — 1| + 5 In C

1 Cx*+2x+2° 2 _
=—lp|——— [ Ztg~1 1
0T o F s+ D

» ILUSTRACAO1 No Exemplo 1 podemos evitar algumas passagens, se, em
vez de (1), expressarmos a fragdo original como
x2—-2x-3 _D(2x—+-2)+E+ F
(x—=D(x2+2x+2) x2+2x+2 x-—1

Nota: Escrevemos D(2x + 2) + E em vez de Ax + B pois
2x + 2 =D(x*+ 2x + 2)
Entdo, resolvendo para D, E e F, obtemos
D=5 E= -2 F=-%
resultando diretamente (4). : <

Caso 4: Os fatores de Q(x) sdo lineares e quadraticos e alguns dos fatores
quadraticos sdo repetidos. .

Se ax? + bx + c for um fator quadratico de Q(x) que se repete p vezes, en-
tdo, correspondendo ao fator (ax? + bx + c)?, teremos a soma das p fragdes
parciais:

A;x + B, A,x + B, Ax + B,

(ax? + bx + ¢ff  (ax? + bx + ¢y’ ™! +"'-*_ax2+bx+c

> ILUSTRACAO 2 Se o denominador contém o fator (x2 — 5x + 2)?, corres-
pondendo a esse fator,

Ax + B v Cx+D Ex+ F
(x2=5x+2> (x*=5x+2? x>—S5x+2
ou, de forma mais conveniente,

A2x—S)+B CQx—5+D EQx—S5)+F
(x2~=5x+2P®  (x*=5x+2?% x*—-5x+2

EXEMPLO 2 Calcule
(x — 2) dx
x(x? — 4x + 5)?
Solucédo
x—2 _£+B(2x—4)+C D@2x —4)+ E
x(x?—4x+52 x (x*—4x+5)?%  x*—4x+ S5
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Multiplicando ambos os membros dessa relagdo pelo minimo denominador
comum, teremos
x — 2= A(x* — 4x + 5)* + x(2Bx — 4B + C) ,
+ x(x? — 4x + 5)2Dx — 4D + E) (5)
X — 2= Ax* + 16Ax? + 254 — 8Ax3 + 10Ax* — 40Ax + 2Bx?> — 4Bx
+ Cx + 2Dx* — 12Dx> + Ex® + 26Dx? — 4Ex* — 20Dx + SEx
x—2=(A+2D)x* + (—8A4 — 12D + E)x3 + (264 + 2B + 26D — 4E)x?
+ (—404 — 4B + C— 20D + 5E)x + 254 (6)
O valor de A4 pode ser calculado de (5), substituindo x por 0. Se igualarmos

os coeficientes em (6) e resolvermos simultaneamente as equagdes resultantes,
iremos obter

A=-% B=% C=% D=% E=—%

25
Logo,

[ (x=2dx 2 d_x+1‘ (2x — 4) dx +1 dx
] x(x2—4x+35* 25] x ' 5 '(x2—4x+5)2 S| (x2—4x+5)?

1 2x—4)dx 4 dx
25 x2—4x+5 25) x2—4x+5

W S J dx

25 TS5 —4x+5) 5] [ —dx+4)+1]°
4 dx
25 ) (x*—4x+ 4 +1

1,
+55—.ln]x —4x+ 5| - @)

Vamos calcular separadamente as integrais do terceiro e quinto termos do se-
gundo membro de (7)

dx

J [P —ax + 4+ 17 [x—2 + 172
Sejax —2=tgh,onde0 < O <gmsex>22 e —37 <0 <0sex <2
Entdo dx = sec20dfe(x — 2)* + 1 = tg2 6 + 1. Logo,

[ sec’9db

[(x—2 +112 ) (tg2 6 + 1)
"' sec? 8 do
sec* 0
{ 46
| sec® B

-«

f cos2 0 do

B {1+ cos20
N 2
1

— 4+ —sen?2
2-I-4$en 0+ C,

do

Q:l__—

5~)

=5 +%sen0 cos 8 + C,



Exercicios 9.6 565

.Comotgh =x—2e—37 <0< +n0 =tg'(x — 2). Encontrameos sen 6 ¢
cos & das Figuras 1 (se x 2 2y e 2 (se x < 2). Em ambos 0s casos

senf =—iCL cos 0 =;
[x* —4x + 5 JxT—4x+5
Assim,
I I x—2 1
= tg T x — 2} = +Cy
+ .[[(x— T+17F 2 ) \/x —4x +5 \/x —dx+5
1 , x—2
—— tge Yx - +——- " 1 C. R)
J[(x— 2% O At s TG ®

Considerando agora a outra integral no segundo membro de (7), teremos

- -2 ~ dx
- J (xF—dx +4) + (x—2)2+1
/ N i
Ol 1 dx .
=tg"¥x —2) + C,
x=2 JxF—dx+4+1 g )+ G
FIGURA t

Substituindo essa relacdo. e. (8) em (7), teremos
+ ~

. (x —2)dx
o'“ / + | x(x* —4x + 5)?
/o . ‘ .
/ 2 1 4 x—2
=——nx -c5———+ —tg"Hx -2+ ——
' x—2 5510kl 52 —dx £ 5)  10°° (e =2) 10(x% — 4x + 5)
1 4
lnl»c —4x+5|——tg—1(x 2+ C
1 x2 —4x+5 3 x—4
<2 =—1 -t x =)+ —— 4+ C
FGURA 2?‘ = 25 X2 ‘ o't =D+ 10(x> — 4x + 5)
EXERCICIOS 9.6
Nos Exercicios de I a 20, calcule a integral indefinida. ((52* — 22 + 152 — 10) dz [ a
13. 5 R R
[ dx * (x + 4) dx Jo -zt J @+
L | —— 2 | ——~>- (x4 2x ~ 1) dx M e%*dx
J 2x7+x J x(x*+4) 15 | —0m—— 6. | 55—
f dx F (e —dx — d)dx gl JEr+ D
3| ——— 4. | — - [ 184 [ (2x*+ 3x+2)d
J 16x* —1 J X —2x2 +4x -8 17. @Tx%z 18. | (3" :2" +6 ) ’;
o [@rerna 6 [ Bwra S e x4 J P+ ax +6x + 4
. d m . W w 10. (SCC X + )SJCC X ax
[ (2 +x)dx [ dx J L+ tg’x
T | 57— 8. | ——— [ (6wW* + 4w> + 9w? + 24w + 32) dw
J X =x"+x—1 J 9x*+ x 20.. S 13
: x (ot 3)dx J (w® + 8)(w? + 3)
5 J X+ xt+x 10. J 4x* +4x3 + x? Nos Exercicios de 21 a 29, calcule a integral definida.
. [ @ ox 2 . |3+ 9 dx a1, | @5 dx | xdx
) x5+ 2x% + x T+ 3)(xE—2x + 3) )y x4 4x e X+ 2P £ x+2




566

23.

25,
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4 (5x3 — 4x) dx 2 (! 9dx
Ja  x*-16 T o 8341
[© x2 dx 2% (12 (x + 1) dx
J-1 x4+ 2x + 1)? “Jo x3—1
(! (x2 4 3x + 3)dx 28 (2 cos x dx
Jo ¥ +x2+x+1 " Jue senx + sen’ x
fflns ]2 dl
Jin2 €X'+ 16
Use métodos anteriores a esta sec¢do (isto €, sem fragdes par-

ciais), para calcular as integrais:

2 )
(a)j(x —4x + 6) dx )J3x+1

31. Ache a drea da regido limitada pela curva y(x2 + 1)} = x3,

pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 1.

32. Ache a drea da regido limitada pela curva y(x* + 8) = 4,

pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 1.

33. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do

eixo y, da regidao do Exercicio 32.

34. Ache a abscissa do centréide da regido do Exercicio 32.
35. Uma particula move-se ao longo de uma reta de forma que

v cm/s seja a velocidade da particula, decorridos ¢ s; entdo

-+
T+ 22+ 1)

Ache a formula da distancia percorrida pela particula do ins-
tante t = 0 ao instante ¢ =

x3 — 6x? 4+ 18x
9.7 OUTRAS
SUBSTITUICOES

x=2z"

Se um integrando envolver poténcias fracionarias de uma varidvel x, o integrando
podera ser simplificado pela substitui¢do

onde n é o menor denominador comum entre os denominadores dos expoentes.
Isso serd ilustrado pelo exemplo a seguir.

EXEMPLO 1 Calcule
Jx dx
I+ 3x
Solugdo Seja x = z¢, entdo dx = 6z° dz. Assim,
x2dx [ 23(62° dz)
1+ x3 1+ 22
r 8
=6 z dz

v

2241

Dividindo o numerador pelo denominador, teremos

x2 dx
[
= 6(3z
= gx

~
(26~—24+22—]+T‘"’—'
4

16

1.5
-—gZ +%23

1>dz

2+ C
6x'6 + 6tg™!

—z+tg™!

— $x516 4 2x1/2 — x4+ C

Néo ha uma regra geral para determinar qual a substituicdo que ird resultar
num integrando mais simples. O exemplo a seguir mostra outra situagcdo onde
racionalizamos o integrando dado.

EXEMPLO 2

fo\/x2 + 4 dx

Calcule
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Solucao Sejaz = vx? + 4. Entdo 22 = x, + 4 € 2zdz = 2x dx. Assim,
fxs,ixz +4dx = f(xz)Z\/xz +4 xdx
= [ - 92z d2)

= f(zﬁ — 8z* + 162%) dz

I

L7 -85+ 1834 C

1552°[152* — 1682% + 560] + C

(x4 42[15(x2 + 4)2 — 168(x? + 4) + 560] + C
Tos(x? + 4)¥2(15x* — 48x% + 128) + C

Se um integrando for uma fungdo racional de sen x e cos x ele podera ser
reduzido a uma fungdo racional de z pela substituicao

como serd mostrado por um exemplo. Para obter as férmulas de sen x e cos x
em termos de z vamos usar as seguintes identidades: sen 2y = 2 sen y cos y
ecos2y = 2cos2y — 1 comy = —+x. Temos, entdo, :

sen x = 2senix cos ix cos x = 2 cos? 3x — 1
) sen ix cos? $x 2
- cos $x T sec? ix
1 2
=2tgix —5— = =
* sec? ix 1 + tg? 4x
2tg 5x 2 ]
1+ tg?tx 1422
2 1 — 72
1+ 22 IRETE

Como z = tg ix,
dz = L sec? ix dx
=11 + tg? ix) dx
Assim,

2dz

dx = =%
iy

Vamos estabelecer esses resultados sob a forma de teorema.

9.7.1 TEOREMA | Se z = tg 1x, entdo

. — 2
cos x = =% dx = —29%

cn =
sen x 1 + 72 1 + z2 1 + 22
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EXEMPLO 3 Calcule

dx
1 —senx + cos x

Solugdo Seja z = tg 5x. Entdo, das férmulas do Teorema 9.7.1, temos

2dz

dx B 1+ 22
Jl—senx+cosx_ - 2z +1_22
1+22 1+ 22

_> dz
B (1+2)—-2z2+(1 -2

dz
=2J2—22
__f dz
1—2
=—-Injl —z|+C
= —Injl —tgix|+C

EXEMPLO 4 Seja z
f sec x dx

tg +x, calcule

Solucgéo Com z = tg 5x e as férmulas do Teorema 9.7.1, temos que

d
fsecxdx =J X
cos x

_f 2dz 142
Tl 1422122

.
d
-9 22
J 1 -z
1

—In 1“ +C  (Secgdo 9.5)

— 2

1 + tgtx
=ln# +C

1 — tg3x

Podemos escrever o valor de S sec x dx do Exemplo 4 de outra forma, to-
mando 1 = tg - e usando a identidade trigonométrica

tea +tgh

tg@ + b) = 1 -—tgatgh
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Assim,
L 1
Ssecxdx=ln tg 47 + tg o + C
1 — tg 4 - tg4x
Ssecxdx = Injtg(47 + +x)| + C (1)

No Teorema 5.4.5 tinhamos a féfmula
g sec xdx = In|secx + tg x| + C

obtida pela multiplicacio do numerador e do denominador do integrando por

sec x + tg x. H4 ainda outra forma para S sec x dx obtida da seguinte manei-
ra:

f dx
oS X

fsec xdx =

o
[ cos x dx
cos? x

[ cos x dx

J 1 —sen’x
C du

=17 5 (sendo u = sen x e du = cos x dx)
—u

14+ u
1—u

In +C

1/2

1 +senx
+C

=In|-——
1 —senx

Como —1 < senx < 1 paratodox, 1 + sen xe 1l — sen x sdo ndo-negativos.
Assim, as barras de valor absoluto podem ser removidas e teremos

' /1 + sen x
Ssecxdx—ln —_l—senx + C )

EXERCICIOS 9.7
r s 2 ¢
Nos Exercicios de 1 a 31, calcule a integral indefinida. 11. (2x° + 3x7) dx 12. A
f xdx zj dx JooVi+2x JVVUx+1
1. . r r
EFINA S —x R L e |
f o dx J 8+ 7cosx J 1 +senx
| —— 4. [x(1+ 2™ dx [ 3dx i dx
N : | 16. { ————
J x/1 +4x _ . 15d7+800sx J senx —cosx + 2
[ \/1 + X " X r r
5. dx 6. | ——— dx dx
— / 17. | —mM 18 | —————
J 1—x J3+Vx+2 Jsenx + tgx J S+dcosx
I dx [ dx ' i [ J
7| — 8. | ——— SERTYE 20, | &
J1I+Yx-2 J2Yx + VUx ") 3—5senx Jtgx -1
r r 3d r r .
o | & 10 | ——— mo | 2. d
JV2x —Jx+4 J J5x* +4 J 4senx — 3 cosx J 3cosx—2senx +3




570

Técnicas de Integragdo

23, 8 dx ” [ cos x dx al. =/2 3dx @ ™2 sen2x dx
3cos 2x + 1 J 3cosx—35 -3 2cC08 x + 1 o 2+cosx
~ r 1 11 3
25, 1coszx dx 2%, dx . Ix i a“ J x3 dx
J 1+2cosx J senx — tgx o1+ 3x 2 x4 4
2. | dx . [ & d
* | cotg x(6 + 7 cos 2x) : cotg 2x(1 — cos 2x) 45. Calcule S —x\/_ por dois métodos: (a) tomando x = z2;
J X — Vx
29, [ dx 30. 5 dx (b) escrevendo x — Vx = Vx(vx — 1)etomando u = /x — 1
J2 sen[x +2cosx+3 J 6+ 4secx 46. Use a substituicdo desta secgdo, z = tg 71x para mostrar
[ dx que { sen xdx = —cos x + C.
31- ———2
JVxx + 3fx) 47. Mostre que a férmula (2) desta secgio é equivalente a férmula
secxdx = In |secx + tg x| + C. (Sugestdo: multiplique
32.Calcule a integral indefinida g 5 dx por dois g | . | .
xJx? + 2x - 1 o numerador e denominador sob o radical por (1 + sen x).)
métodos: (a) use a substituicdo x = 1/z; (b) use a substituicio  48. Usando a substituicdo z = tg %x, prove que

X2+ 2x - 1=z - x.

Nos Exercicios de 33 a 44, calcule a integral definida.

49.

In /1 — cos x i C
1 + cos x

Mostre que o resultado do Exercicio 48 é equivalente i fér-

S cosec x dx =

4 1 .3/2
33, f dx 34. f X ix mula X cosec x dx = In|cosec x — cotg x| + C. (Sugestdo:
o 1++/x o X+ 1 use um método similar ao sugerido no Exercicio 47.)
18 "2 dx- % (18 dx 50. Calcule a integral
Jii2 V2x(v2x +9) Jis Jx — S 83X
/2 dx r/2 d sen x
37. Y 38. e . . 1
Jo Ssenx+3 Jo 3 +cos2x por dois métodos: (a) tomando z = tg - x; (b) tomando
39 (713 3 dx " (™14 8 dx u = +x e obtendo uma integral envolvendo fungdes trigono-
" Jue 2sen2x + 1 o tgx + 1 métricas de u.

9.8

INTEGRAIS QUE RESULTAM
EM FUNCOES HIPERBOLICAS

As fungdes hiperbdlicas inversas podem ser aplicadas em integracdo e algumas
vezes 0 seu uso abrevia consideravelmente os calculos. Entretanto, esse proce-

INVERSAS dimento nio soluciona nenhum problema novo. Teremos somente novas for-
(Suplementar) mas de obter resultados.
Da férmula (7) na Secgido 8.5
1
DJsenh™' ) = ————D.u
u? +1

9.8.1 TEOREMA

de onde obtemos a férmula de integracdo

du
J%:senh—‘ u+ C
Ju? +1
Se a férmula (1) da Secgéo 8.5 for usada para expressar senh ~! u como loga-
ritmo natural, obteremos o teorema a seguir.

—_du  _ -1 '
S m = senh u+ C
o Inw + Vuz + 1) + C

A férmula (8) da Secgdo 8.5 é

1
D.u onde u > 1

D (cosh™! u) =
ur—1
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de onde segue que

d
J—u=cosh'1u+c seu > 1
u

2

Combinando esse resultado com a féormula (2) da Secgao 8.5, obtemos o teore-

ma a seguir.
du
9.8.2 TEOREMA S—u-z—_—l— =cosh~'u + C 7
B =In(u +Vu = 1) + C seu > 1

As férmulas (9) e (10) da Secgdo 8.5 sdo, respectivamente,

D(tgh-tu) = s Du onde |u| < 1

1—u

D (cotgh-! u) = D.u onde |u| > 1

|

Das duas féormulas acima obtemos

j du {tgh“ u+C  selul <1

L—u? |cotgh~! u+ C sefu|> 1

Com essa férmula e com as formulas (3) e (4) da Secgdo 8.5 temos o proximo

teorema.
S du {tgh“1 u+ C  selul <1
9.8.3 TEOREMA 1 — w2 lcotgh-'u + C se'|u| > 1 .
= "l"lnl Lt Ul ¢ seusl i
2 1.—u _

Temos também as trés féormulas dadas no teorema a seguir.

__du LU
9.8.4 TEOREMA S T+ g - smhti o+ C |
' Inw + Vur + a®) + C sea >0 ‘ 63

cosh —1 £ + C
a

S du

u> — a

=Inu + V2 — a) + C seu>a>0 )

—;—tgh—'l + C sejul <a

S du _ a
at - u? %cotgh" —:- + C se ]ul >a

1

1 a+u
2a

lna—u + C seu#aea=#0 3

Prova Podemos provar as férmulas encontrando as derivadas do segundo mem-
bro e obtendo o integrando, ou, ainda mais diretamente, usando uma substitui-
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¢do por funcdo hiperbélica. A prova de (1), derivando o segundo membro, é
a seguinte:

D, (senh -1 E) =

/_\
QIR
TH

ecomo a > 0, v/a® = a; assim,

u 1
D,{ senh "'—') =
( a/  Ju* + a? ,
Para obter a representagdo com logaritmo natural usamos a férmula (1) da
Seccdo 8.5 e temos

2
senh“g=ln<z+ (E> +1>
a a a

Logo,
senh"g+C=ln(u+\/u2+a2)—lna+C
=In(u + Vu? + a®) + C,
onde C;,=C—1Ina.

A demonstragdo de (2) por uma substltulcao por fung¢do hiperbdlica usa a
1dent1dade cosh? x — senh? x = 1. Seja u = a cosh x, onde x > 0; entdo
= a senh x dx e x = cosh~!'(u/a). Substituindo no integrando, obtemos

f a senh x dx
Jut —a? ) \Ja® cosh?x — a2
a senh x dx

J a* \JeoshTx — 1

»

a senh x dx
J Ja? senh? x

Como a > 0, +/a* = a. Além disso, como x > 0, senh x > 0; Logo,

J/senh? x = senh x. Entdo,

asenh x dx

du _
Jii—az a senh x
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A representacdo com logaritmo natural pode ser obtida de forma semelhante
" & que foi usada na férmula (1). A demonstragdo da férmula (3) serd deixada
como exercicio (veja o Exercicio 23). ' [ |

As férmulas dos Teoremas 9.8.1 até 9.8.4 ddo uma representagio alternativa
da integral em questdo. Ao calcular uma integral, na qual uma dessas férmulas
ocorre, a representacdo por funcido hiperbdlica inversa pode ser mais facil de
usar e as vezes, menos incomoda para escrever. Observe que a forma com loga-
ritmos naturais da férmula (3) foi obtida na Sec¢do 9.5, usando fra¢des parciais.

EXEMPLO 1 Calcule

[ dx
J U —6x+ 13

Solugdo Vamos aplicar a férmula (1), depois de completar o quadrado.
[ dx _ dx '
JUE—6x+13 ) Jx*—6x+9)+4

dx
—f\/(x—3)2+4
=senh™! (ic—;—%> +C

=In(x =3+ x?—6x+13)+ C

EXEMPLO 2 Calcule

J\ld dx
6 Jx?—5
Solugao De (2)
10 10
._dL__ — COSh_l i]

6 Jx? =125 51
=cosh™* 2 —cosh™!1,2
Com uma calculadora obtemos cosh-! 2 = 1,32 e cosh~ 1,2 = 0,62. Assim,
10 d
f X 20,70

6 x%2—25

Em vez de aplicar as férmulas, as integrais com as formas daquelas dos Teo-
remas 9.8.1 até 9.8.4 podem ser obtidas usando uma substitui¢do por fungio
hiperbdlica e procedendo de forma similar aquela usada para substituigdo tri-
gonométrica.

EXEMPLO 3 Calcule a integral do Exemplo 1 sem usar uma féormula, mas
usando uma substitui¢do por fungdo hiperbdlica.
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Solugédo Na solugao do Exemplo 1 a integral dada foi reescrita como

[ dx

Jx =32 +4

Sex — 3 = 2senh u, entdo dx = 2 cosh u dueu = senh-! Hx — 3). Logo,

i dx 2 cosh udu

J \/(x—3)2+4_u J4senh®u + 4

r

2 cosh u du

J 2 /senh?y + 1
[ cosh u du

J Jeosh?u

[ cosh u du
cosh u

=fdu

=u+C
=senh‘1<xT_3> +C

que estd de acordo com o resultado do Exemplo 1.

EXERCICIOS 9.8

Nos Exercicios de 1 a 16, expresse a integral indefinida em ter-  Nos Exercicios de 17 a 22, calcule a integral definida e expresse
mos de uma fungdo hiperbdlica inversa e como um logaritmo a resposta em termos de um logaritmo natural.

tural.
natura s dx f-3 iy
17. = 18. 1 7
— - — X
1 J’ dx 2 [ dx 31/2 x p 4 “”4 p
AN/ ) VA Do 19. f i 20 | ——
+ dx © dx izl —x J1/x% 4+ 2x
3| 4 | ——— 3 (2
Uxt =1 J 25—-x2 21. o 4 22. _dx
C o dx f o dx 2 /9% —-12x—5 J-2+/16 + x?
5. 92 _ 16 6. de —e * 23. Prove a férmula (3) usando uma substitui¢do por fun¢io hi-
*. y v d perbdlica.
7, | _Sosxdx 8. J X 24. Uma curva passa pelo ponto (0, @), a > 0 e a inclinagio em
J V4 —cos? x Vx?t—dx +1 qualquer ponto é \/y?/a® — 1. Prove que a curva é uma ca-
r dt dw tendria.
9. J \/ﬁ 10. f D —wi_3 25. Um homem com um péra-quedas salta de um avido e quan-
. —€ do o para-quedas se abre, sua velocidade é de 60 m/s. Se
11 dx 12 J dx v m/s for sua velocidade ¢ s apds a abertura do para-quedas
J 2-dx—x? V25x% +9 324 dv
— = =324 -
13 f dx 14 dz g dt
T ] x4+ 10x + 24 ") S92 —6z—8 Resolva essa equacdo diferencial para obter
3dw 3x dx 18 1% 5
15.f‘ 16, | ———— t=—<cot h-!— — cotgh~! =
wy/4In2w+9 Vx* 4+ 6x2 +5 g ST 8 3



26. Mostre que senh ™! u = In(u + Ju? + 1), usando uma

Exercicios de Revisdo do Capitulo 9 e Revisdo de Integragdo

du

substitui¢do trigonométrica para calcular S —2\/_—+——1—
u

575

27. A regido limitada pela curva y = (16 — x2) =12, pelo eixo x
epelasretas x = —2ex = 3 gira em torno do eixo x. Mostre

-1 3

que o volume do solido gerado é %n’[tgh -

- tgh~"' (- DI.

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 9 E REVISAO DE INTEGRACAO

Nos Exercicios de 1 a 62, calcule a integral indefinida.

3

5.

7.

f tg” 4x cos* 4x dx

J e dx
V4 —e*
ftg_l\/;dx

fcosz Ix dx

241
9, —)—C—+——3—dx
x—=1

11.

dx
T x4 x¥3

15.

13

17.

19.

21.

23

25.

27.

29.

31.

33.

3s.

f sen x sen 3x dx

f(sec 3x + cosec 3x)? dx

(263 4+ 11t + 8
JrP+4t+ 4
[ x*+ 1

x“—ldx

€
)

J sen* 3x cos? 3x dx
i dr

JV3-ar—1r?

x> cos x? dx

cos 2t dt

cosec® x dx

2y? + 1

J*
Jer
e
J
J
I

y3—6y*+ 12y —8

2.

10.

12

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

[ 5x* -3

: dx
J x¥—x
[ dx

[ de
t* + 1
”\/x~|—1+ld
— d4X
JVx+1-1
r

dy
Jy+1

f cos 0 cos 20 d0

ft& J2t = t% dt

J dx
Jer -1
J‘ 3e3* dx

[Vx? -4

5 dx

X

ft sen? 2f dt

"~

4x2 4+ x -2
x> —5x24+8x -4

dx

[ ydy

J 9+ 16y
i du

dw,a >0

xinx(inx —1)
dx

J 5+4dsecx

[ x%dx

(XZ _ aZ)J

o
~

o

37.

39.

41.

43.

45,

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

sen x dx
1 + cos? x
f\/4t —t2dt

o dx
x*—x

¥ dx
V4 — 9e%*

f cotg? 3x cosec* 3x dx

fxz sen~! x dx

[ dx

J sen x — 2 cosec x
[ cos 3t dt

J sen3ti/sen?3t — }
[ Vx2 +a?

x4

" sen~ /2t 0
J J1—=2t

dx

JV24+JUx—1
[Vig x dx

dx

fx"lnxdx

38.

40.

42,

44.

46.

48.

50.

52.

54.

56.

58.

60.

62.

[ dx
J xJx?+x+1
[ dx

J VI —x+3x?
P\/’_l
“f+1

dx

J 5+ 4cos2x

1 cotg x dx
3 + 2sen x

[ dx

J x/5x—6—x2

fcos x In(sen x) dx

dx
(x? + 6x + 34)*

ftg Xx sen x:dx

fln(xz + 1) dx

dx
2+ 2senx + cos x
J dx
V1+ Yx

ftg" xsec*xdx,n >0

Nos Exercicios de 63 a 94, calcule a integral definida.

63.

65.

67.

69.

fo" V2 + 2 cos x dx

([22x2 +x+ 4
Ji X+ ax?
(2 3dt

Jo 4 + ¢
r2J3 xz dx

o2 (16— x2)7

dx

64.

66.

68.

70.

1
1=
J X dx
1/2 X
v dx
o€ +e ”

2
J‘:/ sen’ t cos? ¢ dt

U xe* dx

o (1 + x)?
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2 —
7. [ sect x dx 7. J (A -x)dx

o X2 +3x+2
73. f ey cotg? 2y dy 74.

l(Z _ <23
75. f i’xz—")dx 76. [} (n x)? dx
a

- J\l (2x? — 2x + 1) dx 78f 3dx
“ s x*+x ' 2= x?

foz (2* + x?) dx

79. flmloglo\/e—xdx 80. fo [sen x — cos x|dx
2 x+2 VATE a2
81. 1 mdx 82. fo xe* cos x? dx
83. [|cos® x| dx 84. ™ |18 x|ax
Y
ssJ‘ — 86. [} x*\1+x7 dx
X—x?—x+1 °
712
87. J _xdx 88. f _dx_
1—4x o cos*3x

89. [ V2y+)7

.[ 92 J3 dr
12+I3cost "o +2vr+1
" L
93. °va—Jx dx 94, | S,
0 23 1+ cos 3t

95. A densidade linear de uma barra com 3 m de comprimento
num ponto a x m de ima extremidade é ke 3* kg/m. En-
contre a massa € o centro de massa da barra.

96. Ache o centro de massa de uma barra com 4 m, se a densi-
dade linear num ponto a x m do extremo esquerdo for

4 x2 dx
) 90.
v+ Lx3+4x2+5x+2

A9 + x% kg/m. ..

97. Ache o comprimento do arco da pardbola y? = 6x de
x=6ax=12.

98. Ache a 4rea da reglﬁo limitada pela curva y =
pela reta x = -+ /3 e pelo eixo x.

99. Ache a 4rea da regido limitada pelo lago da curva
x2 = y41 - yy.

100. Ache o comprimento do arcodacurvay = Inxdex = 1
ax =e.

101. Ache o volume do sélido de revolugio gerado ao girar em
torno do eixo y a regido limitada pela curvay = In 2x, pelo
eixo x e pela reta x = e.

102. A regido no primeiro quadrante, limitada pela curva

(j+—1)2, pelo eixo x e pelo eixo y gira em torno do
¢ixo x. Ache o volume do sélido gerado.

103. Duas substancias quimicas A e B reagem para formar a subs-
tancia C e a taxa de variagdo da quantidade de C é propor-
cional ao produto das quantidades de 4 e B restantes
em cada instante dado. Inicialmente, existem 60 g de 4 e
60 g de B. Para formar 5 g de C sao necessdrios 3 g de 4
¢ 2 g de B. Ap6s 1 h, foram formados 15 g de C. (a) Se

sen~! 2x,

y=

x g de C sdo formados ap6s ¢ h, ache uma expressdo para
x em termos de ¢. (b) Ache a quantidade de C apés 3 h.

104. Um tanque tem a forma de um sélido obtido ao girar a re-
gido limitada pela curva y = In x, pelo eixo x e pelas retas
x = eex = e? em torno do eixo x. Se o tanque estiver )
cheio de 4gua, qual o trabalho feito ao bombear toda a 4gua
até a borda do tanque? A distancia é medida em metros.
Tome o eixo x positivo vertical e orientado para baixo.

105. Ache o centréide da regido do Exercicio 99.

106. Ache o centrdide da regido limitada pelo lago da curva
y?=x% - x3,

197 . Ache o centréide da regido limitada pelo eixo y e pelas curvas

' y—senx—cosxey—senx+cosxdex—0ax—7.

108. Ache o centrdide da regido no primeiro quadrante, limita-
da pelos eixos coordenados e pela curva y = cos x.

109. Um lago pode ter no méximo 10.000 peixes, de forma que
a taxa de crescimento dos peixes € conjuntamente propor-
cional ao mimero de peixes presentes e a diferenca entre
10.000 ¢ o nimero presente. O lago contém inicialmente 400
peixes e 6 semanas depois havia 3.000 peixes. (a) Quantos
peixes-existirdo no lago ap6s 8 semanas? (b) Quando é ma--
Xima a taxa de crescimento? Isto é, apés quantas semanas
o lago ird conter 5.000 peixes?

110. Em uma cidade com 12.000 pessoas, a taxa de crescimento
de uma epidemia de gripe é conjuntamente proporcional ao
numero de pessoas que tiveram a gripe e a0 niimero de pes-
soas que ndo a contrairam. Cinco dias atras 400 pessoas es-
tavam com gripe e hoje 1.000 pessoas j& foram contagiadas.
(@) Qual o niimero esperado de pessoas com gripe amanha?

" (b) Em quantos dias a epidemia estar4 se alastrando o mais
rapido possivel? Isto ¢, quando é que metade da populagio
serd contagiada?

Os Exercicios 111 e 112 referem-se a Seccdo Suplementar 6.7.

111, A extremidade vertical de um tanque de 4gua tem 3 m

de largura na borda e 2 m de profundidade, tendo a for-
ma da reglao limitada pelo eixo x e pelo arco da curva
= 2 sen 7x. Se o tanque estiver cheio de 4gua, ache

a forga exercida pela pressdo da 4gua na extremidade.

112. Uma tora tem a forma de uma regido limitada por uma re-
ta e um arco senéide. Se a tora for submersa verticalmente
na dgua, de modo que a reta seja o limite inferior, 2 m abaixo
da superficie da dgua, ache a forca na tora, exercida pela
pressdo da agua.

Os Exercicios 113 e 114 referem-se & Seccdo Suplementar 9.8.
Obtenha o resultado por uma substituicdo da funcido hiperbdlica.

1
113, -3 cotgh (senh‘l §-> +C,a>0

dx
_[ N

dx 1 X
114. JW=;Senh<tgh l;)+c,a>0



