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As possibilidades de aplicagdo do Calculo Integral em Geometria, Fisica e En- |
genharia sdo demonstradas neste Capitulo. ﬂ

Nas Seccoes 6.1 e 6.2 aplicamos a integral definida para calcular os volumes
de varios tipos de solidos. Usamos cortes, discos e anéis circulares na Secgao
6.1 e invdlucros cilindricos na Secg¢do 6.2. Mostramos na Sec¢do 6.3 como a
integral definida pode ser usada para calcular o comprimento de arco do grafi-
co de uma fun¢io entre dois pontos.

As aplicagdes fisicas de integragdo aparecem nas outras quatro seccdes. De- ,
terminamos centros de massa de barras na Sec¢do 6.4 € centros de massa de
regides planas na Sec¢do 6.5. O trabalho realizado por uma forga varidvel atuan- |
do sobre um objeto é calculado na Secgdo 6.6. A Sec¢do Suplementar 6.7 trata 1
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Aplicacbes da Integral Definida

da aplicacdo de integrais definidas para determinar a for¢a causada pela pres-
sa@o liquida, tal como a pressdo da dgua contra o lado de um recipiente.

6.1

VOLUMES DE SOLIDOS
POR CORTES, DISCOS E
ANEIS CIRCULARES

FIGURA 4

A definicdo de area de uma regido plana nos levou a defini¢do da integral defi-
nida. No desenvolvimento, usamos a férmula para a area de um retangulo, da
Geometria Plana. Usamos um processo similar para obter volumes de determi-
nados tipos de sélidos. Um deles é um cilindro reto. Note que neste capitulo
um cilindro é considerado sélido, enquanto que mais adiante, no Capitulo 15,
definimos um cilindro como uma superficie.

Um sélido sera um cilindro reto se for limitado por duas regides planas con-
gruentes R, e R,, situadas em planos paralelos e por uma superficie lateral ge-
rada por um segmento de reta, tendo seus extremos sobre os limites de R, e R,,
que se move de modo que seja sempre perpendicular aos planos de R, ¢ R,. A
Figura 1 mostra um cilindro reto. A altura do cilindro é a distdncia perpendicu-
lar entre os planos de R, e R, e a base ¢ R, ou R,. Se a base do cilindro reto
for uma regido encerrada por um retdngulo, teremos um paralelepipedo retan-
gular, que aparece na Figura 2, e se a base for uma regido encerrada por um
circulo, temos um cilindro circular reto, como mostra a Figura 3.

FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3

Se a 4area da base de um cilindro reto for A unidades quadradas e a altura
for A unidades, entdo, da geometria dos sélidos, se V unidades cubicas for o
volume

V = Ah

Usaremos essa formula para obter um método de calcular a medida do volu-
me de um solido para o qual a drea de qualquer sec¢do plana (uma regido plana
formada pela intersec¢do de um plano com o sélido) que € perpendicular a um
eixo, seja uma fungdo da distancia perpendicular da sec¢do plana de um ponto
fixo sobre o eixo. A Figura 4 mostra tal sélido S que se situa entre planos per-
pendiculares ao €ixo x em a e b. Seja A (x) unidades quadradas a drea da seccdo
plana de S que é perpendicular ao eixo x em x. Exigimos que A seja continua
em [a, b].

Seja A uma parti¢do do intervalo fechado [a, b}, dada por

A=Xg <X, <X;<...<Xx,=b

Existem, entdo, » subintervalos da forma [x;_,, x], onde i = 1, 2, ..., n, sen-
do A,x = x; — x;_, o comprimento do i-ésimo subintervalo. Escolhemos qual-
quer numero §; com x; ., < §; < x;, em cada subintervalo, e construimos os
cilindros retos com A;x unidades de altura e a area das secgdes planas igual a
A(E) unidades quadradas. A Figura 5 mostra o i-ésimo cilindro reto, que cha-
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maremos de elemento de volume. Se A,V unidades cibicas for o volume do
i-ésimo elemento, entdo

AV = AE) Ax

A soma das medidas dos volumes de n elementos é
YAV = Zl A&) Ax 1)
i=1 i= <

que ¢ a soma de Riemann. Essa soma é uma aproximacéo do que intuitivamen-
te pensamos ser o numero de unidades ciibicas no volume do sélido. Quanto
menor tomarmos a norma |A| da parti¢do, maior serd n e mais perto estare-
mos da aproximagio do nimero ¥ que queremos designar para a medida do vo-
lume. Portanto, definimos ¥ como o limite da soma de Riemann em (1) quando
IA| aproxima-se de zero. Esse limite existe, pois A é continua em [a, b].
Temos, entdo, a defini¢do a seguir.

Seja S um sdlido tal que S esteja entre planos perpendiculares ao eixo x em a

~e b. Se a medida da drea da sec¢iio plana de S no plano perpendicular ao eixo
'x em x for dada por A(x), onde 4 é continua em [a, b], entdo a medida do |

volume de S serd dada por

14 lim Y AE)Ax

Hall~0 <1

Sz A(x) dx ‘

A terminologia corte ¢ usada quando aplicamos a Defini¢do 6.1.1 para en-
contrar o volume de um sélido. O processo ¢ similar a cortar um pao em fatias
bem finas, de modo que todas elas juntas componham um péo inteiro. Na ilus-
tragdo a seguir mostramos que a Defini¢do 6.1.1 é consistente com a férmula
da geometria dos sélidos para o volume de um cilindro circular reto.

» ILUSTRAGAO 1 Na Figura 6 h4 um cilindro circular reto que tem A unida-
des de altura e r unidades de raio da base, sendo os eixos coordenados escolhi-
dos de modo que a origem esteja no centro de uma base e a altura seja medida
ao longo do eixo positivo x. Uma sec¢do plana a uma distancia de x unidades
a partir da origem tem uma area de A(x) unidades quadradas, onde

A(x) = nr?
Um elemento de volume, mostrado na Figura 6, é um cilindro reto cuja area

da base ¢ A (&) unidades quadradas e uma espessura de A ;x unidades. Assim,
se V unidades cubicas for o volume do cilindro circular reto.

V= lim 3 A@E)Ax

llAll~0 i=1
h

- fo A(x) dx

= fh ar? dx
0

h
= nrzx]
0

= nr’h |
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Aplicagdes da Integral Definida

Na Defini¢do 6.1.1 substituimos x por y. Em tal situagdo, S ¢ um sélido si-
tuado entre planos desenhados perpendicularmente ao eixo y em c e d, € a me-
dida da area da secgdo plana de S, tracada perpendicularmente ao eixo y em
y é dada por A (»), onde A é continua em [c, d]. Entdo, a medida do volume
de S é dada por '

V= lim 2 A) Ay
lall—o0 i=1
d
= [famay
EXEMPLO 1 Use um corte para achar o volume de uma piramide reta cuja

altura é 4 unidades e cuja base é um quadrado com s unidades de lado.

Solugédo A Figura 7 mostra uma pirdmide reta e os eixos coordenados es-
colhidos, de modo que o centro da base esteja na origem e a altura seja medida
ao longo do lado positivo do eixo y. A sec¢do plana da piramide tracada per-
pendicularmente ao eixo y em (0, y) é um quadrado. Se o comprimento de um
lado desse quadrado for z unidades, entdo, pelos tridngulos similares (veja a
Figura 8)

iz _%s

h—y h

S
Z—E(h—Y)

Portanto, se A(y) unidades quadradas for a drea da sec¢do plana

s2
AQ) = 37 (b — 3

A Figura 9 mostra um elemento de volume que € um cilindro reto de drea A ()
unidades quadradas e uma espessura de Ay unidades. Assim, se V¥ unidades
ciibicas for o volume da pirdmide reta

V= lim 3 A& Ay

lall=0 i=1

= [; 40 ay

h82 )
=L.h—2(h—y) dy
_S[_=y
R 3 o

s? h3
'P[“?]

Agora mostramos como a Defini¢édo 6.1.1 pode ser aplicada para encontrar-
mos o volume de um sélido de revolugiio que é um sélido obtido com a rotacdo
de uma regido num plano em torno de uma reta no plano, chamada de eixo
de revolugiio, o qual pode ou nio interceptar a regido. Por exemplo, se a regido
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FIGURA 10 FIGURA 11

limitada por um semi-circulo e seu didmetro for girada em torno do didmetro,
uma esfera sera descrita (veja a Figura 10). Um cone circular reto é gerado se
aregido limitada por um tridngulo retangulo for girada em torno de um de seus
catetos (veja a Figura 11).

Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que o €ixo de revolugdo é uma
fronteira da regido que gira. Seja f uma fun¢do continua no intervalo fechado
[a, b] e suponha que f(x) > O para todo x em [a, b]. Seja R a regido limitada
pela curvay = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = aex = b. A Figura 12 mostra
aregifo R e o i-ésimo retdngulo. Quando o i-ésimo retangulo é girado em torno
do eixo x, obtemos um elemento de volume que é um disco cuja base é um cir-
culo de raio f(§,) unidades e cuja altura é A,x unidades, como é mostrado na
Figura 13. Se A,V unidades cubicas for o volume desse disco,

AV = n[f(fi)]z Aix

Como temos 7z retangulos, iremos obter n discos circulares dessa forma, e a so-
ma das medidas dos volumes desses n discos circulares sera

||M=

= 3 2l /@) Aix
Essa ¢ uma soma de Riemann da forma (1) onde A (§;) = x[f(€)])?. Portanto,
se V unidades cubicas for o volume do sélido de revolugio, segue da Defini¢ao
6.1.1 que V serd o limite dessa soma de Riemann quando |A| aproximar-se
de zero. Esse limite existe, pois f2 é continua em [a, b], j4 que supusemos que
f seja continua nesse nimero. Temos entdo o teorema a seguir.

Seja fuma func¢do continua em [a, b] e suponha que f(x) > 0 para todo x em
[a, b]. Se S for o sdlido de revolugdo obtido pela rotagdo efetuada, em torno
do-eixo x, da regido limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas
x = aex = b, ese Vfor o nimero de unidades cubicas no volume de S, entdo

|4

lim ): mlfE)? Ax

Hall - 0i=1

7 (" LF0OP dx

» ILUSTRACAO 2 Vamos encontrar o volume do sélido de revolugio gerado
quando a regido limitada pela curva y = x2, pelo eixo x e pelas retas x = 1
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e x = 2 for rotacionada em torno do eixo x. Consulte a Figura 14, que mostra
a regido e um elemento retangular de drea. A Figura 15 mostra um elemento
de volume e o sélido de revolugdo. A medida do volume do disco circular é
dada por

AV = ﬁ(éiz)z Ax
= nff Aix
Ent3o,

V= lim Y n&*Ax

la]l=0 i=1

n fz x* dx

Il
<]
—~
=
= ™
h
-
| S—
-

Logo, o volume do sélido de revolugio é 3Lx unidades cubicas. |

Um teorema analégo ao Teorema 6.1.2 aplica-se quando tanto o eixo de re-
volugdo quanto o limite de uma regido rotacionada forem o eixo y ou qualquer
reta paralela ao eixo x ou ao eixo y. '

EXEMPLO 2 Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno da reta
x = 1, da regido limitada pela curva

(x —1)2=20—4y
epelasretasx = 1,y = l ey = 3 e a direita de x = 1.

Solugdo A regiao, bem como um elemento retangular de 4rea, estdo na Fi-
gura 16. Um elemento de volume e o sélido de revolugdo aparecem na Figura 17.
Vamos resolver em x a equagio da curva. obtendo

x=20—4y +1

Seja g(») = v20 — 4y + 1. Tomamos uma parti¢do do intervalo [1, 3] no eixo y.

AN
%

) >y =3
6L @&, &)
ADNET
Yia1 | X

0 sx

FIGURA 16 FIGURA 17
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Entdo, se A,V unidades ciibicas for o volume do i-ésimo disco circular,

AV = n[g(éi) - 1]2 Ay
=n[(v20 — 4&, + 1) — 1]2 Ay

=n(20 — 4¢) Ay

Se V unidades ciibicas for o volume do sélido de revolugdo,

V= lim Y n(20 —4&)Ay

lAjl=0 i=1
= [ (20 -4y dy
= n[ZOy - 2y2]f
= n[(60 — 18) — (20 — 2)]
= 24n

O volume do sélido de revolugéo é, portanto, 247 unidades cubicas.

Suponha, agora, que o eixo de revolucdo nao esteja na fronteira da regido
a ser rotacionada. Sejam f e g duas fun¢des continuas no intervalo fechado
[a, b] e suponha que f(x) > g(x) > 0 para todo x em [a, b). Seja R a regido
limitada pelas curvas y = f(x) ey = g(x) e pelasretas x = ae x = b. A regido
R e o i-ésimo retdngulo sao mostrados na Figura 18, e o sdlido de revolugdo
aparece na Figura 19. Quando o i-ésimo retingulo gira em torno do eixo x, um
anel circular (ou arruela) é obtido, conforme mostra a Figura 20. O nime-
ro que d4 a diferenga das medidas das dreas das duas regides circulares é
[ f(E))> — m[9 (§)]? e a espessura é A;x unidades. Logo, a medida do volume
do anel circular é dada por:

AV =n([f(&)]* — [9(Z)]*) Aix

A soma das medidas dos volumes dos » anéis circulares formados pela rotagdo
dos n elementos retangulares de area em torno do eixo x é

3 AV = § (G - [oe)]?) A

Essa é a soma de Riemann da forma (1) onde A(§) = #[fE)? — #[gE)]>
Da Defini¢ao 6.1.1, o niimero de unidades cubicas no volume do sélido de re-
volugio € definido como sendo o limite dessa soma de Riemann, quando |A |
tende a zero. O limite existe desde que f2 — g2 seja continua em [a, b], pois
J e g sdo continuas nesse intervalo. Temos, entdo, o teorema a seguir.

>

™M=

i

6.1.3 TEOREMA

Sejam f e g fungdes continuas no intervalo fechado [a, ] e suponha que
S(x) 2 g(x) = 0 paratodo xem [a, b]. Entao, se V unidades cubicas for o volu-
me do sélido de revolugdo gerado com a rotagdo, em torno do eixo x, da regido
limitada pelas curvas y = f(x) e y = g(x) e pelas retas x = aex = b,

V= lim Y a(fE) - 9EP Ax

HAl) =0 i=1

=7 ! VWP - BeF dx
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Como antes, uma defini¢do similar aplica-se quando o eixo de revolugio for
0 €ixo y ou qualquer reta paralela aos eixos x ou y.

EXEMPLO 3 Ache o volume do solido gerado pela rotacdo, em torno do
€ixo x, da regido limitada pela pardbolay = x2 + lepelaretay = x + 3.

Solucédo Os pontos de intersec¢do sdo (— 1, 2) e (2, 5). A Figura 21 mostra
aregiao e um elemento de drea retangular. Um elemento de volume e o s6lido
de revolugdo estio na Figura 22.

Sef(x) = x + 3e g(x) = x2 + 1, a medida do volume do anel circular é

AV = ([ /(€)1 - [9(¢)]*) Ax

Se V unidades cubicas for o0 volume do sélido, entdo

V= lim ¥ a((f&)]* - [9E)]D) Ax
l1Al=0 i=1

= [ (P - [gx]) dx
=n f_’l [(x + 3)2 — (x2 + 1)?] dx

nf_zl[—x“—x2+6x+8]dx

n[—%xS —4x3 +3x% + Sx]z_]
=[(-¥-3+12+16) -G +3+3-38)]
1

Hin

Logo, o volume do sélido de revolugdo é 2 unidades cubicas.

EXEMPLO 4 Ache o volume do sélido gerado pela rota¢do, em torno da
reta x = —4, da regido limitada pelas pardbolas x = y — y2ex = y? —3.
Solucédo As curvas interceptam-se nos pontos (-2, —1) e (-3, ). A re-

gido, bem como um elemento de drea retangular, estdo na Figura 23. A Figura
24 mostra o sdlido de revolucéo, e também um elemento de volume, que é um
anel circular.

Seja F(y) = y — y2e G(¥) = y* — 3. O numero de unidades ctibicas no
volume do anel circular é

AV = ({4 + F(E)]* — [4+ GE)I) Ay

FIGURA 24
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Assim,

V= lim 3 a4+ FE) - [4+GE) Ay

lA}]=0 i=1
3/2
=n [P [@+y -y —@+y* -3 dy

E fm (—2y* —9y* + 8y + 15) dy

-1

3/2
-1

n [—%y“ —3y3+4y? + 15y]

O volume do sélido de revolugdo ¢, entdo, £2-7 unidades cubicas.

Como vimos, o célculo de volumes por discos e anéis circulares constitui um
caso particular do calculo de volumes por corte. Agora daremos outro exemplo
para achar um volume, através de um corte.

EXEMPLO 5 Uma cunha ¢ tirada de um cilindro circular reto com um raio
de r cm por dois planos, um perpendicular ao eixo x do cilindro e o outro inter-
ceptando o primeiro ao longo de um didmetro da secgdo plana circular, a um
angulo cuja medida é 60°. Ache o volume da cunha.

Solucido A cunha est4 na Figura 25. O plano xy é tomado como o plano
perpendicular ao eixo do cilindro, e a origem estd no ponto de perpendiculari-
dade. Uma equagio da sec¢do plana circular é, entdo, x2 + y2 = r2. Toda sec-
¢do plana da cunha perpendicular ao eixo x é um tridngulo retdngulo. Um ele-
mento de volume é um cilindro reto, com A;x cm de altura e a area da base
dada por +/3[ f(£)]? cm2, onde f(x) é obtido ao resolvermos a equagéo do cir-
culo em y, tomando ¥y = f(x). Logo, temos f(x) = /r? — x2. Assim, se V c¢m?
for o volume da cunha,

im 3 3302 — &) Ax

lall=0 i=1
1.3 f:' (r* — x?) dx
33 [rx - 4]
= -;\/gr3

Logo, o volume da cunha é 2./3r3% cm’.

vV

r

EXERCICIOS 6.1

1. Deduza a formula para o volume de uma esfera de raio r uni- 3. Ache o volume do sélido de revolugao gerado quando a re-

dades por meio de um corte.

gido limitada pela curva y = x3, pelo eixo x e pelas retas
x = 1 e x = 2 é rotacionada em torno do eixo x.

2. Deduza a férmula para o volume de um cone circular reto 4. Ache o volume do sélido de revolugio gerado quando a re-
com k unidades de altura e @ unidades de raio da base, usan- gido limitada pela curva y = x? + 1, pelo eixo x € pelas re-

do um corte.

tas x = 2 e x = 3 for rotacionada em torno do eixo x.
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Nos Exercicios de 5 a 12, ache o volume do sdlido de revolugdo
descrito quando a regido dada da figura for rotacionada em tor-
no da reta indicada. Uma equagio da curva na figura é y? = x3.

5. OAC em torno do eixo x. y

6. OAC em torno da reta AC. B C(4,8)

7. OAC em torno da reta BC.

8. OAC em torno do eixo y.

9. OBC em torno do €ixo y.
10. OBC em torno da reta BC. —
11. OBC em torno da reta AC. L
12. OBC em torno do eixo x.

Nos Exercicios de 13 a 16, ache o volume do solido de revolugcdo
gerado pela rotacdo, em torno da reta indicada, da regido limi-
tada pela curva y = /x, pelo eixo x e pela reta x = 4.

14. 0 eixo x
16. aretay = 2

13.aretax = 4
15. o eixo y

17. Deduza a férmula para o volume de uma esfera, rotacionando
a regido limitada pela circunferéncia x2 + y2 = r2 e pelo
eixo x em torno do eixo x.

18. Deduza a férmula para o volume de um cone circular reto
com A unidades de altura e ¢ unidades de raio da base, rota-
cionando a regido limitada pelo tridngulo retdngulo em tor-
no de um de seus catetos.

19. Deduza a férmula para o volume do tronco de um cone cir-
cular reto, rotacionando o segmento de reta de (0, b) a
(h, @) em torno do eixo x.

20. Ache, por meio de um corte, o volume do tetraedro com trés
faces mutuamente perpendiculares e trés arestas mutuamen-
te perpendiculares, cujos comprimentos sdo 3, 4 € 7 cm.

21. A regido limitada pela curva y = sec x, pelo eixo x, pelo ei-
X0 y e pela reta x = 4 gira em torno do eixo x. Ache
o volume do sélido gerado. :

22. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido limi-
tada pela curva y = cosec x, pelo eixo x, e pelas retas
X = % ex = 4 em torno do eixo x.

23. Ache o volume do sélido gerado pela rotacdo da regido limi-
tada por um arco da curva do seno em torno do eixo x. (Su-
gestdo: use a identidade sen? x = +(1 — cos 2x).)

24. A regido limitada pelo eixo y e pelas curvas y = sen x e
y = cos x para 0 < x < 4 ¢ girada em torno do eixo x.
Ache o volume do solido gerado. (Sugestdo: use as seguintes
identidades: sen?x = (1 — cos 2x) e cos?x = (1 + cos 2x).)

25. Ache o volume do sélido gerado se a regido do Exercicio 23
girar em torno dareta y = 1. ‘

26. Ache o volume do solido gerado se a regiio do Exercicio 24
girar em torno daretay = 1.

Aplicacoes da Integral Definida

27. A regido limitada pela curva y = cotg x, pelareta x = %7:,
e pelo eixo x é girada em torno do eixo x. Ache o volume
do sélido gerado.

28. A regido limitada pela curva y = tg x, areta x = %ﬂ €eo
eixo x é rotacionada em torno do eixo x. Ache o volume do
solido gerado.

29. Ache o volume do sélido gerado pela rotacido, em torno da
reta x = —4, da regido limitada por aquela reta e pela para-
bola x = 4 + 6y + 2y

30. Ache o volume do sélido gerado pela rota¢do, em torno do
eixo x, da regido limitada pela pardbola y2 = 4x e pela re-
tay = x.

31. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno da
reta x = 4, da regido do Exercicio 30.

32. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo y, da regido limitada pela reta que passa por (1, 3) e
(3,7Nepelasretasy = 3,y =Tex = 0.

33. Ache o volume do so6lido gerado pela rotagdo, em torno da
reta y = -3, da regido limitada pelas parabolas y = x2e
y=1+x - x2

34. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo x, da regido limitada pelo lago da curva cuja equagio
é 2y = x(x* - 4).

35. Ache o volume do s6lido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo x, da regido limitada pelo lago da curva cuja equagdo
é x2y2 = (x2 — 9(1 — x?).

36. Um tanque de 6leo na forma de uma esfera tem um didme-
tro de 18 m. Quanto 6leo o tanque contém se a profundida-
de do 6leo ¢ de 7 m?

37. Um paraboldide de revolugdo é obtido fazendo girar a para-
bola y? = 4px em torno do eixo x. Ache o volume limitado
por um paraboldide de revolugido e um plano perpendicular
a seu eixo, se o plano estiver a 10 cm do vértice e se a sec¢do
plana de intersec¢do for um circulo com um raio de 6 cm.

38. A regido do primeiro quadrante, limitada pela curva
y = sec x, pelo eixo y e pela reta y = 2 faz uma rotagio
em torno do eixo x. Ache o volume do sélido gerado.

39. A regido limitada pela curva y = cosec x e pelas retas
y=2,x=%,x= %ﬂ é girada em torno do eixo x. Ache
o volume do sdlido gerado.

40. A regido no primeiro quadrante, limitada pelos eixos coor-
denados, pela reta y = 1 ¢ pela curva y = cotg x, faz uma
rotagdo em torno do eixo x. Ache o volume do sélido gerado.

41. Um s6lido de revolugdo é formado pela rotagdo, em torno
do eixo x, da regido limitada pela curva y = /2x + 4, pelo
eixo x, pelo eixo y, e pelareta x = ¢ (¢ > 0). Para que valor
de ¢ o volume serd de 127 unidades cubicas?

42. A base de um sélido é a regido encerrada por um circulo com
2 unidades de raio. Ache o volume do sélido se todas as sec-
¢Oes planas perpendiculares a um didmetro fixo da base fo-
rem quadrados.

43. A base de um sélido é a regido encerrada por um circulo com
7 ¢m de raio. Ache o volume do sélido, se todas as sec¢des
planas perpendiculares a um didmetro fixo da base forem
tridngulos eqiiilateros.
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44. A base de um solido € a regido encerrada por um circulo com  47. Resolva o Exercicio 46, se os tridngulos retangulos isésceles
um raio de 4 cm, e cada sec¢do plana perpendicular a um tiverem um dos catetos no plano da base.
dimetro fixo da base ¢ um tridngulo isésceles com 10 cm 4 Doic cilindros circulares retos, cada um tendo um raio de r
de altu'ra e uma corda do circulo como base. Ache o volume unidades, t&m seus eixos interceptando-se em angulos retos.
do sélido. . . Ache o volume do sélido comum aos dois cilindros.

45. A base de um solido é a regido do Exercicio 43. Ache o volu- i -
me do sélido se todas as secgdes planas perpendiculares a um 49, Uma‘cunha é cortada de um s()hdo. com a forma e um cilin-
didmetro fixo da base forem tridngulos isésceles de altura dro circular reto, o qual tem um raio de r cm, por um Plano
igual A distancia da secgdo plana do centro do circulo. O la- através de um didmetro da base e inclinado em relagio ao
do do tridngulo situado na base do sélido ndo é um dos la- plano da base segundo um angulo cuja medida ¢ 45°. Ache
dos de igual comprimento. o volume da cunha. _

46. A base de um sélido € a regido encerrada por um circulo com  50. Uma cunha ¢ cortada de um sélido com a forma de um cone

um raio de r unidades, e todas as secgdes planas perpendicu-
lares a um didmetro fixo da base sdo tridngulos retangulos
isésceles, com a hipotenusa no plano da base. Ache o volu-
me do sélido.

circular reto tendo um raio da base com 5 cm e uma altura
de 20 cm, por dois planos contendo o eixo do cone. O angu-
lo entre os planos tem uma medida de 30°. Ache o volume
da cunha.

6.2 VOLUMES DE'SOLIDOS Na sec¢@o precedente encontramos o volume de um sélido de revolugio, to-
POR INVOLUCROS CILINDRICOS mando elementos retangulares de drea perpendiculares ao eixo de revolugio e
o elemento de volume era um disco circular ou um anel circular. Para alguns

solidos de revolugdo esse método pode ndo ser vidvel. Por exemplo, suponha

que desejemos encontrar o volume do sélido de revolugdo obtido pela rotacéo,

em torno do eixo y, da regido limitada pelo grafico de y = 3x — x3, pelo

eixo y e pelareta y = 2. A Figura 1 mostra a regido. Se um elemento de area

for perpendicular ao eixo y, como mostra a figura, o elemento de volume sera

um disco circular e para determinar o volume do sélido de revolugdo

usamos uma integral da forma S; A(y) dy. Mas para obter uma férmula para

A(») € necessdrio resolver a equagdo cubica y = 3x — x3 para x em termos
de y, a qual é muito trabalhosa. Logo, discutiremos agora um procedimento
alternativo para calcular o volume de um sélido de revolugdo, que é mais facil
de aplicar nesta e em outras situagoes.

O método envolve tomar elementos retangulares de area, paralelos ao eixo
de revolugdo. Entdo, quando um elemento de drea for rotacionado em torno
do eixo de revolugdo, obteremos um invélucro cilindrico, ou seja, um sélido
contido entre dois cilindros, com o0 mesmo centro e eixo. Tal invélucro cilindri-
co esta na Figura 2.

Y
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e y=x-x
ay{ &lr==
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Se o invélucro cilindrico tiver um raio interno com r, unidades, um raio ex-
terno com r, unidades e uma altura com 4 unidades, entdo o seu volume de V
unidades cubicas serd dado por

V = nr,%h — nr %h . N

Seja R a regido limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = a
e x = b, onde f é continua no intervalo fechado [a, b] e f(x) > 0 para todo
x em [a, b]. Além disso, suponha que a > 0. Tal regido ¢ ilustrada na Figura
3. Se R girar em torno do eixo y, um solido de revolugio S sera gerado. Tal
s6lido é mostrado na Figura 4. Para encontrar o volume S quando os elementos
de area sdo tomados paralelamente ao eixo y, prosseguimos da seguinte maneira:

FIGURA 4 l

Seja A uma particdo do intervalo fechado [a, b], dada por
Q=X <X, <X, <...<X,_;<x,=b

Seja m; o ponto médio do i-ésimo subintervalo [x; _ ,, x;]. Temos, entdo, que
m; = +(x;_, + x). Considere o retangulo tendo altura JS(m) unidades e com-
primento A x unidades. Se esse retdngulo girar em torno do eixo y, um invé-
lucro cilindrico serd obtido. A Figura 4 mostra o invélucro cilindrico gerado
pelo elemento retangular de 4rea.

Se A;V der a medida do volume desse invélucro cilindrico, temos, da férmu-
la(l),onder, = x;,_,,r, =x;¢h = f(m),

AV = nx2f(m) — nx;_ 2f(m)

AV = a(x? — x;-1%)f(m)

AV = ml(x; — x;- )0x; + x;-1)f(my)

Comox; — x;_, = Axecomox; + x;_;, = 2m;, entdo dessa equacio,

AiV = 27rm,'f(m") A,«x

Se n elementos retangulares de drea girarem em torno do eixo y, serdo obti-
dos n invélucros cilindricos. A soma das medidas dos volumes é

n

Y AV = Y 2nm,f(m) Ax

i=1
que é uma soma de Riemann. O limite dessa soma quando |A| aproxima-se
de zero existe, pois se f for continua em [a, b], entdo, a fungido com valores
2nxf(x) também serd. O limite é a integral definida Sb 2nxf(x) dx, e dd o
a
volume do sélido de revolugdo. Esse resultado é resumido no teorema a seguir.
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‘ Seja fuma fung¢do continua nointervalo fechado [a, b], onde @ > 0. Suponha

que f(x) > 0 para todo x em [a, b]. Se R for a regido limitada pela curva
y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = ae x = b, se S for o sélido de revolugdo
obtido pela sua rotagdo R em torno do eixo y e se ¥ unidades cibicas for o
volume de S, entdo '

V= lim Y 2zmf(m) Ax

Hal] -0 i=1

2 Xi xf(x) dx

Enquanto a validade do Teorema 6.2.1 deveria parecer plausivel, tendo em
vista a discussdo que precedeu o seu enunciado; uma prova requer que mostre-
mos que o mesmo volume seja obtido pelo método do disco do Teorema 6.1.2.
No artigo de fevereiro de 1984 da American Mathematical Monthly (Vol. 91, n° 2)
Charles A. Cable da Allegheny College apresentou uma prova usando a inte-
gragdo por partes (discutida na Sec¢do 9.1).

A férmula para a medida do volume do invélucro cilindrico é facilmente lem-
brada, notando que 27m,, f(m;) e A;x sdo, respectivamente, os niimeros que
dao as medidas da circunferéncia do circulo tendo por raio a média entre os
raios interno e externo do invélucro, a altura e a espessura do invélucro. As-
sim, o volume do invélucro é

27 (raio médio) (altura) (espessura)

EXEMPLO 1 A regido limitada pela curva y = x2, pelo eixo x e pela reta
Xx = 2 gira em torno do eixo y. Ache o volume do sélido gerado. Tome os ele-
mentos de area paralelos ao eixo de revolugdo.

Solugdo A Figura 5 mostra a regido e um elemento de drea retangular. A
Figura 6 mostra o sélido de revolugéo e o invé6lucro cilindrico obtido, ao girar
o elemento de drea retangular em torno do eixo y.

O elemento de volume é um invélucro cilindrico cuja medida de volume é

AV = 2nm(m?) Ax

= an,«s A‘x
Assim,
V = ]im Z aniJ Aix

llall =0 i=1

— zZ 3

=2 fo x> dx

— Im(ieh P

= i),

= 8n

Logo, o volume do sélido de revolugdo é 87 unidades ctbicas.

No exemplo a seguir, calculamos o volume do sélido de revolugédo discutido
no inicio desta secc¢do.

EXEMPLO 2 Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo y, da regido limitada pelo grifico de y = 3x — x3, pelo eixo y e pela reta
y = 2.
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¥ 2 — fony : Solucéao Seja f(x) = 3x — x3. A Figura 7 mostra a regido e um elemento
\ ' a, 2 y=2 retangular de area paralelo ao eixo y. O sélido de revolugio e um elemento de
2 T ” volume do invélucro cilindrico aparecem na Figura 8. O raio médio do invélu-
' / cro cilindrico é m; unidades, a altura € [2 — f(m)] unidades e a espessura ¢ A x

I/ f) = 3x — x° unidades. Portanto, se A;V unidades cubicas for o volume do invoélucro,

AV =2mm[2 — f(m)] Ax

n

|
|
I
:
: _ Assim, se V unidades cibicas for o volume do soélido de revolugio,
I
: V= lim ) 2mm[2— f(m)] Ax

I

|

|
|
!
:
|
{
|
!
|

|
|
I
|
]
|
:
|
|
|

lnafj—o i=1
| . 1
O il 1 x =2n fo X[2 — f(x)] dx
P :
v _ _ 3
FIGURA 7 =2n fo x(2 — 3x + x%) dx

=2 fo‘ (2x — 3x? + x*) dx

51
=27l x? — 3+x_
n[x x 5|,

Portanto, o volume é £7 unidades cibicas.

EXEMPLO 3 A regifo limitada pela curvay = x2epelasretasy = 1,x = 2
gira em torno dareta y = — 3. Ache o volume do sélido gerado, tomando ele-
mentos de drea retangulares, paralelos ao eixo de revolugéo.

Solucédo A regido e um elemento retangular de area sdo ilustrados na Figu-
FIGURA 8 ra9.

A equaciio da curva é y = x2 Resolvendo em x obtemos x = +./y. Como
x > 0 para a regido dada, x = /y.

O solido de revolugdo, bem como um elemento de volume do invélucro cilin-
drico, sdo mostrados na Figura 10. O raio externo do invélucro cilindrico é
(¥; + 3) unidades e o raio interno é (¥, _, + 3) unidades. Assim, a média en-
tre o raio interno e o externo é (m; + 3) unidades. Como a altura e a espessu-
ra do invélucro cilindrico sdo, respectivamente, (2 — «/m;) e¢ A,y unidades,

AV = 2n(m; + 3)2 — /m) Ay

Logo, se V unidades cibicas for o volume do sélido de revolugéo,

V= tim 3 2n(m +3)Q — m) Ay

[Al}=0 i=1
= [Tonty + 32~y dy

=2 fl“(—yw2 +2y — 3y + 6) dy

I
)

n[ =35+ y? = 277 + 6y]

4
1

o
v

(1

Portanto, o volume ¢ %7 unidades cubicas.
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FIGURA 9

FIGURA 10

EXERCICIOS 6.2

1 — 12, Resolva os Exercicios de 5 a 16 da Secgéo 6.1 pelo mé-
todo do invélucro cilindrico.

Na Figura abaixo, a regido limitada pelo eixo x, pela reta x = 1
e pela curvay = x?* é denotada por R 1 a regido limitada pelas
curvas y = x* e y® = x € denotada por Ry, a regido limitada
pelo eixo y, pelareta y = 1 e pela curva y* = x é denotada por
R;. Nos Exercicios de 13 a 20, ache o volume do sdlido gerado
pela rotacdo da regido indicada em torno da reta dada.

1B C(1,1)

0 X

13. R, gira em torno do eixo y; os elementos retangulares sdo
paralelos ao eixo de revolugio.

14. Igual ao Exercicio 13, mas os elementos retangulares sdo per-
pendiculares ao eixo de revolugio.

15. R, gira em torno do eixo x; os elementos retangulares sdo
paralelos ao eixo de revolugio.

16. O mesmo que o Exercicio 15, mas os elementos retangulares
sdo perpendiculares ao eixo de revolugdo.

17. R, gira em torno da reta y = 2; os elementos retangulares
sdo paralelos ao eixo de revolugio.

18. O mesmo que o Exercicio 17, mas os elementos retangulares
sdo perpendiculares ao eixo de revolugio.

19. R, gira em torno da reta x = —2; os elementos retangula-
res sdo paralelos ao eixo de revolugdo.

20. O mesmo que o Exercicio 19, mas os elementos retangulares
sdo perpendiculares ao eixo de revolugio.

Nos Exercicios de 21 a 24, a regido € limitada pelas curvas
x =y — 2ex =6 — y2giraem torno do eixo indicado. Ache
0 volume do sdlido gerado .

21. o eixo x 22. 0 eixo y

23.aretax = 2 24, aretay = 2

25. Ache o volume do s6lido gerado pela rotagio da regido limi-
tada pela pardbola y? = dpx (p > 0) e pela reta x = pem
torno do eixo x = p.

26. Ache o volume do sélido gerado se a regido do Exercicio 25
for rotacionada em torno do eixo y.
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27.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

3s.

36.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagido, em torno do
eixo y, da regido limitada pelo graficode y = 3x — x3, pe-
lo eixo x e pela reta x = 1.

Ache o volume do sélido gerado pela rotacdo da regido do
Exercicio 27 em torno da reta x = 1.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
Exemplo 2 em torno da reta x = 1.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo y, da regido limitada pelo grafico de y = 4x — %x“,
pelo eixo x e pela reta x = 2.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagido da regido do
Exercicio 30 em torno da reta x = 2.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido limi-
tada pelo graficode y = 4x — %x‘, pelo eixo y e pela reta
y = 6 em torno da reta x = 2.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
Exercicio 32 em torno do eixo y.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido limi-
tada pelas curvas y = x> e x = 3 em torno do eixo x. To-
me os elementos retangulares de area paralelos ao eixo de
revolugdo.

Ache o volume do sélido gerado pela rotacdo da regido limi-
tada por aquela reta e pela pardbola x> = 4y em torno da
reta y = 1. Tome os elementos retangulares de area parale-
los ao eixo de revolucio.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido limi-
tada pela curva x?? + y?3 = g3 em torno do eixo y.

AplicacGes da Integral Definida

37. Ache o volume do sélido gerado pela rotacdo da regido li-

38

39

40.

41

42.

43.

mitada pela curva y = sen x2, pelo eixo x e pelas retas
X = /7 e x = /7 em torno do eixo y.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido no
primeiro quadrante limitada pela curva y = cos x2 e pelos
eixos coordenados, em torno do eixo y.

A regido no primeiro quadrante, limitada pela curva
x = cos y2, pelo eixo y, e pelo eixo x, onde 0 < x < 1 gira
em torno do eixo x. Ache o volume do s6lido gerado.
Um buraco com 2 cm de raio é feito através de um sélido
esférico com 6 cm de raio e o eixo do buraco é um didmetro
da esfera. Ache o volume da parte que sobra da esfera.
Um buraco com 2+/3 cm de raio é feito através do centro de
um sélido esférico com 4 cm de raio. Ache o volume da par-
te do sélido que foi cortada fora.

Ache o volume do s6lido gerado pela rotagdo em torno do
eixo y, da regido limitada pelo grificode y = |x — 3|, e
pelasretasx = 1, x = 5ey = 0. Tome os elementos de drea
retangulares paralelos ao eixo de revolugdo.

Um sdlido de revolugao é formado quando a regido limitada
pela curva y = 3/x, pelo eixo x e pela reta x = ¢ (c > 0)
gira em torno do eixo y. Tome os elementos de drea retangu-
lares paralelos ao eixo de revolugdo e determine o valor de
¢ que ira dar um volume de 127 unidades cubicas.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagido da regido fora
dacurvay = x2eentreasretasy = 2x — ley = x + 2
em torno do eixo y.

6.3 COMPRIMENTO DE ARCO

DO GRAFICO DE UMA FUNCAO

Outra aplicagdo geométrica da integral definida ¢ feita no cdlculo do compri-
mento de arco do grafico de uma fungdo. Quando tratamos de dreas e volumes,

usamos as expressoes ‘‘medidas da drea’ e ‘‘medidas do volume’’ para indicar
um nimero sem quaisquer unidades de medida incluidas. Em nossa discussdo
sobre comprimento do arco usaremos a palavra ‘‘comprimento’’, em vez de
“medida do comprimento’’. Deve ser entendido, entdo, que o comprimento de
um arco é um numero puro, isto é, sem unidades de medidas.

Seja f uma fungio continua no intervalo fechado {a, b]. Considere o grafico -
dessa fung¢io definida pela relagdo y = f(x), cujo esbogo estd na Figura 1. A
parte da curva do ponto A(a, f(@)) ao ponto B(b, f(b)) ¢ chamada de arco. Que-
remos atribuir ao arco um nimero o qual pensamos intuitivamente ser o seu
comprimento. Se o arco for um segmento de reta do ponto (x,;, ;) ao ponto
(x,, ¥»), da formula da distdncia entre dois pontos sabemos que seu comprimen-

to serd dado por \/(x;, — x;)? + (¥, — y,)?. Vamos usar essa férmula para de-
finir, em geral, o comprimento de um arco. Lembre-se, da Geometria, que a
circunferéncia de um circulo é definida como o limite dos perimetros de poligo-
nos regulares inscritos no circulo. Para outras curvas, procedemos de forma

andloga.
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FIGURA 1

6.3.1 DEFINICAO
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FIGURA 2

Seja A uma parti¢do do intervalo fechado [a, b] formada ao dividirmos o
intervalo em 7 subintervalos, escolhendo (# — 1) nimeros intermedidrios entre
aeb.Sejamx, = aex, = bex, x,, ..., x,_, nimeros intermedidrios, de tal

forma que x, < x, < x, ... < x, _, < x, Entdo, o i-ésimo subinterva-
lo seré [x; _ ,, x]; seu comprimento denotado por A;x serd x; — X; _ ,, onde
i=1,2,..,n. Entdo, se |A| for a norma da parti¢do A, cada A,x < |A].

Assoc1ado a cada ponto (x;, 0) no eixo x estd um ponto P,(x;, f(x;)) sobre a
curva. Trace um segmento de reta de cada ponto P, _, ao préximo ponto P,
conforme mostra a Figura 2. O comprimento do segmento de reta de P, _, a
P; ¢ denotado por |P,_ P, sendo dado pela férmula

lPi—ipiI:\/(xi_xi—l) +(Yi_Yi—1)2 ) (1)
A soma dos comprimentos desses segmentos de reta é
|PoPi| + |P\Py| + |P,Py| + ...+ [P P)|+ ...+ |P,_ P,

que pode ser escrita como

S [PiiPl @

Parece plausivel que se n for suficientemente grande, a soma em (2) estara
“préxima’’ do que intuitivamente pensamos ser o comprimento do arco AB.
Assim, definimos o comprimento do arco como sendo o limite da soma (2) quan-
do a norma de A tende a zero, e nesse caso 7 cresce sem limitagdo. Temos, en-
tdo, a definicdo a seguir.

Suponhamos que a fung:ao f seja continua no intervalo fechado [a, b}. Além
disso, suponhamos que exista um mimero L tendo as seguintes propriedades:

Para todo ¢ > 0, existe um § > 0 tal que para toda particio A do intervalo
[a, b] seja verdade que

se |A] < Sentio | ¥ |P,_ Pl - L{ < ¢
i=1

Assim, escrevemos

L= lim Y |P_P)] 3)

1A -0 i=1

e L € chamado de comprimento do arco da curva y = f(x) do ponto A (a, f(a))
ao ponto B(b, f(b)).
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Se o limite em (3) existir, dizemos que o arco ¢ retificdvel.

Vamos deduzir uma férmula para encontrar o comprimento L de um arco
retificavel. A dedugdo exige que a derivada de f seja continua em [a, b]; dize-
mos que tal fungdo é suave em [a, b].

Consulte a Figura 3. Se P, _ ,, tiver coordenadas (x; _ ,, y; - ,) e P; tiver
coordenadas (x;, ¥;), entdo o comprimento da corda P, _ ,P; sera dado pela for-
mula (1).

@i vi)

Yi1 Aiy
(Ix‘-—l,yi—l)
FIGURA 3
Tomando x; — x; ., = Axey, — yi_, = Ay, temos
Pi_ 1P| = V(Ax)? + (D)
ou, equivalentemente, como A, x # 0,
— Ay
|P._\P|= [1+ Ax (A x) 4)

Como exigimos que f’ seja continua em [a, b], as hipoteses do teorema do
valor médio (4.3.2) estdo satisfeitas por f; assim, existe um niumero z; no in-
tervalo aberto (x; _ |, Xx;) tal que

f(x f(xx l)_f l)(x i-l)

Como A,y = f(x,) - fx;_)DeAx =x — x;,_,, da equagdo acima, teremos

H = f( x)
Substituindo essa eqﬁacéo em (4), obtemos
|Pi—1Pi| = \/1 + [fl(zi)]z Aix

Para cada i de 1 até n, existe uma expressao dessa forma, tal que

Zn:{:lP'—z\/TWAx

Tomando o limite de ambos os membros dessa expressdo quando |A| tende
a zero, obtemos

lim Z |P._ 1P| = 11m Z J1+ [f@)]? Ax %)

llall~0i=1 lall-

se o limite existir.
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Para mostrar que o llmlte do segundo membro de (5) existe, seja F a fungdo
definida por

Fix) = Vi + [f()]?

Como estamos impondo que f’ seja continua em [a, b], F serd continua em
la, b). Como x;, _, < 2, < x;, parai = 1,2, ..., n, no lado direito de (5),
temos o limite de uma soma de Riemann que é uma integral definida. Portanto,
de (5) '

lim Z |P._\P;| = J‘b\/l + [f'(x)]? dx

llall-o0 i=

De (3), o primeifo membro é L; portanto
L'=Lb~/1 + [ 0] dx

Dessa forma, provamos o teorema a seguir.

Se a fungio f e sua derivada f’ forem continuas no intervalo fechado [a, b];

entdo o comprimento do arco da curva y = f(x) do ponto (a, f(a)) ao ponto
(b J(b)) serd dado por "
o

- P VTF @R ¢

Temos também o teorema a seguir, que d4 o comprimento do arco de uma
curva quando x ¢ expressa como uma fungio de y.

Se a func55 g esua derivada g’ " forem continuas no intervalo fechado [c, d1,
entdo o comprimento do arco da curva x = g( ») do ponto (g (), ¢) ao ponto

(g(d), d) serd dado por

&

L= j T+ GO &

A demonstragido do Teorema 6.3.3 é 1dent1ca aquela do Teorema 6. 3 2; basta
trocarmos x por y € f por g.

A integral definida obtida quando aplicamos os Teoremas 6.3.2 ou 6.3.3, é
freqiientemente dificil de calcular. Como nossas técnicas de integragéo limitam-se
a integragdo de poténcias € a algumas fung¢des trigonométricas, encontraremos
apenas as equagdes de curvas para as quais podemos calcular as integrais defi-
nidas resultantes e achar o comprimento de um arco.

EXEMPLO 1 Ache o comprimento do arco da curva y = x23 do ponto (1, 1y
a (8, 4), usando o Teorema 6.3.2.

Solugdo Veja a Figura 4. Como f(x) = x¥3, f*(x) = 2x-'3, Do Teo-
rema 6.3.2, :

s [ a
=Jvl 1+9Xde

1 J‘S VIx*3 + 4
=z | ——op—dx
3, x
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Para calcular essa integral definida, seja u = 9x%? + 4; entdo, du = 6x-"3 dx.
Quando x = 1, u = 13 e quando x = 8, ¥ = 40. Logo,

= #7(40%2 — 13%7)

2
~ 7,6
EXEMPLO 2 Ache o comprimento de arco no Exemplo 1, usando o Teore-
ma 6.3.3.
Solugdo Como y = x¥3 e x > 0, resolvemos em x obtendo x = y¥2, Va-

mos tomar g(y) = y¥? e teremos g’'(y) = +y"2. Entdo, do Teorema 6.3.3,
L= (Vi3 dy
4
$[*VaToyay
4
fs (34 + 99",

= 5=(403/2 — 133/3)
~ 7,6

Usando a notacgdo de Leibniz para derivadas, as férmulas dos Teoremas 6.3.2
e 6.3.3 podem ser escritas como

[/ dy \? _ e dx \?
L = gﬂ 1 + <—djc—) dxeL —JSC 1;+ (dy) dy 6)
Introduziremos agora a_fungd@o comprimento de arcoe a difefencial do compri-

mento de arco, a qual fornece um recurso mnemonico para que essas férmulas
sejam lembradas.

Se f’ for continua em [a, b], a integral definida Sx V1 + [f (D) dt serd uma

funcdo de x, e ela dara o comprimento do arco da curva y = f(x) do ponto
(a, f(a)) ao ponto (x, f(x)), onde x é qualquer nimero no intervalo fechado
[a, b]. Seja s(x) o comprimento desse arco; assim, s € uma fun¢io comprimento
de arco ¢

s = [T+ [fOF &
Do Teorema 5.8.1,

s(x) =1+ [f(x]*

ou, como s’(x) = ds/dx e f'(x) = dy/dx,

ds dy\?
& ‘*(5)

Multiplicando a equagdo por dx, obtemos

d 2
ds = /”(E%) dx )




ds

. ! ! 1y
Qlx+aAx,y+ A}/) ay
>

y=fx)
}A.‘/ :
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Da mesma forma, para o comprimento do arco da curva x = g(y) de (9(c), ¢)
a @, ),

dx\? |
. - 8
ds 1+<dy> dy (8)

Observe que ds (a diferencial do comprimento de arco) é o integrando nas fér-
mulas (6). Elevando os dois membros ao quadrado de (7) ou de (8) resulta

@y = @ + (dyy ©)

M
Dessa equacdo temos a interpretacdo geométrica de ds, que estd na Figura 5.
FIGURA § Na figura, a reta T ¢é tangente & curva y = f(x) no ponto P. |PM| = Ax = dx;
IMQ| = Ay; |[MR| = dy; |PR| = ds; o comprimento do arco PQ ¢ As.
A Figura 5 fornece uma maneira fécil de lembrarmos (9), da qual as férmulas
(6) podem ser obtidas.
EXERCICIOS 6.3 .

1. Calcule o comprimento do segmentodaretay = 3xdopon- 15, Ache 0 comprimento do arco da curva x¥3 + y2/3 = 1 no
to (1, 3) ao ponto (2, 6) por trés métodos: (a) use a férmula primeiro quadrante, do ponto onde x = % ao ponto
da disténcia; (b) use o Teorema 6.3.2; (c) use o Teorema 6.3.3. onde x = 1.

2. Calcule o comprimento do segmento daretax + 3y = 4do 16, Ache o comprimento do arco da curva x*3 + 3 = g3 (a
ponto (-2, 2) ao ponto (4, 0) por trés métodos: (a) use a ¢ uma constante, @ > 1) no primeiro quadrante do ponto
férmula da distancia; (b) use o Teorema 6.3.2; (c) use 0 Teo- onde x = 1 ao ponto onde x = a.
rema 6.3.3. 17. Ache o comprimento do arco da curva (x/a@)*? + (3/b)*3 =

3. Calcule o comprimento do segmento dareta 4x + 9y = 36 = 1 no primeiro quadrante, do ponto onde x = —;—a ao pon-
entre 0s seus interceptos x e y por trés métodos: (a) use o to onde x = a.

Teorema de Pitdgoras; (b) use o0 Teorema 6.3.2; (c) use 0 Teo- 18, Ache'o comprimento da curva 9y% = x2(2x + 3) no segun-

rema 6.3.3.

do quadrante, do ponto onde x = —1 ao ponto onde x = 0.

4. Siga as instru¢des do Exercicio 3 paraareta Sx — 2y = 10.  19. Ache o comprimento da curva 932 = x(x — 3)2 no primei-
5. Ache o comprimento do arco da curva 9y2 = 4x3 da ori- ro quadrante, do ponto onde x = 1 a0 ponto onde x = 3.

gem ao ponto (3, 2/3).

20. Ache o comprimento da curva 9y2 = 4(1 + x2) no primei-

6. Ache o comprimento do arco da curva x2 = (2y + 3)* de ro quadrante, do ponto onde x = 0ao ponto onde x = 2V/2.

(1, =1) a (W7, 2).

7. Ache o comprimento do arco da curva 8y = x* + 2x~2do
ponto onde x = 1 ao ponto onde x = 2.
8. Use o Teorema 6.3.2 para encontrar o comprimento do arco

21. Se f(x) = S: JJcos ¢t dt, ache o comprimento do arco do gra-

fico de f do ponto onde x = 0 ao ponto onde x = %ﬂ.
(Sugestdo: use a identidade cos? %x =%(l + cos x) e o Teo-

da curva y* = 8x2? do ponto (1, 2) ao ponto (27, 18). © rema 5.8.1.)
9. Resolva o Exercicio 8 usando o Teorema 6.3.3. 22. Se f(x) = g: vsen ¢ dt, ache o comprimento do arco do
10. Ache o comprimento do arco da curva y = Z(x - 552 do gréfico de f do ponto onde x = 0 ao ponto onde x = 5.
ponto onde x = 6 ao ponto onde x = 8. ' (Sugestdo: use a do Exercicio 21 e a identidade sen x =
11. Ache o comprimento do arco da curva y = +(x? + 2)*2do = cos(37 — X))

ponto onde x = 0 ao ponto onde x = 3.
12. Ache o comprimento do arco da curva 6xy = y* + 3 do

Nos Exercicios de 23 a 26, use a regra de Simpson comn = 8
para aproximar até quatro casas decimais o comprimento de arco.

ponto onde y = 1 ao ponto onde y = 2.
13. Ache o comprimento do arco da curva y = —;-\/;(3x — 1) 23. O arco da curva seno, da origem ao ponto (r, 0).

do ponto onde x = 1 ao ponto onde x = 4. 24. O arco da curva co-seno, da origem ao ponto (%n, —;—).
14. Ache o comprimento do arco da curva y = +x* + 4x~!  25. O arco da curva y = x? da origem ao ponto (1, 1).

do ponto (2, 43) ao ponto (5,

314
15 7

26. O arco da curva y = tg x da origem ao ponto (%n:, 1).
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6.4 CENTRO DE MASSA
DE UMA BARRA

Na Seccdo 5.7 aprendemos que se uma fungio f for continua no intervalo fe-
chado [a, b], o valor médio de f em [a, b] ser4d dado por

{2 16x) dx
b—a

Uma aplicacdo importante do valor médio de uma fungdo ocorre em Fisica,
associada ao conceito de centro de massa.

Para chegar a uma defini¢do de massa, considere uma particula que é coloca-
da em movimento ao longo de um eixo por uma forga exercida sobre ela. Supo-
nha que todas as velocidades sejam pequenas, comparadas com a velocidade
da luz. Assim, enquanto a forga age sobre a particula, a velocidade dela ¢ cres-
cente, isto €, a particula é acelerada. A razdo entre a forga e a aceleracio é cons-
tante e independe da magnitude da forga, e a essa constante chamamos de massa
da particula. Logo, se a forca for F unidades, a aceleracdo for @ unidades e
a massa, m unidades, entdo

F

M =g
Vamos medir a forga, a massa e a aceleracdo em unidades do sistema métrico.
Discutiremos essas unidades.

O sistema métrico, que foi adotado oficialmente por todos os paises com ex-
cec¢do dos Estados Unidos, é o Sistema Internacional de Unidades, que abrevia-
remos S, do francés Systéme International d’Unités. No SI a unidade de massa
€ o quilograma (kg) e a unidade de aceleragdo é 1 metro por segundo ao qua-
drado (m/s?). A unidade de forga é 1 newton (N), sendo aquela forga que, apli-
cada a 1 kg, resulta numa aceleracdo de 1 m/s2.

» ILUSTRACAO 1 Uma particula de massa 6 kg estd sujeita a uma forga hori-
zontal de 3 N. Obtemos a aceleragdo da particula dividindo a for¢a pela massa
e, portanto,

3N _ 2

6kg 0,5 m/s

Em simbolos, se M kg for a massa, FN for a for¢a e 2 m/s? for a aceleracgio,
entiocomoa = F/M,F=3eM = 6,a = 0,5. <

No sistema SI, a aceleragdo da gravidade proximo da superficie da Terra
€ aproximadamente 9,81 m/s?. Se Mkg for a massa de um objeto e FN for
a forga exercida no objeto devido a gravidade perto da superficie da Terra, entdo

F =981 M

Outro sistema métrico é o centimetro-grama-segundo, abreviado como CGS,
onde a unidade de massa é o grama e 1 g = 0,001 kg. A unidade de aceleragio
no CGS € 1 cm/s2. Logo, a unidade de for¢a é aquela que dd a uma unidade de
massa 1 g uma aceleragdo de 1 cm/s2. Essa for¢a é chamada 1 dina. Como

kg =100g e 1m/s® = 102 cm/s?
entao,

1 N = 10° dinas
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Um resumo das unidades no sistema métrico esta na Tabela 1.

Tabela 1
Sistema de Unidades Forga Massa Aceleragido
SI newton (N) quilrograr'na (kg) m/s?
CGS dina grama (g) cm/s?
F
| T |
ms n, nm, m, m;
* L o ° . * *—> X
X3 O «x 4 X1 2 X
FIGURA 1

Considere agora uma barra horizontal, com peso e espessura despreziveis,
colocada sobre o eixo x. Na barra estd um sistema de »n particulas, localizadas
nos pontos x;, X,, ..., X,. A i-ésima particula (( = 1,2, ..., n) estd a uma
distancia orientada x;m da origem e sua massa é m; kg. Veja a Figura 1. O

n
numero de quilogramas na massa total do sistema ¢é Y m,. Definimos o
i=1
numero de quilogramas-metros no momento de massa da i-ésima particula em
relagdo a origem como mx;. O momento de massa do sistema ¢ definido co-
mo a soma dos momentos de-massa de todas as particulas. Logo, se M, kg-m
for o momento de massa do sistema em relagdo a origem, entao

Queremos encontrar um ponto X tal que se toda a massa do sistema estivesse
concentrada nele, o seu momento de massa em relagdao a origem, seria igual
ao momento de massa do sistema em relagio a origem. Entdo, X deve satisfazer 2
equagao

n
sz.: mgx;
i=1

1

||M=

i

0))

0 M:
3
*®

[0 M:
3

—

O ponto x é chamado de centro de massa do sistema, sendo o ponto onde o
sistema estard em equilibrio. A posi¢gdo do centro de massa é independente da
posicdo da origem; isto €, a localizagdo do centro de massa relativamente a po-
sicdo das particulas ndo se altera se mudarmos a origem. O centro de massa.
é importante, pois o comportamento de todo um sistema de particulas pode ser
descrito pelo comportamento do centro de massa do sistema.



396

Aplicacoes da Integral Definida

EXEMPLO 1 Dadas quatro particulas com massas 2, 3, 1 e 5 kg localizadas
no €ixo x em pontos com as coordenadas 5, 2, — 3 e —4, respectivamente, onde
a distincia é medida em metros, ache o centro de massa desse sistema.

Solugéo Se x for a coordenada do centro de massa, temos da férmula (1)

2(5) + 32) + ()(—=3)+ 5(—4)
24+34+1+4+5

X =

Assim, o centro de massa estd a - m i esquerda da origem.

Vamos estender a discussdo precedente a uma barra rigida horizontal, terido
a massa continuamente distribuida. Dizemos que a barra é homogénea se ela
tiver uma densidade linear constante, isto ¢, se sua massa for diretamente pro-
porcional a seu comprimento. Em outras palavras, se um segmento da barra
cujo comprimento é A, x m tiver uma massa de A;m kg e A,m = k A;x, entdo
a barra serda homogénea. O nimero k é uma constante e £ kg/m é chamada
densidade linear da barra. _

Vamos supor que tenhamos uma barra ndo-homogénea, em tal caso a den-
sidade linear varia ao longo da barra. Seja L m o comprimento da barra e va-
mos coloca-la sobre o eixo x, de tal forma que o extremo esquerdo da barra
esteja na origem, enquanto que o extremo direito estd em L. Veja a Figura 2.

Aym = p(€:)Aix

|
. I I

O Xi-1 &; Xi L
s
Agx

—

FIGURA 2

A densidade linear num ponto qualquer x da barra é p(x) kg/m, onde p é conti-
nua em [0, L]. Para encontrar a massa total da barra vamos considerar uma
particdo A do intervalo fechado [0, L] em n subintervalos. O i-ésimo subinter-
valo é [x; _;, x;] e seu comprimento é A,x m. Se &, for um ponto qualquer em
[x; - 1, x], uma aproximacdo da massa da parte da barra contida no i-ésimo
subintervalo sera A;m kg, onde

Am = p(£) Aix

O numero de quilogramas na massa total da barra é aproximado por

3 Am= 3 o) A

™M=

i=1

Quanto menor tomarmos a norma da particdo A, mais préxima estar4 a so-
ma de Riemann do que intuitivamente pensamos ser a medida da massa da bar-
ra, e assim, definimos a medida da massa como .0 limite da soma de Riemann.
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Uma barra de comprimento L m tem seu extremo eéquerdo na origem. Se
p(x) kg/m for a densidade linear no ponto x m da origem, onde p é continua em
[0, L], entdo a massa total da barra serda M kg, onde

M

lim ¥ p(&) Ax

Al =0 i=1

s peyax o | | @

Na Definigdo 6.4.1, se a distancia for medida em centimetros ¢ a massa em
gramas, entdo a densidade serda medida em gramas por centimetro.

EXEMPLO 2 A densidade linear em um ponto qualquer de uma barra de 4 m
varia diretamente com a distdncia a um ponto externo da barra, situado na mes-
ma reta que ela e a 2 m de um extremo, onde a densidade ¢ 5 kg/m. Ache a
massa total da barra.

Solucéo A Figura 3 mostra a barra colocada sobre o eixo x. Se p(x) for
o nimero de quilogramas por metro na densidade da barra em um ponto a
x m do externo com maior densidade, entdo

p(x) = c(6 — x)
e N|
N 6 —x 2|
£
L | Pl i L sy
o) x N 4 6
Xi1 Ajx Xi
FIGURA 3

onde ¢ é uma constante de proporcionalidade. Como p(4) = 5, entdo 5 = 2¢
oup = 3. Logo, p(x) = +(6 — x). Assim sendo, se M kg for a massa total da
barra, temos da Defini¢dao 6.4.1

M= lim Y 3(6—¢&)Ax

HAll=0 i=1

= f: 3(6 — x) dx
fos- 5]

40

Il

Assim, a massa total da barra é 40 kg.

Vamos definir o centro de massa da barra da Defini¢do 6.4.1. Precisamos,
contudo, definir primeiro o momento de massa da barra em relagdo a origem.
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Aim= p(f.’)A,’I

;i
I's A— Y
[ ] [ ] x
o / & L
Xig v X
Aix T
FIGURA 4

Como anteriormente, vamos colocar a barra sobre 0 €¢ixo x com o extremo
esquerdo na origem ¢ o direito em L. Veja a Figura 4. Seja A uma particdo de
[0, L] em n subintervalos, com o i-ésimo subintervalo [x; _ ,, x;] tendo A ;x m.
Se &, for um ponto qualquer em [x; _ ;, x;], uma aproxima¢io do momento de
massa em relag@o a origem da parte da barra contida no i-ésimo subintervalo
serd §,A;m kg-m, onde A;m = p(§)A,x. O nimero de quilogramas-metros no
momento de massa de toda a barra é aproximado por

n

n
z i Am = z Eip(&:) Ax
i=1 i=1

Quanto menor tomarmos a norma da parti¢do A, mais proxima estar4 a soma
de Riemann do que intuitivamente pensamos ser a medida do momento de massa
de toda a barra em relagdo a origem. Temos, entdo, a defini¢do a seguir.

Uma barrg com L m de comprimento tem seu extremo esquerdo na origem e
p(xkg/m € a densidade linear no ponto a x m da origem, onde p é continua
em [0, L]. O momento de massa da barra em relacdo a origem é M, kg-m, onde

gim B Epe) Ax

HAl} »0i=1

= [0 ax 3)

O centro de massa da barra estd em um ponto Xx tal que se M kg for a massa
total da barra, xM = M,. Assim, de (2) e de (3),

S‘ xp(x) dx
X = °—L——— C))
: »;,»So p(x) dx

EXEMPLO 3 Ache o centro de massa da barra dada no Exemplo 2.
Solugdo No Exemplo 2, M = 40. De (4) com p(x) = (6 — x),
fo“ 5%(6 — x) dx

40

4
L l3y2 _ 1,3
16[3x —3x-]0

x

It
[

Logo, o centro de massa estd a & m do extremo com maior densidade.
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» ILUSTRAGCAO2 Se uma barra tem uma densidade uniforme de k kg/m, on-
de k é uma constante, entdo de (4),

fo‘kdx

Assim, o centro de massa estd no centro da barra, conforme era de se esperar.

<

EXERCICIOS 6.4

Nos Exercicios de 1 a 4, uma particula se move sobre uma reta
horizontal. Ache a forca exercida na particula se ela tiver a mas-
sa e a aceleragcdo dadas.

1. A massa é 50 g; a aceleracdo é 5 cm/s2.
2. A massa é 10 kg; a aceleragdo é 6 m/s2.
3. A massa é 80 g; a aceleracio é 50 cm/s2.
4. A massa é 22 kg; a aceleracdo é 4 m/s2.

Nos Exercicios de 5 a 8, uma particula estd sujeita a forca hori-
zontal dada e a massa ou a aceleracdo da particula é dada. Ache
a outra quantidade.

5. A forga é de 6 N; a massa é 4 kg.

6. A forga é de 32 dinas; a massa é 8 g.

7. A forga é de 24 N; a aceleracdo é 9 m/s2.

8. A forga ¢ de 700 dinas; a aceleragio é 80 cm/s2.

Nos Exercicios de 9 a 12, é dado um sistema de particulas sobre
0 eixo x. O numero de quilogramas na massa de cada particula
e a coordenada de sua posi¢cdo sdo dados. A distdncia é medida
em metros. Ache o centro de massa de cada sistema.

9.m =5em2;m =6em3; m =4emS5; my = 3em 8

10. m = 2em —4;my, = 8em —1;m; = 4em2;my = 2em3

11. m; = 2em —3;m, = 4em —2; m; = 20em4; m, = 10em 6;
ms = 30em 9

12.m =5em —7;my=3em -2;my = Sem0; my = lem2;
ms; = 8 em 10

Nos Exercicios de 13 a 21 ache a massa total da barra dada e
o seu centro de massa.

13. O comprimento da barra é 6 m e a densidade linear da barra
em um ponto a x m de um extremo é (2x + 3) kg/m.

14.

15.

16.

17.

18.

19

.

20.

21

22

O comprimento da barra é 20 cm e a densidade linear da barra
em um ponto a x cm de um extremo é (3x + 2) g/cm.

O comprimento da barra é 9 mm e a densidade linear da barra
em um ponto a x mm de um extremo é (4x + 1) g/mm.
O comprimento da barra é 3 m e a densidade linear da barra
em um ponto a x m de um extremo é (5 + 2x) kg/m.

O comprimento da barra é 12 cm e a densidade linear da barra
em um ponto € uma fungdo linear da medida da distancia
ao extremo esquerdo da barra. A densidade linear no extre-
mo esquerdo é 3 g/cm e no extremo direito é 4 g/cm.

O comprimento da barra é 10 m e a medida da densidade
linear em um ponto é uma fungio linear da medida da dis-
tancia do ponto ao extremo esquerdo da barra. A densidade
linear no extremo esquerdo ¢ 2 kg/m e no extremo direito
é de 3 kg/m.

A medida da densidade linear em qualquer ponto de uma bar-
ra com 6 m varia diretamente com a distancia do ponto a
um ponto externo na reta suporte da barra e a 4 m de um
extremo, onde a densidade é 3 kg/m.

Uma barra tem 10 cm e a medida da densidade linear em um
ponto é uma fungio linear da medida da distancia ao centro
da barra. A densidade linear em cada extremo da barra é
5 g/cm e no centro da barra ela é 33 g/cm.

A medida da densidade linear em um ponto de uma barra
varia diretamente com a terceira poténcia da medida da dis-
tancia do ponto a um extremo. O comprimento da barra é
de 4 m e a densidade linear no centro é de 2 kg/m.

A densidade linear em um ponto de uma barra de 5 m varia
diretamente com a distdncia do ponto a um ponto externo
A barra sobre a sua reta suporte € a 2 m de um extremo, on-
de a densidade é K kg/m. Ache K se a massa total da barra
for 135 kg.

W
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23. A densidade linear em qualquer ponto de uma barra com
3 m varia diretamente com a distdncia de um ponto a um
ponto externo a ela, sobre a sua reta suporte e a 1 m de um
extremo onde a densidade é 2 kg/m. Se a massa total da bar-
ra for 15 kg, ache o centro de massa da barra.

24. A medida da densidade linear em um ponto de uma barra
varia diretamente com a quarta poténcia da medida da dis-
tdncia do ponto a um extremo. O comprimento da barra é
de 2 m e a densidade linear é 2 kg/m no centro. Se a massa
total da barra for £ kg, ache o centro de massa da barra.

25. Uma barra tem L cm de comprimento € o centro de massa
da barra estd num ponto a + L do extremo esquerdo. Se a
medida da densidade linear num ponto for proporcional a

27.

uma poténcia da medida da distdncia do ponto ao extremo
esquerdo e a densidade linear no extremo direito for 20 g/cm,
ache a densidade linear num ponto a x cm do extremo es-
querdo. A massa é em gramas.

A massa total de uma barra com L m de comprimento ¢ M kg
e a medida da densidade linear num ponto a x m do extremo
esquerdo é proporcional a medida da distancia do ponto ao
extremo direito. Mostre que a densidade linear em um ponto
da barra a x m do extremo esquerdo é 2M(L — x)/L? kg/m.
Uma barra tem 6 m de comprimento e sua massa é de 24 kg.
Se a medida da densidade linear em qualquer ponto da bar-
ra varia diretamente com o quadrado da distancia do ponto
a um extremo, ache o maior valor da densidade linear.

6.5 CENTROIDE DE UMA Sejam as massas de n particulas localizadas nos pontos (x;, ¥;) (X3, ¥2), .-

FIGURA 1

REGIAO PLANA (x,, y,) do plano xy medidas por m,, m,, ..., m,; vamos analisar o problema

de encontrar o centro de massa desse sistema. Podemos imaginar as particulas
sobre uma folha de peso e espessura despreziveis € podemos supor que cada
particula tenha sua posi¢do exatamente em um ponto. O centro de massa ¢ o
ponto onde a folha estard em equilibrio. Consulte a Figura 1, que mostra oito
particulas colocadas numa folha. A i-ésima particula na figura serd denotada
por m; que é a medida de sua massa. A folha estard em equilibrio sobre um
ponto de apoio localizado em seu centro de massa, denotado por (x, y). Para
determinar o centro de massa precisamos primeiro definir o momento de massa
de um sistema de particulas em relagdo a um eixo.

Suponhamos uma particula a uma distancia de d m de um eixo com uma massa
de m kg. Se M, kg-m for o momento de massa da particula em relacdo ao

~ eixo, entdo

M, = md (1)

Se a i-ésima particula tendo massa m;, kg estiver localizada no ponto (x;, ), sua
distancia ao eixo y serd x; m; assim, da férmula (1), o momento de massa des-
sa particula em relagdo ao eixo y é myx; kg-m. Analogamente, 0 momento de
massa da particula em relagdo ao eixo x é m,;y; kg-m. O momento do sistema
de n particulas em relacdo ao eixo y é M, kg-m, onde

e o momento do sistema em relagdo ao eixo x é M, kg-m, onde

n

M, = 2’ my;

i=1

A massa total do sistema é Mkg, onde
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O centro de massa do sistema esta no ponto (x, y), onde

S _ M, _ M,
M YT M

O ponto (x, ») pode ser interceptado como o ponto tal que, s a massa total
M kg do sistema estiver concentrada nele, 0 seu momento de massa em relagio
ao eixo y, M, kg-m, seria determinado por M, = Mx, e seu momento de massa
em rela¢do ao eixo x, M, kg-m, seria determinado por M, = My.

EXEMPLO1 ~ Ache o centro de massa de quatro particulas tendo massas 2,
6, 4 ¢ 1 kg localizadas nos pontos (5, —2), (=2, 1), (0, 3) e (4, — 1), respecti-
vamente. '

Solucdo
4 4
My= Z m;Xx; | Mx= Z m;y;
i=1 i=1
=2(5) + 6(—2) + 4(0) + t1(4) =2(-2)+6(1) + 43y + 1(=1)
=2 =13
4
M= Z m"
i=1
=2+6+4+1=13
Logo,
M, M,
M YTm
-2 =13
- 13 - 13

[

O centro de massa estd em (3, 1).

Consideremos agora folhas finas com massa distribuida continuamente, por
exemplo, folhas de papel ou de latdo. Trataremos tais folhas como sendo bidi-
mensionais e chamaremos tal regido plana de /@mina. Nesta sec¢do vamos res-
tringir nossa discussdo as laminas homogéneas, isto é, laminas com: densidade
superficial de massa(*) constante. Laiminas com densidade superficial de massa
varidvel serdo consideradas no Capitulo 18, em conexdo com as aplica¢des de
integrais multiplas.

Suponhamos uma ldmina homogénea com drea A m? ¢ com massa M kg.
Entdo, se densidade de massa por unidade de area for a constante k& kg/m?,
M = kA. Se alamina homogénea for um retangulo, o seu centro de massa sera
definido como o centro do retdngulo. Vamos usar essa defini¢io para generaliza-
la para laminas homogéneas mais gerais.

Seja L a lamina homogeénea cuja densidade de massa por unidade de area
€ a constante k kg/m?, limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas

*N. do T.: A densidade superficial de massa é uma fun¢do do ponto sobre a lamina. Essa densida-
de ¢ dita constante quando tem o mesmo valor para cada ponto da lamina.



x=b
y = f(x)

FIGURA 2
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x = aex = b. A funcido f ¢ continua no intervalo fechado [a, b], e f(x) > 0
para todo x em [a, b]. Veja a Figura 2. Seja A uma parti¢cdo do intervalo
[a, b] em n subintervalos. O i-ésimo subintervalo é [x;_,, x] e A;xx = x; — x;_,.
O ponto médio de [x;_,, x] € v;. Associada a cada subintervalo existe.uma l4-
mina retangular cujo comprimento, altura e densidade superficial de massa sdo
dados por A;x m, f(y) m e k kg/m?, respectivamente, e cujo centro de massa
estd no ponto (y;, +-f(¥)). A é4rea da lamina retangular é Sr) Ax m?; logo,
kf(y) A;x kg é sua massa. Conseqiientemente, se A;M, kg-m é o momento de
massa desse elemento retangular em relagdo ao eixo y,

AM y = vikf(v) Ax

A soma das medidas dos momentos de massa de n de tais 1aminas retangulares
em relagdo ao eixo y é dada pela soma de Riemann

. knfr) A

Definimos o momento de massa de L em relacido ao eixo y como o limite dessa
soma de Riemann quando |A| — 0. Isto estd formalmente estabelecido na De-
fini¢do 6.5.1.

Da mesma forma, se A;M, kg-m for o momento de massa da i-ésima lami-
na retangular em relagdo ao eixo x,

AM, = %f (kS (y) Aix

¢ a soma das medidas dos momentos de massa de n de tais laminas retangulares
em relagdo ao eixo x é dada pela soma de Riemann.

.anl %k[f(yi)]z Ax

O limite dessa soma de Riemann quando |A| — 0 est4 estabelecido na Defini-
¢d0 6.5.1 como o momento de massa de L em relacdo ao eixo x.

A massa da i-ésima lamina retangular kf(y)Ax kg; entdo, a soma das medi-
das das massas de » ldminas retangulares é dada por

™M™=

) kf(v) Aix

i

Na Defini¢do 6.5.1, o limite dessa soma de Riemann esta estabelecido como
a massa total de L.

Seja L a lamina homogénea cuja densidade superficial de massa é a constante
k kg/m?, a qual € limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas
x = aex = b. A fungdo f é continua em [a, b] e f(x) = 0O para todo x em
la, b]. Se M, kg-m for o momento de massa da limina L, em relagdo ao eixo
y, entdo :

M, lim Y ky.f(v) Ax

HAll = 0i=1

kS" xf(x) dx
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%

Se M, kg-m for o momento de massa da limina L em relaciio ao eixo x, entdo
i & R T T g = E en Ut %

M, = lim B LPWPAS L i L e
L hnm»o:—x s o
C = § P dx o S
Se M kg for a massa total da lamma L entao 7
M= % kf(v)Ax L "

‘ HAHaOr—l ¥ ' o

=k ! fods

Se ()—c, ') for o centro de massa da lamina L, entdo : sl R
Bl M" _ # Mx T e : if"' S ' . x "
e X= T YIS M ' : (3)

Substituindo as expressdes para M,, M, e M em (2), teremos

k f xf(x) dx 1k f " [f()]? dx
X=—pf— V=
k f f(x) dx k f f(x) dx
Dividindo ambos o numerador e o denominador por k, teremos
{2 xfx) ax 3 [ L1 ax
X="f——— JE—m————
L f(x) dx f f(x) dx

Nessas férmulas o denominador € o nimero de unidades quadradas na area
da regido; desta forma, expressamos um problema fisico em termos de um pro-
blema geométrico. Isto é, x ¢ y podem ser considerados como a abscissa € a orde-
nada médias, respectivamente, de uma regido geométrica. Nesse caso, x ¢ y de-
pendem somente da regido, e ndo da massa da lamina. Assim sendo, vamos
nos referir ao centro de massa de uma regido plana, em vez de falarmos em
centro de massa de uma ldmina homogénea. Nesse caso, o centro de massa sera
chamado de centrdide da regiio. Em vez de momentos de massa, vamos consi-
derar momentos da regido.

Seja R a regido limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = a

= b. A fungio f é continua em [a, b] e f(x) > 0 para todo x em [a, b].
Se M, denotar o momento de R em relagdo ao eixo x e M, denotar 0 momen-
to de R em rela¢do ao eixo y, entao

n

im ¥ lf@)PAx M,= lim E YifOr) Ax

Al »0i=1 A |]—~01—

M,

]
|

3 [0 veor ax |} xfe ax
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Se (x, y) for o centréide da regido plana R cuja drea é A unidades quadradas
e M, e M, forem definidos como acima,

y
(1,2)/ - g S
R ) 3! .
it I
‘f—‘(vg, %f(vf))'
-1 '
’,}_ ‘ !
ki §
O xl 1 *—ZL-' X
Aix
FIGURA 3

- M, - _ M,
*=Ta YT a4
EXEMPLO 2 Ache o centréide da regido no primeiro quadrante limitada pe-

la curva y? = 4x, pelo eixo x e pelas retas x = 1 e x = 4.

Solugéo Seja f(x) = 2x'2. A equagdo da curva é, entdo, y = f(x). A Fi-
gura 3 mostra a regido, bem como o i-ésimo elemento retangular. O centrdide
do retdngulo estd em (v, 4.f()). A drea A unidades quadradas da regido é
dada por

A= lim Y f() Ax

l1all~0 i=1

4
= [ fx ax
= f: 2x1/2 dx
_a.32]*
=3% ]1

28
3

Agora vamos calcular M, e M,.

-

My= lm ¥ 5f0)Ax  M,= lim ¥ () f(r) Ax

all=0 i=1 llAll=0 i=1
4 4
= [ %/t ax =4 [ /P ax
R 172 _1
_fl x(2x%) dx _éfl 4x dx
_ 5 {% .32 _ 2
=2 f1 x** dx =x ]1
4 pr—
=gxs/2]1 =15
— 124
=75
Logo,
M, _ M,
X = — -
4 774
U
28 28
3 3
— 93 — 45
=35 =33

Assim, o centréide estd no ponto (3, <.

No exemplo a seguir, a regido ¢ limitada por duas curvas, ao invés de uma
€ um eixo coordenado. O método para encontrarmos o centréide é o mesmo,
mas as equagoes para M, ¢ M, dependem das equagdes que definem as duas
curvas. O procedimento a ser seguido estd no exemplo.




(s 30000 + gvi01)

l/('y,'r f(?,))

(-1.1) 7

4 1)

Y,
X0 x;

Ax
FIGURA 4
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EXEMPLO 3 Ache o centrdide da regido limitada pelas curvas y = x2 e
= 2x + 3.
Solugédo Os pontos de intersec¢do das duas curvas sdo (—1, 1) e (3, 9). A

regido estd na Figura 4, bem como o i-ésimo elemento retangular.

Seja f(x) = x2 e g(x) = 2x + 3. O centréide do i-ésimo elemento retangu-
lar estd no ponto (y,, +{f(y) + g(y)}), onde ¥, é o ponto médio do i-ésimo sub-
intervalo [x; _ |, x]. A medida da drea da regido ¢ dada por

A= fim 3 [g0) ~ f0)] Ax

l1all~0i=1
{2 Totx) — 7217 dx
= f_sl f2x + 3 — x*]dx

32
3

Vamos calcular M, e M,.

M, = lim Z yila(y) —

Hal|—»0i=1
= 2, x[g0 — f(0] dx
= fjl x[2x + 3 — x*] dx

- f (Y:)] Ax

32
3

M= lim - Z 1otr) + f0IILa0) — f@)] Ax

I

f [9(x) + fO)][g(x) — fx)]dx
f [2% +3 + x*][2x + 3 — x?] dx

1
p)

[NYE

[4x + 12x + 9 — x*] dx

Nlr-

___4
- 15
Logo,
A A
32 544
3 = 15
32 BREY)
3 3

o

Assim sendo, o centrdide estd no ponto (1, -Z).

Se a regido plana R tiver a reta L como um eixo de simetria, o centr01de de

} R estard em L.
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y Prova Escolha os eixos coordenados de tal forma que L esteja sobre o eixo y
(=7 f(=7:)) D e a origem esteja em R. A Figura 5 ilustra um exemplo desta situagdo. Na figu-
arf e ra, R é a regido CDE, C é o ponto (—a, 0), E é (a, 0) e a equacdo da curva

CDE é y = f(x).

Consideremos uma parti¢do do intervalo [0, 4]. Seja y; o ponto médio do
i-ésimo-subimervalo [x; _ ,;, x;]. O momento em relagdo ao eixo y do elemento
retangular com altura f(y)) e comprimento A;x é v;[f(y;) A;x]. Dada a simetria,
para uma parti¢do similar do intervalo [ — a, 0] existe um elemento correspon-
dente tendo — v, f(¥) A;x como seu momento em relagdo ao eixo y. A soma
desses dois momentos ¢ 0; logo M, = 0. Como x = M,/A, concluimos que
x = 0. Assim o centréide da regido R estd no eixo y e isso é o que queriamos
provar. |

A
FIGURA 5
Com a aplicagdo do Teorema 6.5.3 torna-se mais simples encontrar o cen-
tréide de uma regido plana que pode, assim, ser dividida em regides com eixos

de simetria.

EXEMPLO 4 Ache o centréide da regido limitada pelo semicirculo
y = /4 — x? e pelo eixo x.

y Solucédo A regido esta na Figura 6.
&, VE—7:7) B Como o eixo y é um eixo de simetria, o centroide estd sobre o eixo y; assim,
x = 0.

O momento da regido em relagdo ao eixo x ¢ dado por

liall=0 i=1
x =24 74— Y dx
2
=4x — §x3]
FIGURA 6 0
— 16
=73
A darea da regido é 27 unidades quadradas; assim,
18
y= m
_ 8
T 3z
O centréide estd no ponto (0, ).
EXERCICIOS 6.5
1. Ache o centro de massa de trés particulas tendo massas de 0, 5) e (2, 1), respectivamente.
1, 2 e 3 kg e localizadas nos pontos (— 1, 3), (2, 1) e (3, — 1), 3. A coordenada y do centro de massa de quatro particulas é
respectivamente. 5. As particulas tém massas 2, 5, 4 € m kg e estdo localizadas
2. Ache o centro de massa das quatro particulas tendo massas nos pontos (3, 2), (-1, 0), (0, 20) e (2, —2), respectivamen-

de 2, 3, 3 e 4 kg e localizadas nos pontos (-1, —2), (1, 3), te. Ache m.



6.6 Trabalho

4. Ache o centro de massa de trés particulas tendo massas de
3, 7 e 2 kg localizadas nos pontos (2, 3), (-1, 4) e (0, 2),
respectivamente.

5. Ache o centro de massa de trés particulas de igual massa lo-
calizadas em (4, —2), (-3, 0) e (1, 5).

6. Prove que o centro de massa de trés particulas com igual mas-
sa num plano est4 no ponto de intersecgdo das medianas do
tridngulo cujos vértices s3o os pontos onde estio as particulas.

Nos Exercicios de 7 a 14, ache o centrdide da regido com os con-
tornos indicados.

7. A pardbola y = 4 — x%e o eixo x.
8. A pardabola x = 2y — y%e o eixo y.
9. A pardbola y = x2earetay = 4.
10. A parabola y2 = 4x, 0eixo yearetay = 4.
11. As curvas y = x3 e y = 4x no primeiro quadrante.
12. Asretasy = 2x + I, x + y = 7,ex = 8.
13. Ascurvas y = x2 — dey = 2x — x4
14. Ascurvas y = x2ey = x3. .

15. Ache o centro de massa da ldmina limitada pela parabola
2y = 18 ~ 3x, pelo eixo y, se a densidade superficial de
massa em qualquer ponto (x, y) for /6 — x kg/mz.

16. Resolva o Exercicio 15 se a densidade superficial de massa
em qualquer ponto (x, ¥) for x kg/m2.

17. Se o centréide da regido limitada pela pardbola > = 4pxe
pela reta x = a estiver no ponto (p, 0), ache o valor de a.

18. Prove que a distancia do centréide de um tridngulo a qual-
quer lado do tridngulo é igual a um terc¢o da altura daquele
lado.

19. Seja R a regido limitada pelas curvas y = fi(x) ey = f,(%)
(veja a figura). Se A for a medida da drea de R e ¥
for a ordenada do centrdide de R, prove que a medida do
volume V do sélido de revolugdo obtidos ao girarmos R em
torno do eixo x é dada por V = 27yA. Enunciando esta igual-
dade temos que:

Se uma regido plana girar em torno de um reta em seu plano
que ndo corta a regido, entdo, a medida do volume do soli-
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do de revolugdo gerado serd igual ao produto da medida da
drea da regido pela medida da distdncia percorrida pelo cen-
troide da regido.

O enunciado acima é conhecido como o teorema de Pappus
para volumes de sélidos de revolugao.

y

N~

|

|

i

|

|

|

|

|

1
Ola

20. Use o teorema de Pappus para encontrar o volume do toro
(da forma de uma camara de ar) gerado com a revolugdo de
um circulo com um raio de r unidades em torno de uma reta
em seu plano, a uma distancia de b unidades de seu centro,
onde b > r.

21. Use o teorema de Pappus para encontrar o centroide da re-
gido limitada por um semicirculo e seu didmetro.

22, Use o teorema de Pappus para encontrar o volume de uma
esfera com um raio de r unidades.

23, Use o teorema de Pappus para encontrar o volume de um
cone circular reto com raio da base r unidades e altura
h unidades. -

24. Seja R a regido limitada pelo semicirculo y = Jr? — x%e
o eixo x. Use o teorema de Pappus para encontrar 0 momento
de R em relagdo aretay = —r.

25. Se R for a regido do Exercicio 24, use o teorema de Pappus
para encontrar o volume do sélido de revolugido gerado com
a revolugdo de R em torno da reta x — y = r. (Sugestdo:
use o resultado do Exercicio 4.6 nos Exercicios 4.8.)

26. D€ um exemplo para mostrar que o centrdéide de uma regido
plana ndo é necessariamente um ponto dentro da regido.

6.6 TRABALHO O trabaiho realizado por uma forga atuando sobre um objeto é definido em
Fisica como sendo “‘a intensidade da forga vezes o deslocamento’’. Por exem-
plo, suponha que um objeto se mova ao longo do eixo x, de um ponto a até
um ponto b e sobre o objeto esteja agindo uma forga de F newtons na dire¢do
do movimento. Entdo, se o deslocamento for medido em metros, (b — a) sera
o nimero de metros no deslocamento. Se W for o numero de unidades do tra-
balho realizado pela forga, W sera definido por

W =Fb - a

0))

> ILUSTRACAO 1' Se W for o trabalho necessario para levantar uma massa de
70 kg a uma altura de 3 m, entdo

W =170-3= 210
onde a aceleragdo foi considerada igual a 1. |
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A unidade de medida do trabalho depende das unidades de forga e distancia.
No sistema métrico, se a unidade de massa for medida em quilogramas e a dis-
tancia for medida em metros, entio a unidade de forga serd o newton e a unida-
de de trabalho ser4 um newton-metro que é chamado de joule (J). Se a unidade
de massa for o grama e a distiancia for medida em centimetros, entdo a unidade
de forga sera a dina e a unidade de trabalho, uma dina-centimetro, ser4 chama-
da de erg. Para conversdo, 1 newton ¢ 10° dinas e 1 joule é 107 ergs. No siste-
ma inglés, onde a for¢ca é medida em libras e a distdncia em pés, o trabalho
é medido em pés-libras.

O exemplo a seguir mostra o calculo do trabalho.

» ILUSTRAGAO 2 Queremos encontrar o trabalho realizado ao levantar uma
pedra com 8 kg de massa a uma altura de 4 m. Usamos a férmula F = Ma,
onde F newtons (N) é a forca requerida para dar & massa de M kg uma acelera-
¢do de @ m/s2. A forga, neste caso, é a for¢a da gravidade e a aceleragio é a
da gravidade, que ¢ 9,81 m/s%.. A massa ¢ 8 kg. Logo, M = 8ea = 9,8l e

F = 8(9,81)
= 78,48

Assim, queremos encontrar o trabalho realizado por uma for¢a de 78,48 N e
um deslocamento de 4 m. Se W J for o trabalho,

W = (78,48)(4)
= 313,92
Logo, o trabalho realizado é de 313,92 J. |

Vamos considerar agora o trabalho realizado por uma forga atuando, ao longo
de uma reta, na direcdo e sentido do deslocamento. Queremos definir o que
entendemos pelo termo ‘‘trabalho’’ neste caso.

Suponhamos que fseja continua no intervalo fechado [a, b], e f(x) unidades
seja a forca que age na dire¢io do movimento sobre um objeto, quando ele se
move para a direita, ao longo do eixo x, de um ponto ¢ para um ponto b. Seja
A uma parti¢do do intervalo fechado [a, b]:

a=_x0<x1<x2<...<‘x,,_,<x,,=b

O i-ésimo subintervalo € [x;_,, x]]; e se x; _, est4d proximo de x;, a forga é qua-
se constante nesse subintervalo. Se supusermos que a forga serd constante no
i-ésimo subintervalo e se &; for um ponto qualquer tal que x;_; < §; < x;, en-
tdo, se A; W for o numero de unidades do trabalho realizado sobre o objeto
quando ele se move do ponto x; _, ao ponto X;, da férmula (1) temos que

AW = f(&)x: — xi- 1)
Substituindo x; — x; _ , por A;x temos
AW = (&) Ax

3 AW = 3 (6 A

Quanto menor tomarmos a norma da particio A, maior serd n e mais perto
estard a soma de Riemann do que intuitivamente pensamos ser a medida do
trabalho total realizado. Entdo, vamos definir a medida do trabalho total co-
mo o limite da soma de Riemann.



6.6.1 DEFINICAO

6.6 Trabalho 409

‘SeJa fuma func;ao contmua no intervalo fechado [a, blef (x) 0 nimero de uni-,

dades na for¢a que age sobre um objeto situado no ponto x do eixo x..Entdo,

~se W unidades for o trabalho reahzado pela, forga quando o objeto se move

deaateb " ‘

bl

lim E fE) Ax
!IAII -0i=1

A 3

S f(x) dx -

4

EXEMPLO 1 Uma particula se move ao longo do eixo x sob a agdo de uma
forca de f(x) N, quando a particula esta a x m da origem. Se f(x) = x2 + 4,
ache o trabalho realizado quando a particula se move do ponto onde x = 2
ao ponto onde x = 4.

Solucdo Tomamos uma particdo do intervalo fechado [2, 4]. Se W N-m
for o trabalho realizado quando a particula se move do ponto onde x = 2 ao
ponto onde x .= 4, entdo, pela Defini¢ao 6.6.1,

W= lim ¥ f(&)Ax

llalj=0i=1

= [; 1) dx

Logo, o trabalho realizado é 26+ N-m.

No exemplo a seguir, usamos a lei de Hooke, a qual estabelece que se uma
mola for esticada x unidades além do seu comprimento natural, ela tende a vol-
tar ao normal, exercendo uma forga igual a kx unidades, onde k é uma cons-
tante que depende do material empregado na fabricagio -da mola, de seu tama-
nho e das unidades mecanicas empregadas.

EXEMPLO 2 Uma mola tem um comprimento natural de 14 cm. Se uma for-
¢a de 500 dinas ¢ requerida para manté-la esticada 2 cm além de seu tamanho
natural, qual o trabalho realizado para esticd-la do seu comprimento natural

"~ até 18 cm?

Solugdo Coloque a mola ao longo do eixo x, com a origem no ponto onde
comega o estiramento. Veja a Figura 1. Seja f(x) o niimero de dinas na forca que

k 14 cm

v

FIGURA 1
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age sobre a mola para estica-la x cm além do seu comprimento natural. Entdo,
pela lei de Hooke,

f(x) = kx
Como f(2) = 500, temos
500 = k-2
k = 250
Logo,
S = 250x

Como a mola estd sendo esticada de 14 para 18 cm, considere uma partigdo
do intervalo fechado [0, 4] sobre o eixo x. Seja A;x cm o comprimento do i-ési-
mo subintervalo e seja &, um ponto qualquer no i-ésimo subintervalo. Se W
ergs (dina-centimetros) for o trabalho realizado para esticar a mola do seu com-
primento natural de 14 cm até o comprimento de 18 cm, entdo

W= lim Y f(&)Ax

lall=0 i=1
=f“f(x) dx
0
=f4 250x dx
0
_250 L1
2 0
= 2.000

Logo, o trabalho realizado para esticar a mola é de 2.000 ergs.

Nos Exemplos 3 € 4 estamos interessados no peso da agua. No sistema inter-
nacional a densidade de massa da dgua é 1.000 kg/m3 ¢ a aceleragdo da gra-
vidade ¢ 9,81 m/s%. Portanto, a densidade do peso da agua é (1.000) (9,81)
N/m? = 9.810 N/m?.

EXEMPLO 3 Um reservatério de agua com a forma de um cone circular reto
invertido tem 2 m de didmetro no topo e 1,5 m de profundidade. Se a superficie
da 4gua estiver 0,5 m abaixo do topo do reservatdrio,.ache o trabalho realiza-
do ao se bombear a 4gua para o topo do tanque.

Solugéo Consulte a Figura 2. O eixo x positivo foi escolhido apontando
para baixo, pois 0 movimento é vertical. Tomamos a origem no topo do reser-
vatdrio. Vamos considerar uma parti¢do do intervalo fechado [0,5, 1,5] no eixo
x e seja £; um ponto qualquer no i-ésimo subintervalo [x;_ ,, x]. Um elemento
de volume ¢ um disco circular com espessura A,x m e raio f(£) m, onde f é
determinada por uma equacio da reta que passa pelos pontos (0, 1) e (1,5, 0),.
com a forma y = f(x). O nimero de metros ctibicos no volume desse elemento
¢ dado por [ f(§))* A,x. Sendo o peso de 1 m? de dgua igual a 9.810 N, o pe-
so do elemento serd 9.8107[ f(€)]> A;x N, o qual ¢ a for¢a que atua sobre o
elemento. Se x; _, estiver préximo de x;, entdo a distdncia percorrida pelo ele-
mento serd de aproximadamente £, m. Assim, o trabalho realizado para bom-
bear esse elemento ao topo do reservatério serd de aproximadamente
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(9.8107 [f(E)]* A;x) €; J. Assim, se W for o numero de joules do trabalho to-
tal realizado,

w

il

lim Y, 9.8107[f(§))* Ax

Al =0 i=1

9.8107 51)55 [fOOP x dx

It

Para determinar f(x) vamos encontrar uma equagio da reta que passe pelos pon-
tos (0, 1) e (1,5, 0), usando a forma intercepta:

0-1
=1’5—_0x+1@y=——§—x+1
Logo, f(x) = —%x + le

W

9.8107 5;55 (—2x + lpxdx

9.8107 S;: x* — $x? + x) dx

LS

9.8107 [%x“ - x3 4+ %xz]
1.0907

0,5

Assim, o trabalho realizado é de 1.0907 J.

EXEMPLO 4 Uma caixa d’agua esta sendo icada. Enquanto sobe ha um vaza-
mento constante de 0,18 m?3 a cada metro percorrido. Se o peso da caixa for
de 900 kg e se originalmente ela contém 27 m? de dgua, ache o trabalho reali-
zado quando a caixa atingir 6 metros de altura.

Solucdo Veja a Figura 3. A origem O foi colocada no ponto de partida
na base da caixa e o eixo x é vertical e orientado para cima segundo a direcdo
e o sentido do movimento a partir de O. Consideremos uma particao do inter-
valo fechado [0, 6] no eixo x. Seja & um ponto qualquer no i-ésimo subinter-
valo [x.,, x]. Quando a base da caixa estiver em £, haverd na caixa (27 —
— 0,18 &) m? de agua. Supondo que o peso de 1 m3 de dgua é de aproxima-
damente 1.050 N, entdo o peso da caixa e seu conteido em & serd [900 +
+ 1.050 27 - 0,18 £)] ou, equivalentemente, (29.250 — 189 £) N, que é a
forca que age sobre a caixa. O trabalho realizado ao icar a caixa através do
i-ésimo subintervalo ¢ de aproximadamente (29.250 — 189 £) Ax joules. O ter-
mo ‘‘aproximadamente’’ foi usado pois estamos supondo a quantidade de dgua
na caixa em todo o subintervalo. Se W joules for o trabalho total realizado ao
elevar a caixa até os 6 m,

W= lim 2 (29.250 — 189 £) Ax
i 1

HAH =0 =

S: (29.250 — 189x) dx

) 6
29.250 x — 1% xf]o

Il

172.098

Assim, o trabalho realizado é de 172.098 joules.
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EXERCICIOS 6.6

Nos Exercicios 1 e 2, uma particula se move ao longo do eixo
x sob a acdo de uma for¢a de f(x) N quando a particula estd a
x m da origem. Ache o trabalho realizado quando a particula
se move do ponto onde x = a até o ponto onde x = b.

Lfx)=2x+1)%a=1b=3
2 f(x)=x3J/x*+1;a=0,b=2

Nos Exercicios 3 e 4, uma particula se move ao longo do eixo
x sob a acdo de uma forga de f(x) dinas, quando a particula estd
a x cm da origem. Ache o trabalho realizado quando a particula
se move do ponto onde x = a até o ponto onde x = b.

3 fxX)=xJ/x+1,a=3;b=8
4 f(x)=@x—1)%}a=1b=4

5. Um objeto se move ao longo do eixo x sob a agdo de uma
forca de f(x) dinas quando o objeto estd a x cm da origem.
Se 96 ergs for o trabalho realizado ao mover o objeto da ori-
gem até o ponto onde x = K e f(x) = 2x — 3, ache K se
K > 0.

6. Resolva o Exercicio 5, se 90 ergs for o trabalho realizado €
Sfx) = 4x - 3.

7. Uma mola tem um comprimento natural de 8 cm. Se uma
forga de 20 dinas estica a mola em -;—cm a mais, ache o tra-
balho realizado ao esticar a mola de 8 para 11 cm.

8. Uma mola tem um comprimento natural de 10 cm e uma for¢a
de 30 dinas a estica até llécm. (a) Ache o trabalho rea-
lizado ao esticar a mola de 10 para 12 cm. (b) Ache o traba-
lho realizado ao esticar a mola de 12 para 14 cm.

9. Uma forca de 8 N estica uma mola, cujo comprimento natu-
ral ¢ 4 m, em 50 cm. Ache o trabalho realizado ao esticar
a mola de seu comprimento natural até 5 m.

10. Uma forga de 500 dinas estica uma mola de seu comprimen-
to natural de 20 cm, até um comprimento de 24 cm. Ache
o trabalho realizado ao esticar a mola de seu comprimento
natural até 28 cm. ‘

11. Uma mola tem um comprimento natural de 12 cm. Uma for¢a
de 600 dinas comprime a mola para 10 cm. Ache o trabalho
realizado ao comprimir a mola de 12 para 9 cm. A lei de Hoo-
ke é valida para compressdo, da mesma forma que para ex-
tensdo.

12. Uma mola tem um comprimento natural de 6 cm. Uma for-
¢a de 1.200 dinas a comprime para 5%cm. Ache o trabalho
realizado ao comprimir a mola de 6 para 4%cm.

13. Um tanque cheio com dgua tem a forma de um paralelepipe-
do retangular com 5 m de profundidade por 15 m de largura
e por 25 m de comprimento. Ache o trabalho necessario pa-
ra bombear a 4gua no tanque a um nivel de 1 m acima da
supeficie do tanque.

14. Uma tina cheia de 4gua tem 10 m de comprimento € sua sec-
¢do transversal tem a forma de um tridngulo is6sceles com
2 m de largura em cima e 2 m de altura. Qual o trabalho rea-
lizado para se bombear a dgua para fora da tina, por cima
da borda do tanque?

15. Um tanque com a forma de um hemisfério esta colocado de
forma que a borda seja uma regido circular de raio 6 m e
tem 4gua com uma profundidade de 4 m. Ache o trabalho
realizado ao se bombear a dgua para a borda do tanque.

16. Um tanque cilindrico circular reto com uma profundidade
de 360 cm e um raio de 120 cm est4 cheio até a metade, com
6leo pesando 1,2 g/cm?. Ache o trabalho realizado para se
bombear o 6leo a uma altura de 180 cm acima do tanque.

17. Uma corda com 60 m e pesando 6 kg/m estd pendurada ver-
ticalmente na parede de um pogo. Se um peso de 45 kg for
levantado pela corda, ache o trabalho realizado ao se puxar
a corda e o peso para cima do pogo.

18. Um balde com 20 kg contém 60 kg de areia e é pendurado
no extremo de uma corrente com 100 m e com 10 kg que es-
t4 dependurada a beira de um pogo profundo. Ache o traba-
lho realizado ao levantar o balde até a beira do po¢o.

19. Resolva o Exercicio 18, se a areia esta vazando do balde a
uma taxa constante e se no momento em que o balde chega
4 beira do pogo, toda a areia vazou dele.

20. Enquanto um saco de farinha esta sendo levantado a uma
altura de 3 m, a farinha vaza segundo uma taxa tal que o
nimero de quilos perdidos seja diretamente proporcional &
raiz quadrada da distancia percorrida. Se o saco continha ori-
ginalmente 27 kg de farinha e se perde um total de 5 kg a0
percorrer os 3 m ache o trabalho realizado para se levantar
0 saco.

21. Um tanque cilindrico circular reto com uma profundidade
de 10 m e um raio de 5 m estéd cheio de dgua até a metade.
Ache o trabalho necessario para que a 4gua seja bombeada
até a borda do tanque.

22. Um tanque na forma de um cone circular reto invertido tem
8 m de didmetro na borda e 10 m de profundidade. Se o tan-
que estiver cheio de 4gua até uma altura de 9 m, ache o tra-
balho realizado ao bombear a dgua até a sua borda.

23. Se o tanque do Exercicio 22 estiver cheio até uma altura de
8 m, com 6leo pesando 950 kg/m?, ache o trabalho realiza-
do para que o dleo seja bombeado até a borda. (Sugestdo:
o numero de newtons da forca necessaria para erguer um ele-
mento é o produto do nimero de quilogramas de massa (0
mesmo que o nimero de quilogramas de peso) € 9,81, o nu-
mero de metros por segundo ao quadrado na aceleracdo de-
vido a gravidade.)

24. Se, no Exercicio 22, somente a metade da dgua deve ser bom-
beada para cima do tanque, ache o trabalho.

25. Um motor com 1 cavalo motor (hp) pode fazer 8.250 N de
trabalho por segundo. Se um motor com 0,1 hp for usado
para bombear 4gua de um tanque cheio com a forma de um
paralelepipedo retangular com 6 m de profundidade, 6 m de
largura e 18 m de comprimento para um ponto 15 m acima
da borda do tanque, quanto tempo iréd levar?

26. Um meteorito esta a @ km do centro da Terra e cai sobre a
sua superficie. A forga da gravidade é inversamente propor-
cional ao quadrado da distdncia de um corpo ao centro da
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Terra: Ache o trabalho realizado pela gravidade se a massa
do meteorito for w kg. Seja R km o raio da Terra e g m/s?
a aceleragdo da gravidade.

Um tanque tem a forma de um paralelepipedo retangular com
6 m de profundidade, 4 m de largura e 2 m de comprimento
¢ estd cheio de Sleo pesando 50 kg/m?. Quando um tergo do
trabalho necessdrio para bombear o 6leo para a borda do

28.
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tanque foi realizado, ache o quanto baixou a superficie de
Sleo.

Um tanque cilindrico com 3 m de altura e 1,5 m de raio esta
sobre uma plataforma a 15 m de altura. Ache a profundida-
de da 4gua quando foi a metade do trabalho necessario para
encher o tanque realizada através de um cano que vai do ni-
vel do solo a base do tanque.

6.7 PRESSAO LiQUIDA
(Suplementar)

A integral definida também ¢ aplicada em Fisica para encontrarmos a for¢a de-
corrente da pressdo liquida sobre uma placa submersa no liquido ou a pressio
exercida pelo liquido sobre as paredes laterais do recipiente que o contém. Va-
mos supor inicialmente que uma placa plana seja colocada horizontalmente no
recipiente com o liquido. O peso do liquido exerce uma forga sobre a placa.
A forga por unidade quadrada de 4rea exercida pelo liquido sobre a placa é cha-
mada de pressdo do liquido.

Seja p a densidade de massa do liquido e # m a profundidade de um ponto
abaixo da superficie do liquido. Se P N/m? for a pressdo exercida pelo liqui-
do num ponto, entdo

P = pgh M

onde g ¢ a medida da aceleragdo da gravidade.

Se A m? for a drea de uma placa plana que esta submersa horizontalmente
em um liquido e F N for a for¢a exercida pela pressdo do liquido na face supe-
rior da placa, entdo

F = PA
Substituindo (1) na expressdo acima, obtemos
F = pghA

De (1) segue que o tamanho do recipiente nao interfere na pressio liquida. Por
exemplo, a uma profundidade de 2 m numa piscina cheia com 4gua salgada,
a pressdo sera a mesma que numa profundidade de 2 m no oceano, supondo
que a densidade seja a mesma.

» ILUSTRACAO 1 Uma folha de latdio com 2 m X 4 m ¢ submersa num tan-
que com agua a uma profundidade de 3 m. Se P N/m? for a pressdo exercida
pela dgua num ponto da face superior da folha,

P = 3pg

A drea da folha é 8 m2. Assim se F N for a forga exercida pela pressdo liquida
na face superior da folha,

F = 8P
Substituindo P por 3pg, obtemos
F = 24pg

Tomando g = 9,81 e p = 1.000 temos gp = 9.810. Entdo, F = 235.440 N.
Logo, a forca decorrente da pressdo da dgua sobre a superficie superior da fo-
lha é de 235.440 N. <
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Vamos supor agora que a placa seja submersa verticalmente no liquido. En-
tdo, em pontos da placa em profundidades diferentes a pressdo, calculada por
(1), sera diferente ¢ maior embaixo da placa do que em cima dela. Vamos, na
seqiiéncia, definir a for¢a causada pela pressdo liquida quando a placa estiver
submersa verticalmente no liquido. Usaremos o principio de Pascal. Em qual-
quer ponto de um liquido, a pressdo serd a mesma em todas as diregdes.

Na Figura 1, seja ABCD a regido limitada pelo eixo x, pelas retas x = a e
x = bepelacurvay = f(x), onde a fungdo f ¢é continua e f(x) > 0 no intervalo
fechado [a, b]. Vamos tomar os eixos coordenados de tal forma que o €ixo y
esteja ao longo da superficie do liquido. O eixo x serd tomado na vertical, apon-
tando para baixo. O comprimento da placa em x m de profundidade é dado
por f(x) m.

Seja A uma parti¢do do intervalo fechado [a, b] que divide o intervalo em n
subintervalos. Tome um ponto &; no i-ésimo subintervalo com x; _; < §; < x;.
Trace n retangulos horizontais. O i-ésimo retingulo tem um comprimento de
f(¢) m e uma largura de A;x m (veja a Figura 1).

Se girarmos cada elemento retangular de um dngulo de 90°, cada elemento
transformar-se-4 numa placa submersa no liquido a uma profundidade de &; m,
abaixo da supeficie do liquido e perpendicular a regido ABCD. Entdo, a forca
sobre o i-ésimo elemento retangular é dada por pg&,f(¢) A,x N. Uma aproxi-
magcio de F, o numero de N da forga total na placa vertical, é dada por

3 pgtifE) A

que ¢ uma soma de Riemann. Quanto menor tomarmos |A |, maior serd n e
melhor serd a aproximagdo dada pela soma de Riemann do que entendemos
ser a medida da forca total. Temos, entdo, a definicdo a seguir.

Suponhamos que uma placa seja submersa verticalmente em um liquido com
densidade de massa p. O comprimento da placa a uma profundidade de x um-
dades abaixo da superficie do liquido é f (x) unidades, onde f ¢ continua no m-;
tervalo fechado [a, b] e f(x) > 0 em [a, b]. Entdo F, o nimero de newtons da{'\‘
for¢a causada pela pressdo liquida na placa, é dado por

F = lim Y, pgtf(E)Ax

[1al} »0i=0 :
, 2
= S pgxf(x) dx
EXEMPLO 1 Uma tina com uma sec¢iio transversal trapezoidal est4 cheia de

dgua. Se o trapézio tiver 3 m de largura em cima, 2 m embaixo e 2 m de pro-
fundidade, ache a forga total decorrente da pressdo em um extremo da tina.

Solugdo A Figura 2 apresenta um extremo da tina e um elemento retan-
gular de drea. Uma equagdo dareta ABéy = 3 — 1x, f(x) = 3 - +x Se
girarmos o elemento retangular em 90°, a forca sobre o elemento sera dada
por 2pg&.f(€) A;x N. Se F for o nimero de newtons na forga total sobre o
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lado da tina,

F= lim 3 20g¢f(&) A

lA[|=0 i=1
. 2
=209 [ xf(x) dx
2
= 2pg [ x3 ~ 0 dx

= 2pg[3x* - E—zx3]:

=49
Tomando pg = 9.810 N/m3, determinamos que a forga total é de 45.780 N.

EXEMPLO 2 Os extremgps de uma tina sdo regides semicirculares, cada uma
com um raio de 2 m. Ache a for¢a causada pela pressao liquida sobre um extre-
mo, se a tina estiver cheia de agua.

Solugédo A Figura 3 mostra um extremo da tina € um elemento retangu-
lar de 4rea. Uma equagdo do semicirculo é x2 + y2 = 4, Resolvendo em y,
obtemos y = /4 — x2. A forca sobre o elemento retangular é dada por
2p98,A/4 — E;2 A;x. Assim, se F N for a forga total num extremo da tira,

F= lim Y 2pgén/a — &2 Aix

Ha[[—0i=1
= 2pgf02 x/4 — x? dx

_ _2 232 |2
= —3pgl4 — x|}

16

=3P9
Com pg = 9.810 N/m?, a forca total é de 52.320 N.

FIGURA 3

Existe uma relagao util entre a forga causada pela pressao liquida sobre uma
regido plana e a localizagdao do centrdide da regido. Consulte a Figura 1 onde -
ABCD ¢ a regido limitada pelo eixo x, pelas retas x = ae x = b, e pela curva
y = f(x), em que f € continua e f(x) = 0 no intervalo fechado [a, b]. Vamos
considerar ABCD como uma placa vertical imersa em um liquido tendo densi-
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dade de massa p. Se FN for a for¢a decorrente da pressao do liquido sobre a
placa vertical, de (2), segue que

F=pg [ xf(x)dx ®)
Se x for a abscissa do centréide da regido ABCD, entdo x = M,/A. Como
M, = Lb xf(x) dx,
J;b xf(x) dx
—

J;b xf(x)dx = XA
Substituindo essa expressdao em (3), obtemos

F = pgxA C))

X =

De (4), segue que a forga total decorrente da pressdo do liquido contra uma
regido vertical plana € igual a for¢ca que agiria sobre uma regido horizontal, a
uma profundidade de x unidades abaixo da superficie do liquido.

» ILUSTRACAO 2 Consideremos uma tina cheia de agua, tendo por extremi-
dades regides semicirculares, cada uma com um raio de 2 m. Usando o resulta-
do do Exemplo 4 da Secg¢do 6.5, verificamos que o centréide da regido estd a
uma profundidade de 8/(37) m. Logo, usando (4) vemos que se F N for a forca
num extremo da tina,

8
F=pg—-2n
3n
16
=3 P9
O que esta de acordo com o resultado encontrado no Exemplo 2. <

Para vérias regides planas, o seu centrdide pode ser encontrado em uma ta-
bela. Quando ambos, a drea da regido e o seu centréide, puderem ser obtidos
diretamente, (4) sera facil de aplicar, sendo usada em tais casos pelos engenhei-
ros para encontrar a forg¢a causada pela pressao do liquido.

No exemplo a seguir, usaremos unidades do SI, onde g = 9,81 m/s? e para
agua p = 1.000; assim, pg = 9.810.

EXEMPLO 3 Um recipiente com a forma de um cilindro circular reto, tendo
um raio da base com 3 m, estd sobre o seu lado na base de um tanque cheio
de 4dgua. A profundidade do tanque é de 13 m. Ache a for¢a total sobre um
extremo do recipiente, devido a pressio da agua.

Solucdo A Figura 4 mostra um extremo do recipiente no tanque e um ele-
mento de area. O sistema de coordenadas foi escolhido de tal forma que a ori-
gem esteja no centro do circulo. Uma equagio do circulo é x2 + y2 = 9. Re-

" solvendo em x, obtemos x = /9 — yZ. A forca sobre o elemento retangular

é dada por

pg(10 — &H)[29 - fiz] Ay
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FIGURA 4

Assim, se F N for a forga total num extremo do recipiente,

F= lim i pg(10 — EH[2V9 — &2 Ay

llall=0 i=1
3 - .
=209 [ (10— 59— )7 dy

Como pg = 9.810, temos
F=196.200 [ 9 —y7 dy =19.620 ff3 Y9 — 2 dy )

. 3 P v . .‘ N
Para o célculo de s , 9 = y7 dy, faz-se necessaria uma técnica da integra-

¢do que serd aprendida na Sec¢do 9.4. No momento, determinamos o seu va-
lor, considerando-a como a medida da drea da regido encerrada por um semi-
circulo de raio 3. Portanto,

[P =y dy=sn
Substituindo esse valor em (5) e calculando a segunda integral, temos

F =196.200(3m) + 19.620[ 49 — y)**]” |
= 882.9007

Assim sendo, a forga total é 882.900r N.

EXERCICIOS 6.7

1. Uma placa retangular é submersa verticaliriente em um tan- 2. Uma placa quadrada com 1 m de lado é submersa vertical-
que, de forma que o lado de cima ésteja na superficie da dgua. mente num tanque com agua e seu centro esta a 0,6 m abai-
Se o comprimento da placa for de 10 cm e a profundidade xo da superficie. Ache a forga decorrente da pressdo do li-
for de 8 cm, ache a forga devido a pressdo do liquido sobre quido sobre um lado da placa.

um lado da placa.
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3.

4.

10.

11.

12.
13.
14.

Resolva o Exercicio 2, se o centro da placa estiver a 1 m abaixo
da superficie.

Uma placa com a forma de um tridngulo retangulo issceles
é submersa verticalmente num tanque com dgua, com um ca-
teto na superficie. Os catetos medem 6 cm cada. Ache a for-
¢a decorrente da pressdo do liquido sobre um lado da placa.
Um tanque retangular cheio de dgua tem 60 cm de largura
e 46 cm de profundidade. Ache a forga decorrente da pres-
sdo do liquido sobre um extremo do tanque.

Os extremos de uma tina sdo tridngulos eqiiilateros com la-
dos que medem 60 cm. Se a dgua na tina tiver 30 cm de pro-
fundidade, ache a for¢a devido a pressdo do liquido em um
extremo.

A face da comporta de uma barragem tem a forma de um
tridngulo is6sceles com 4 m de largura no topo e 3 m de altu-
ra. Se a parte superior da comporta estd 15 m abaixo da su-
perficie da 4gua, ache a forca total devido a pressao da 4gua
sobre a comporta.

. A face da comporta de uma barragem é vertical e tem a for-

ma de um trapézio isosceles com 3 m no topo, 4 m na base
e 3 m de altura. Se a base superior estd a 20 m abaixo da
superficie da dgua, ache a forga total devido a pressdao da
agua sobre a comporta.

A face de um reservatorio é vertical e tem a forma de um
triangulo isdsceles com 250 m de largura no topo € 100 m
de altura no centro. Se a agua esta com 10 m de profundida-
de no centro, ache a for¢a total sobre o reservatorio devido
a pressdo da agua.

Um tanque de éleo tem a forma de um cilindro circular reto
com 4 m de didmetro e seu eixo é horizontal. Se o tanque
estiver cheio até a metade com 6leo cuja densidade volumé-
trica de massa é 750 kg/m?, ache a for¢a total num extre-
mo, devido a pressdo do liquido.

Um tanque de dleo tem a forma de um cilindro circular reto
com um raio de r m e seu eixo € horizontal. Se o tanque esti-
ver cheio de éleo com uma densidade de 750 kg/m?, ache r,
se a forca total em uma extremidade do tanque decorrente
da pressao for 80.000 N.

Resolva o Exercicio 4 usando (4).

Resolva o Exercicio 5 usando (4).

Resolva o Exercicio 6 usando (4).

Aplicacdes da Integral Definida

15.

16.

17.

18.

19.

20

21.

22

A face de um reservatorio adjacente a agua € vertical e tem
a forma de um trapézio isésceles com 90 m no topo e 60 m
na base € uma altura de 20 m. Use (4), para encontrar a for-
¢a total decorrente da pressdo da 4gua na face do reservatorio.
Uma placa semicircular com um raio de 3 m estd submersa
verticalmente num tanque de d4gua com o didmetro na su-
perficie. Use (4) para encontrar a forga total decorrente da
pressdo da agua sobre um lado da placa.

Ache 0 momento em torno da base mais baixa do trapézio
da for¢a do Exercicio 15.

Uma placa com a forma da regido limitada pela parabola
x? = 6y e pelareta 2y = 3 é colocada num tanque com agua
com o vértice para baixo e a reta na superficie da dgua. Ache
a forga total decorrente da pressdo da dgua sobre um lado
da placa, se a distincia for medida em metros.

Um tanque cilindrico estd cheio até a metade com gasolina
cuja densidade é 721 kg/m3. Se o eixo é horizontal e o dia-
metro € de 6 m, ache a forga decorrente da pressdao do liqui-
do sobre um extremo.

Se o extremo de um reservatorio de agua tiver a forma de
um retangulo e o reservatorio estiver cheio, mostre que a me-
dida da for¢a em decorréncia da pressao da dgua sobre o ex-
tremo é o produto da medida da area do extremo pela medi-
da da for¢a em seu centro geométrico. .

A base de uma piscina é um plano inclinado. A piscina tem
*2 m de profundidade em um extremo ¢ 8 m no outro. Se a
largura da piscina for 25 m e o comprimento for 40 m, ache
a forga total em decorréncia da pressdo da dgua no fundo.
A face de um reservatdrio adjacente & dgua ¢ inclinada 45°

. em relagdo a vertical. A face é um retdngulo com 80 m de

23.

24,

comprimento e um lado inclinado de 40 m. Se o reservatério
esta cheio, ache a forga total sobre a face, em decorréncia
da pressdo da agua.

A face de um reservatorio adjacente a agua € inclinada 30°
em relagdo a vertical. A face ¢ um retdngulo com 50 m de
comprimento € um lado inclinado com 30 m. Se o reservaté-
rio estd cheio, ache a forga total sobre a face em decorréncia
da pressdo da agua.

Resolva o Exercicio 23 no caso em que a face do reservato-
rio € um trapézio is0sceles com 120 m de base maior no topo
e 80 m de base menor e a distdncia entre as bases é de 40 m.

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 6

1.

2.

3.

4.

Ache o volume do solido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo x da regido limitada pela curvay = x4 aretax = 1
e 0 eixo X.

Ache o volume do sélido gerado pela rota¢do da regido do
Exercicio 1 em torno do eixo y.

A regido limitada pela curva y = \/sen x, pelaretax = 47 e
pelo eixo x gira em torno do eixo x. Ache o volume do séli-
do gerado.

A regido limitada pela curva x = /cos y, pelaretay = +7n
e pelo eixo y, onde +7 < y < 47, gira em torno do eixo y.
Ache o volume do solido gerado.

A regido limitada pela curva y = x cosec x, pelo eixo x e pe-
las retas x = 47 e x = 57 gira e torno do eixo x. Ache o
volume do sdélido gerado.

A regido no primeiro quadrante, limitada pelas curvas
x = y*e x = y*gira em torno do eixo y. Ache o volume
do sdlido gerado.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno do
eixo y da regido limitada pela pardbola x = y?2 + 2 ¢ pela
retax =y + 8.

. Ache o volume do sélido gerado pela rotagio da regido limi-

tada pela parabola y? = x, pelo eixo x e pela reta x = 4 em
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11.

12.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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23

.

24.

25.

Exercicios de Revisdo do Capitulo 6

torno da reta x = 4. Tome os elementos de area paralelos
ao eixo de revolugdo.

A base de um sélido € a regido limitada pela parabola y2 = 8x
earetax = 8. Ache o volume do sélido, se toda secgio pla-
na perpendicular ao eixo da base for um quadrado.

A base do sélido é a regido encerrada por um circulo tendo
um raio de r unidades, e toda a sec¢do plana perpendicular
a um didmetro fixo da base é um quadrado cuja diagonal
¢ uma corda do circulo. Ache o volume do sélido descrito.
Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regiio limi-
tada pela curva y = | x — 2|, pelo eixo x e pelas retas x = 1
e x = 4 em torno do eixo x.

Use integragdo para encontrar o volume de um segmento de
uma esfera, se ela tiver um raio de r unidades e se a altura
do segmento for 4 unidades.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno da

reta y = —1 da regido acima do eixo x limitada pela reta
2y = x + 3 epelas curvas y2 + x = 0, y2 — 4x = 0 de
x=—-lax=1.

Ache o comprimento do arco da curva ay? = x? da origem
ao ponto (4a, 8a).

Ache o comprimento do arco da curva 6y? =
ponto (2, 0) ao ponto (8, 4/3). ‘
Uma esfera de raio 10 cm € interceptada por dois planos pa-
ralelos do mesmo lado do centro da esfera. A distancia do
centro da esfera a um dos planos é 1 cm e a distincia entre
os planos é 6 cm. Ache o volume da porgéo sélida da esfera
entre os dois planos.

Resolva o Exercicio 16, se os dois planos estiverem em lados
opostos em relacdo ao centro da esfera, mas todos os demais
permanecerem OS Mesmos.

Um solido ¢ formado pela rota¢do em torno do eixo y, da
regido limitada pela curva y3 = x, pelo eixo x e pela reta
x = ¢, onde ¢ > 0. Para que valores de ¢ 0 volume do sélido
¢ de 127 unidades cubicas?

Ache o comprimento do arco da curva 9x¥3 + 4y%3 = 36
no segundo quadrante do ponto onde x = — 1 ao ponto on-
de x = —4.

Ache o comprimento do arco da curva 3y = (x? - 2)¥2do
ponto onde x = 3 ao ponto onde x = 6.

Trés particulas com massas 4, 2 e 7 kg estdo no eixo x, nos
pontos com coordenadas — 5, 4 e 2 respectivamente, onde
a distancia é medida em metros. Ache o centro de massa do
sistermna.

Trés particulas tendo massas 5, 2 e 8 g estdo localizadas, res-
pectivamente, nos pontos (— 1, 3), (2, —1) e (5, 2). Ache o
centro de massa sendo a distdncia medida em cm.

Ache as coordenadas do centro de massa de quatro particu-
las com igual massa localizadas nos pontos (3, 0), (2, 2),
2,9e(-1,2).

Trés particulas, com igual massa, estdo localizadas sobre o
eixo x em pontos tendo coordenadas —4, 1 e 5, onde a dis-
tancia é medida em metros. Ache as coordenadas do centro
de massa do sistema.

O comprimento de uma barra é 8 m e a densidade linear da
barra num ponto 2 x m do extremo esquerdo é 2</x + 1 kg/m.
Ache a massa total da barra e seu centro de massa.

x(x - 2)*do

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

- 34.

3s.

36

37

38.

39.

40

41.

42.

43.
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O comprimento de uma barra é de 4 m e a densidade li-
near da barra num ponto a x m do extremo esquerdo é
(3x + 1) kg/m. Ache a massa total da barra e o centro de
massa.

Ache o centréide da regido no primeiro quadrante, limitada
pelos eixos coordenados e pela pardbola y = 9 — x2.
Ache o centrdide da regido limitada pela pardbola y? = x
epelaretay = x — 2.

Ache o centroide da regido limitada pelas curvas y = J/xe
y = x2.

Ache o centrdide da regido limitada acima pela pardbola
4x2 = 36 — 9y e abaixo pelo eixo x.

Use o teorema de Pappus para encontrar o volume da esfera
de raio 4 m.

Use o teorema de Pappus para encontrar o volume de um
cone circular reto com 2 m de raio da base € 3 m de altura.
Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo y, da regido limitada pelo grafico de y = 2x — %x’,
pelo eixo x e pela reta x = 2.

Ache o volume do sélido gerado pela rotagéao, em torno da
reta x = 2, da regiao do Exercicio 33.

Ache o volume do solido gerado pela rotacdo, em torno da
reta x = 3, da regido limitada por aquela reta, pelo eixo x
e pelo grafico y = 9x — 5x*.

Uma forga de 2205,0 N é necessaria para comprimir uma mola
de 25 cm até 22 cm. Ache o trabalho realizado ao comprimir
a mola até 20 cm.

Uma forca de 600 dinas estica uma mola de seu comprimen-
to natural de 30 cm até 35 cm. Ache o trabalho realizado ao
esticar a mola de seu comprimento natural até 40 cm.
Uma tina cheia de agua tem 2 m de comprimento e sua sec-
¢ao transversal tem a forma de um semicirculo com um dii-
metro de 0,6 m no topo. Qual o trabalho necessario para bom-
bear a agua da tina pela borda?

Um cabo com 20 m e com uma densidade linear de massa
de 2 kg/m esta dependurado na vertical. Ache o trabalho feito
ao levantar todo o cabo.

O trabalho necessdrio para esticar uma mola de 22 cm até
25 cm é % vezes o trabalho necessario para esticar a mola
de 20 para 22 cm. Qual o comprimento natural da mola?
Um tanque cheio de agua tem a forma de um paralelepipedo
retangular com 30 m de comprimento, 15 m de largura e uma
profundidade de 4 m. Ache o trabalho necessario para bom-
bear a 4gua no tanque a um nivel de 50 cm acima da borda

do tanque.

Um tanque com a forma de um hemisfério, tendo um dia-
metro de 10 m, estd cheio com agua até uma profundidade
de 3 m. Ache o trabalho realizado ao bombear a agua até
a borda do tanque.

Um tanque com a forma de um hemisfério tem sobre si um
cilindro circular reto. O raio de ambos, o hemisfério e o ci-
lindro, ¢ 4 m e a altura do cilindro é de 8 m. Se o tanque
estiver cheio de dgua, ache o trabalho necessario para esva-
ziar o tanque bombeando a dgua através de uma abertura
na borda do tanque. Tome a aceleragdo da gravidade como
sendo 10 m/s2.
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.
.eixox,onde 0 € x %7:, gira em torno do eixo x. Ache o

Um recipiente tem a forma e as dimensdes de um sélido de
revolugdo descrito pela rotagdo da regido no primeiro qua-
drante, limitada pela pardbola x? = 4py, pelo eixo y e pela
reta y = p, em torno do eixo y. Se o recipiente estiver cheio
de agua, ache o trabalho realizado para se bombear toda a
agua até um ponto 3p m acima da borda do recipiente. To-
me a aceleragdo da gravidade igual a 10 m/s2.

A superficie de um tanque é igual a de um paraboldide de
revolugio obtido girando-se a pardbola y = x? em torno do
eixo y. O vértice da parabola estd na base do tanque, que
tem 3,6 m de altura. Se o tanque estiver cheio com dgua até
2 m de profundidade, ache o trabalho realizado para bom-
bear a 4gua para fora do tanque, pela borda de cima. Tome
a acelera¢do da gravidade igual a 10 m/s2.

Uma cunha é cortada de um cilindro circular reto com um
raio de r unidades por dois planos, um perpendicular ao
eixo do cilindro e o outro interceptando o primeiro ao lon-
go de um didmetro da sec¢do plana circular com um angulo
de 30°. Ache o volume da cunha.

A torre de uma igreja tem 30 m de altura e toda secg¢do hori-
zontal plana é um quadrado, sendo o comprimento dos la-
dos igual 2 um décimo da distancia da sec¢do plana ao topo
da torre. Ache o volume da torre.

Ache, pelo corte, o volume de um tetraedro com trés faces
mutuamente perpendiculares e trés arestas mutuamente per-
pendiculares cujos comprimentos sdo a, b e ¢ unidades.
A regido limitada por um pentagono com vértices em (— 4, 4),
(-2, 0), (0, 8), (2,0) e (4, 4) gira em torno do eixo x. Ache
o volume do sélido gerado.

A regido limitada pelas curvas y = tg xe y = cotg x e pelo

volume do sélido obtido.

Aplicacoes da Integral Definida

51.

52.

Aregidodex = 0ax = %n limitada pela curva y = sen x,
pela reta y = 1 e pelo eixo y gira em torno do eixo x. Ache
o volume do sdlido gerado. (Sugestdo: use a identidade
sen? x = 3(1 — cos 2x).)

Se f(x) = 5; JJcos ¢t dt, ache o comprimento do arco do gra-
fico de f do ponto onde x = —;—7: ao ponto onde x = —;—n.

(Sugestdo: use a identidade cos? %x = %(l + cos x)eo
Teorema 5.8.1).

Os Exercicios de 53 a 56 pertencem a Sec¢do Suplementar 6.7.

53.

54.

55.

56.

Uma placa tem a forma da regido limitada pela parabola
x2 = 6y epelareta2y = 3 e é colocada num tanque com
4gua tendo o seu vértice voltado para baixo e a reta na su-
perficie da dgua. Ache a for¢a decorrente da pressdo da dgua
sobre'um lado da placa se a distdncia for medida em metros.
A face de um dique adjacente & dgua esta inclinada 45° em
relacdo a vertical. A face ¢ um retdngulo com 80 m de largu-
ra e 40 m no lado inclinado. Se o dique estiver cheio de 4gua,
ache a forga total na face devido & pressdo da dgua.

Um tanque cilindrico esta cheio de gasolina com uma densi-
dade de 641 kg/m3. Se o eixo do cilindro for horizontal e
o didmetro for de 8 m, ache a forca total sobre um extremo
devido a pressdo do liquido.

Uma placa semicircular com um raio de 4 m é submersa ver-
ticalmente em um tanque com 4gua com o seu didmetro na
superficie. Use a férmula (4) da Secc¢do 6.7 para encontrar
a forga devido a pressdo da agua sobre um lado da placa.



