vi

CAPITULO 4

VALORES EXTREMOS DAS FUNGOES,
TECNICAS DE CONSTRUGAO DE
GRAFICOS E A DIFERENCIAL

CAPITULO 5

INTEGRACAO E A INTEGRAL DEFINIDA

CAPITULO 6

APLICACOES DA INTEGRAL
DEFINIDA

CAPITULO 7

FUNCOES INVERSAS, LOGARITMICAS
E EXPONENCIAIS

Contetdo

e

4.3
4.4

4.5

4.6

4.7
4.8
4.9
4.10

5.1
5.2
53,
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8

‘5.9

5.10

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

6.7

7.1
7.2

7.3
7.4

7.5
7.6

Valor Funcional Mdximo e Minimo

Aplica¢oes Envolvendo Extremos Absolutos num Intervalo
Fechado

Teorema de Rolle ¢ Teorema do Valor Médio

Fungdes Crescentes € Decrescentes €.0 Teste da Derivada
Primeira

Concavidade e Pontos de Inflexdo

O Teste da Derivada Segunda para Extremos Relativos

Tracando um Esbog¢o do Grafico de uma Funcgdo

Tratamento Adicional dos Extremos Absolutos e Aplicagoes

A Diferencial

Solugdo Numérica de Equagdes pelo Método de Newton
(Suplementar)

Exercicios de Revisdo

Antidiferencia¢do

Algumas Técnicas de Antidiferencia¢do
Equagdes Diferenciais e Movimento Retilineo
Area

A Integral Definida

Propriedades da Integral Definida

O Teorema do Valor Médio para Integrais
Os Teoremas Fundamentais do Calculo
Area de uma Regido Plana

Integracdo Numérica

Exercicios de Revisdo

Volumes de Sdlidos por Cortes, Discos e Anéis Circulares
Volumes de Sdélidos por Invélucros Cilindricos
Comprimento de Arco do Grafico de uma Funcdo
Centro de Massa de uma Barra

Centroide de uma Regido Plana

Trabalho '

Pressdo Liquida (Suplementar)

Exercicios de Revisdo

Fungdes Inversas

Teoremas da Func¢do Inversa e a Derivada da Inversa de uma
Funcio

A Func¢do Logaritmica Natural

Diferenciagdo Logaritmica e Integrais que Resultam na Fungio

Logaritmica Natural
A Func¢ido Exponencial Natural
Outras Fungdes Exponenciais ¢ Logaritmicas

217

224
230

236
241
249
254
260
269

277
282

286
295 .
303
312
324
331
340
344
352
359
369

374
383
388
394
400
407
413
418

422

431
439

449
455
463



©&

t  Antidiferenciacdo, a operacao inversa da diferenciacdo, ¢ tratada nas duas pri-
: ‘ meiras sec¢Oes deste capitulo, como preparagdo para seu uso na integragio. Na [ﬁ
Z Sec¢do 5.3 usamos antidiferenciacdo para resolver equacdes diferenciais com X
varidveis separdveis, introduzindo aplicacées ao movimento retilineo. ]‘
3 Definimos a area de uma regido plana na Sec¢do 5.4, como um novo tipo f
de limite, e na Seccdo S.5, é apresentada a definicdo de uma integral definida |
_ em termos desse limite. As Sec¢des 5.6 € 5.7 sdo dedicadas a teoremas que ddo I
as propriedades das integrais definidas. Essas propriedades sdo usadas na Sec-
@ i ¢do 5.8 para provar os teoremas fundamentais do Cdlculo que nos possibilitam
; avaliar a integral definida através do cdlculo da antiderivada. Na Seccdo 5.9 |
@ : -1 aplicamos esse poderoso recurso para calcular areas de regides planas. !

o e g i o . e
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Integracéo e a Integral Definida

" Na altima sec¢do do capitulo discutimos métodos numéricos para determi-
nar um valor aproximado de uma integral definida. Os cdlculos exigidos nesses
processos sao feitos facilmente por meio de calculadoras programdveis e com-
putadores. .

5.1 ANTIDIFERENCIACAO

5.1.1 DEFINICAO

5.1.2 TEOREMA

Voceé ja esta familiarizado com operagdes inversas. Adigdo e subtragdo, multi-
plicagdo e divisdo sdo operagdes inversas, bem como potenciagio e radiciagdo.
Nesta sec¢do, vamos desenvolver a operagdo inversa da diferenciacio chamada
de antidiferenciacdo. Vamos comegar introduzindo a antiderivada.

Uma fungdo F serd chamada de antiderivada de uma fungdo f num mtervalo
I se F'(x) = f(x) para todo x em 1.

» ILUSTRACAO 1 Se F for definida por
Fx)=4x*+x*+5

_entdo, F'(x) = 12x2 + 2x. Assim, se f for a fungdo definida por

f(x) = 12x% + 2x

logo, afirmamos que f é a derivada de F e que F é uma antiderivada de f. Se
G for a fungdo definida por

G(x) = 4x* + x* — 17

entdo, G também sera uma antiderivada de f, pois G’(x) = 12x% + 2x. Na rea-
lidade, toda fung¢do cujos valores funcionais sdo dados por 4x3 + x2 + C, on-
de C é uma constante qualquer, é uma antiderivada de f. |

Em geral, se uma fungao F for antiderivada de uma funcio f num intervalo
I e se a fungdo G for definida por

G(x)=F(x)+ C
onde C é uma constante arbitraria, entido
G'(x) = F'(x)
= f(x)
e G também sera uma antiderivada de f no intervalo 1.
Passaremos, agora, a demonstrar que se F for qualquer antiderivada parti-
cular de f num intervalo 7, entdo toda antiderivada de f em I serd dada por

F(x) + C, onde C é uma constante arbitraria. Necessitaremos primeiro de um
teorema preliminar.

Se f e g forem duas f_unc(")es, tais que f'(x) = g’(x) para todo x no intervalo
1, entdo havera uma constante X, tal que

S (x) g(x) + K para todo x em 7

Prova Seja h a fungido definida em I por

h(x) = f(x) — g(x)
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assim sendo, para todo x em 1,
HE) = f'(x) = ()
Mas, por hipétese, f'(x) = g’(x) para todo x em I. Logo,
H(ix)=0 para todo x em [/
Assim, o Teorema 4.3.3 aplica-se & func¢io 4 e existe uma constante K, tal que
h(x)= K . paratodo x em /
Substituindo A(x) por f(x) — g(x), obtemos -
fx)=g(x)+ K para todo x em /

€ o teorema estd provado. u

O préximo teorema segue, imediatamente, do Teorema 5.1.2.

Prova Suponha que G represente qualquer antiderivada de f em I; entdo
G'(x)= f(x) para todo x em / )
Como F ¢é uma antiderivada particular de f em I,
F'(x) = f(x) para todo x em [/ (3
De (2) e (3), segue que '
G'(x) = F'(x) para todo x em 7 |
Logo, pelo Teorema 5.1.2, existe uma constante K, tal que
G(x) = F(x) + K para todo x em / '

Como G representa qualquer antiderivada de fem /7, segue que toda antideriva-
da de fpode ser obtida de F(x) + C, onde C é uma constante arbitraria. Assim,
esta provado o teorema. [

Antidiferenciagio é o processo de encontrar o conjunto de todas as antideri-
vadas de uma dada fungdo. O simbolo S denota a operagao de antidiferencia-

¢d0 e escrevemos

ff(x) dx = F(x)+ C . | @)
onde

F'(x) = f(x)
€

d(F(x)) = f(x) dx ©)
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5.1.4 TEOREMA

5.1.5 TEOREMA

5.1.6 TEOREMA

5.1.7 TEOREMA

Integracdo e a Integral Definida

Leibniz introduziu a conven¢do de escrever a diferencial de uma fungio apods
o simbolo de antidiferenciacdo. A vantagem dessa notagdo ficara evidente quan-
do calcularmos antiderivadas, mudando a varidvel na Sec¢do 5.2. De (4) e (5)
podemos escrever

g dF(x) = F(X) + C

Essa formula sera usada para obter férmulas de antidiferenciacdo nas sec¢des
a seguir; ela estabelece que quando antidiferenciamos a diferencial de uma fun-
¢d0, obtemos a propria func¢do mais uma constante arbitraria. Assim, podemos

considerar que o simbolo de antidiferenciacido S significa a operagdo inversa da

operagdo denotada por d para o cdlculo da diferencial.

Se {F(x) + C} for o conjunto de todas as fung¢des cuja diferencial é f(x) dx,
também serd o conjunto de todas as func¢des cujas derivadas sdo f(x). Assim
sendo, a antidiferenciacdo é considerada como a operagao de encontrar o con-
junto de todas as fungdes, tendo uma dada derivada.

Como a antidiferenciacdo é a operagdo inversa da diferenciagdo, os teoremas
sobre antidiferenciagdo podem ser obtidos dos teoremas sobre diferenciacdo.
Assim sendo, os teoremas a seguir podem ser provados a partir dos teoremas
correspondentes da diferenciagdo.

de=x+C

§ af(x) dx = a S F(0) dx |

onde g é uma constante.

O Teorema 5.1.5 estabelece que para determinar uma antiderivada de uma
constante vezes uma func¢do, achamos primeiro uma antiderivada da funcéo,
multiplicando-a, em seguida, pela constante.

Se f, e f, estdo definidas no mesmo intervalo, entéo

[ A0 + £ dx = [ £ dx + { f,00 dx

O Teorema 5.1.6 estabelece que para determinar uma antiderivada da soma
de duas fungdes, achamos primeiro a antiderivada de cada uma das fungées
separadamente e entdo, somamos os resultados, ficando subentendido que am-
bas as fung¢des estdo definidas no mesmo intervalo. O Teorema 5.1.6 pode ser
estendido a um nimero qualquer, finito, de fungdes. Combinando o Teorema
5.1.6 com o Teorema 5.1.5, temos o teorema a seguir.

Se fi, fos ... » [, estdo definidas no mesmo intervalo,

E [C/iX) + fs®) +...+ Cfy0] dx
= ¢ Sf,(x) dx + ¢, sz(x) dx +...+ ¢, Sf,,(x) dx

onde ¢,, ¢,, ... , ¢, S0 constantes.
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5.1.8 TEOREMA | Se n for um numero racional,

n+ 1 '
gx"dx=n3rl+-c n;é—l‘
Prova
D (x"“)_(n+ 1)x"
*\n+1/)  n+1
=x" |

» ILUSTRAGAO 2 Aplicando o Teorema 5.1.8 para valores especificos de n,

temos
3 4
fxzdx=%+C fx3dx=x?+C
1 .
f;—zdx=fx-2dx fe/de=fx1/3dx
x-2+1 x1/3+_1
- = C
217 € %+1+
-1 4/3
=x_1+c ="?+c
1 =3x* 4+ C ' :
——;+C <

A ilustragdo a seguir mostra como os Teoremas 5.1.4 até 5.1.8 sdo usados
para antidiferenciar.

> ILUSTRAGAO 3
f (3x + 5) dx = f 3x dx + f 5dx  (pelo Teorema 5.1.6)

=3 fx dx + 5 fdx (pelo Teorema 5.1.5)

s
= 3<"7 + cl) +5(x+C;) (pelos Teoremas 5.1.8 ¢ 5.1.4)

Como 3C, + 5C, é uma constante arbitraria, ela pode ser denotada por C; as-
sim, o resultado pode ser escrito como

3x2+5x+ C
Pode-se conferir a resposta calculando sua derivada.

DB3x*+5x+C)=3x+5 <
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EXEMPLO1  Calcule
f(5x“ —8x3 +9x2 —2x + 7)dx
Solugdo
f(sx4 — 8x% + 9x? — 2x + 7) dx
=sfx‘*dx—sfxwx+9fx2dx—2fxdx+7fdx
5 4 3 2

X X X X
—5—5'—8 74‘9 -—3——'2 ‘E‘+7X+C

=x5—2x*+3x3—x2+7x+C

EXEMPLO 2 Calcule

[V () ax

Solugdo
Ix [ x + L dx = fx”z(x + x" 1) dx
x

= J‘(xi’/2 + x" V%) dx

5/2 1/2
X X
= +5+C

2 2
=2+ 212+ C

EXEMPLO 3 Calcule
Solugdo
J'éfu—t7dt=5f;,j—3dt+7jt—4%dt
=5 ft2/3 dt +7 ft““‘ dt
= 5(555/—3> + 7(t_113) +C
3 -3

=5@P) + (-3t + C

21
=3t5/3—t1T+C
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5.1.10 TEOREMA

5.1.11 TEOREMA

5.1.12 TEOREMA

5.1.13 TEOREMA

5.1.14 TEOREMA
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Os teoremas para a antiderivada das fungdes seno e co-seno seguem imedia-
tamente dos teoremas correspondentes para diferenciagio.

—(—sen x)
sen x [ ]

Prova D, (—cos x¥

Prova D, (sen xX) = cos x [ |

Os teoremas a seguir sdo conseqiiéncias dos teoremas para as derivadas das
fun¢des tangente, co-tangente, secante e co-secante. As demonstragbes também
sdo imediatas, obtidas com o cdlculo da derivada do segundo membro das
formulas. '

EXEMPLO 4 Calcule
f(3 'sec x tg x — 5 cosec? x) dx
Solugédo Aplicamos os Teoremas 5.1.13 ¢ 5.1.12.

f(3 sec x tg x — 5 cosec? x)dx=3fsecxtgxdx—5fcosec2xdx
=3secx — 5(—cotg x) + C
=3secx + Scotgx + C

As identidades trigonométricas sdo freqiientemente usadas quando calcula-
mos antiderivadas envolvendo fungées trigonométricas. As oito identidades fun-
damentais a seguir sdo cruciais:

.senxcosecx =1 ° cosxsecx =1 tgxcotgx = 1
‘sen X cos x
tgx = — cotg x = ——
w07 cos x sen x

“sen?x + cos?x =1 - 7 tg2x + 1 = sec?x . cotgZx + 1. = cosec?x
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EXEMPLO 5 Calcule

_ 2 .
§ 2 cotg x — 3 sen X iy
sen x
Solugao
_ 2
S 2 cotg x — 3 sen X iy
sen x
2
=2S 1 -cotgxdx—3gmdx
sen x sen x

ZScosecxcotgxdx— 3Ssenxa’x

2(—cosec x) — 3(—cosx) + C (dos Teoremas 5.1.14 € 5.1.9)
= —2cosecx + 3cosx + C

EXEMPLO 6 Calcule
S (tg2 x + cotg? x + 4) dx
Solucéo

S (tg2 x + cotg?x + 4) dx

S [sectx — 1) + (cosect x — 1) + 4] dx

gsec2xdx+ gcoseczxdx+ 2 de

=tgx —cotgx + 2x + C (dos Teoremas 5.1.11 e 5.1.12)

Freqiientemente, em aplicagdes envolvendo antidiferenciacdo, desejamos en-
contrar uma antiderivada especifica que satisfaca determinadas condi¢des cha-
madas inicial ou lateral, conforme elas ocorrem no ponto inicial ou para os pon-

tos extremos do intervalo de defini¢do da varidvel.* Por exemplo, se uma equagio

envolvendo —%—- for dada, bem como a condigio inicial de que y = y, quando

Xx = x, entdo depois que o conjunto de todas as antiderivadas for encontra-
do, se x e y forem substituidos por x, e y,, iremos determinar um valor especi-
fico da constante arbitraria C. Com esse valor de C, uma determinada antideri-
vada ¢é obtida.

» ILUSTRACAO 4 Suponha que desejemos encontrar uma determinada funcéo
y{(x) satisfazendo a equagio

dy _
dx

(ou seja, uma antiderivada da fungido f(x) = 2x)
e a condigdo inicial de que y = 6 quando x = 2. Da férmula

2x

y = fzx dx temos y=x*+C {6)

* N. do T.: As condigdes iniciais s3o também conhecidas como condi¢des de Cauchy, e as condi-
¢Oes laterais como condi¢bes de contorno, de fronteira ou de extremos.
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Em (6), substituimos x por 2 € y por 6, obtendo

6=4+C
c=2

Quando esse valor de C ¢ substituido em (6), obtemos

y=x%+2
que da a antiderivada desejada. <
EXEMPLO 7 Em qualquer ponto (x, y) de uma determinada curva, a reta tan-

gente tem uma inclinagdo igual a 4x — 5. Se a curva contém o ponto (3, 7),
ache sua equagio.

‘Solugdo Como a inclinagdo da reta tangente a uma curva em qualquer pdnto
(x, y) € o valor da derivada nesse ponto, temos

dy
E—4x—-5
y=f@x—$dx
2
y=4GJ—5x+C
2 .
y=2*—-5x+C (M

A Equacdo (7) representa uma familia de curvas. Como queremos determinar
uma certa curva dessa familia que contenha o ponto (3, 7), substituimos x por
3 e y por 7 em (7), obtendo

7=209)—-53)+C
7=18—15+C
C=4
Substituindo C por 4 em (7), iremos obter a equag¢do da curva pedida, que ¢

y=2x2—-5x+4

Na Sec¢do 3.4 introduzimos as fung6es custo marginal e rendimento margi-
nal, da economia. Elas sdo as derivadas primeiras, C’ ¢ R’ da func¢io custo
total C e da fungdo rendimento total R, respectivamente. Assim, C e R podem
ser obtidas de C’ ¢ R’ por antidiferenciagdo. Ao determinarmos a fun¢io C
de C’, a constante arbitraria pode ser avaliada se conhecermos o custo geral
(isto ¢, o custo quando nenhuma unidade é produzida) ou o custo da produgio
de um numero especifico de unidades da mercadoria. Como em geral é verdade
que a funcdo rendimento total é zero quando o niimero de unidades produzidas
€ zero, esse fato pode ser usado para avaliar a constante arbitrdria quando de-
terminamos a fungdo R de R’.
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EXEMPLO 8
C'(x) = 4x — 8

A fungdo custo marginal C’ é dada por

quando C(x) é o custo total da produgao de x unidades. Se o custo da produgédo
de 5 unidades for $ 20, ache a fungdo custo total.

Solucdo

C) = [(4x — 8) dx

=2x2—8x+k
Como C(5) = 20, obtemos k¥ = 10. Logo,

C(x) = 2x2 — 8x + 10

Como C’(x) = 4x — 8

Observe que como o custo marginal deve ser ndo-negativo, 4x — 8 = 0 ou,
de modo equivalente, x > 2. Portanto, o dominio de C ¢ [2, + ); lembre-se
que embora x represente o niimero de unidades de uma mercadoria, supomos
que x seja um nimero real para dar os requisitos de continuidade para as fun-

¢oes Ce C'.

EXERCICIOS 5.1

Nos Exercicios de 1 a 36, faca a antidiferenciagcdo. Nos Exerci-
ciosdela8, del5al8ede3la3d, verifique o resultado, calcu-
lando a derivada de sua resposta.

1
1. fsx'* dx 2. f2x7 dx 3. dex
4. J%dt 5, f5u3/2 du 6. floe/Fdx

3
8. f—dy 9. 62/t de
N I
11. f (4x® + x?) dx
13. f y3(2y? — 3) dy
15. f(s — 2+ 1Y) dt

7. J % dx
10. f 7x3 Jx dx
12. f (Bu® — 2u®) du
14. f x*(5 — x?) dx
16. f (@x3 — 3x2 + 6x — 1) dx

17. f (8x* + 4x® — 6x% — 4x + 5) dx
19. f\/;(x + 1) dx

21. f (x3? — x) dx

18. f @ + 3x2 — 8x%) dx
20. f (ax? + bx + ¢) dx

»

1 f/2 3
22, (f ——> dx 23. (—3+—2+5> dx
J Jx J A\ x
[ 1 : f x2 +4x —4
2, (3 __4+L2> dx 25 | S FTET R g
Y i x x (Y \/;

26. d 27

\ 1
Loty ()
W J /x

273 — 1
28.[ P

30.

32.

33.
34.
35.

36.

37.
38.

39.

29. f(3 sen t — 2 cos ) dt

Yt
f(S cos x — 4sen x) dx 3L j

Cos X
5 dx
sen? x

f(4 cosec’x cotg x + 2 sec? x) dx

sen x
cos? x

dx

f(3 cosec’ t — 5 sec ttg t) dt
f(z cotg? § —3 tg? 9) df

- 2
J3tg0 4 cos 0d0
cos 0

O ponto (3, 2) esta numa curva e em qualquer ponto (x, y)
sobre a curva a inclinagao da reta tangente é igual a 2x — 3.
Ache uma equacdo da curva.

A inclinagdo da reta tangente num ponto qualquer (x, y) de
uma curva é 3+/x. Se o ponto (9, 4) estd na curva, ache um
equacgdo para ela. :

Os pontos (— 1,- 3) e (0, 2) estdo numa curva ¢ em qualquer
»

ponto (x, y) da curva = 2 — 4x. Ache uma equa-

dy _ ay
dx? dx
uma equacgdo envolvendo y’, x e uma constante arbitraria

C,. Dessa equagdo, obtenha uma outra envolvendo y, x, C,
e C,. Usando as condigdes, calcule C, ¢ C,.)

Y
dx?

¢do da curva. (Sugestdo: faga € obtenha
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40. Uma equagdo da reta tangente & curva no ponto (1, 3) é

2
¥ = X + 2. Se em qualquer ponto (x, y) da curva Zx); =

= 6x, ache uma equacio da curva. Veja a sugestio para o
-Exercicio 39.

2
41. Em qualquer ponto (x, ) de uma curva, ny =1-x?

2

€ uma equacdo da reta tangente A curva no ponto (1, 1) é
= 2 — x. Ache uma equacio da curva. Veja a sugestdo

dada no Exercicio 39.
d3

42. Em qualquer ponto (x, y) de uma curva,

dx?

€ (1, 3) é um ponto de inflexdo no qual a inclinagio da tan-
gente de inflexdo é —2. Ache uma equacdo da curva.

43. A funcio custo marginal é dada por C’(x) = 3x2 + 8x + 4,
e o custo geral é $6. Ache a fungdo custo total.

44. Uma empresa determinou que a fun¢do custo marginal
para a produgdo de certa mercadoria é dada por C'(x) =
= 125 + 10x + %xz, onde C(x) € o custo total da pro-
dugdo de x unidades da mercadoria. Se o custo geral for de
$ 250, qual ser4 o custo da producdo de 15 unidades?

45. A funcdo custo marginal ¢ definida por C’ (x) = 6x, onde
C(x) é o numero de centenas de unidades monetdrias no custo
total de.x centenas de unidades de certa mercadoria. Se o custo
de 200 unidades for $ 2000, ache (a) a fungdo custo total e
(b) o custo geral.

46. A funcio rendimento marginal para uma certa mercadoria

* éR’(x) = 12 — 3x. Se x unidades forem demandadas quan-
do p unidades monetarias for o prego unitério, ache (a) a fun-
‘¢do rendimento total e (b) uma equacio envolvendo p e x
(a equagdo de demanda).

47. Para um determinado artigo, a fungio rendimento marginal

.€ dada por R’ (x) = 15 — 4x. Se x unidades forem deman-

dadas quando p unidades monetdarias for o prego por unida-
de, ache (a) a fungdo rendimento total e (b) uma equagio
envolvendo p e x (a equacdo de demanda).

48. A eficiéncia de um operério é dada por uma porcentagem.
Por exemplo, se a eficiéncia do trabalhador num dado inter-
valo de tempo for de 70%, entdo ele estd trabalhando com
70% de todo o seu potencial. Suponha que E% seja a sua
eficiércia ¢ horas apés comegar a trabalhar e que a taxa se-

- gundo a qual E estd variando é (35 — 8/)%, a cada hora.

Se a eficiéncia apés 3 h de trabalho for de 81%, ache a sua
eficiéncia apés trabalhar (a) 4 h e (b) 8 h.

49. O volume de 4gua num tanque é ¥ m?3 quando a profundi-
dade da 4gua é A m. Se a taxa de varia¢do de V' em relagdo
a hfor #(4h% + 12h + 9), ache o volume de 4gua no tan-
que quando a profundidade for de 3 m.

50. Um colecionador de arte comprou uma pintura por $ 1.000 de
um artista cujos trabalhos aumentam de valor em relagio ao
tempo, de acordo com a férmula % = 5¢32 + 10¢ + 50,
onde V ¢ o valor estimado de uma pintura ¢ anos ap6s sua
compra. Se essa formula for vilida pelos préximos 6 anos,

- qual o valor previsto para a pintura daqui a quatro anos?

51. Seja f(x) = 1 para'todo x em (-1, 1) e seja

(x) = —1 se —1<x<0
g = 1 se O0<x<1

Entdo f’(x) = 0 para todo x em (-1, 1) e g'(x) = 0, onde
quer que exista g’ em (— 1, 1). Mas, f(x) # g(x) + K para
x em (—1, 1). Por que o Teorema 5.1.2 ndo ¢é valido?
52. Seja
-1 se x<0
fx)= 0 se x=0
1 se 0<x

e F(x) = |x|. Mostre que F’ (x) = f(x)se x # 0. Fé uma
antiderivada de f em (— o, + ®)? Explique.
53. Seja f(x) = |x| e F definida por

1,2 0
F(x)={ Ix?2 se x<

Ix? se 0 x
Mostre que F € uma antiderivada de fem (— o, + o).
54. Seja

0 se x<0
U(x)={l se 0<x

Mostre que U ndo tem uma antiderivada em (— o0, + ).
(Sugestdo: suponha que U tenha uma antiderivada F em
(— %, + ) e uma contradi¢do serda obtida se mostrarmos,
entdo, que pelo teorema do valor médio existe um nimero
k,talque F(x) = x + ksex > 0e F(x) = ksex < 0.)

5.2 ALGUMAS TECNICAS DE Muitas antiderivadas nio podem ser encontradas diretamente com a aplicagio
ANTIDIFERENCIAGAO  dos teoremas da Secgdo 5.1. E entdio, faz-se necessério aprender certas técnicas
que podem ser usadas no célculo de tais antiderivadas. Nesta secgdo discutire-
mos técnicas que requerem a regra da cadeia para a antidiferenciagdo e aquelas
que envolvem uma mudancga de varidvel.

» ILUSTRACAO 1

Para diferenciar §;(1 +. x%)' aplicamos a regra da cadeia

para a diferenciagdo e obtemos

D.[5(1 + x3)1°] = (1 + x3°(2x)
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5.2.1 TEOREMA
A Regra da Cadeia
para a
Antidiferenciacdo

5.2.2 TEOREMA

Integracéo e a Integral Definida

Suponha que desejamos antidiferenciar (1 + x2?)°(2x). Entdo, precisamos cal-
cular

f (1 + x2)°(2x dx) ' : (1)
Para chegarmos a um procedimento que possa ser usado em tal situacdo, seja

gx)=1+x? g'(x) dx = 2x dx )
Entdo, (1) pode ser escrito como

[ [997°L'x) dx] @)
Do Teorema 5.1.8,

fu9du=ﬁu‘°+c @

Observe que (3) é da mesma forma que o prjmeiro membro de (4). Assim,
J60°Lo') dx] = 4Lg(0]*° + €

e com g(x) € g'(x) dx dados em (2), temos
J 4+ xP@xdx) = 451 + x20 + € <
A justificativa do procedimento usado para obter o resultado da Ilustragio

1 ¢ dada pelo teorema a seguir, que é andlogo a regra da cadeia para diferencia-
¢do, sendo chamado de regra da cadeia para antidiferenciagdo.

Seja g uma fungédo diferenciavel e seja o intervalo 7 a imagem de g. Suponha
que f seja uma funcdo definida em / e que F seja uma antiderivada de fem I.-
Entio, . '

S S@N9’'(x) dx] = Fgx)) + C

Prova Por hipétese,
F'(g(x)) = f(g(x)) 5)
Pela regra da cadeia para diferenciagio,
D,[F(g(x))] = F'(g(x)[g'(x)]
Substituindo (5) nessa equagdo, obtemos
D.[F(g(x))] = f(g(x))[g'(x)]
Da qual segue que
[ 1aoN g x) dx] = Fige) + €

que € 0 que queriamos provar. . [ |

Como um caso particular do Teorema 5.2.1, a partir do Teorema 5.1.8, te-
mos a férmula da poténcia generalizada para antiderivadas, que enunciaremos
a seguir. :

Se g for uma funcdo diferencidvel e se n for um nimero racional,

[ ocortg'e an = —‘%—1—' +C -l
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EXEMPLO 1 Calcule

f\/3x ¥ 4dx

Solucgédo Para aplicar o Teorema 5.2.2, escrevemos primeiro
[VBx+adx =[x+ 4" dx

Observamos que, se
g(x) = 3x + 4 entdo g'(x)dx =3dx (6)

Logo, precisamos de um fator de 3 que acompanhe dx para dar g’ (x) dx. Assiml
sendo, escrevemos

f (3x + 412 dx = f (x + 4)21(3 dx)
=i fex+9Ed

Do Teorema 5.2.2, com g(x) e g’(x) dx dados por (6), temos

1 Gxt 4)>2

3 f (x + 4)13(3 dx) = +C

3
=303x+ 42+ C

EXEMPLO 2 Ache
fo(S + 2x%)8 dx

Solucédo Observe que, se
g(x) =5+ 2x> entdo g'(x)dx = 6x? dx (7
Como

fxz(S +2x%)8 dx = f(5 + 2x%)¥(x? dx)
precisamos de um fator 6 que acompanhe x? dx para obter g’(x) dx. Assim,

escrevemos
f X5+ 2x)Pdx =4 f (5 + 2x%)3(6x? dx)

Aplicando o Teorema 5.2.2 com g(x) ¢ g’(x) dx dado em (7), obtemos
P 5+ 2x3)°
6 9

=&(5+2x3)°+C:

é f (5 + 2x%)%(6x2 dx) = +C

A regra da cadeia para a antidiferenciacdo (Teorema 5.2.1) é

ff (9())[g'(x) dx] = F(g(x)) + C

onde F ¢ uma antiderivada de f. Se nessa férmula f for a fungao co-seno, entdo
F serd a fun¢do seno ¢ teremos

[ cos(gx))[g(x) dx] = sen(g() + € : 8)

Vamos usar essa formula no préximo exemplo.
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EXEMPLO 3 Calcule

f x cos x2 dx
Solugéo Se _

g(x) = x? entdo g'(x)dx = 2x dx 9
Como

fx cos x2dx = f(cos x2)(x dx)

precisamos de um fator de 2 acompanhando x dx para obter g’ (x) dx. Assim,
escrevemos

fx cos x2dx =1 f(cos x2)(2x dx)
Aplicando (8) com g(x) e g’(x) dx dados por (9), iremos obter

1 f(cos x*)(2x dx) = $sen x> + C

Os detalhes das solugées dos Exemplos 1, 2 e 3 podem ser simplificados, nido
estabelecendo especificamente g(x) e g’ (x) dx. A solugdo do Exemplo 1, entio,
toma a seguinte forma:

f V3x +ddx = % f (Bx + 4)V/2(3 dx)

3x + 4)2
RNCITGN

2
=33x+4P2 4+ C

UJI

A solug¢do do Exemplo 2 pode ser obtida por
. 1 .

f X5 + 267 dx = 2 j (5 + 2x3)3(6x? dx)
15+ 2x3)°
6 9
=5:5+2x%° + C

+C

e a solugdo do Exemplo 3 pode ser simplificada da seguinte forma:

fx cos x2dx =4 f(cos x2)(2x dx)

=jsenx? + C

EXEMPLO 4 Calcule

4x? dx
(1- 8):3)4
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Solugdo Como d(1 — 8x3%) = — 24x? dx, escrevemos

J(l‘b‘ d§)4 =4 [(1 - 8x%)7*(x? dx)

1 -
4<-ﬁ> jn — 8x3)~4(—24x2 dx)

1 (1-—8x¥)3
== -3 *°€
= ! +C
T 18(1 — 8x3)?

Os resultados de cada um dos exemplos acima podem ser verificados através
do calculo da derivada da resposta.

» ILUSTRACAO 2 No Exemplo 2 tinhamos
fxz(S +2x%) dx = (5 + 2x%° + C
Verificando por diferenciagdo, obtemos

D[ (5 + 2x3)°] = & - 9(5 + 2x3)3(6x?)
= x3(5 + 2x3)8 ; <

Algumas vezes € possivel calcular uma antiderivada apds efetuarmos a mu-
dan¢a de uma variavel, conforme mostra o exemplo a seguir.

EXEMPLO 5 Calcule
f x2 1+ x dx
Solugdo Seja
u=1+x du = dx x=u—1

Temos

fxz J1 4+ xdx = j(u — 1)%u!? du
= f(u2 — 2u+ Dul? du

= fus/z du —2 fu”z du + fum du

712 5/2 3/2

u’ u u
=525 +5+C

2 2 2

=31+ —$1+x% +31 + %2+ C

» ILUSTRACAO3 Um método alternativo para a solugido do Exemplo 5 é tomar
14+ x vP=14+x

x=0v%—1 dx = 2vdv
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O cilculo, entdo, é feito da seguinte forma:

fxzx/l+xdx=f(v2—1)2-v'(2vdv)

=2fv6dv—4fv4dv-|;2fvzdv

=% -4’ +%3+C

=21 +%)" —$1+ x> + 31+ xP2 + C

Verificando por diferenciacdo, obtemos

D[3(1 + )72 —£(1 + x)*? + 3(1 + x)*?]
=(1+x)%-201+x*? 4+ + x)1/2
=1+ x)"2[(1 + x> —2(1 + x) + 1]
=(1+x)"[1+2x+x2-2-2x+1]

=x3J1 +x

EXEMPLO 6 Calcule

Solugdo

dx

Seja

1
u \/; u 2\/; x
Logo,
sen+/x 1 )
=2 d
j Tx sen\/;<2\/; X

=2 fsen udu
= -2 cos. u+C
= —2cos/x +C
EXEMPLO 7 Calcule
f senxm dx
Solugédo Seja

u=1-cos x du = sen x dx
Assim,

fsenx\/l —cos x dx = f_u”z du

=¥+ C
=31 —cosx)** + C
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. EXEMPLO 8 Calcuie S tg x sec? x dx por dois métodos: (a) seja u = tg x;
(b) seja v = sec x; (c) Explique a diferenca nas respostas de (a) e de (b).
Solugdo
(@) Se u = tg x, entdo du = sec? x dx. Temos

ftgxseczxdx=fudu

uz
—?‘FC

=3tglx + C
(b) Se v = sec x, entdo dv = sec x tg x dx. Assim,
ftg xsec? x dx = fsec x(sec x tg x dx)
= fv dv
v? |

=3+C

1sec’x+ C

(c) Como sec? x = 1 + tg? x, as fungdes definidas por 4 tg? x e 4 sec? x dife-
rem por uma constante e, assim sendo, cada uma serve como antiderivada de
tg x sec? x. Além disso, podemos escrever

+sectx + C = 5(tg2x+ 1)+ C
=4tgx+++C

=+tg2x+ K ondeK=-++C

-EXEMPLO 9 Um ferimento esta cicatrizando de tal forma que ¢ dias a partir
de segunda-feira, a area da ferida decresce a uma taxa de —3(¢ + 2)-2 cm? por
dia. Se na terga-feira a area do ferimento fora 2 cm?, (a) qual teria sido a sua
area na segunda-feira e (b) qual a drea prevista na sexta-feira, se o ferimento
continuar a cicatrizar na mesma taxa? '

Solugdo Seja A cm? a area do ferimento ¢ dias desde segunda-feira. Entdo,
dA
—==-30t+272
n (t+2)

A=—3fu+mﬂd:
Como d(t + 2) = dt, obtemos

(t+2!

A=—3 %

+C

_ ' 10
A t+2+c (10)
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Como na terga-feira a area do ferimento foi 2 cm?, sabemos que quando ¢ = 1

entdo A = 2. Substituindo esses valores em (10), obtemos
2=1+4C
C=1

Logo, de (10),

3
A=——+1 11
T3t (11)
(a) Na segunda-feira ¢ = 0. Seja A, o valor de A4 quando ¢ = 0. De (11),
Ag=3+1
)
- 2
Assim, na segunda-feira, a drea do ferimento era 2,5 cm?2.
(b) Na sexta-feira, ¢t = 4. Seja 4, o valor de A quando ¢t = 4. De (11),

A, =32+1

Njw

Logo, na sexta-feira a drea prevista do ferimento serd de 1,5 cm?.

EXERCICIOS 5.2

Nos Exercicios de 1 a 52, efetue a antidiferenciacdo.

2.

1. f J1 =4y dy

3. f 36 = 2x dx

5, f x+/x? = 9 dx
7. fx2(x3 — 1)10 dx

9. f 5x /(9 — 4x%)? dx

y*dy
(1 —2y%°

13. f (x? — 4x + 4)*3 dx
15. fx\/x T 2dx
2r dr
17. J‘ (1_—7
19. f V3 — 2x x% dx

21. fcos 40 do

11.

23. f 6x2 sen x3 dx
25 f sec? 5x dx

27. fy cosec 3y? cotg 3y2 dy

4.
6.

il

10.

12.

14.

16.

18.

20.
22.
24,
26.
28.

fcosecz 20 do

4 .
29. cos x(2 + sen.x)’ dx 30. sen X dxz
J‘m dx (l + COS X)
| 3L : 32 1 4
f\/Sr + 1dr 3x ) . T
f3xs/4 — x%dx 33. fZ senx<3/1 + cos x dx 34. sen 2x+/2 — cos 2x dx
f x(2x? + 1)® dx 3s. fcosz tsen t dt 36. f sen® 6 cos 6 d6
1 1
x dx 37. [(tg 2x + cotg 2¢2 dx 38, | 223X 4y
(x2 + 1) f Vsengx
[ cos 3x J‘ sec? 3/t
sds 3. | —dx 40. dt
W J V1=2 3
m A sen s5x \/{
(x? + 2x) dx

o 5T 41 | X T Xax
[# =5 ax | N
tdt 4. f X(x? + 1)3/4 — 2x% — x* dx

Vi+3 N
x(3x% + 1) dx
8| A BV 2d
fx3(2 —x})'2dx J (Bx* +2x? + 1)? “ f SHsls+1yds
. .
(y+3)dy 2 1/3,3
[6 + 33 d e 46. [+ )P de
A (173 4 32 /42
fsen%x dx g, |+ dr s (271,
J Yr? t t?
f%t cos 412 dt S 3y
9. | = 50, | ——

) 6Z+ a7

V1 —2x?

frz sec rd dr 51. f sen’ x sen(cos x) dx 52, f sec x tg x cos(sec x) dx



53.

54.

55.

56.

57.

58.
59.
60.

61.

5.3 Equagdes Diferenciais e Movimento Retilineo

Calcule | (2x + 1)? dx por dois métodos: (a) expandindo

(2x + 1)? pelo teorema do bindémio; (b) tomando u = 2x +
1. (c) Explique a diferenca entre as respostas de (a) e (b).

Calcule | x(x2 + 2)? dx por dois métodos: (a) expandindo

(x2 + 2)? e multiplicando o resultado por x; (b) tomando
u = x2 + 2. (c) Explique a diferenga entre as respostas de

(@) e (b).

Gx - 1y
Jx

Calcule S dx por dois métodos: (a) expan-

_dindo (vx — 1) e multiplicando o resultado por x ~1/2; (b)

tomando u = «/x — 1. (c) Explique a diferenga entre as res-
postas de (a) e (b).

S X — 1 x% dx por dois métodos: (a) tomando u =
Jx - 1.

2 sen x cos x dx por trés métodos: (a) tomando

Calcule
= x —1; (b) tomando v =
Calcule

u= sen x; (b) tomando ¥ = cos x; (c) usando a identidéde
2 sen x cos x = sen 2x. (d) Explique a diferenca entre as res-
postas de (a), (b) e (¢).

Calcule | cosec? x cotg x dx por dois métodos: (a) tomando

u = cotg x; (b) tomando v = cosec x. (c) Explique a diferen-
¢a entre as respostas de (a) e (b).

A fungio custo marginal para um determinado artigo ¢ da-
da por C’(x) = 3(5x + 4)~'/2. Se o custo geral for § 10,
ache a fung¢do custo total.

Para uma certa mercadoria, a fun¢do custo marginal é dada
por C’(x) = 3+2x + 4. Se o custo geral for zero, determine
a fungfo custo total.

Se x unidades forem demandadas quando p for o preco uni-
tario, ache uma equagéo envolvendo p e x (a equagédo de de-
manda) de uma mercadoria para a qual a fun¢éo rendimento
marginal é dada por R'(x) = 4 + 10(x + 5)~2.

62.

63.

64.
65.

66.

67.

68.
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A func¢do rendimento marginal para uma certa mercadoria
¢ dada por R'(x) = ab(x + b)~2 — c. Ache (a) a funcido
rendimento total e (b) uma equagio envolvendo p e x (a equa-
¢do de demanda), onde x unidades s3o demandadas quando
p unidades monetarias for o prego unitario.

Se g coulombs for a carga de eletricidade recebida por um
condensador de um circuito elétrico de i ampéres em ¢ s, en-

tio i = _d_q_ Sei=5sen60teqg = Oquando ¢t = %, ache
dt
a carga positiva maxima no condensador.

Faga o Exercicio 63 se i = 4 cos 120te g = O quando ¢ = 0.
O custo de certa peca de maquinaria é § 700 e seu valor é de-
preciado com o tempo, de acordo com a férmula % =

= —500 (t+ + 1)~2, onde V é seu valor ¢ anos apods a com-
pra. Qual o valor da pega trés anos apos sua compra?

O volume de um baldo cresce de acordo com a férmula
av
dt
V = 33 quando ¢ = 3, ache (a) uma férmula para ¥ em ter-

mos de t; (b) o volume do baldo em 8 s.

=t+1+ %t, onde ¥ cm? é o seu volume em ¢ 5. Se

Durante os primeiros 10 dias de dezembro, a célula de uma
planta cresceu de tal forma que ¢ dias ap6s o 1° de dezembro
o volume da célula estava crescendo a uma taxa de (12 — £)~2
pm? por dia. Se em 3 de dezembro o volume da célula era
de 3 um?, qual seria o volume esperado no dia 8 de de-
zembro?

O volume de 4gua em um tanque ¢ ¥ m? quando a profun-
didade é # m. Se a taxa de variag¢ido de V em relagdo a A for

dv _
dada por an

tanque quando a profundidade for 3 m.

7w (2h + 3)?, ache o volume de 4gua no

5.3 EQUACOES DIFERENCIAIS Uma equagdo contendo derivadas ¢ chamada de equacio diferencial. Alguns

E MOVIMENTO RETILINEO
dy

— =2

dx x

dy 2x*
dx  3y3
d?y

'd? = 4x + 3

exemplos simples de equagdes diferenciais sdo

(1)

@

©)

A ordem de uma equacdo diferencial ¢ a ordem da derivada de maior ordem
que aparece na equag¢do. Logo, (1) e (2) sdo equagdes diferenciais de primeira
ordem e (3) € de segunda ordem. O tipo mais simples de equagdo diferencial
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¢ a equagdo de primeira ordem da forma

2~
da qual (1) é um exemplo. Escrevendo-a com diferenciais, temos
dy = f(x) dx “4)
Outro tipo de equagdo diferencial de primeira ordem é da forma
dy _ )
dx  h(y)

A equagdo (2) ¢ um exemplo desse tipo. Se essa equacdo for escrita com dife-
renciais, temos
h(y) dy = g(x) dx )

Em ambos (4) e (5), o primeiro membro envolve somente a varidvel y, enquan-

to que o segundo membro, somente a varidvel x. Assim, as varidveis estio sepa-

radas e dizemos que elas sdo equagdes diferenciais com varidveis separdveis.
Considere a equagdo (4), que é

dy = f(x) dx

Para resolver essa equagio, precisamos encontrar todas as fungbes G para as
quais y = G(x), tais que a equacio esteja satisfeita. Assim, se F for uma anti-
derivada de f, todas as fungdes G serdo definidas por G(x) = F(x) + C, onde
C ¢ uma constante arbitréria. Isto é, se

d(G(x)) = d(F(x) + C)
= f(x) dx
entdo, o que chamamos de solu¢do completa de (4) é dada por
y=F(x)+ C
Essa equagdo representa uma familia de funcGes dependendo de uma cons-
tante arbitraria C, sendo chamada de familia dependente de um parimetro. Os
gréficos dessas funges formam uma familia de curvas no plano dependente

de um parametro e, por um ponto (x,, y,) qualquer do plano, passa uma uni-
ca curva da familia. :

» ILUSTRACAO 1 Queremos encontrar uma solu¢do completa da equacio di-
ferencial

= ©6)

Separamos as variaveis, escrevendo a equagdo com diferenciais como
dy = 2x dx

Antidiferenciamos ambos os lados da equagado e obtemos

fdy =f2x dx

y+C1=x2+C2
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Como C, — C, é uma constante arbitraria se C, e C, forem arbitrarias, pode-
mos substituir C, — C, por C, obtendo entdo

y=x*+C . (N

que ¢é a solugdo completa da equagdo diferencial (6).

A equagdo (7) representa uma familia de fun¢Ges dependentes de um paré-
metro. A Figura 1 mostra esbogos dos graficos das fun¢des correspondentes a
C=-4,C=-1,C=0,C=1eC = 2. <

Consideremos (5), que ¢
h(y) dy = g(x) dx

Se antiderivarmos ambos os membros da equagdo, escreveremos
[y dy = [ g00) dx

Se H for uma antiderivada de &, e G for uma antiderivada de g, a solugdo com-
pleta de (5) sera dada por

H(y)=G(x)+ C

EXEMPLO 1 Ache a solu¢do completa da equagdo diferencial

dy 2x?
dx ~ 3y°
Solucéao Se escrevermos a equagdo dada com diferenciais, teremos

3y3dy = 2x2 dx

e as varidveis estardo separadas. Antidiferenciando ambos os membros da equa-
¢do, obtemos

f3y3 dy=f2x_2 dx

3y4_2x3+C
4 7 3 12
9y* =8x3+ C

que é a solugdo completa.
Primeiro, a constante arbitraria foi escrita como C/12; assim, multiplicando
ambos os membros da equagio por 12, a constante arbitrédria torna-se C.

Na ilustrag@o a seguir mostramos como obter uma solu¢do para uma equa-
¢do diferencial de primeira ordem, quando as condig¢des iniciais sdo dadas.

» ILUSTRACAO 2 Para encontrar a solugdo da equagio diferencial (6), satis-
fazendo a condig¢do inicial de que y = 6 quando x = 2, substituimos esses valo-
res em (7) e resolvemos em C, obtendo 6 = 4 + Cou C = 2. Substuindo esse
valor de C em (7), obtemos

y=x2+2

que € a solugdo desejada. <
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A equagio (3) é exemplo de um tipo particular de equagdo de segunda ordem

dz
5=/

Duas antidiferenciagdes sucessivas sdo necessdrias para resolvé-la, e duas cons-
tantes arbitrarias ocorrem na solugdo completa. Assim sendo, a sua solu¢do com-
pleta representa uma familia de fun¢des dependente de dois parimetros e seus
graficos formam uma familia de curvas dependente de dois pardmetros no pla-
no. Os exemplos a seguir mostram como obter a solu¢do completa de uma equa-
¢do desse tipo.

EXEMPLO 2 Ache a solu¢do completa da equagdo diferencial

d?y
zl;z' = 4x + 3
Solucédo Como
d’y _ d (dy
dx?  dx \dx
tomando y’ = %, podemos escrever a equagido dada como
dy’
— =4x+3
dx X

Assim, com diferenciais, temos
dy = (4x + 3)dx
Antidiferenciahdo, obtemos
fdy' =f(4x + 3)dx
y =2x%+3x + C,

d o . .
Como y’ = Ty-, fazemos essa substituicdo na expressdo acima resultando que
Ix

dy
d—x=2x2+3x+C1

dy = (2x? + 3x + C,) dx
fdy=f(2x2 +3x + Cp) dx

y=3%x*+3x>+Cix+C,

que'-é a solugdo completa.
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'EXEMPLO 3 . Ache uma solu¢do da equacao diferencial do Exemplo 2 para
aqualy =2ey’ = 3 quandox = 1.

Solugdo Como y’ = 2x? + 3x + C,, substituimos y’ por —3 e x por 1,
obtendo —3 = 2 + 3 + C,, ou C, = —8. Substituindo esse valor de C, na
solug¢do completa, obtemos

y=%x3+3x2-8x+C,
Como y = 2 quando x = 1, substituimos esses valores na equag¢ido acima.ob- -
tendo2 = ++ § =8 + C,, da qual temos que C, = . A solugdo particular
desejada é, entdo,

y=3%x>+3x? - 8x + %

Vimos nas Secgdes 3.4 € 3.10 que se considerarmos 0 movimento de uma par-
ticula ao longo de uma linha reta, quando é dada uma equagdo de movimento,
s = f(#), entdo a velocidade e a aceleragdo instantaneas poderao ser determina-
das pelas expressoes: :

Q a:ﬂ
dt dt

Assim sendo, se nos for dado v ou @ como uma fung¢ido de ¢, bem como condi-
¢Oes laterais e/ou condig¢Ges iniciais, é possivel determinar a equagdo de movi-
mento resolvendo uma equacgdo diferencial. Esse procedimento esta ilustrado
no exemplo a seguir. '

v =

EXEMPLO 4 Uma particula move-se ao longo de uma linha reta; em ¢ s,
~ scm ¢ a distdncia da particula a origem, v cm/s é a sua velocidade € @ cm/s?
¢é a sua acelera¢do. Se ’

a=2t—1

ev = 3es = 4 quando ¢ = 1, expresse v € s como fungdes de ¢.

Solucao Como a = —“%—, temos a equacgdo diferencial
% =2t—~1
dv=(2t—1)dt
fdv:f(zt— 1) dt
v=t>—1t+C, ' ®)
Substituindo v = 3 e ¢ = 1 em (8), temos
3=1-1+4C,
C, =3

Substituindo esse valor de C, em (8), obtemos

v=t>—t+3
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que expressa v como uma fungéo de ¢. Agora, tomando v = as nessa equacao,
temos
ds _
dt
ds=(*—t+3)dt
fds=f(zz—t+3)dz

t?—t+3

s=3 -2+ 3t +C, 9)
Substituimos em (9) s = 4 e ¢t = 1, obtendo
4=4-143+c,
C,=%

Assim, substituindo C, por 7 em (9) expressamos s como uma fungio de ¢:

3

=43 -2+ 3+

«

EXEMPLO 5 Uma particula move-se sobre uma linha reta onde v cm/s é a
velocidade da particula em ¢ s e

v = cos 2nt

Se a diregdo positiva estiver a direita da origem e a particula estiver a 5 cm a

direita da origem, no inicio do movimento, ache a posi¢do + s depois.

Solugdo Seja s cm a distincia orientada da particula a partir da origem
: ds
emt?s. Comov = dr’
S
— = cos 2nt
dt -

ds = cos 2nt dt

fds = fcos 2nt dt

1
§=_— fcos 2nt(2w dt)
2n

1
=—sen2nt + C
2n

Como s = 5 quando ¢ = 0,

1
S=—sen0+ C
2n

C=5

- Logo, a equagdo de movimento é

1
s=—sen2nat+5
2n
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Seja s = 5 quando ¢t = 4. Entio,

2
s‘=—1—sen—n+5

2n 3

1 3

2 2 .
~ 5,14

Assim, a particula estd a 5,14 cm & direita da origem, 5 s ap6s o inicio do mo-
vimento.

Se um objeto se move liviemente numa reta vertical e est4 sendo puxado em
direcdo a terra pela forca da gravidade, a aceleragdo devido a gravidade, deno-
tada por g m/s?, varia com a distancia do objeto ao centro da Terra. Entre-
tanto, para pequenas variagdes da distancia, a aceleragdo, devido a gravidade
¢ quase constante ¢ um valor aproximado de g, se 0 objeto estiver prox1mo ao
nivel do mar, serd 10 m/s2.

EXEMPLO6  Uma pedra ¢ atirada verticalmente para cima, partindo do so-
lo, com uma velocidade inicial de 20 m/s. Se a unica forga considerada for aquela
atribuida & aceleracdo devido a gravidade, ache (a) quanto tempo levara para
a pedra atingir o chio (b) a velocidade com que a pedra atinge o chio e (c) qual
a altura mdaxima atingida pela pedra.

Solucao O movimento da pedra esta ilustrado na Figura 2. A direcio posi-
tiva é para cima.

Seja t s o tempo decorrido desde o langamento da pedra, s m a distancia per-
corrida pela pedraem ¢ s, vm/s a velocidade da pedraem ¢ s e | v| m/s a veloci-
dade escalar da pedra em ¢ s.

Quando a pedra atinge o chdo, s = 0. Sejam 7 e V os valores de 7 e v quando

= 0et # 0. A pedra estd em seu ponto mais alto quando v = 0. Seja §
o valor de s quando v = 0. A Tabela 1 mostra as condigdes laterais.

Como a unica aceleragio presente é a da gravidade, a qual é vertical e dirigida
para baixo, a aceleragdo tem um valor constante que tomaremos como sendo

de —10 m/s?. Uma vez que a aceleragdo é dada por ?; , temos

dv

a4y _

dt 0

dv = —10dt
de = —mgdt



310 Integragéio e a Integral Definida

Mas v = 20 quando ¢ = O e, substituindo esses valores na equagdo acima, iremos
obter C, = 20. Logo,

v=—10t + 20 (10)
ds
C = —
omo v ar
ds _ _
a 10¢ + 20
ds = (—10t + 20) dt

Sds S (- 10t + 20) dt

s = =5+ 20t + G,

Com s = 0 quando ¢t = 0, entdo C, = 0; portanto, da equagdo acima resulta
s = =5t + 20¢ (11)

(@) Em (11) substituimos ¢ por ¢ e s por 0, obtendo
0= -5t(t — 4)

donde concluimos que f = 0 ou ¢ = 4. O valor 0, contudo, ocorre quando a
pedra ¢ atirada para cima; assim sendo, a pedra leva 4 s para chegar ao chio.
(b) Para obter v usamos (10), substituindo ¢ por 4 ¢ v por v:

v = —104) + 20
= -20
Assim, |v| = 20 e a pedra chega ao solo com uma velocidade escalar de
20 m/s.

(c) Para encontrar 5 procuramos primeiro o valor de ¢ para o qual v = 0. De (10),
t = 2 quando v = 0. Substituindo em (11) ¢ por 2 e s por 5, obtemos

s= —-5-(4) + 2002)
=20

Portanto, a pedra ird atingir 20 m de altura.

EXERCICIOS 5.3
Nos Exercicios de 1 a 14, ache a solu¢do completa da equagdo du 31 +u? dy x3Jx*=3
diferencial. 7. T 8 ==
v u dx y
1.d_y=4x_5 2.d—y=6—3x2 9.d_y=sec2x ‘0.fi_u=co§20
dx dx dx tg? y dv  sen3u
dy ., ds d’y d’y
. —— = 2x — 17 4, — =5 27— §x2 7 = _
BT =5V 11 2 = 5x 4 1 12 55 = V2 -3
dy . 2 dy _ Vx +x d*s d?u
5"E=3"y 6-5—\/;_}) 13.d7=s¢n3t+c053t l4.E2—=tgvse_c2v
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Nos Exercicios de 15 a 20, ache a solucdo da equagdo diferencial
dada, determinada pelas condi¢ébes iniciais.

d
15,l=x2——2x—4;y=—6quandox= 3
dx
dy 3
16. 7:( +1)(x+2),y= -2 quando x = -3
X
17 dy_cosSx. 1 d g
‘dx_senZy’y_ﬂquan ox=ar
ds
18. 217=COS 1, s =3 quando t = in
2
19. 4%~ 40 + 39 u= ~1e9L = —2quandov = -1
d*y 3 1 4
20' — L -— = — _y_ = =
e Ay=s5¢ ™ 1 quando x = 1

Nos Exercicios de 21 a 32, uma particula move-se ao longo de
uma linha reta, em t s, s € a distdncia orientada da particula até
a origem, v m/s é a sua velocidade e a m/s* é a sua aceleragio.

<Sugestao para os Exerciciosde29a32: a= o dsdi v ds )

2l.v = \/2t + 4; s = 0 quando ¢ = 0. Expresse s em termos de 7.
22. v =4 —t; s = 0 quando ¢ = 2. Expresse s em termos de 7.

23.a =5 -2t;v=2es = 0quando t = 0. Expresse ves
em termos de t.
24.a = 17; v = 0es = 0 quando ¢t = 0. Expresse v e s em
. termos de .
25.a = t? + 2t; s = 1 quando ¢t = 0 e s = —3 quando

t = 2. Expresse v ¢ s em termos de 7.

26.a =3t — t3v = —z—es = l quando ¢ = 1. Expresse ves
em termos de . ’

27.a = —4J2cos(2t — +m); v = 2es = 1 quando ¢ = 0. Ex-
presse v e s em termos de 7.

28.a0 = 18sen 3, v = —6es =
e s em termos de .

29. a = 800; v = 20 quando s = 1. Ache uma equagido envol-

vendo v € s. '

a = 500; v = 10 quando s = 5. Ache uma equacio envol-

vendo v e s.

3l.a=55+ 2;v=4quandos
vendo v e s.

32.a=25+ 1;v=2quandos
vendo ve s.

4 quando ¢ = 0. Expresse v

30.

I

2. Ache uma equagio envol-

1. Ache uma equagdo envol-

Nos Exercicios de 33 a 40, a iinica for¢a considerada é aquela
decorrente da aceleracdo da gravidade, que tomaremos como sen-
do 10 m/s?, vertical e dirigida para baixo.

33. Uma pedra € atirada verticalmente para cima, partindo do
solo, com uma velocidade inicial de 20 m/s. (a) Quanto tem-
po ird decorrer até que a pedra retorne ao solo? (b) Com que

34.

3s.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

31

velocidade escalar ela atinge o solo? (c) Por quanto tempo
a pedra continuara subindo? (d) Qual a altura maxima atin-
gida pela pedra?

Uma pedra é atirada para cima, partindo do solo, com uma
velocidade inicial de 25 m/s. (a) Quanto tempo ira decorrer
até que ela retorne ao solo? (b) Qual a velocidade escalar
quando ela atinge o solo?

Uma bola cai do topo do monumento a Washington que tem
165 m de altura. (a) Quanto tempo ird decorrer até ela atin-
gir o solo? (b) Qual a velocidade escalar quando ela chegar
ao solo?

Uma pedra ¢ atirada verticalmente para cima, partindo do
solo, com uma velocidade inicial de 15 m/s. (a) Por quanto
tempo ela subira? (b) Qual a altura mdxima atingida pela
pedra? _

Uma mulher derruba o seu bindculo estando num baldo a 150 m
do solo, que est4d subindo com uma velocidade de 10 m/s.
(a) Quanto tempo ird decorrer até o binéculo atingir o solo
e qual a velocidade escalar dele no momento do impacto?
Uma bola ¢ atirada de uma janela que esta a 25 m do solo,
com uma velocidade inicial de —20 m/s. (a) Quando a bola
atinge o solo? (b) Com que velocidade escalar ela ira atingir
o solo?

Uma bola é atirada verticalmente para cima, com uma velo-
cidade inicial de 40 m/s, de um ponto a 20 m do solo. (a) Se
v m/s for a velocidade da bola quando estiver a s m do pon-
to inicial, expresse v em termos de 5. (b) Qual a velocidade
da bola quando ela estiver a 36 m do solo e ainda subindo?
(Sugestdo: veja a sugestdo dada para os Exercicios de 29 a
32)

Uma pedra € atirada verticalmente para cima, do telhado de
uma casa com 20 m de altura, com uma velocidade inicial
de 15 m/s. (a) Depois de quanto tempo ela atingira a altura
maxima e (b) qual sera essa altura? (c) Quanto tempo ira de-
correr até que a pedra na descida passe pelo telhado da casa
e (d) qual a sua velocidade nesse instante? (e) Quanto tempo
ira decorrer para que ela atinja o solo e (f) qual a sua veloci-
dade entdo?

Uma particula move-se ao longo de uma linha reta de tal for-
ma que se v cm/s for a velocidade da particula em ¢ s, entdo
v = sen xt, onde a diregdo positiva é a direita da origem.
Se a particula estiver na origem no inicio do movimento, ache
a sua posi¢do % s depois.

Se uma bola rola pelo chdo com uma velocidade de 6 m/s
e se a velocidade decresce a uma taxa de 1,8 m/s2, devido
ao atrito, qual a distdncia percorrida pela bola?

Se um motorista deseja que a velocidade escalar de seu carro
aumente de 40 km/h para 100 km/h, enquanto percorre uma
distancia de 200 m, que aceleracdo constante ele deve manter?
Que aceleragdo negativa constante ird possibilitar a um mo-
torista diminuir a velocidade escalar de seu carro de 120 km/h
para 60 km/h, enquanto percorre uma distancia de 100 m?
Um carro a 100 km/h é freiado e isto o leva a uma acelera-
¢do negativa constante de 8 m/s%. (a) Depois de quanto tem-
po o carro ird parar? (b) Qual a distdncia percorrida até a
parada?
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46.

47.

48.

Uma bola comega a subir em um plano inclinado com uma
velocidade inicial de 1,5 m/s. Se ha uma aceleragéo para baixo
de 1,2 m/s?, até onde a bola subird no plano antes de co-
megar a descer?

Se os freios ddo uma aceleragdo negativa constante ao carro
de 8 m/s?, qual devera ser a velocidade escalar maxima do
carro, para que ele pare 25 m depois da freiada?

Um bloco de gelo desliza por uma rampa com uma acelera-
¢do de 3m/s%. A rampa tem 36 m e leva 4 s para o gelo atin-
gir a base. (2) Qual a velocidade inicial do gelo? (b) Qual a

Integragédo e a Integral Definida

49. A equagdo x? = 4ay represénta uma familia de parébolas

a um parametro. Ache uma equag¢do de uma outra familia
de curvas a um parimetro, tal que em todo ponto (x, y) haja
uma curva de cada familia passando por ele e as retas tan-
gentes as duas curvas nesse ponto sejam perpendiculares. (Su-
gestdo: mostre primeiro que a inclinagfio da reta tangente num
ponto (x, »), que ndo esta no eixo y, da familia de pardbolas
dada é 2y/x.)

50. Resolva o Exercicio 49, se a familia a um parametro tiver

a equagdo x3 + y3 = @l

velocidade escalar do gelo ap6s percorrer 12 m da rampa?
(¢) Quanto tempo leva para o gelo percorrer 12 m?

5.4 AREA Voct provavelmente j4 tenha uma idéia intuitiva do que entendemos por drea
de certas figuras geométricas. E a medida que, de alguma forma, indica o tama-
nho da regido encerrada pela figura. A area de um retangulo ¢ o produto de
seu comprimento pela largura e a drea de um tridngulo é a metade do produto
do comprimento da base pela altura.

A drea de um poligono pode ser definida como a soma das dreas dos tridngu-
los nos quais ela pode ser decomposta e podemos provar que a drea assim obti-
da independe de como o poligono é decomposto em tridngulos (veja a Figura
1). Entretanto, como definir.a drea de uma regido plana se ela for limitada por
uma curva? Nesta secgdo vamos dar a defini¢do da area de tal regido e na Sec-
¢30 5.5 ela serd usada para motivar a defini¢cdo de integral definida.

O tratamento que vamos dar ao conceito de area envolve somas com muitas
parcelas e para facilitar o seu calculo vamos introduzir a notagdo chamada de
somatoria. Essa nota¢do envolve o uso do simbolo 2, a letra sigma maiuscula
do alfabeto grego. Alguns exemplos do uso de somatdria sdo dados na ilustra-
¢d0 a seguir.

FIGURA 1

» ILUSTRACAO 1

5
Y i2=12422 432442457
i=1

i Gi+2)=[3=2+2]+[3(=D+2]+[3-0+2]+[3-1+2]+[3-2+2]

i==2
=(—4)+(—1)+2+5+8
Y P=1P+23433+.. .+

1 L1111 -
S R W Rt Wt \ <
Li=3tatstetits -

A seguir, vamos dar a defini¢do formal de somatoéria.
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: Z F(i) = F(m) ‘+ Fm + 1) + Fm + 2) + ... + F(n — 1) + F(n)

onde m e n sdo inteiros, e m < n.

O segundo membro da equacdo consiste em uma soma de (n — m + 1) ter-
mos, o primeiro dos quais é obtido substituindo i por m em F(i), o segundo
substituindo / por m + 1 em F(i) e assim por diante, até que o ultimo termo
seja obtido substituindo i por n em F(i).

O nimero m é chamado de limite inferior da somatoria, enquanto que n é
chamado de limite superior. O simbolo i é chamado de indice da somatéria.
E um indice ‘“‘mudo’’; qualquer letra pode ser usada para o mesmo propdsito.
Por exemplo,

5 .
Y k*=32+42+ 52
k=3

¢é equivalente a

5

Y i2=32442452
i=3
» ILUSTRACAO 2 Da Defini¢io 5.4.1,

i2 32 42 52 62

6
| _ <
LT i tarr v it er

Algumas vezes os termos de uma soma envolvem subscritos, conforme mos-

" tra a proxima ilustragio.

» ILUSTRACAO 3

A=A + Ay + ...+ A,
1

™=
Y

9
kbk = 4b4 + 5b5 + 6b6 + 7b7 + 8b8 + 9b9

k=4
)

2 fx) Ax = f(x)) Ax + f(x3) Ax + f(x3) Ax + f(x4) Ax + f(x5) Ax <

i=1

Os teoremas a seguir, envolvendo somatoria, sé@o teis para o cdlculo e podem
ser facilmente provados.

n

Y ¢ = cn, ondec ¢ qualquer constante.

+c+...+¢  (ntermos)

Y ¢ - F@).=c Y F(i), onde c é qualquer constante.

i=1 i=1
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5.4.4 TEOREMA

5.4.5 TEOREMA

5.4.6 TEOREMA
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Prova

M=

c-Fiy)=c F)+c-FQ +c F3)+...+c" F(n)
=c[FQ1)+ FQ)+ F3) + ...+ F(n)]

—c ¥ FG) ' n

i=1

n n n

T IFO) + GOl = T FO) + T GO)

= i

A demonstragdo serd deixada como exercicio (veja o Exercicio 59). O Teore-
ma 5.4.4 pode ser aplicado a soma de um nimero qualquer de fungdes.

b b+c

g, F() = _=2+ F( - o NON
€

b b-c .

): F@) = '=):_ F(i + ¢ _ ()

A demonstrag¢do do Teorema 5.4.5 serd deixada como exercicio (veja o Exer-
cicio 60). A ilustracdo a seguir mostra a aplica¢do desse teorema.

P ILUSTRAGAO 4 Da férmula (1) do Teorema 5.4.5,

12

fF(i):fF(i—z) e 21—2(1—1)2
i=3 i=$5

Da férmula (2) do Teorema 5.4.5,

[

1

10 8 6 .
YFi))=Y Fi+2 e Y 2=Y (i+5)> <
i=3 i=1 i=6

i=1

n

X [FG) - 'FG.— D] = F) - FO)

Prova

3 [FO - Fi - 0] = 3. FO)

No segundo membro da férmula acima escrevemos a primeira somatéria de
uma outra forma e aplicamos a expressao (2) do Teorema 5.4.5comc = 123
segunda somatoéria. Entdo,

.Z [FO) - Fi - 1)] = (g F(i) + F(n)) — "fl F[i+1)—1]

i=1—

IIM;

Fi—1)

n-—1

Z F(i) + F(n) — Z F(i)

= i F(i) + F(n) - <F(0) + _f F(i)>

= F(n) — F(0) | |
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EXEMPLO 1 Calcule
z’l“ (4: _ 4i— 1)

]
—

i

Solugédo Do Teorema 5.4.6, onde F(i) = 4/, segue que
) Z (41 41—1_)24"_40
i=1 _ 4n _ 1

No teorema a seguir, existem quatro féormulas tteis ao calculo com somaté-
ria. Elas estdo numeradas para referéncias futuras.

Se n forvum inteiro positivo, entao

T —"—(ig—l (Férmala 1)

_on(n + D2n + 1)
IS

(Férmula 2)

(Férmula 3)

_ n(n + 1)(6n3 + 972 + n—-1) 7

z
é. 13= nin ,4"‘, 1
z

| ¢ (Férmula 4)

Prova Vamos demonstrar a Férmula 1.

=14+24+3+...+(m—1)+n

s

]
—

i=n+-D+m—-2)+...+2+1

i

i=1

Somando os primeiros membros de ambas, teremos
) .
23
i=1

¢ se os segundos membros forem somados termo a termo, cada um tendo o va-
lor (n + 1), obteremos n termos. Assim,

ZAZi=(n+1)+(n+1)+(n+1)+...+(n+l) n termos
U+ 1)
Logo,
n(n+l)

que é a Férmula 1. Tanto a Férmula 1, como as demais podem ser provadas
por indugido matemdtica. Vamos fazer a demonstragdo da Férmula 2 por indu-
¢d0 matemadtica. A prova consiste em duas partes € uma conclusio.

i
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Parte 1: Vamos primeiro verificar a Férmula 2 paran = 1. Se n = 1, entdo
o primeiro membro da Férmula 2 serd

i2=1

M»ﬂ

i=1
e o segundo membro ser4
W+ DR+ 1:2-3
6 S 6
=1

Desse modo, a Férmula 2 é valida, quando n = 1.

Parte 2: Vamos supor que a Férmula 2 seja valida para n = k, onde k£ é um
inteiro positivo; isto é, suponhamos
k k(k + 1)2k + 1 '
y =D ®
i=1

Com essa hipdtese, queremos provar que a férmula também é vdlida quando
n = k + 1, isto é, queremos provar

kti _ (k+ Dk + 1)+ 1][2(k + 1) + lj

=) a 6 @
Quando n = k + 1, temos
k+1

Y E=14+2243 4+ kP (k+ 1)

i=1
k
=y 2+ k+1)?
i=1
_ k(k + 12k + 1)
=

_ k(k + 12k + 1) + 6(k + 1)?
6

_ (k + D[k(2k + 1) + 6(k + 1)]
6

_(k+ 1)(2K? + Tk + 6)

B 6

- (k + D(k + 2)(2k + 3)
6

_ (k+ DIk + 1)+ 1][2k + 1) + 1]
6

+ (k + 1)? (aplicando (3))

que é (4).

Conclusdo: Da parte 1, sabemos que a Férmula 2 é valida paran = 1. Por isso,
segue da parte 2 que ela é valida paran = 1 + 1, ou 2; como é vilida para
n = 2, é também vélida paran = 2 + 1, ou 3; e assim por diante. Pelo princi-
pio da indugdo matematica, a férmula é valida para todos os valores inteiros
positivos de n. ]
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As demonstracdes das Formulas 3 e 4 serdo deixadas como exercicio (veja
os Exercicios de 53 a 58).

EXEMPLO 2 Calcule

e

i(3i — 2)

i=1

Solucdo
i3i-2)= Y (- 2i)

1 i=1

i

13

= i (3iH) + Zn:‘r(—2i) (pelo Teorema 5.4.4)

i=1 i=1
n

3y i-2%

i (pelo Teorema 5.4.3)

i=1 1

nin+ H(2n + 1) nn+ 1)
. : 2.

6 2

2’4 3n* +n—2n*—2n
- 2
2+ nt—n
- 2

=3

(pelas Formulas 2 e 1)

Antes de discutir a drea de uma regido plana, queremos indicar por que a
terminologia ‘‘medida da drea’’ é usada. A palavra medida refere-se a um nu-
mero (sem unidades incluidas). Por exemplo, se a area for 20 cm?, diremos que
a medida da 4drea em centimetros quadrados é 20. Quando a palavra medigcdo
for aplicada, devemos incluir as unidades. Assim, a medicdo da area de um trian-
gulo é 20 cm?.

Considere agora uma regido R no plano, conforme mostra a Figura 2. A re-
gido R ¢ limitada pelo eixo dos x, pelas retas x = ae x = b e pela curva tendo
equacdo y = f(x), onde f ¢ uma fungédo continua no intervalo fechado {a, b].
Para simplificar, vamos tomar f(x) > 0 para todo x em [a, b]. Queremos atri-
buir & medida da drea de R um niimero A, usando um processo de limite seme-
lhante ao usado para definir a drea de um circulo: a drea de um circulo é defi-
nida como o limite das areas dos poligonos regulares inscritos quando o nime-
ro de lados cresce indefinidamente. Vemos intuitivamente que qualquer que se-
ja o numero escolhido para representar A4, esse niimero devera ser, no minimo,
tdo grande quanto a medida da drea de qualquer regido poligonal contida em
R e ndo devera ser maior do que a medida da 4rea de qualquer regifio poligonal
contendo R. . .

Vamos definir primeiro uma regido poligonal contida em R. Dividimos o in¢
tervalo fechado [e, b] em n subintervalos. Para simplificar, vamos tomar cada
um desses subintervalos como tendo o mesmo comprimento, digamos, Ax. Lo-
g0, Ax = (b — a)/n. Vamos denotar os extremos desses subintervalos por x,,
Xis Xzs cvs Xy _pp Xponde Xy = a, %, = a + Ax, ..., x;=a + iAx, ..., x,_, =
=a + (n — 1)Ax, x, = b. Seja [x; _,, x] o i-ésimo subintervalo. Como f é
continua no intervalo fechado [a, b], ela é continua em cada um dos subinter-
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“ valos. Pelo teorema do valor extremo, existe um nimero em cada subintervalo

para o qual f tem um valor minimo absoluto. No i-ésimo subintervalo, seja ¢;
esse numero, assim f(c;) sera o valor minimo absoluto de f no subintervalo
[x; _ , x}. Considere n retdngulos, cada um com um comprimento de A x uni-
dades e uma altura f(c;) unidades (veja a Figura 3). Sejam S, unidades quadra-
das a soma das dreas desses n retangulos; entdo

S, = flc,) Ax + f(c,) Ax +...+f(ci) Ax + ...+ flc,) Ax

ou, com somatoria,

5= 3. fle) b e

A somatdria do segundo membro de (5) da a soma das medidas das areas
dos n retangulos inscritos. Assim, ndo importa como A seja definido, ele deve
ser tal que :

A2S,
y
-
| |
| |
1 |
4
Lo ol = f(x)
i I
i I l— ' ' o
P 4 0
| | | | | } |
[ | | f | f
| | [ [ j
L
| i | | | |
[ i [ | | |
| 1 | | | |
1 | | | | | | |
| l | | | |
| [ [ | |
| | | i |
i | | | | |
. 1 | | | | M
Ol a=x,x;, x, /\_Eg,__, Xn—1Xn=1b
x_le x;
FIGURA 3

Na Figura 3, a regiio sombreada tem uma drea de S, unidades quadradas.
Vamos fazer agora n crescer. Especificamente, multiplicamos »n por 2; entio,
o numero de retdngulos vai dobrar, enquanto que o comprimento de cada re-
tangulo sera reduzido a metade. Isso estd ilustrado na Figura 4, mostrando o
dobro de retangulos da Figura 3. Comparando as duas figuras, vemos que
a area sombreada na Figura 4 parece aproximar-se melhor da regido R do que
a da Figura 3. Assim, a soma das medidas das dreas dos retdngulos na Figura
4 estd mais préxima do nimero que desejamos para representar a medida da
4rea de R.

Enquanto n cresce, os valores de S, encontrados pela férmula (5) aumentam,
e valores sucessivos de S, diferem um do outro por quantidades que se tornam
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FIGURA 4

arbitrariamente pequenas. Isto é provado em Calculo Avangado por um teore-
ma que afirma que se f for continua em [a, 5], entdo quando n cresce indefini-
damente, os valores de S, dados por (5) tendem a um limite. E esse 11m1te que
iremos tomar como a defini¢do de medida da 4rea da regido R.

Suponha que:a-rfl-mgﬁo S seja continua no intevalo fechado [a, b] com f(x) > 0

- para todo x em [a, b] e seja R a regido limitada pela curva y = f(x), o eixo

xeasretasx = gex = b. Vamos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos,
cada um com comprimento Ax = (b — a)/n e vamos denotar o i-ésimo subin-
tervalo por [x;_,, x;]. Entdo se f(c;) for o valor funcional minimo absoluto no
i-ésimo subintervalo, a medida da area da regido R sera dada por

A = lim - ﬁ',f(c,-)Ax : R . (6)

L et

A igualdade (6) significa que para todo e > 0 existe um nimero N > Otal que
se n for um inteiro positivo e se

n > N entdo Ef(c,)Ax—A < e

i=1 .

Podiamos ter considerado retangulos circunscritos ao invés de retangulos ins-
critos. Nesse caso, tomamos como medida das alturas dos retdngulos o valor
méximo absoluto de f em cada subintervalo. A existéncia desse valor maximo
absoluto de f em cada subintervalo ¢ garantida pelo teorema do valor extremo.
As somas correspondentes das medidas das 4dreas dos retangulos circunscritos
sdo, no minimo, tdo grandes quanto a medida da drea da regido R e pode ser
mostrado que o limite dessas somas quando » cresce indefinidamente é exata-
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mente igual ao limite da soma das medidas das 4reas dos retdngulos inscritos.
Prova-se isto também em Calculo Avangado. Assim sendo, poderiamos definir
a medida da drea da regido R por

A= lim Y f(d)Ax @)

n—=++o i=1

onde f(d) é o valor maximo absoluto de f em [x; _;, x].

A medida da altura do retangulo no i-ésimo subintervalo realmente pode ser
tomada como o valor funcional em qualquer numero daquele subintervalo, €
o limite da soma das medidas das dreas dos retdngulos continua 0 mesmo, nio
importanto quais os mimeros selecionados. Na Sec¢do 5.5 estendemos a defini-
¢do de medida da 4rea de uma regido como o limite de tal soma.

EXEMPLO 3 Ache a area da regido limitada pela curva y = x2, o eixo x ¢
a reta x = 3, tomando retdngulos inscritos.

Solugdo A Figura 5 mostra a regifo o i-ésimo retangulo inscrito. Aplica-
mos a Defini¢do 5.4.8. Dividimos o intervalo fechado [0, 3] em n subinterva-
los, cada um com comprimento Ax: x, = 0, x; = Ax, X, = 2Ax, ..., x; =

= iAx, ..., x,_, = (n — DAx, x, = 3.
Ax=3—_—0 f(x) = x?2
n
_3
T n

‘Como f é crescente em [0, 3], o valor minimo absoluto de f no i-ésimo subin-
tervalo [x; _ ,, x;] é f(x; _ ). Logo, de (6),

A= Tim Y fix_,)Ax | @®)

n—~+ow i=1
Como x; _, = (i — DAxe f(x) = x?,

fxi-y) = [ — 1) Ax]?
Logo,

M=

fou-) Ax = 3 (i — DHAx)
i=1 i=1

Mas Ax = 3/n, assim,

fl

$spax= 3 G-
7 n
= % .; (- 17>
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e usando as Férmulas 2 e 1 e o Teorema 5.4.2, obtemos
5 27 (2n + 1 {
) f(xi-l)Ax=;3|:n("+ )6( n+ )_2,n(n;- )+n]
i=1

_27‘2n3+3n2+n—6n2—6n+6n

n3 6
_9'2n2—3n+1
2 n?

Entdo, de (8),

2.3 1
A= lim [2-———2'1 nt }

n=+ o 2 nZ

9 3 1
=3 nl"i‘w<2‘;+n—z>
=22-0+0)

=9

Assim, a drea da regido é 9 unidades quadradas.

EXEMPLO 4 Ache a drea da regido no Exemplo 3, tomando retangulos cir-
cunscritos.

Solugdo Com retangulos circunscritos, a medida da altura do i-ésimo re-
tangulo é o valor maximo absoluto de f no i-ésimo subintervalo [x;_ ,, x;], que
€ f(x). De (7),

A= lim 3 f(x)Ax ©

n—+ow i=1

Como x; = iAx, entdo f(x) = (IAx)? e assim

Y flx)Ax =) i¥Ax)?
i=1 i=1
27 & .
P
_ 2_7 nin+ 1)2n+1)
nd 6
9. 2n° +3n+1
2 n?

Logo, da igualdade (9),

.9 3 1
A=nlll':'1w§ (2+;+n—2>

=9 (como no Exemplo 3)
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EXEMPLO 5 Ache a area do trapézio limitado pelas retas x = 1 e x = 3, pe-
lo eixo x e pela reta 2x + y = 8. Tome retdngulos inscritos.

Solugdo A regido e o i-ésimo retangulo inscrito estio na Figura 6. O inter-
valo fechado [1, 3] é dividido em » subintervalos, cada um com comprimento
Ax:xo=1,x,=1+Ax,x, =1+ 2Ax, ..., x;=1+ iAx, ..., x,_, = 1 +
+ (n — 1)Ax, x, = 3.

3—-1
Ax =
n
_ . _2
n
FIGURA 6 Resolvendo em y a equagdo da reta, obtemos y = —2x + 8. Logo,
J(x) = —2x + 8 e como f é decrescente em [1, 3], o valor minimo absoluto
de f no i-ésimo subintervalo [x; _,, x] é f(x). Como x; = 1 + iAxe f(x) =
= —2x + 8, entdo f(x) = —2(1 + iAx) + 8, isto é, f(x) = 6 — 2iAx.
De (6),
A= lim ) f(x)Ax

n—=++c i=1

lim 3 (6 — 2i Ax) Ax

n=++c i=1

It

lim Y [6Ax — 2i(Ax)?]

I
=
1=
+
85
i)s
N
TN
EEEN)
<
|
N
TN
)
N
—

— fim | =51 2ii]

n—=+ oo

Do Teorema 5.4.2 e da Férmula 1,

1
A= lim —2-n—%~n(n+l):|
netew | N n 2
= lim <8—‘—‘>
n—+o n
=8

Assim, a drea ¢ 8 unidades quadradas. Usando a férmula de Geometria Plana
para a drea do trapézio, A = +h(b, + b)), onde A, b, e b, sdo, respectiva-
mente, o numero de unidades nos comprimentos da altura e das duas bases,
obtemos A = §(2)(6 + 2); isto é, A = 8, o que esta de acordo com o resul-
tado acima.

EXERCICIOS 5.4

Nos Exercicios de 1 a 12, ache a soma dada.

-
(=3
-
o

1. i Gi—2) 2. 2§(5i+4) 3. i(i2+1) 4. i(i+1)2 5 % (i—1)3° 6. Y (*—1)
i= i=1 i=1 i=1 i

i=1

i
2
W



Exercicios 5.4

5 8 6 2
7. X
iZZ i—1 jZ's]'(}' -2
9. 3 2 0.y L
: ‘=Z_2 =0l +i?
4 (_1)k+l 3 k
11. —_— 12. —_
k;l k=z—2k+3

Nos Exercicios de 13 a 20, calcule a soma indicada, usando os
Teoremas 5.4.2 até 5.4.7.

25 20
13. Y 2i(i—1) 14. Y 3i(i* +2)
i=1 i=1
15 i (zk _ 2&—1) 16' i (10i+1 — 10,)
k=1 i=1
M E 18. 3 2i(1 + 12
'Z[k k+1:| - )
19. Z i2(i — 2)
En: [(3 k 3&)2 - (3k—1 + 3—k—1)2]

Nos Exercicios de 21 a 36, use o método desta sec¢do para cal-
cular a drea da regido dada; use retdngulos inscritos ou circuns-
critos, conforme indicado. Para cada exercicio, faca uma figura
mostrando a regido e o i-ésimo retdngulo.

21. A regido limitada por y = x2, o eixo x e areta x = 2; re-
tangulos inscritos.

22. A regido do Exercicio 21; retidngulos circunscritos.

23. A regido limitada por y = 2x,0eixoxeasretasx = lex = 4;
retangulos circunscritos.

24, A regido do Exercicio 23; retangulos inscritos.

25. A regido acima do eixo x e a direita da reta x = 1, limitada
pelo eixo x, aretax = 1l eacurvay = 4 — x%; retingulos
inscritos.

26. A regido do Exercicio 25; retdngulos circunscritos.

27. A regido a esquerda da reta x = 1, limitada pela curva e as
retas do Exercicio 25; retangulos circunscritos.

28. A regido do Exercicio 27; retangulos inscritos.

29. A regido limitada por y= 3x4, pelo eixo xe pelaretax = 1;
retdngulos inscritos.

30. A regido do Exercicio 29; retangulos circunscritos.

31. A regido limitada por y = x3,eixo xeasretasx = —1le
x = 2; retdngulos inscritos.

32. A regido do Exercicio 31; retdngulos circunscritos.

33. A regido limitada por y = x} + x, o eixo x e as retas
x = —2ex = 1; retdngulos circunscritos.

34. A regido do Exercicio 33; retdngulos inscritos.

35. A regido limitada por y = mx, com m > 0, o eixo x e as
retasx = aex = b, com b > g > 0; retdngulos circunscritos.

36. A regido do Exercicio 35; retdngulos inscritos.

37. Use o método desta sec¢do para encontrar a area de um tra-
pézio isésceles cujas bases tém medidas b, e b, e cuja altura
tem medida A.

323

38. O graficodey =4 — |x| eoeixoxdex = —4atéx = 4
formam um tridngulo. Use o método desta sec¢do para en-
contrar sua area.

Nos Exercicios de 39 a 44, ache a drea da regido, tomando como
medida da altura do i-ésimo retdngulo f(m;),onde m; é o ponto
médio do i-ésimo subintervalo. (Sugestdo: m; = %(x,- + X _ 1))

~ 39. A regido do Exemplo 3.

40. A regido do Exercicio 21.
41. A regido do Exercicio 23.
42. A regido do Exercicio 25.
43. A regido do Exercicio 27.
44. A regido do Exercicio 29.

Nos Exercicios de 45 a 52, uma fungdo f e os numeros n, a e
b sd@o dados. Aproxime até quatro casas decimais a drea da re-
gido limitada pela curva 'y = f(x), o eixo xeasretasx = ae
x = b fazendo o seguinte: divida o intervalo [a, b] em n subin-
tervalos de A x unidades de igual comprimento e use uma calcu-
ladora para determinar a soma das dreas de n retangulos inscri-
tos ou circunscritos (como indicado), cada um com Ax unida-
des de largura.

45. f(x) = %, a=1,>b = 3, n = 10, retdngulos inscritos.
46. f(x) = %2, a=1,b=2,n = 12, retingulos circunscritos.
47. f(x) = —,a =1, b = 3, n = 10, retdngulos circunscritos.
48. f(x) = - a=1>b=2,n = 12, retingulos inscritos.

49. f(x) = senx,a = =7, b = 37, n = 8, retangulos circunscritos.
50. f(x) =
51. f(x) = senx,a = +n, b = <, n = 8, retdngulos inscritos.
52. fx) =cosx,a=0,b = %ﬂ, n = 6, retangulos circunscritos.

cosx,a = 0,b = +n, n = 6, retdngulos inscritos.

53. Prove a Férmula 2 do Teorema 5.4.7 sem induc¢io ma-
tematica. (Sugestdo: i* — (i — 1)® = 3i2 — 3i + 1; assim,

E 2 - @G- 1)) = Z (3i%2 - 3i + 1). No primeiro

i=1 i=1
membro dessa equag¢do use o Teorema 5.4.6; no segundo
membro, use os Teoremas 5.4.2,5.4.3e5.4.4¢a Formula 1.)

54. Prove a Formula 3 do Teorema 5.4.7.
(Sugestdo: i* — (i — 1)* = 4i° - 6i?
método similar ao do Exercicio 53.)

§5. Prove a Férmula 4 do Teorema 5.4.7. (Veja as sugestdes pa-
ra os Exercicios 53 e 54.)

56. Prove a Formula 1 do Teorema 5.4.7 por indugdo mate-
matica.

§7. Prove a Foérmula 3 do Teorema 5.4.7 por indug¢do mate-
matica.

58. Prove a Formula 4 do Teorema 5.4.7 por indugdo mate-
maética.

59. Prove o Teorema 5.4.4.

60. Prove o Teorema 5.4.5.

+ 4i — 1, e use um
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5.5 A INTEGRAL
DEFINIDA

Na Secc¢do 5.4, a medida da 4rea de uma regido foi definida como sendo o se-
guinte limite: _
n
lim Y f(c)Ax )
n—++owi=1

Para chegarmos a essa defini¢io, dividimos o intervalo fechado [a, ] em sub-
intervalos de igual comprimento e entdo tomamos ¢; como sendo o ponto do
i-ésimo subintervalo no qual f tem um valor minimo absoluto. Também res-
tringimos os valores funcionais a serem ndo-negativos em [a, b] e além disso
exigimos que f fosse continua em [a, b].

O limite em (1) é um caso particular de um novo tipo de processo de limite
que nos leva a definicdo de integral definida. Vamos discutir agora esse ‘‘novo
tipo de limite”’.

Seja fa fungdo definida no intervalo fechado [a, b]. Vamos dividir esse inter-
valo em 7 subintervalos, escolhendo qualquer dos (n — 1) pontos intermedi4-
rios entre a e b. Sejam x, = aex, = b e x|, X, ..., X, _,; Os pontos interme-
didrios, de tal forma que

Xo <Xy <Xy <...<Xp_y <X,

Os pontos X, X, X,, ..., X, _ 1, X, N30 sd0 necessariamente eqiiidistantes. Seja
A,x o comprimento do primeiro subintervalo, de tal forma que A, x = x; — x,;
seja A,x o comprimento do segundo subintervalo tal que Ayx = x;, — x;; € assim
por diante, de forma que o comprimento do i-ésimo subintervalo seja A,x, e

Ax = x; — x;_4

Um conjunto de todos esses subintervalos do intervalo [a, b] é chamado uma
parti¢ao do intervalo [a, b]. Seja A tal parti¢do. A Figura 1 ilustra essa parti¢do
A de [a, b).

1 | L1 | | [

a=x, x, X, X3 x, Xpmq Xa=0Db

FIGURA 1

A parti¢ao A contém n subintervalos. Um deles é o maior; pode existir mais
de um desses subintervalos. O comprimento do maior subintervalo da parti¢do
A, chamado norma da particdo, é denotado por |A|.

Vamos escolher um ponto em cada subintervalo da particdo A: seja &, o
ponto escolhido em [x,, x,] de tal forma que x, < &, < x;. Tomemos &, como
o ponto escolhido em [x,, x,], de tal forma que x, < &, < x; e assim por dian-

-te, de forma que &, seja o ponto escolhido em [x;_,, x] ¢ x;_; € & < x.

Formamos, entdo, a soma
JE)Ax + f(E)Ayx + ...+ fE)AX + ... + f(E) Ax

ou
¥ 1) Ax

Tal soma ¢ denominada soma de Riemann, assim chamada pelo matematico

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866).

» ILUSTRACAO 1 Suponha que f(x) = 10 — x?, com + < x < 3. Vamos
achar a soma de Riemann para a fun¢do f em [+, 3] para a partigio A:
X=X = Lx=143%=1x=25Lx =3¢t =1,§ =14,
& = 13, & = 2, & = 23
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A Figura 2 mostra um esbogo do grafico de fem [+ 3] e os cinco retangulos
cujas dreas sdo os termos da soma de Riemann.

i JE) Ax = f(&1) Ayx + f(E5) Apx + f(€3) Agx + f(E4) Agx + f(Es) Asx

=1 -+ /@3- D+ @13 - 1) + fQ24 — 1D + fEHB — 2B
=93B) + BB + (61D + (OB + 2D
= 185
A norma de A é o comprimento do maior subintervalo. Logo |A| = 3. <
Como os valores funcionais f(x) ndo estdo restritos aos valores ndo-negati-
vos, alguns dos f(£;) podem ser negativos. Em tal caso, a interpretagdo geo-
métrica da soma de Riemann é a soma das medidas das 4reas dos retingulos

que estdo acima do eixo x com os negativos das medidas das areas dos retangu-
los que estdo abaixo do eixo x. Essa situa¢do estd ilustrada na Figura 3. Aqui

10
.Zlf(éi)Aix=Al+A2_A3_A4_A5+A6+A7‘A8—A9_A10

pois f(&y), f(&a), f(&s), f(Es), f(&s) € f(€,0) sd0 nitmeros negativos.

//-\}\ v =f(x)]\
i o
/1 N\ 1
| .
dial 1 a, N\ A | Ay ] 4o
: ' £ Xs I | Xg X9
al { - ) \ & ’-'JI Xy £s . I : } & fg’ b N
o 78 7 X10
\iﬁ A9| /

\/‘

Seja f uma funcdo cujo dominio inclui o intervalo fechado [a, b]. Suponha que
L /&) Ax - L

desejarmos para todas as particdes A que tenham normas suficientemente pe-
quenas, ¢ para qualquer &, no intervalo fechado [x, _ ,, x],i = 1, 2, ..., n.
Neste caso, f é chamada de integrdvel em [a, b].

FIGURA 3

exista um numero L tal que possa ser tao pequeno quanto

Seja fuma fungdo cujo dominio inclui o intervalo fechado [a, b]. Entdo, fserd
integrdvel em [a, b] se existir um nimero L satisfazendo a seguinte condi¢do:
para todo ¢ > 0, existe um § > 0 tal que toda parti¢do A para a qual |A|
< &8, com &; no intervalo fechado [x; _ ,, x],i = 1, 2, ..., n, temos

2 fE)Ax — L )

i=1

Nessas condigoes, escrevemos

lim Z JE) Ax = 3

1Al -0 i=1
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Essa defini¢do estabelece que, para uma dada fung¢do f definida no intervalo
fechado [a, b], podemos tornar os valores das somas de Riemann tdo préximos
de L quanto desejarmos, tomando as normas |A| de todas as partigdes A de
[a, b] suficientemente pequenas para todas as escolhas possiveis dos nimeros
& paraosquaisx;,_ , <& <x,i=1,2, .., n

O processo de limite dado por (3) é diferente daquele que foi discutido no
Capitulo 2. Na Defini¢dao 5.5.1, o nimero L em (3) existe se para todo e > 0
existir um § > 0 tal que para toda parti¢do A com |A| < & e para todo &,

no intervalo fechado [x; _;, x], i = 1, 2, ..., n, entdo a desigualdade (2) serd
valida.

Na Defini¢do 2.1.1 tinhamos

lim f(x) = L : @)

X—=a

se para todo € > 0 existir um 6 > 0 tal que
se 0 < |x — a] < dentdo [f(x) - L| <e

No processo de limite (3) para um dado § > 0, existe uma infinidade de parti-
¢bes A com norma |A| < &. Isto é andlogo ao fato de que no processo de limi-
te (4), para um dado 6 > 0, existe uma infinidade de valores de x para os quais
0 < |x — a| < 8. Mas, no processo de limite (3), para cada parti¢do A existe
uma infinidade de escolhas de &, E nesse aspecto que os dois processos de li-
mite diferem.

O Teorema 2.1.2, provado na Sec¢do Suplementar 2.9, estabelece que se o
numero L no processo de limite (4) existir, entdo serd unico. De modo similar,
podemos mostrar que se existir um numero L satisfazendo a Defini¢do 5.5.1,
entdo ele sera unico. Agora podemos definir a integral definida.

Se f for uma funcéo definida no intervalo fechado [a, b}, entdo a integrgll defi-
nida de f de a até b, denotada por gb Sf(x) dx, sera dada por

[P0 dx = lim ¥ fe) Ax | )

lAj -0 i=1

se o limite existir.

Note que a afirmacéo ‘“‘a funcdo f € integravel no intervalo fechado [a, b]”’
¢ sindnima da afirmag¢édo ‘‘a integral definida de f de a até b existe’’.

Na notagdo de integral definida Sb Jx) dx, f(x) é chamada de integrando, a
de limite inferior ¢ b de limite superior. O simbolo S é chamado de sinal de

de integracgdo. O sinal de integracdo lembra um S maiisculo, o que é apropriado,
pois a integral definida é o limite de uma soma. O simbolo é 0 mesmo que foi
usado para indicar a operagdo de antidiferencia¢do. A razdo para o emprego
do mesmo simbolo encontra-se no Teorema 5.8.2, chamado de segundo teore-
ma fundamental do Calculo, que possibilita calcular a integral definida através
da determinagédo de uma antiderivada (também chamada de integral indefinida).

A seguinte questdo surge agora: sob que condig¢des existe um nimero L satis-
fazendo a Defini¢do 5.5.2, ou seja, sob que condi¢gdes uma funcio é integravel?
Uma resposta a essa questdo é dada pelo préximo teorema.

Se uma funcdo for continua no intervalo fechado [a, b], entdo ela serd integra-
vel em [a, b].
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A demonstragio desse teorema foge ao contexto deste livro, sendo encontra-
da em qualquer texto de Calculo Avangado. A condigdio de que fseja continua
em [a, b], apesar de ser suficiente para garantir a integrabilidade de fem [a, b),.

~ PP S LA s b e ’
ndo ¢ necessdria a existéncia de S J(x) dx. Isto é, se f for continua em [a, b},
a
~ .. b .
entdo o Teorema 5.5.3 ird nos assegurar de que S Jf(x) dx existe; contudo,
a

ha fungdes que sdo descontinuas, embora sejam integraveis em um intervalo
fechado. Tal fungdo é dada no Exemplo 2, no final desta sec¢do.

No comego desta sec¢do estabelecemos que o limite usado na Defini¢do 5.4.8
para definir a medida da drea de uma regido é um caso particular do limite usa-
do na Defini¢do 5.5.2, para definir a integral definida. Na discussdo sobre area,
o intervalo [a, b] foi dividido em n subintervalos de igual comprimento. Tal
particdo do intervalo [a, b] é chamada de parti¢do regular. Se A x for o compri-
mento de cada subintervalo em uma parti¢do regular, entdo cada A,x = Ax
¢ a norma da particdo sera Ax. Fazendo essas substituicdes em (5), temos

b . d : .
1o dx= lim 3 fie) ax (6)
Além disso,
b-—a b—a
A = =
X n € n Ax
, _Assim,

lim Ax=0 e lim n= 400
n—>+ow Ax—0

Arazdo de lim n = + o é que b > a e Ax tende a zero através de valores
Ax -0 .

positivos (pois Ax > 0). Desses limites concluimos que s
Ax - 0 éequivalentea n - +w '

Assim, temos da expressdo em (6) ¢ dessa afirmativa

J;” fo)dx= lim

n—>+o i=

n

1 f(€) Ax ()

Deve ser lembrado que &, pode ser qualquer ponto no i-ésimo subintervalo
[X- — 1y X,-].

Comparando o limite usado na Defini¢do 5.4.8, que d4 a medida da drea de

uma regido, com o limite do segundo membro de (7), temos no primeiro caso
n

lim ) f(c) Ax 8)

n—=>+owi=1

onde f(c;) ¢ o valor funcional minimo absoluto em [x; _,, x]]. No segundo ca-

$0, temos

lim 3 f(&)Ax | N 9)

n—++o i=1

onde &, é qualquer numero em [x; _ ,, x].
Como a fung¢do f é continua em [a, b], pelo Teorema 5.5.3, Sb Sx) dx existe;

logo, essa integral definida € o limite de todas as somas de Riemann de f em
[a, b], inclusive aquelas que aparecem em (8) e (9). Por causa disso, vamos re-
definir a drea de uma regido de uma forma mais geral.
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5.5.4 DEFINICAO | Seja f uma fungdo continua em [a, b] e f(x) > 0 para todo x em [a, b]. Seja
R a regido limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = a ¢
x = b. Entdo, a medida 4 da drea da regido R é dada por

i . A= lm Y fE)Ax
r=a 2y=f(x) {1axj| -0 "=l
@ A= Sb Jx) dx
Essa defini¢do estabelece que se f(x) > 0 para todo x em [a, b], a integral
R definida Sb J(x) dx podera ser interpretada geometricamente como a medida da
x area da regido R mostrada na Figura 4.
o a : b A relagiio (7) pode ser usada para encontrarmos o valor exato de uma inte-
FIGURA 4 gral definida, conforme ¢ ilustrado no exemplo a seguir.
EXEMPLO 1 Ache o valor exato da integral definida S? x? dx. Interprete geo-
metricamente o resultado.
Solucédo Considere uma parti¢do regular do intervalo fechado [1, 3] em n
subintervalos. Entdo Ax = 2/n.
Se escolhermos &, como o extremo direito de cada subintervalo, teremos:
2 2 (2 2 2
Gml4lig =1 +2<->, ¢3=1+3(_),...,¢,.=1+i(_),...,¢n=1+n(->
n n n n n
Como f(x) = x?,
2i\?
€)= (1 + ‘*)
n
_(n+ 2%V
- n
Logo, usando (7) e aplicando os teoremas da Seccdo 5.4, teremos
n 2i 2
faxzdx= lim ) <n+ l> 2
y 1 n—++woi=1 n n
= (3,9) o2&, 42
= lim = ) (n? + 4ni + 4i?)
— n—++o0 N° i=1
— . 2 B ) n n n R
| , = lim S5[n® Y 1+4n) i+4) i
j n-+0 N° |  i=1 i=1 i=1
. 2 [ 1) 4 )2 1
~ = lim = n2n+4n-n(n+ )+ nin + D@n + 1)
L ' "_‘ n—+w n | 2 6
- /. 20 2n(2n* + 3n + 1)
(1, 1)~;_\ ) R:" = "}}Tw ;"‘3‘ n3 + 2113 + 2"2-+ 3 - -
17" -

i

fim 3n?

O] 1 3 ° [ 4 8n*+12n+ 4]
6 +—
FIGURA 5 n- + o0
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= lim 6+4+8+4+ ull
et n 3 n 3n?
=6+0+5+0+0
— 26
- 3

Vamos interpretar geometricamente o resultado. Como x2? > 0 para todo x
em [1, 3], a regido limitada pela curva y = x2, pelo eixo xe pelasretas x = 1 e
x = 3 tem 2> unidades quadradas de 4rea.” A regido estd mostrada na Figura 5.

Na Defini¢do 5.5.2 o intervalo fechado [a, b] é dado e assim supomos que
a < b. Para considerar a integral definida de uma funcéo f de a até b onde
a > boua = b, temos as defini¢Ges a seguir.

.Se a > b, entdo
S” feydx = — Sb F()dx

se S: S(x)dx existir. - : o :

» ILUSTRACAO 2 No Exemplo 1 mostramos que SS x* dx = %, Logo, da De-
finigdo 5.5.5, !

f; xtdx = —f: xtdx = -3¢ ? <

3

Se f(a) existe, entdo

§ Ffodx = o:

» ILUSTRACAO 3 Da definigdo 5.5.6,
Ll x¥dx =0 . <
Como afirmamos anteriormente, uma fung¢éo pode ser integravel em um in-

tervalo fechado, apesar de ser descontinua nele. Tal situagdo ocorre no exem-
plo a seguir.

EXEMPLO 2 Seja f a fun¢do definida por

0 sex#0
1 sex=0

o= |
Seja [a, b] qualquer intervalo para o qual @ < 0 < b. Mostre que f ¢ desconti-
nua em [a, b] e, ainda assim, integrdvel em [a, b].

Solugdo Como lim f(x) = 0, mas f(0) = 1, fé desc_ontn’nua em O e, portan-

x=0

to, descontinua em [a, b].

* N. do T.: As unidades de 4rea sdo unidades de comprimento ao quadrado e, por isso, sdo tam-
bém chamadas de unidades quadradas.
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Para provar que f ¢ integrdvel em [a, b], vamos mostrar que a Defini¢do 5.5.1
estd satisfeita. Consideremos as somas de Riemann

¥ 1) A

Se nenhum dos nimeros &, &,, ..

., &, for nulo, entdo a soma de Riemann se-

r4 zero. Vamos supor que §; = 0. Entio,

S fE)Ax =1 Ax

Em qualquer um dos casos,

3 1) A

Logo,

se ||A|| <€ entdo

< il

> () Ax — 0‘ <e

Comparando o resultado acima com a Defini¢do 5.5.1 onde § = ee L = 0,
vemos que f ‘é integravel em [a, b].

Observe que a fungdo f do Exemplo 2 tem um niimero finito (somente 1) de
descontinuidades em [a, b] e | f(x) | < 1 para todo x em [a, b]. Essa fungdo
S pertence ao conjunto das fungdes que sdo integraveis em um intervalo fecha-
do. Outras trés fungdes desse conjunto estdo nos Exercicios 36 - 38.

EXERCICIOS 5.5

Nos Exercicios de 1 a 9, ache a soma de Reimann para a funcdo
no intervalo, usando a particdo A dada e os valores de §; dados.
Faca um esbogo do grdfico da funcdo no intervalo dado e mos-
tre os retdngulos cujas medidas de drea sdo os termos da soma
de Riemann. (Veja a Ilustracdo 1 e 2 Figura 2.)

1 f(x)=x%0< x <3 paraA: x, =0, x, =4, x, = 13,
X3=25x=3%¢=5¢6=14=15,8, =2

2 fx)=x}0<x<3paralixo=0,x, =3, x, =13,
X3 =2, X4=23 x5 =3; & =4, $=1,¢4=13 ¢ =25
fs=2%

3 /) =1/x,1 <x<3para A xo =1, x, =13, x, = 24,
x3=2%,x4=3§ £1=1%,.52=2, 53=2é‘, f4=2%

4. f(x)=x3 —1<x<2ZparaA: xo= —1, x; = =4, x, =14,
X3=1, X4=1%, x5=2; ¢’1= _%; €2=09 €3=%a é4=1,
§5=1%

5 flx)=x2—x+1,0< x < I; para A: x, =0, x, =0,2,
X3 =0,5,%;=0,7,x,=1; ¢, =0,1,¢, = 0,4, &, = 0,6,
£, =09

6. f(x)=1/x+2), ~1<x<g3paraA: xo= —1, x, = —4,
X, =0, x3=4 x, =1}, xs=2, x¢ =2L, x; =23 x5=3;
§1=3—%, E,=0, 8 =4 E, =1, =1L, &g =2, & =24,
g =

7. f(x) =sen x, 0 < x < m;paraA: xo =0, x; =4m, x, =1in,
xy3=4%n, x,=3m, xs=m, CLi=tm &=in & =im
¢4=%7‘, és=’gﬂ' .

8. f(x)=3cosix, —m < x <mparaA: xo= —m, x, = —im,
x2=—-%n,x3=%1t,x4=%1t,x5=1t;§l=—%n,

b= 8 =08, =in¢=35n '

9. fX)=[x]+2, —3<x<3paralA:ixy=—3,x, = —1,
X;=0,%x3=2, x,=3; {, = —-2,5, &= _,0’51 =1,
£4=215

Nos Exercicios de 10 a 18, ache o valor exato da integral defini-
da. Use o método do Exemplo 1 desta seccdo.

10. f: 3xdx 11. f: x2dx 12. L“‘xzdx

13, [*x*dx 14. f: (® — 1)dx

15. fl“ (x? + 4x + S)dx 16. f: (x? + x — 6)dx

2 1

17. 7,6 + 1dx 18. [ xtdx

Nos Exercicios de 19 a 28, ache a drea exata da regido da seguin-
te forma: (a) expresse a medida da drea como o limite de uma

soma de Riemann com partigGes regulares, (b) expresse esse li-
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mite com a notagdo de integral definida; (c) calcule a integral
definida pelo método desta sec¢do e fagca uma escolha adequada
de §,. Desenhe uma figura mostrando a regido.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

2x — 1, pelo eixo x e pelas retas

Limitada pela reta y
x=1lex=35.

Limitada pela reta y = 2x —~ 6, pelo eixo x e pelas retas
x=4ex=17.

Limitada pelareta y = —3x + 2, pelo eixo x e pelas retas
x=—-5Sex= -1

Limitada pela reta y = 3x + 2, pelo eixo x e pelas retas
x=—-4ex = -1

Limitada pela curva y = 4 — x2, pelo eixo x e pelas retas

x=1lex =2

Limitada pela curva y = (x + 3)?, pelo eixo x e pelas retas
x=-3ex=0.

Limitada pela curva y = 12 — x — x2, pelo eixo x e pelas
retasx = -3 ex = 2.

Limitada pela curvay = 10 + x — x2, pelo eixo x e pelas
retas x = —2ex = 3.

Limitada pela curva y = x¥ — 4, pelo eixo x e pelas retas
x= —-2ex = —1.

Limitada pela curvay = 6x + x? — x3, pelo eixo x e pelas
retasx = —lex = 3.

M Y

Nos Exercicios de 29 a 32, dé o valor aproximado da integral
definida, usando uma calculadora para determinar, até quatro
casas decimais, a soma de Riemann correspondente, com uma
particdo regular de n subintervalos e £; como o extremo esquer-
do ou direito (conforme estiver indicado) de cada subintervalo.

29.

5 1 . N
fz — dx,n=9,¢; € o extremo direito.
X

30.

31
32.

33.

34.

3s.

36.

37.
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al

L —dx, n =10, ; é o extremo esquerdo.
x

/3 »
J‘_m sec x dx, n =8, £; é o extremo esquerdo.

n/3
f— n/6

n

- . . . . 8i2
Expresse como uma integral definida: lim Z # (Su-

n— +® ;_ |

tg xdx, n=6, & é o extremo direito.

gestdo: considere a fungdo f para a qual f (,’\l') = x2)
1
n+i’

Expresse como uma integral definida: lim Z (Su-

n— +o© i=1
1
gestdo: considere a funcio f para a qual f(x) = < em [1, 2].)
n

Expresse como uma integral definida: lim 2

""+°°i=l

_n

G + n?¥
1

(Sugestdo: considere a fungdo f para a qual f(x) = + em

[1, 2}.)

Seja [a, b] qualquer intervalo tal que @ < 0 < b. Prove que

mesmo que a fungido escada unitdria (Exercicio 24 nos Exer-
cicios 2.3) seja descontinua em [a, b], ela sera integravel nesse

. b
intervalo e S u(x)ydx = b.
a
Prove que a fungio sinal é descontinua em [='1, 1] e mes-
mo assim ¢é integravel nesse intervalo. Mostre também' que

Sllsgnxdx = 0.

. Prove que a fun¢do maior inteiro € descontinua em [0, %] e

mesmo assim é integravel nesse intervalo. Mostre tam-

. 372 _ 1
bém que So [x] ax = 5.

H.6 PROPRIEDADES DA O cilculo de uma integral definida a partir da definicdo, determinando real-
INTEGRAL DEFINIDA mente o limite de uma soma conforme fizemos na Sec¢do 5.5, em geral é muito
trabalhoso e, freqiientemente, impossivel. Para estabelecer um método mais sim-

ples, precisamos desenvolver antes algumas propriedades da integral definida.

Em primeiro lugar precisamos dos teoremas a seguir, sobre as somas de Riemann.

5.6.1 TEOREMA

Halj =0 <y

Se A for qualquer pariigéo do intervalo fechado [a, 5], entﬁo‘

lim Y Ax=b—-a

Prova

Y Ax—b-a=0b-a-0b-a

i=1

=0

Logo, para todo ¢ > 0, qualquer escolha de § > 0 garante que

se [|Al] <4 entdo

S Ax—(b—a)

<€
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5.6.2 TEOREMA

X

(@] a . b
FIGURA 1

5.6.3 TEOREMA

5.6.4 TEOREMA
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Assim, pela Defini¢ao 5.5.1.

lim ZAx—b—a |
Halj—0 i=1

Se f for definida no intervalo fechado [a, b], ¢ se

lim Y f(E)Ax

HAlL =0 i=1

existe, onde A é-qualquer particdo de [a, b], entdo se k for uma constante
qualquer,

lim 2 KfE) Ax = k lim i'f(&,.) Ax

HAJl =0 i=1 All~0i=1

A demonstragdo desse teorema serd deixada como exercicio (veja o Exercicio
43).

» ILUSTRACAO 1 Consulte a Figura 1. Se k > 0, a integral definida Sb k dx

dara a medida da area da regido sombreada, que é um retingulo cujas dimen-
soOes sdao k unidades e (b — a) unidades. Este fato é uma interpretagao geomé-
trica do teorema a seguir, quando £ > 0. <

Se k for qualquer constante, entdo

© [Ckax = k@ - @

‘Prova Pela Defini¢do 5.5.2,
ff(x)dx— lim Zf(é

1Al =0 i=

Se f(x) = k para todo x em [a, b], temos dessa equagdo

fkdx— lim ikA,-x
llAlj=0 i=1

=k lim ) Ax  (pelo Teorema 5.6.2)

tall—~0 i=1
= k(b — a) (pelo Teorema 5.6.1) n
EXEMPLO 1 Calcule
f ° 4dx
-3
Solucao Aplicamos o Teorema 5.6.3.
5
f_3 4dx =4[5 — (—3)]
= 48)
=32

Se a fungdo f for integréavel no intervalo fechado [a, b] e se k for uma constante
qualquer, entdo :

S” KfGx) dx = k S” f(x) dx
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Prova Como f ¢ integravel em [a, b], lim Z J(E) A,x existe; assim, pelo
Al »0i=1

lim z Ke)ax =k lim 2 fE) Ax

Hali-oi=

Logo,
{7 ey dx = e [ 7(x) dix |  m

~ Note a semelhanca entre o teorema a seguir e 0 Teorema 4 (2.2.4), relativo
ao limite da soma de duas fungées. Note também a semelhanga entre as demons-
tracdes de ambos os teoremas.

Se as fung:oes feg forem mtegravels em [a, b], entiof + g seré integravel em
la, b] €

(17 + o = [+ Lo o

Prova As fungdes f e g sdo integraveis em [a, b]; seja entdo
Lbf(x)dx=M e ng(x)dx=N

Para provar que f + ¢ ¢é integravel em [a, b] e que S: [f() + g(x)) dx =

= M + N, precisamos mostrar que para todo € > 0 existe um & > 0 tal que
para todas as parti¢cbes A e para todo &, em [x,_,, x], se |A] < &, entdo

<€

3 [£(6) + 9060 Ax — (M + N)

Como

M= lim 3 fE)Ax e N= lim ¥ o) Ax

llAll=0 i=1 INIECEES!
segue que para todo ¢ > 0 existe um §, > 0 e um §, > 0 tais que para todas
as partices A e para qualquer §; em [x;_, x] se [A] < §,¢e |A] < &,, entdo

i)A,-X——M <= €

€
2

T g(&) A — N‘ <<
= 2

Logo, se 8 = min(é,, 8,), entdo para qualquer ¢ > 0, para todas as parti¢bes
A e para qualquer &; em [x; _ |, x,-]v, se |[A] < 6,

NM;

ﬂ)Ax—M‘

) Ax — ‘<§+§=e (1)

Pela desigualdade triangular, temos

](; J€)Ax =M > + (zZ 9(¢) Aix — N)I

< Iz 1&) Aix — M‘ 3, 9(6) Ax Nl @
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Das desigualdades (1) ¢ (2), temos

<e ©)

(z S& dx+ 3. gl Aix> ~(M +N)
Do Teorema 5.4.4,
S B+ 3 0(E) Ax = 3. (&) + 9(&)] Ax
Assim, substituindo essa igualdade em (3) podemos concluir que para todo

€ > 0, para todas as parti¢Ges A e para qualquer &, em [x;_,, x,], se [A| < &
onde § = min(§,, §,), entdo

M=

i=1

<€

S [£(E) + 9(6)] Ax — (M + N)

i=1

Isso prova que f + g ¢ integrdavel em [a, b] e que
[P0re0+ gl dx = [ 100 dx + [ g(x) dx .

O sinal mais (+) do enunciado do Teorema 5.6.5 pode ser substituido por
um sinal menos (—), como resultado da aplicacdo do Teorema 5.6.4, onde
k= —1.

O Teorema 5.6.5 pode ser estendido a qualquer nimero de fungdes. Isto é,
s¢ as funcgoes f, /5, -.. , f, forem todas integraveis em [a, b], entdo
(\ £ f, £ ... £ f) serd integravel em [a, b] €

50 £ 500 £ £ L0 dx = ["fiwax £ ["fax £+ [, ax

EXEMPLO 2 ° Use o resultado do Exemplo 1, Secgdo 5.5 e o fato de que
S: x dx = 4 para calcular ST (Bx - 5x + 2) dx.

Solucgéo No Exemplo 1, Secc¢do 5.5, tinhamos o resultado
f: x?dx =3¢
Das propriedades da integral definida,
3 2 3 3 3
[NEE —5x+2)dx=fl 3x2dx—f1 Sxdx + [ 2dx
3 3
=3f1 xzazx—sf1 xdx + 203 — 1)

= 3G9 - 5(4) + 4
=26—20+4
=10

» ILUSTRAGAO 2 Uma interpretagdo geométrica do Teorema 5.6.6, a seguir
€ mostrada na Figura 2, onde f(x) > 0. Para todo x em[a, b], a medida da
area da regido limitada pela curva y = f(x) e o eixo x de a até b é igual 4 soma
das medidas das dreas das regides de a até ¢ e de c até b. |
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Se a fung:ao ya for mtegravel nos intervalos fechados [a, b] [a, cle [c, bl, entaor
Lf(x) dx = S f(x) dx + Lf(gc{) dx

onde a < ¢ < b.

Prova Seja A uma particdo de [a, b]. Vamos formar a parti¢do A’ de [a, b]
como segue. Se ¢ for um dos pontos da parti¢cdo A (isto é, ¢ = x; para algum
i), entdo A’ sera igual a A. Se ¢ ndo for um dos pontos da particio A, mas
estiver contido no subintervalo [x; _ ,, x;], entdo a particdo A’ terd como pon-
tos todos os pontos da particio A e mais o ponto ¢. Logo, os subintervalos
da particdo A’ serdo os mesmos de A, com excegio do subintervalo [x; _,, x;]
de A que fica dividido em [x; _,, c] e [c, x]).
Se |A’| for a norma de A’ e se |A| for a norma de A, entdo

1A'l < 1A]

Se na particdo A’ o intervalo [a, c] for dividido em r subintervalos e o intervalo
[c, b] for dividido em (n — r) subintervalos, entdo a parte da partlgao A’ de
a até c dard uma soma de Riemann da forma

3 f&) Ax
¢ a outra parte da particdo A’, de ¢ até b, d4 a soma de Riemann da forma

T (€ Ax

i=r+1

Usando a defini¢do de integral definida e as propriedades da somatdria, temos

ff(x)dx_ lim Zf(é)Ax

Hal|-0 i=1

= lim [i fEAx+ 3 fE) Aix]

lan-~o | i= i=T+1
= lim Z SE) Ax + 11m i J(E) Ax
lall=0 i= =0 i=r+1 .

Como 0 < |A’| < |A[, podemos substituir [A| — 0 por [A’| — 0, dando ‘

ff(x)dx_ lim Zf(f)Ax+ Jim Y fE) Ax

|-0i=1 A'||-0 i=r+1

Aplicando a definicdo de integral definida ao segundo membro da expressio
acima, teremos

[ reax= [T rax+ [ 1 ax m

O resultado do Teorema 5.6.6 é verdadeiro para qualquer ordenacio dos nii-
meros a, b e c. Isto serd enunciado como um outro teorema.
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5.6.7 TEOREMA
Yy
x=b
v = f(x)
>y = g(x)
(@] a A b x
FIGURA 3

Integracéo e a Integral Definida

Se f for integravel num intervalo fechado contendo os nimeros a, b e ¢, entdo

§" fO) dx = S FO) dx + g” () dx )

ndo importando a ordem de a, b e c.

Prova Se a, b e c forem distintos, existirdo seis maneiras possiveis de ordena-
caodessesnumeros:a< b <c,a<c< b,b<a<c¢,b<c<ac<a<hb,
ec < b < a. A segunda ordem, a < ¢ < b, é o Teorema 5.6.6. Vamos usa-lo
para provar que (4) é valida para outras ordenagdes.

Suponha que ¢ < b < c¢; entdo, do Teorema 5.6.6, temos

J; ey ax + [ g0 dx = [ 109 ax 5
Da Defini¢do 5.5.5,
Jy 0 dx = = [* 169 ax

Substituindo-a em (5), obtemos

Lbf(x)dx— fcbf(x)dx = ch(x)dx

Assim,
[ reax = [ 1w ax + [ g0 ax

que € o resultado desejado.

As demonstragdes para as quatro outras ordenacgdes sdo semelhantes e serdo
deixadas como exercicios (veja os Exercicios de 44 a 47).

Ha também a possibilidade de que dois dos trés numeros sejam iguais; por
exemplo, a = ¢ < b. Entdo

J; s6ydx = 7 9 ax
=0 (pela Definig¢do 5.5.6)

Também, como a = ¢,

[? fooax = [ 1(x) ax
Logo,

ch(x)dx+£bf(x)dx=0+Lbf(x)dx

que € o resultado desejado. [ ]

» ILUSTRAGCAO3 Na Figura 3, f(x) > g(x) = O para todo x em [a, b]. A inte-
gral definida 5" J(x) dx da a medida da area da regido limitada pela curva
Yy = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = ae x = b; Sb g(x) dx da a medida

da 4rea da regido limitada pela curva y = g(x), pelo eixo x e pelas retas x = a
e x = b.'Na figura, vemos que a primeira drea é maior do que a segunda. Te-
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mos a interpretagdo geométrica do teorema a seguir, quando f(x) e g(x) sdo ndo-
negativas em [a, b].

Se as fungdes fe g’ forem integraveis no intervalo fechado [a, b} e se
S(x) > g(x) para todo x em [a, b], entdo °

[ 700 dx > " g0 ax

Prova Como f e g sdo integraveis em [a, b], Sb fx) dx e Sb g(x) dx, ambas

existem. Logo,
[7 feoyax - {7 g0 ax = f "fdx + [ [~g(x)] dx (pelo Teorema 5.6.4)
= J;b [f(x) —g(x)]dx  (pelo Teorema 5.6.5)

Seja h a fungdo definida por
h(x) = f(x) — g(x)
Entédo h(x) > 0 para todo x em [a, b}, pois f(x) > g(x) para todo x em [a, b].
Queremos provar que Sb h(x) = 0. Como
f "h(x)dx = lim Y h(&)Ax
“ HAl| =0 i=1

vamos supor que

lim Y AE)Ax=L<0 - (6)
Hall~0 i=1
Entido, pela Defini¢do 5.5.1, com e = —L, existe um 6 > 0, tal que

se ||A]| < 6, entdo

Z h(€) Ax — L’ < —L )
i=1
Mas como

3 hE) Ax — L ’ > hE) Apx — L’

i=1

de (7), temos que

se ||A]| <4, entdo Y h(()Ax—L< —L
=1

<« se |[Al| <9, entdo Y A(E)Ax <O
i=1

Mas essa afirmativa é impossivel, pois A(£;) € sempre ndo-negativo e A;x > 0;
assim, temos uma contradi¢cdo a nossa hipdtese (6). Assim sendo, (6) é falsa ¢

lim 3 (&) Ax >0

Hall-0 i=1

J;bh(x)go
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Y
M
m
O als b -a /|b
FIGURA 4

5.6.9 TEOREMA
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Como h(x) = f(x) — g(x), segue que
[*Lfx) - g0 dx > 0
[frovax - |7 g ax >0
[ dx> [ g dx .

» ILUSTRACAO 4 Na Figura 4, f(x) > 0 para todo x em [a, b], m e M sdo,
respectivamente, os valores minimo e maximo absolutos de f em [a, b]. A integral

Sb S(x) dx d4 a medida da area da regido limitada pela curva y = f(x), pelq

eixo x e pelas retas x = @ e x = b. Essa area é maior do que a do retangulo,
cujas dimensdes sdo m e (b — a) e menor do que a do retingulo cujas dimen-
sOes sdo M e (b — a). Assim, temos a interpretagdo geométrica do préximo teo-
rema se f(x) > 0 para todo x em [a, b]. <

Vamos supor que a fungio f seja continua no intervalo fechado [a, b]. Se m
e M forem, respectivamente, os valores minimo ¢ maximo absolutos de f em
[a, b], ou seja

m< fx)s M paraga < x < b
entdo,

mb ~ & < [* /) dx < MG ~ )

Prova Como f¢é continua em {a, b], o teorema do valor extremo garante a exis-
téncia de m e de M.
Pelo Teorema 5.6.3,

Lb mdx =m(b — a) (8)

f:dezM(b—a) )

Como f ¢é continua em [a, b], segue do Teorema 5.5.3 que f ¢ integrdvel em
[a, b]. Entdo, como f(x) > m para todo x em [a, b], temos do Teorema 5.6.8

Lb f(x)dx > Lb mdx

- e de (8), segue que

J; 76 dx > mie - ) (10)

Da mesma forma, como M 2> f(x) para todo x em [a, b], segue do Teorema
5.6.8 que

Lbde>Lbf(x)dx
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e de (9), segue que
Mb—a) > Lbf(x) dx
Combinando essa desigualdade com (10), temos

m(b—a)sf:f(x)dng(b-a) n

EXEMPLO 3 Aplique o0 Teorema 5.6.9 para encontrar um intervalo fechado
contendo o valor de S:/z (x? — 6x% + 9x + 1) dx. Use os resultados do Exem-
plo 1, Seccdo 4.4.

Solugdo Se

flx)=x>—6x%+9x + 1

do Exemplo 1, Sec¢do 4.4, ftem um valor minimo relativo de 1 em x = 3 ¢
-um valor maximo relativo de 5 em x = 1. f() = 3 e f(4) = 5. Logo, o valor
" minimo de fem [, 4] é 1 e o valor méximo ¢ 5. Tomandom = 1e M = 5 no
Teorema 5.6.9, segue que

1(4—%)<f:/2(x3—6x2+9x+ )dx <54 —14

a Ak

4
%gfllz(x3—6x2+9x+l)dxg%

Logo, o intervalo fechado [£, 4] contém os valores da integral definida. No
Exemplo 2, Sec¢do 5.8, mostramos que o valor exato da integral definida é
£79 .

ot

EXEMPLO 4 Aplique o Teorema 5.6.9 para encontrar um intervalo fechado
" contendo o valor de S3’::4 vsen x dx.

Solugdo Se f(x) = «/sen x, entdo
cos x

2/sen x

Para x em [, 3], f/(x) = Osex = Z. Como f’(x) > Oquando & < x < &
e f'(x) < 0 quando % < x < 3%, segue que f tem um valor méximo relativo
em 4, e f(£) = 1. Além disso, f(£) = 42//2 = 0,841 e f(3F) =~ 0,841. Assim,
em [£, 3%} o valor minimo absoluto de f ¢ 0,841 e o valor maximo absoluto
é 1. Assim, com m = 0,841 e M = 1 no Teorema 5.6.9,

08413 — 4n] < [V Veenx dx < 137 — 4]
0,4207 < | 7:"‘ Jsenx dx < 0,57

1,32 < f:/:"‘ Jsenx dx < 1,57

O valor da integral definida est4, portanto, no intervalo fechado [1,32, 1,57].

S x)=
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EXERCICIOS 5.6

Nos Exercicios de 1 a 6, calcule a integral definida. J‘ 2 x d 0 J‘ 2 x+5 d
x R
2

L f254dx 2._ff37dx

4. [l6adx 5. (2,0 dx

Nos Exercicios de 7 a 18, calcule a integral definida usando os

resultados:

1 X+ _5X —

3. ffz J5dx

/2 3 _ /2 3
) 33. [ (4cos® x —9cos x)dx 34. [ 3 sen x dx
6. [ dx

Nos Exercicios de 35 a 38, use o Teorema 5.6.8 para determinar
quais dos simbolos > ou < devem ser inseridos onde indicado.

35. 2 @0 = 4dx _ {2, —6yax

f_zlxzdx=3 f_zlxdx=% f:senxdx=2 36. f:\/6——xdx J‘:\/de
fo" cos xdx =0 ﬁ’" sen? x dx = in ' 37. fa 5’:;:4 sen? x dx f :1:;:4 cos? x dx
7. {7, (2x* —4x + 5)dx 8 (2, 8-xYdx 38. [ cos x dx Jo sen x dx
9, f_zl (2 — 5x + $x2) dx 10. J'_Zl (3x% — 4x — 1) dx 39. Mostre que se f for continua em [—3, 4], entdo
1 7 x o+ 17 dx 12 2 (5x2 + dx - dx Liseaxs Lrwax+ 2 s+ [7F foax=0
13. J’_Zl (x — D2x + 3) dx 14. fz" 3x(x — 4) dx 40. Se fzfor continua :m {-1, 2}, fntéo .
15, f: (2senx + 3 cos x + 1) dx 16. foﬂ 3 cos? x dx f_lf(x) dx + f2 Jix)dx + fo JOx) dx + fl f(x)zdx =0
17. foﬂ (cos x + 4)* dx 18. J;o (sen x — 2)2 dx 41. Mostre que 5; x dx 2 S(l) x* dx, mas ET xdx < Sl X dx,

Nos Exercicios de 19 a 34, aplique o0 Teorema 5.6.9 para encon- 43
trar um intervalo fechado contendo o valor da integral definida

dada.

19. [J2xdx 20, {73xax 21 fox
23. (° V3+xdx 2. (1 (x+ 1) dx

25 [P —8x 4+ 16)dx 26, [* (x* —8x" + 16)dx

sem calcular as integrais definidas.
. Se f for continua em [a, b)], prove que

|L”f(x)dx1<L”|f(x) dx

Zdx 22 J‘_lz x3 dx (Sugestdo: — |f(x)| < f() < |f)])

43. Prove o teorema 5.6.2.

Nos Exercicios de 44 a 49, prove que o Teorema 5.6.7 é vdlido
para a ordenacdo dada de a, b e ¢; em cada caso, use o Teorema

27. f"? sen x dx 28. fzu/,s cos x dx 3-6.6.
n4/ -2,:,3 M4 b<a<c 45. b<c<a 46. c<a<b
29-f1 |x — 2| dx 30-f—1\/x2+5dx 4. c<b<a 48. a<c=b 49.a=b<c

5.7 0 TEOREMA DO VALOR
MEDIO PARA INTEGRAIS

C 2y =f(x)

FIGURA 1

Continuaremos a tratar das propriedades da integral definida nesta sec¢do, com
o teorema do valor médio para integrais. Esse teorema ¢ relevante na prova do
primeiro teorema fundamental do Célculo (Teorema 5.8.1), que ¢ importante,
pois leva-nos a um método para avaliar integrais definidas. Comecamos com
uma ilustracdo que d4 uma interpretacio geométrica do teorema do valor mé-
dio para integrais.

» ILUSTRACAO 1 Considere f(x) > 0 para todos os valores de x em [a, b].
Entao, Sb J(x) dx d4 a medida da 4rea da regifo limitada pela curva cuja equa-

¢do € y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = ae x = b. Veja a Figura 1. O
teorema do valor médio para integrais estabelece que existe um nimero y em
[a, b] tal que a 4rea do retdngulo AEFB com altura f(x) unidades e compri-
mento (b — a) unidades seja igual & drea da regido ADCB. <
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Se a func¢do f for continua no intervalo fechado [a, b}, existe um niimero y em
[a, b] tal que

[ 700 ax = 0@ - @

Prova Como f ¢ continua em [a, b], do teorema do valor extremo, f tem valo-
res maximo e minimo absolutos em [a, b].
Seja m o valor minimo absoluto ocorrendo em x = x,. Assim,

f)=m a<x,<b (M
Seja M o valor maximo absoluto ocorrendo em x = Xx,,. Assim,
fGm) =M  a<gxy<b _ 2
Temos, entio, '
mg flx) <M para todo x em [a, b]
Do Teorema 5.6.9, segue que V
mib— a) < [ f(x) dx < M(b — a)
Dividindo por (b — @) e observando que b — a & positivo, pois b > a, obtemos
[7 £ dx
"SThoa
Mas de (1) e (2), m = f(x,) e M = f(x,,), assim temos
I7 fe0 ax
Slxn) < 5= S S(xp)

Dessa igualdade e do teorema do valor médio existe algum nimero y num
intervalo fechado contendo x,, € x,,, tal que

<M

Lbf(x)dx
f(X)=T-*
e ['fdx=fb-a a<y<b n

O valor de y no Teorema 5.7.1 ndo é necessariamente tinico. O teorema nio
da um método para o calculo de y, mas estabelece que um valor de y existe
e esse fato € usado, para provar outros teoremas. Em alguns casos podemos achar
o valor de y garantido pelo teorema, como no exemplo a seguir.

EXEMPLO 1 Ache o valor de y tal que g? Jf) dx = f)3 - 1) se
f(x) = x2. Use o resultado do Exemplo 1 da Secgdo 5.5.

Solucédo No Exemplo 1 da Sec¢do 5.5, obtivemos
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Logo, queremos encontrar y, tal que

f-@=%
Isto é,

x2

1= 1339

Rejeitamos —Hﬁ, pois ndo estd no intervalo {1, 3], e temos

{7 19 dx = 164396 - 1)

Il
w|;

O valor f(x) dado pelo Teorema 5.7.1 é chamado de valor médio (ou valor
intermedidrio) de f no intervalo [a, b]. E uma generalizacdo da média aritméti- -
ca de um conjunto finito de nimeros. Isto ¢é, se { f(x,), f(xy), ... , f(x,)] for um
conjunto de n nimeros, entdo a média aritmética serd dada por

¥ fx)
n

Para generalizar essa defini¢do, consideramos uma parti¢do regular do interva-
lo fechado [a, b], que é dividido em »n subintervalos de igual comprimento
Ax = (b — a)/n. Seja &, qualquer ponto no i-ésimo subintervalo. Formamos
a soma: '

3. 1)

n

(3)
Esse quociente corresponde & média aritmética de » nimeros. Como Ax =
= (b — a)/n, temos

n_b—a 4

Substituindo (4) em (3), obtemos
56 3 s ss
b—a - b—a
Ax

Tomando o limite quando n » + (ou Ax — 0) temos, se o limite existir,

z f(&) Ax L" 1(x) dx

i=1

i
,,_.lr+n.,o b—a b—a

Isso nos leva a defini¢do a seguir.

Se a funcdo f for mtegrével no 1ntervalo fechado [a, bl,0 valor medlo de f em 9
[a, b} seré ‘

Saf(x) e : .
O :
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EXEMPLO 2

Solugédo

Assim, se V.M

s

V.M. =

w

-1

b

=13
3

|

0 A /E B
(5V39,0)

FIGURA 2

(a) Se f(x)

(b) Interprete geometricamente o resultado da parte (a).

= x?, ache o valor médio de f no intervalo [1, 3].

(a) No Exemplo 1, Secgdo 5.5, obtivemos
f 13 x?dx =328

. for o valor médio de fem [1, 3], teremos

~ (b) No Exemplo 1 encontramos para essa funcgido

fG/39) =%

Logo, o valor médio de f ocorre em W Na Figura 2 ha um esbogo
o do grafico de fem [1, 3] e o segmento de reta do ponto E(l\/_ 0) so-
bre o eixo x ao ponto F(+/39, 4
AGHB tendo altura 2

4) no grafico de f. A drea do retingulo
e comprlmento 2 é igual a area da regido ACDB.

Conseqiientemente, a area da regido sombreada CGF é igual a.4rea da re-
gido sombreada FDH. v

+

Uma aplicagdo do valor médio de uma fun¢io ocorre em Fisica e Engenha-
ria, em conexao com o conceito de centro de massa. Esse assunto sera discutido

no Capitulo 6.

EXERCICIOS 5.7

Nos Exercicios de 1 a 8, ache o valor de y que satisfaz o teorema

do valor médio para integrais. Para os valores da integral defi-
nida, use o resultado do exercicio indicado nos Exercicios 5.5.

Faca uma figura ilustrando a aplicacdo do teorema.

1. J'oz x? dx; Exercicio 11 2. f: x2 dx; Exercicio 12
3 f " x? dx; Exercicio 13 4. fos (x*—1) dx; Exercicio 14
5. f 14 (x? + 4x + 5) dx; Exercicio 15

6. f: (x? + x — 6) dx; Exercicio 16

7. ffz (x* + 1) dx; Exercicio 17

8. f_lz x* dx; Exercicio 18 |

Nos Exercicios de 9 a 12, use o teorema do valor médio para in-
tegrais, para provar a desigualdade.

9 g 1 gl 10 g dx <1
. X < 3 —dx <
o X244 2 _3xX+6

12. f: sen\/; dx<n

n/6 T
11. J cos x2 dx SE

- w6

Nos Exercicios de 13 a 16, use o teorema do valor médio para
integrais e o Teorema 5.6.8 para provar a desigualdade.

5 1 9
2 x°+1 s

15. 0 < foz seninx dx < 2 16. 0 < f 1j2 COS X <

dx <2

W] =

17. Dado que Sz xdx = %, ache o valor médio da fungido

identidade no intervalo [— 1, 2]. Ache também o valor de x
no qual ocorre o valor médio. D& uma interpreta¢ao geomé-
trica dos resultados.

18. Ache o valor médio da funcdo f definida por f(x) = x% no
intervalo [—1, 2], dado que SZ 3. Ache tam-

. x2dx =
bém o valor de x no qual ocorre o valor médio. Dé uma in-
terpretacdo geométrica dos resultados.

19. Dado que S’;
no no intervalo [0, 7r]. Ache também o menor valor de x on-
de ocorre o valor médio. Dé uma interpretacdo geométrica
dos resultados. '

sen x dx = 2, ache o valor médio da fungio se-
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20. Ache o valor médio da fungdo f definida por f(x) = sec?x
no intervalo [0, 5], dado que S:M sec2 x dx = 1. Ache tam-

bém o valor de x onde ocorre o valor médio. D& uma inter-
pretagdo geométrica dos resultados.

21. Suponha que uma bola saia do repouso e apés ¢ s sua veloci-
dade seja v m/s. Desprezando a resisténcia do ar, expresse
v em termos de f como v = f(#) e ache o valor médio de f
em [0, 2]. (Sugestdo: ache o valor da integral definida
interpretando-a como a medida da 4rea da regido contida num
tridngulo.)

22. Ache o valor médio da fungdo f definida por f(x) =
= /49— x2 no intervalo [0, 7]. Fa¢a uma figura. (Sugestdo:
ache o valor da integral definida, interpretando-a como a me-
dida da 4rea da regido encerrada por um quarto de circulo.)

23. Ache o valor médio da func¢do f definida por f(x) =
= /16 = xZ no intervalo [—4, 4]. Faga uma figura. (Su-
gestdo: ache o valor da integral definida, interpretando-a co-
mo a regido encerrada por um semicirculo.)

24. Suponha que fseja integravel em [—4, 7]. Se o valor médio

Integragéo e a integral Definida

26. O seguinte teorema é uma generalizagio do Teorema do va-
lor médio para integrais: se fe g forem continuas no interva-
lo fechado {a, b] e g(x) > 0 para todo x no intervalo aberto
(a, b), entdo existird um nimero y em [q, b] tal que

i S0ex) dx = 100 [} g0 dx

Prove esse teorema por um método semelhante ao do Teore-
ma 5.7.1: obtenha a desigualdade m < f(x) < M e entdo
conclua que mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x); aplique o Teorema
5.6.8 e prossiga como na demonstragdo do Teorema 5.7.1.

27. Mostre que se g(x) = 1, o teorema do Exercicio 26 torna-se
o teorema do valor médio para integrais.

Nos Exercicios de 28 a 32, use o teorema do Exercicio 26 para
provar a desigualdade.
1
2. j

4 xdx 4
28. fom<fo x dx

30. ﬁxsenx dx < fo"xdx

x2 dx 1,
—_—< x* dx
14/x%2 +4 f_l

de f no intervalo [~-4, 7] for -

25. Se f for continua em [a, b] e

te pelo menos um nimero ¢ em [a, b] tal que f(c) =

, ache S f0) dx. 31 f_”:/z sen? mx cos mx dx < _l/lz/z cos mx dx
f (x) dx = 0, prove que exis- 1 :
2| % ax< [ xax
0o X*+1 0

5.8 0S TEOREMAS
FUNDAMENTAIS
DO CALCULO

Historicamente, os conceitos basicos da integral definida foram usados pelos
antigos gregos, principalmente Arquimedes (287—212 A.C.), ha mais de 2000
anos, muito antes da formula¢do do cilculo diferencial.

No século dezessete, quase simultaneamente mas trabalhando independente-
mente, Newton e Leibniz mostraram como o Cilculo poderia ser usado para
se encontrar a drea de uma regido limitada por uma curva ou um conjunto de
curvas, determinando uma integral definida por antidiferenciagdo. O procedi-
mento envolve o que é conhecido como os teoremas fundamentais do Cdlculo.
Antes de enunciar e prova-los, vamos discutir as integrais definidas com um
limite superior varidvel.

Seja f uma fungdo continua no intérvalo fechado [a, b]. Entdo o valor da
integral definida ﬁ f(x) dx depende somente da fung¢io f e dos ntimeros @ ¢ b,
nio do simbolo x usade aqui como varidvel independente. No Exemplo 1,
Secc¢do 5.5, encontramos o valor de S? x2 dx, que é % Qualquer outro simbolo

poderia ter sido usado no lugar de x; por exemplo,
3 3
fl t2de =28 fluzdu=~2-3§

Se f for continua no intervalo fechado [a, b], entdo, pelo Teorema 5.5.3 a inte-

3
f rrdr=32¢

1

gral definida g f(?) dt existe. Vamos prlmelramente estabelecer que se uma

integral definida existir, entdo ela serd um unico nimero. Se x for um nimero

em [a, b], entdo f serd continua em [a, x], pois é continua em [a, b]. Conse-
quientemente, f(t) dt existe e € um numero cujo valor depende de x. Logo,

S S dt defme uma fung¢io F tendo como seu dominio todos os nimeros no



y=f(t)

O t; x b
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intervalo fechado [a, b] e cujo valor funcional em qualquer numero x de [a, b]
¢ dado por

F(x) = f * £(t) dt (1)

Segundo a convengdo notacional, se os limites de uma integral definida fo-
rem varidveis, deverao ser usados simbolos diferentes para esses limites e para
a variavel independente no integrando. Assim, em (1), como x € o limite supe-
rior, usamos a letra ¢ como a variavel independente no integrando.

Se, na expressdo (1), f(#) > 0 para todos os valores de ¢ em [a, b], entdo os
valores funcionais de F(x) poderdo ser interpretados geometricamente com a
medida da area da regido limitada pela curva cuja equagio é y = f(#), pelo eixo

tepelas retas t = aet = x. (Veja a Figura 1). Note que F(a) = S“ f@ at,

" 0 que pela Defini¢do 5.5.6 ¢ igual a 0.

Vamos agora enunciar e provar um teorema importante que dd a derivada
da fungdo F definida como uma integral definida tendo um limite superior va-
ridvel. Esse teorema é chamado de primeiro teorema fundamental do Cdlculo.

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a, b] e seja x qualquer nime-
ro em |[a, b] Se F for a fungdo deﬁmda por

entao, .
F'(x) = f() :; L )

(Se x = a¥'aderivada em (2) pode sér a derivada a direitaesex'= b, a derivada
em (2) pode ser a derivada a esquerda.) : o

Prova Considere dois numeros x; € x; + Ax em [a, b]. Entdo

Fxy) = [ fle) at
€
F(x, + Ax) = f A () de
entdo, |
Flx, + AY) = Fx) = [ fyde — [ fwy de 3)
Pelo Teorema 5.6.7,
[ rovae+ [ fwae= [ s ae
[ rod— [ rwde= [ pwar
Substituindo essa igualdade em (3), obtemos
Flx, + Ax) — Fixy) = [0 flo) de @)

Pelo teorema do valor médio para integrais (5.7.1) existe um nimero y no
intervalo fechado limitado por x, e x;, + Ax tal que

2 f@y de = £ Ax
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Dessa relacao e de (4), obtemos
F(x, + Ax) — F(x,) = f(x) Ax

F(x, + Ax) — F(x,)
. Ax

=1

Tomando o limite quando Ax tende a zero, temos

lim £O0 A0 2 Fx) )

Ax—0O Ax Ax—0

O primeiro membro de (5) é F’(x,). Para determinar lim f(y), lembre que
Ax- 0

X estd no intervalo fechado limitado por x, e x, + Ax, ¢ como

lim x;, =x, e lim (x; + Ax) = x,
Ax—0 Ax—0

segue do teorema do ‘‘Sanduiche’ (2.8.1) que lim y = x,. Assim, temos

Ax-0
lim f(x) lim f(¥). Como f ¢ continua em x,, lim f(¥) = f(x,); assim

Ax -0 X - X X~ X

m f(x) = f(x,) e de (5) temos que
Ax -0
F(x;) = f(xy) (6)

Se a funcdo f ndo estiver definida para valores de x menores do que @, mas
for continua a direita de a, entdo na argumenta¢do acima, se x;, = @ em (5),
Ax precisa tender a 0 pela direita. Assim, o primeiro membro de (6) serd
F’, (x,). Analogamente, se f ndo estiver definida para valores de x maiores do
que b, mas for continua a esquerda de b, entdo se x;, = b em (5), Ax deve ten-
der a zero pela esquerda. Logo, teremos F’_(x,) no primeiro membro de (6).

Como x, é um ntimero qualquer em [a, b], a igualdade (6) estabelece o que
queriamos provar.

O Teorema 5.8.1 estabelece que a integral definida Sx S(®) dt, com limite su-
perior variavel x, ¢ uma antiderivada de f. ‘

A equagdo (2) do teorema pode ser escrita da seguinte forma, substituindo
F’(x) por d SX A ar:
dx Ja

d
25 |10 dt = f) | 0

EXEMPLO 1 Calcule as seguintes derivadas:

d (* 1 d (¥
(a) E J‘l IT-i——] dt (b) d_x J; JJeos t de
Solucéo

temos

(@ De (7) com /() = w5+

d (* 1 g |
dx ], 34+17  x3+1
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(b) Usamos a regra da cadeia com u = x2, e temos
d (= d (" g du
— v =— | JJeostdt - —
I L cos t dt In L cos I
De (7) com f(f) = +/cos ¢t e como %)—l;— = 2x, temos

— \/cos dt = \Jcos u (2x)
= 2x+/cos x?

Vamos usar agora o Teorema 5.8.1 para provar o segundo teorema funda-

‘mental do Cdlculo.

Seja f uma funcdo contmua no intervalo fechado [a, b] € seja g uma. funcao
tal que : . ,

g'(x) = f(x) ®)

Vpara todo x em [a, b]. Entdo,

S f@) dt = gb) - 9@

(Se x = a, a derivada em (8) pode ser uma derivada 3 a dlrelta, e se x = b a
derivada em ®) pode ser uma derivada é esquerda. ) -

Prova Se f for continua em todos os numeros em [a, b], sabemos do Teorema
5.8.1 que a integral definida Sx f(?) dt, com o limite superior varidvel x, defi-
a

ne uma fun¢do F cuja derivada em [a, b] é f. Como, por hipétese, g’ (x) = f(x),
segue do Teorema 5.1.2 que

g(x) = f “fO)dt+ k

onde k é uma constante. Tomando x = b e x = a, sucessivamente, nessa equa-
¢do, obtemos

gb) = {7 fyde + k O

ga) = [ f@yde + k (10)
De (9) e (10),

gb) — g@) = [ fwyar - [ sy de
Mas, pela Definicdo 5.5.6, S f(®) dt = 0; assim

g(b) — 9(a@) = |} 1@y dt

que é 0 que queriamos provar.
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Se f néo estiver definida para valores de x maiores do que b, mas for conti-
nua a esquerda de b, a derivada em (8) ser4 a derivada 2 esquerda, e teremos
9. (b) = F.(b), de onde segue (9). Da mesma forma, se f nao estiver definida
para valores de x menores do que a, mas for continua a direita de a, entdo a
derivada em (8) serd a derivada a direita e teremos g’ (a) = F’(a), de onde se-
gue (10). |

Estamos agora em posi¢do de encontrar o valor exato de uma integral defini-
da, aplicando o Teorema 5.8.2. Quando aplicarmos esse teorema, usaremos a
notagao

[9)) — g@] por g(x)].

» ILUSTRACAO 1 Vamos aplicar o segundo teorema fundamental do Cilculo
para determinar

f: x2 dx

Aqui f(x) = x2. Uma antiderivada de x2 & 4 x3. Dai escolhemos

3

g(x) = %

Logo, do Teorema 5.8.2,

f: x2dx = ]j

Compare esse resultado com o do Exemplo 1, Secc¢do 5.5. <

w| %,

Il

ulg’ \O
|

Wi

Devido a conexdo entre integrais definidas e antiderivadas, usamos o sinal
de integral S para a notagao S JS(x) dx de antiderivada. Vamos dispensar agora
a terminologia de antiderivadas e antidiferenciacdo e come¢aremos a chamar
S J(x) dx de integral indefinida. O processo de cdlculo de uma integral indefini-

da ou definida é chamado de integragao.
Deve ser enfatizada a diferenga entre uma integral indefinida e definida. A

primeira, S J(x) dx, foi estabelecida como sendo uma fungio g tal que sua deri-
vada D,[g(x)] = f(x). Por outro lado, a segunda Sb JSx) dx, ¢ um numero
cujo valor depende da fungio fe dos niimeros a e b e foi definida como o limite
de uma soma de Riemann. A defini¢do de integral definida ndo faz nenhuma
referéncia a diferenciacdo. _

A integral indefinida envolve uma constante arbitrdria; por exemplo,

3
f.xzdx=%+c

A constante arbitraria C é chamada de constante de integraciio. Ao aplicar o

segundo teorema fundamental do Célculo nio é preciso incluir a constante ar-
bitraria C na expressio de g(x), pois o teorema permite-nos escolher qualquer
antiderivada, inclusive aquela para a qual C = 0.
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EXEMPLO 2 Calcule

;2 (x® — 6x% + 9x + 1) dx

Solugdo
4 4 2 (4 5 4, 4 4
f”z(x —6x +9x+vl)dx—f1/2x dx—6fmx dx+9fmxdx+ g dx

4 3 2 4
X X X
=——6'—+9'—+x:|

4 3 2 12
=(64—128+72+4)— (& —32+2+D
— 679
- 64
EXEMPLO 3 Calcule
f_ll (x*3 + 4x3) dx
Solugdo
f_ll (x*2 + 4x'P)ydx = 3x" + 4 - %)«:“’3]1_1
=3+3-(-3+3)

EXEMPLO 4 Calcule

foz 2x2x3 + 1 dx
Solugdo

’ ' 2
foz 2x2/x3 + 1 dx = ZI VX + 1 (3x2 dx)
0

3
2 B+ 1)
|
=38 + 1)32 —4(0 + 1)>?
=3R27-1)

104

]

EXEMPLO 5 Calcule

J: xy/1 + xdx

Solucdo Para calcular a integral indefinida S X1 + x dx, seja

u=+1+4x w=1+x x=u*—-1 dx = 2u du
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Substituindo, teremos

[xVT+xdx = [@* - 1yu(2u du)
=2f(u4—1;2)du
= -3 C
=31 +x)*?-3(1+xP*?*+C
Logo, a integral definida

[P 0T xdx = 21 + 0% = 31 + 9]

= (4> — 3(4)°% — 3(1)>* + 3(1)*?
—64_16_ 2.2
5 3 5 3

- 116
- 15

Outro método para calcular a integral definida do Exemplo 5 é o fornecido
por uma férmula que decorre dos Teoremas 5.8.2 e 5.2.1 (a regra da cadeia
para antidiferenciacdo). Desses teoremas, se F for uma antiderivada de f,

{7 fa)g') dx = Fgx))|.
= " 16g') dx = Figb)) - Fig(a)
Assim,

[ 1660)g'x) dx = Fw)]

g(b)
g(a)

<[ [P seng' @ dx = [ s au m

Para aplicar (11), mude as varidveis na integral dada, tomando v = g(x). Lo-
g0, du = g’ (x) dx. Mude, entéo, os limites em x de integragdo a e b pelos limi-
tes de integracdo em u, que sdo g(a) ¢ g(b).

» ILUSTRACAO 2 Para calcular a integral do Exemplo 5, seja u = T + x,
x = u? — 1edx = 2u du. Além disso, quando x = 0, ¥ = 1 e quando x =
= 3, u = 2. Assim, de (11), temos

J: X1 +xdx=2 flz (w* —u?) du

2
—_64 16 2 2
=3 3 —5+3
— us <

EXEMPLO 6 Calcule
f:lz sen? x cos x dx

Solugédo Seja

u = sen x du = cos x dx
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Quando x = 0, ¥ = 0; quando x = 4, ¥ = 1. Portanto,

/2 1
J; sen’® x cos x dx =f u® du

]

& ©
—

LN

EXEMPLO 7 Calcule
4
* e+ 2] dx
Solugdo

—x -2 se fcs—Z
2=
|x+| { x+2 se—-2<x

Do Teorema 5.6.7,
[+ 2ax= [T (=x=2dx+ [* (x+2)dx

= [—522-— 2x]:: + [%2 + Zthz
=[(-2+4—(-3+60]+[B+8)—(2-4)]
=3+18

jw
N

EXEMPLO 8 Dada f(x) = sec? x. Ache o valor médio de f no intervalo

[_%’ % .

Solugédo Seja V.M. o valor médio de fem [—Z%, Z]. Da Defini¢do 5.7.2,

1 n/4
VM. = —F— sec? x dx
an — (_Z“) -n/4
2 /4
= ; [tg x]—n/4
2
=—[1-(-1
“[1-(-1]
_4
i
EXERCICIOS 5.8
Nos Exercicios de 1 a 36, calcule a integral definida. 3 J’a ® (x?* — 2x) dx 4. J‘fl (3% + 5x — 1) dx

252 +1 5
L [00x*—4x+ 1ax 2 5 =%+ 1)dx > f 9 6 [2,0°—4ndy

1
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7.J (—zi—i—l—)gdz 8 [FVx@+xdx
o

0. 1°Vsx—1dx 10. jfu/ﬁﬂdz
0 (3 dy
1. (° 3w a—w2d 12.
[ " Lo+
13. J:lz sen 2x dx 14. f: cos ix dx
15 f’z&/z3+1dx P L.
A B P E S Vi
1 (2 (4,4 _
17 O~ +2y) dy 18 | XY aw

3

"oy +3yi 44 J2 W
15 wdw 5
19.[ - 20. L x2y/x — 4dx

o (L+wph*
21 |2, —3|dx 2. (% |x—2dx
23. f_li\/rxl——;dx 2 fjamdx
25, f03(x+2)mdx 26. f_lz(x+ 1)v/x + 3 dx
27. flxs-"ldx
0o x+1

(Sugestdo: divida o numerador pelo denominador.)

r"s—_"dx 29 J“(\ﬁ—iﬂ/{)d:
p 3 " \/;
30. fo’ﬁ\/1+x\/§dx

2.3 22
31'J x34+2x2 4+ x+2
'r 3x3 —24x2 + 48x + 5

1 (x + 1)
_3 x2 —8x + 16
(Sugestdo: nos Exercicios 31 e 32, divida o numerador pelo
denominador.) ’

&

28.

-3

dx

32. dx

1 1/2
33. fo sen x cos nx dx 34. fol sec? int tg inmt di

3s. fn ’7: 3 cosec? 2x dx 36. f:/(’ (sen 2x + cos 3x) dx

Nos Exercicios de 37 a 46, calcule a derivada.

d [~ d [* 1
37. — | J4+1td . — —_
'de tod 38 de t"'+4dt

Integracéo e a Integral Definida

d 3 d 3
39, Ix Jsent dt 40. — | J1+1t*de
x X Jx
d (x 1 d *x
41, — —dt 42. — 24+ 1)dt
dx J_ 3+ 1 xy_xcos(t +1d
d [® d (® 1
43. — Y2+ 1de 4, — | ——
dx J, dx Jo 2 +1
d (e 1 feenx
45, — 46, — dt
dx |, 1+t2dt dx |, 1-12

Nos Exercicios de 47 a 50, ache o valor médio da fungdo f no
intervalo [a, b). Nos Exercicios 47 e 48, ache o valor de x onde
ocorre o valor médio de f e fagca um esbogo.

47, f(x) =9 — x* [a,b] = [0, 3]

48. f(x) = 8x — x%; [a,b] = [0, 4]

49. f(x) = 3x+/x2 — 16; [a, b] = [4, 5]

'50. f(x) = x*/x — 3;[a, b] = [7, 12]

51. Num circuito elétrico, suponha que a forga eletromotriz seja
Evoltsem ¢t s e que E = 2 sen 3 ¢. Ache o valor médio de
Edet=0at = %

52. Para o circuito elétrico do Exercicio 51, ache a raiz quadra-
da do valor médio de E2de ¢t = O at = 5. (Sugestdo: use
a identidade sen? x = + (1 — cos 2 x).)

53. Uma bola cai do repouso e apés ¢ s sua velocidade ¢ v m/s.
Desprezando a resisténcia do ar, mostre que a velocidade mé-
dia durante o primeiro +7 s € um ter¢o da velocidade du-
rante o %T s seguinte.

54. Uma pedra ¢ atirada para baixo com uma velocidade inicial
de v, m/s. Despreze a resisténcia do ar. (a) Mostre que se
v m/s for a velocidade da pedra apds cair s m, entdo
v = v} + 2 gs. (b) Ache a velocidade média nos primei-
ros 30 m de queda, se a velocidade inicial for 15 m/s.(Tome
g = 10 e a diregio positiva para baixo.)

16
55. Achef [D, fs N 1)d:] dx.
4

56. Seja_fuma func¢do cuja derivada f” é continua em [a, b]. Ache
o valor médio da inclinagdo da reta tangente ao gréfico de
fem [a, b] e dé uma interpretagdo geométrica do resultado.

5.9 AREA DE UMA
REGIAO PLANA

Na Seccdo 5.4 definimos a 4rea de uma regido plana como o limite de uma so-
ma de Riemann, e na Sec¢do 5.5 aprendemos que tal limite é uma integral defi-

nida. Agora que dispomos de técnicas para calcular integrais definidas, consi-
deraremos mais problemas envolvendo édreas de regides planas.

Nos exemplos a seguir expresse primeiro a medida da 4rea procurada como
o limite de uma soma de Riemann para reforgar o procedimento de construgio
dessas somas, pensando em futuras aplicagoes.
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EXEMPLO 1 Ache a drea da regido no primeiro quadrante, limitada pela curva

y=xx>+5

pelo eixo x e pela reta x = 2. Faca um esbogo.

Solugdo Veja a Figura 1, que mostra a regido, bem como um dos elemen-
tos de drea retangular.

Tomamos uma parti¢io do intervalo [0, 2]. O comprimento do i-ésimo
retangulo é A;x e a altura é £,/ + 5 unidades, onde &; é qualquer nimero
no i-ésimo subintervalo. Logo, a medida da 4rea do elemento retangular é -
EE + 5 Ax. A soma das medidas das 4reas de n de tais retingulos ¢

i EVEE+5AX
is1

que é uma soma de Riemann. O limite dessa soma quando |A| tende a zero
d4 a medida procurada da drea. O limite de uma soma de Riemann é uma inte-
gral definida que calculamos pelo segundo teorema fundamental do Cdlculo.
Seja A unidades quadradas a 4rea da regido. Entao,

A= lim Y &JEE T 5 Ax

HAll=0 i=1

= foz x+/x%+ 5 dx
3 IV H5 exdn
=43 + 597
= 407 - (9]

=127 - 55)
~ 5,27

Assim sendo, a 4rea € (27 — 5V5) unidades quadradas ou, aproximadamente,
5,27 unidades quadrada_s.

Até entdo consideramos a area de uma regido para a qual os valores funcio-
nais sdo0 ndo-negativos em [a, b]. Suponhamos agora que f(x) < 0 para todo
x em [a, b]. Entdo, cada f(&;) € um mimero negativo; assim, definimos o ni-
mero de unidades quadradas da regido limitada por y = f(x), pelo eixo x e pe-
las retas x = aex = b como

n
lim ) [—f(£)] Ax

HAll =0 i=1

0 que € igual a

—ﬁﬂma

EXEMPLO 2 Ache a drea da regido limitada pela curva
y=x%—4x

pelo eixo x e pelas retas x = 1 ex = 3,
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Solugao A Figura 2 ilustra a regido e um elemento de area retangular.”

Vamos tomar uma parti¢do do intervalo [1, 3]; o comprimento do i-ésimo
retangulo é A, x. Como x2 — 4x < 0 em [1, 3], a altura do /-ésimo retdngulo
é — (8 — 4t) = 4&; —E2 Logo, a soma das medidas das areas de n retdngu-
los é dada por

¥ - ch) ax

A medida desejada da 4rea é dada pelo limite dessa soma quando |A| tende
a 0; assim, se 4 unidades quadradas for a area da regiao,

A= lim Y (4 — &7 Ax

lla]|—0 i=1

- ff‘ (4x — x?) dx

3
=2x? — %x3]1

Entdo, a area da regido é 2 unidades quadradas.

EXEMPLO 3. Ache a 4rea da regido limitada pela curva

y=x3—2x2—-5x+6

pelo.eixo x e pelas retas x = —1ex = 2.

Solugdo A regido esta na Figura 3. Seja

fx)=x3—2x>—5x+ 6

Como f(x) > 0 quando x estd no intervalo fechado [— 1, 1] e f(x) < 0 quando
x estd no intervalo fechado [1, 2], separamos a regido em duas partes. Seja A,
o nimero de unidades quadradas na area da regido quando x estiver em
[-1, 1] e seja 4, o nimero de unidades quadradas na 4rea da regido quando
x estiver em [1, 2]. Entdo,

A = lim Y f(E)Ax

llAl[—0 i=1
=f_11f(x) dx
- fjl (x® — 2x% — 5x + 6) dx

n

, = lim Z

[lAll=0 i=1

[—f(&)] Ax

- fl —(x* — 2x% — 5x + 6) dx
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Se A unidades quadradas forem a area de toda a regido, entdo

A=A, + A,

=f_‘1(x3 —2x? — 5x +6)dx—f12(x3 —2x% — 5x + 6) dx
= [%x“ —3x> —3x* + 6)c]1_1 - [%x4 —3x —3x* + 6x:|j

=[G-3-3+6-G+3-3-0]-[4-H-10+12)-G—-3—3+6)]

A érea da regido ¢, portanto, 47 unidades quadradas.

Consideremos duas fun¢des f e g continuas no intervalo fechado [a, b] € tais
que f(x) > g(x) para todos x em [a, b]. Queremos encontrar a drea da regido
limitada por duas curvas y = f(x) e y = g(x) e pelas retas x = ae x = b. Tal
situagdo estd mostrada na Figura 4.

Tome uma parti¢do do intervalo [a, b], com o i-ésimo subintervalo tendo um
comprimento A,x. Em cada subintervalo, escolha um ponto &;. Considere o re-
tangulo tendo altura [ f(€) — g(£)] unidades e comprimento A;x unidades. Um
retangulo é mostrado na Figura 4. Ha n de tais retangulos, cada um associado
a um subintervalo. A soma das medidas das areas desses n retdngulos ¢ dada
pela seguinte soma de Riemann:

3 L&) - 6] A

Esta soma é uma aproxima¢do do que intuitivamente pensamos ser o nimero
representando a ‘‘medida da drea’’ da regido. Quanto menor o valor de |A|,
melhor sera a aproximagio. Se A unidades quadradas for a area da regido, de-
finimos

A= lim 3 [f(&) - g&)] A 0

lalj—0i=1

Como fe g sdo continuas em [a, b], assim também serd f — g; logo, o limite
em (1) existe e é igual a integral definida.

I7 0160 — 9] dx

EXEMPLO 4 Ache a drea da regido limitada pelas curvas y = x? e
y = —x + 4x.
Solugdo Para encontrar os pontos de intersec¢do das duas curvas resolve-

mos simultaneamente as equagoes e obtemos os pontos (0, 0) e (2, 4). A regido
estd na Figura 5.
Seja

fx)=—x*+4x  g(x)=x*
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Logo, no intervalo [0, 2] a curva y = f{x) estd acima da curva y = g(x). Traca-
mos um elemento de area retangular tendo [f{§) — g(£)] unidades de altura
e Ax unidades de comprimento. Entdo, a medida da drea desse retdngulo é da-
da por [A€) — g(E)] Ax. A soma das medidas das 4dreas de n desses retdngu-
los € dada pela soma de Riemann.

3 [6) — g(6)] Ax
Se A unidades quadradas for a area da regido, entdo

A= lim 3 [fE) - o] Ax

Hall—o0 i=

e o limite da soma de Riemann serd uma integral definida. Logo,
2
A= [ 1) - g(x)] dx
= foz [(—x? + 4x) — x*] dx
= f;(-—2x2 + 4x) dx
_[_2.3 2]?
= [ 3X + 2x ]0

=-1$4+8-0
=8
-3

A drea da regido é £ unidades quadradas.

EXEMPLO 5 Ache a area da regido limitada pela pardbola y2 = 2x — 2 e
pela reta y = x - S.

Solugdo As duas curvas interceptam-se nos pontos (3, —2) € (9, 4). A re-
gido estd mostrada na Figura 6.
A equagdo y? = 2x — 2 é equivalente as equagdes

y=4/2x—2 e y=—2x-2

e da primeira equacdo obtemos a metade superior da parabola, enquanto que
da segunda equagdo resulta a outra metade da pardbola. Se pusermos f,(x) =
= \2x = 2 e f,(x) = —+/2x — 2, a equagdo da metade superior da pardbola
serd y = f,(x), enquanto que y = f,(x) é a equagdo da outra parte. Se puser-
mos g(x) = x — 5, a equacgdo da reta serd y = g(x).

Na Figura 7 vemos dois elementos retangulares de area. Cada retangulo tem
a base superior na curva y = f,(x). Como a base inferior do primeiro retan-
gulo estd na curva y = f;(x), a altura sera [ f;(§;) — f;(§)] unidades. Como a
base inferior do segundo retangulo esta sobre a curva y = g(x), sua altura sera
[Ai€) — g(€)] unidades. Se desejarmos resolver esse problema usando elemen-
tos verticais e retangulares de drea, precisamos dividir a regido em duas regiGes
separadas, por exemplo, R, e R, onde R, é a regido limitada pelas curvas y =
= fix) ey = f,(x) e pelareta x = 3, onde R, é a regido limitada pelas curvas
y =fix) ey = g(x) e pela reta x = 3 (veja a Figura 8).
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Se A, foro nimero de unidades quadradas da édrea da fegiio R,, temos

A; = lim z [f1(f) f2(€1)] A;x

l1All=0 i=1
= [P [0 - 0] dx
= fls [V2x — 2 + \/2x — 2] dx
=2 f13 V2x — édx

— 200« _ Nn32]?
=3ex—272];

w|;

Se A, for o numero de unidades quadradas da drea da regido R,, temos

A, = hm z [Ai&) — g(8)] Aix

lall-
= 71469 — g0x)] dx
= f: [V2x =2 — (x — 5)] dx
= [%(2x — 232 —ix? + Sx]:

[$ % +45] - [ -3+ 15]
38
3

Logo, A, + A, = % + 3 Assim, a dreade toda a reglao ¢ 18 unidades qua-
dradas.

EXEMPLO 6 Ache a irea da regido do Exemplo 5, tomando elementos de area
retangulares horizontais. :

Solugdo A Figura 9 ilustra a regido com um elemento de drea retangular
horizontal. '

Se nas equagbes da parabola e da reta resolvermos em x,

x=%30?+2 x=y+5
Tomando ¢(y) = +(¥y* + 2)eA()) = y + 5, a equagdo da parabola pode
ser escrita como x = ¢(y) ¢ a da reta como x = A(y). Considere o intervalo
fechado [ — 2, 4] no eixo y e tome a parti¢do desse intervalo. O i-ésimo subinter-
valo terd um comprimento de A;y. No i-ésimo subintervalo [y, — 1, y], esco-
Iha um ponto §. Entdo, o comprimento do i-ésimo elemento retangular é

[A(E) — #(E)] unidades e a largura é A,y unidades. A medida da area da re-
gido pode ser aproximada pela soma de Riemann

‘—21 ['l(fz) — ¢(&)] Ay
Se A unidades quadradas for a drea da regido, entido

A= llm Z [AE) — ¢(€)] Ay

l1al| -
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Como A e ¢ sdo continuas em [—2, 4], entdo A — ¢ também serd, e o limite
da soma de Riemann é uma integral definida:

a= (" 1) - sdy
= [* [0 +9 =307 +2]ay

[ =y +2+8d

4

(M

=4[-4* +1* + 8]
(=% +16 +32) — § + 4 — 16)]
18

2

Comparando as solugdes nos Exemplos 5 e 6, vemos que no primeiro caso
temos que calcular duas integrais definidas, enquanto que no segundo caso ha
somente uma. Em geral, se possivel, devemos escolher elementos de 4rea retan-
gulares de forma a obter uma tnica integral definida. O seguinte exemplo ilus-
tra uma situa¢do onde s3o necessarias duas integrais definidas.

EXEMPLO 7 Ache a area da regido limitada pelas curvas
y=Xx—6x2+ 8xey = x? — 4x.

Solugdo Os pontos de intersecgdo das duas curvas sdo (0, 0), (3, ~3) e
(4, 0). A regido estd na Figura 10.
Seja

fx)=x>—6x2 +8x  glx)=x2 —4x

No intervalo [0, 3], a curva y = f(x) estd acima da curva y = g(x), e no interva-
lo [3, 4], acurva y = g(x) estd acima da curva y = f(x). Dessa forma, a regido
precisa ser dividida em duas regiGes separadas R, e R,, onde R, ¢ a regido li-
mitada pelas curvas no intervalo [0, 3] e R, ¢ a regido limitada pelas curvas no
intervalo [3, 4]. Se A, unidades quadradas for a drea de R, ¢ A, unidades qua-
dradas for a 4rea de R,,

A= lim 56 - @ Ax  Ax= lim 3 (o€) ~ S A

lAlj=0 i=1

assim sendo,
= P[0 — 6x7 + 8x) — (x? — 4x)] dx + f: [(x% — 4x) — (x* — 6x% + 8x)] dx

= [202 1 + 120 dx + [ (—x* + 722 — 129 dx

L

3
[lx4 —Ix*+ 6x2]0 + [—%x‘* +3x — 6x2]:

1
+ 13

#|S

1~
.

[
o|

Logo, a drea pedida é Z- unidades quadradas.
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EXERCICIOS 5.9

Nos Exercicios de 1 a 38 ache a drea limitada pelas curvas da-
das. Em cada problema, faca o seguinte: (a) desenhe uma figura
mostrando a regido e um elemento de drea retangular; (b) ex-
presse a drea da regido como o limite de uma soma de Riemann,
(c) ache o limite na parte (b), calculando uma integral definida
pelo segundo teorema fundamental do Cdlculo.

1.y = 4 — x% eixo x
2.y =x2 - 2x + 3jeixox; x = -2;x =1
3.y=4x - xjeixox; x = 1;x = 3
4.y = 6 — x — x2; eixo x
5.y = Jx + 1; eixo x; eixo y; x = 8
1 .
6.y=7—x;elxox;x=2;x=3
7.y = x2 + x — 12; eixo x
8.y =x2 - 6x + 5;eixox
9.y = senx;eixox; x = +m; x = +n
10. y = cos x; €ixo x; eixo y; x = —é—n’
11.y = sec? x; eixo x; eixo y; x = 7
12.y = cosec’ x; €iX0 X; X = 4 X = 7
13.x2= —y;y= —4
KB.yl= -x;x=-2;x= -4
15. x2 + y + 4 = 0; y = —8. Tome os elementos de area per-

pendiculares ao eixo y.

16. A mesma regido do Exercicio 15. Tome os elementos de drea
paralelos ao eixo y.

17.x2 -y + 1 =0;x — y + 1 = 0. Tome os elementos de
area perpendiculares ao eixo x.

18. A mesma regido do Exercicio 17. Tome os elementos de 4rea
paralelos ao eixo x.

19. x3=2y%, x=0,y= -2

2l y=2—x%y= —x 2. y=x%y=1x*

23 P2=x—-1;x= 2. y=x%4x*=18—y

25. y=~/x;y=x3 26. x=4—yi x=4-—4y

27,y

28. xy =y - Lix=Ly=1y=4

29. x=y> -2, x=6—y?

30. x=y* -y, x=y—y*

3. y=2x3 —3x2 —9x; y = x> — 2x* — 3x

32. 3y=x3—2x? — 15x; y = x> — 4x? — llx + 30

33 y=x34+3x2 +2x; y = 2x* + 4x

Mqoy=|x—1+3y=0x=-24x=4

35. y=cosx—senx; x=0;y=0

20. P=4dx;x=0,y=—2

36. y=Senx; y = —Senx; x = —3m x =3in
37.y=|x|;y=x2—1‘;x=—1;x=1
38-,V=|X+1|+|X|;y=0;x=—2;x=3

39. Ache, por integragdo, a area do tridngulo tendo vértices
G, D, (1,3),e(-1, =2).

40. Ache, por integragdo, a area do tridngulo tendo vértices
@3, 4, (2, 0), e (0,1).

41. Ache a 4rea da regido limitada pela reta x = 4 e pela curva
x3 — x2 + 2xy — y? = 0. (Sugestdo: resolva a equagdo ci-
bica em y em termos de x e expresse y como duas fungdes
de x.)

42. Ache a area da regido limitada pelas trés curvas y = x?2,
x=ylex+y=2
43. Ache a 4rea da regido limitada pelas trés curvas y = x2,

y=8-x%edx —y + 12 =0.

44. Ache, por integragdo, a area do trapézio tendo vértices
(-1, -1,2,2,06,2)e@, =-1.

45. Ache a area da regido limitada pela curva y = sen x, pela
reta y = 1, e pelo eixo y a direita do eixo y.

46. Ache a area da regido limitada pelas curvas y = sen x e
y = cos x entre dois pontos de intersec¢do consecutivos.

47. Ache a area da regido limitada pela curva y = tg? x, pelo
eixo x e pela reta x = %n.

48. Ache a 4drea da regido acima da pardbola x? = 4py e
dentro do tridingulo formado pelo eixo x e pelas retas
y=x+8pey= —-x+ 8p.

49. Ache a area da regido limitada pelas parabolas
y2 = 4px e x? = 4py.

50. Ache a taxa de varia¢do da medida da area do Exercicio 48

em relagdo a p quando p = %

51. Ache a taxa de variagdo da medida da area do Exercicio 49
em relagdo a p quando p = 3.

52. Determine m de tal forma que a regido acima da reta

= mx e abaixo da pardbola y = 2x — x? tenha uma 4rea
de 36 unidades quadradas.

53. Determine m de tal forma que a regido acima da curva
y = mx¥m > 0), a direita do eixo y e abaixo daretay = m
tenha uma area de K unidades quadradas, onde K > 0.

54. Se A unidades quadradas for a area da regido limitada pela
parabola y2 = 4x e pelareta y = mx(m > 0), ache a taxa
de variagdo de A em relagdo a m.

5.10 INTEGRACAO

NUMERICA

Quando aplicamos o segundo teorema fundamental do Calculo para avaliar uma
integral definida, é necessdrio obter uma integral indefinida. Na Sec¢do 5.8 cal-

culamos a integral indefinida com as técnicas apresentadas nas Secgdes 5.1 e
5.2. Embora vocé va aprender métodos adicionais para a obtenc¢ao de integrais
indefinidas no Capitulo 9, ainda restardo algumas func¢des para as quais uma
integral definida ndo pode ser calculada com exatiddo, se forem usadas fungGes
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elementares. Exemplos de tais integrais definidas sdo

fol V1 + x*dx f:lz sen x2 dx

Outros exemplos encontram-se nos exercicios. Nessa Sec¢do vamos aprender
dois métodos para calcular um valor aproximado de uma integral definida de
uma fungao que é continua num intervalo fechado. Esses métodos freqiiente-
mente ddo uma precisdo razoavelmente boa e variagdes deles sdo usadas para
o calculo de integrais definidas em computadores e calculadoras programadveis.
O primeiro método é conhecido como regra do trapézio.

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a, b]. A integral defini-

a Sb f(x) dx é o limite de uma soma de Riemann; isto ¢
{7 ey dx = lim Z} f(E) Ax

A interpretagdo geométrica da soma de Riemann
3 @) Ax

€ que ela ¢ igual & soma das medidas das dreas dos retdngulos que estdo acima
do eixo x, mais o negativo da medida das areas dos retangulos que estao abaixo
do eixo x (veja a Figura 3 da Secgdo 5.5).

Para aproximar a medida da drea de uma regido usaremos trapézios em vez
de retangulos. Vamos também usar parti¢ées regulares e valores funcionais em
pontos igualmente espagados.

Assim, para a integral definida Sb f() dx, dividimos o intervalo [a, b] em

n subintervalos cada um com comprimento Ax = (b — a)/n. Obtemos os se-
guintespontos (n + 1):x, = a, x, = a + Ax, X, = a + 2Ax, ..., x; = a +

+ iAx, . -1 = a + (n — 1)Ax, x, = b. Entdo, a integral definida gb fx) dx

pode ser expressa como a soma de n integrais definidas da seguinte maneira:

Lbf(x)dxzﬂx'f(x)dx+Ltzf(x)dx+...+Lti_’f(x)dx+...+£:_lf(x)dx 1)

Para interpretar (1) geometricamente, consulte a Figura 1, na qual f(x) > 0
para todo x em [a, b]; contudo, (1) é valida para toda fungdo continua em [g, b].

Entdo, a integral Sx‘ J(x) dx ¢ a medida da drea da regido limitada pelo eixo
x, pelas retas x = a e x = x, ¢ pela parte da curva de P, a P,. Esta integral

Yy
p, P
1 _./.,\
?/
(@] X; Xz X3 Xig X; Xp—zXn—y N\ x

a= Xxg Xp =
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pode ser aproximada pela medida da drea do trapézio formado pelas retas
X = a,x = Xx,, PP, e pelo eixo x. Por uma férmula da Geometria, a medida
da drea desse trapézio é

3[f(xo) + f(x)] Ax

Analogamente, as demais integrais do segundo membro de (1) podem ser apro-
ximadas pela medida da area de um trapézio. Para a i-ésima integral,

o SOy dx =3[ f (o) + f(x)] Ax

Assim sendo, se usarmos essa expressao para cada uma das integrais do se-
gundo membro de (1), teremos

Lb fx)dx =~ 2[f(xo) +f0c)] Ax + 2[f0x1) + f(x2)] Ax + .+ 3 S 2) + (- )] Ax + 3 (%o 1) + f(x)] Ax

5.10.1 TEOREMA
A Regra do Trapézio

Tabela 1

i X; Sx) k; k; - f(x))
0 0 0,0625 1 0,0625
1 0,5 0,0615 2 0,1230
2 1 0,0588 2 0,1176
3 1,5 0,0548 2 0,1096
4 2 0,0500 2 0,1000
5 2,5 0,0450 2 0,0900
6 3 0,0400 1 0,0400

6

Logo,
J2 710y dx = AN fx0) + 2 (x1) + 200) + - + D (xemy) + f(x)]

Essa formula é conhecida como a regra do trapézio e vamos enuncia-la formal-
mente no teorema a seguir.

Se a fungao S for continua no intervalo fechado [, b] e 0s nimeros a = xo,
Xiy Xpy voey Xy = b formarem uma partxcao regular de [a bl,. entao

b
Lf(x) dx = o

[f(xo) + 2f(x) ,+ 2f(x) + ... + 2f(xn )+ fx)]

EXEMPLO 1 Ache uma aproximagio para

3 dx

o 16 + x?
usando a regra do trapézio com n = 6. Expresse o resultado com trés casas
decimais. '

Solucdo Como [a, b] = [0,3]en = 6,
b—a b—a 3—0

Ax =
x n 2n 12
~3-0 = 0,25
6
=0,5
Logo,

*od
L 6 e 2 0[S x0) + 2x1) + 2(2) + 2(x) + 2xe) + Y(xs) + fx)]

onde f(x) = 1/(16 + x?). O célculo da soma entre colchetes acima est4 na Ta-
bela 1, cujos valores podem ser obtidos usando uma calculadora. Assim,

TR 0.25)0.6427
016+x2~(’ )(9 )
= 0,1607
~ 0,161
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Para obter um valor exato dessa integral definida é necessdria uma técnica que
vocé aprendera na Secgdo 8.3. O valor exato até quatro casas decimais € 0,1609.

Para considerar a precisdo da aproximac¢io de uma integral definida pela re-
gra do trapézio, devemos ter em mente dois tipos de erros. Um deles é cometido
quando aproximamos o grafico da fungio por segmentos de retas. O termo er-
ro de truncamento ¢ usado para denomina-lo. O outro tipo de erro, que é inevi-
tavel, ¢ o chamado erro de arredondamento. Ele surge porque nimeros com
finitas casas decimais sdo usados para aproximar nimeros reais. A medida que
o valor de n (nimero de subintervalos) aumenta, a precisio de aproximagdo
da 4rea da regiao por dreas de trapézios é maior, assim o erro de truncamento é
reduzido. Porém, a4 medida que aumenta », sdo necessarios mais calculos, o
que acarreta um aumento no erro de arredondamento. Através de métodos de
andlise numérica ¢ possivel, num dado problema, determinar o valor de n que
minjmiza os erros combinados. Obviamente, o erro de arredondamento é afe-
tado pela maneira como séo realizados os calculos. O erro de truncamento po-
de ser estimado por um teorema. Provamos primeiro que quando Ax tende a
zero € n aumenta indefinidamente, o limite da aproximagdo pela regra do tra-
pézio é o valor exato da integral definida. Seja

=3 Ax[f(x0) + 2f(xy) + ... + 2f(x,—1) + f(x)]

Entéo,

T=[f0x) + flx2) + ... + ()] Ax + 2[flxo) — f(x,)] Ax
< T= .; Jx) Ax +3[ fla) — f(b)] Ax

Logo,sen—» +o e Ax > 0,

lim T = lim Z f(x) Ax + llm i f(@) — f(b)] Ax

Ax—0Q Ax—0 i=1

=Lf(x)dx+0

Assim, podemos tornar a diferenca entre T e o valor da integral definida tio
pequena quanto desejarmos, tomando » suficientemente grande (e, em conse-
qii€éncia Ax suficientemente pequeno).

O teorema a seguir, provado em andlise numérica, fornece um método para
estimar o erro de truncamento cometido quando usamos a regra do trapézio.
Vamos denotar o erro de truncamento por e;.

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a, b], e f’ e f” ambas exis-
tem em [a, b]. Se

e = Sbf(x) dx — T
a B
onde T é o valor aproximado de Sb JS(x) dx encontrado pela regra do trapézio,
entdo existe algum nimero » em [a, b] tal que

er = — 47 (b — a) f"(n) (Axp @

EXEMPLO 2 Ache um intervalo em que se situa o erro de truncamento no
resultado do Exemplo 1.
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Solugédo Encontramos primeiro os valores maximo € minimo absolutos de

S7(x) em [0, 3].

fx)=(16 + x*)~!
f(0) = —2x(16 + x?) "2
/(%) = 8x%(16 + x?)™3 — 2(16 + x?)™2
= (6x% — 32)(16 + x*)~3
(0 = —6x(6x* — 32)(16 + x3)™* + 12x(16 + x?) 3
= 24x(16 — x2)(16 + x2)~*

Como f” (x) > 0 para todo x no intervalo aberto (0, 3), entdo f” é crescente
no intervalo aberto (0, 3). Logo, o valor minimo absoluto de f” em [0, 3] é
S”(0), e o valor maximo absoluto de f” em [0, 3] é f”(3).

FO =t o2

o128 ~ 15.625

Tomando n = 0 no segundo membro de (2), obtemos

3 1 \1 _ 1
12\ 128/4  2.048
Tomando 5 = 3 no segundo membro de (2), obtemos

3 22 1 11
12 (15.625) 4~ T125.000
Assim, sendo e 0 erro de truncamento no resultado do Exemplo 1, encon-
tramos
____.1_1__ <er < __1_
125.000 =T 2,048

—0,0001 < €7 < 0,0005

Se no Teorema 5.10.2 f(x) = mx + b, entdo f”(x) = 0 para todo x. Logo
er = 0; assim, pela regra do trapézio temos o valor exato da integral definida
de uma fungio linear.

-Outro método para aproximar o valor de uma integral definida é dado pela
regra de Simpson (chamada algumas vezes de regra parabdlica), em homena-
gem ao matematico britdnico Thomas Simpson (1710-1761). Para uma dada par-
ticdo do intervalo fechado [a, b], a regra de Simpson d4 usualmente uma me-
lhor aproximacgdo do que a regra do trapézio. Na regra do trapézio, pontos su-
cessivos no grafico de y = f(x) sdo conectados por segmentos de reta, enquan-
to que na regra de Simpson os pontos sdo conectados por segmentos de parabo-
las. Antes de desenvolver a regra de Simpson, vamos enunciar e demonstrar
um teorema que sera necessario.

Se Py(xo, Yo), P, G ) € Po(xy, ,) forem trés pontos ndo-colineares sobre a
parabola com a equagdo y = Ax2 + Bx + C,ondey, =2 0,y, =2 O0ey, = 0,
X, = X+ hex, = x, + 2h, entdo a medida da édrea da regido limitada pela
parabola, pelo eixo x e pelas retas x = x, e x = Xx, sera dada por

Th (% + 4y, + »)
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Integracdo e a Integral Definida

Prova A parabola cuja equagdo é y = Ax?2 + Bx + C tem um eixo vertical.
Veja a Figura 2, que mostra a regido limitada pela parabola, pelo eixo x e pelas
retas X = x, € X = Xx,.

Como P,, P, e P, sdo pontos sobre a parabola, suas coordenadas satisfazem
a equagao da parabola. Assim, quando substituimos x, por x, + A e x, por
X, + 2h, temos

yo = AXOZ + on =+ C
y1 = Alxo + h)*> + B(xg + h) + C
= A(X()z + zth + hZ) + B(xO + h) + C
V2 = A(xq + 2h)* + B(xo + 2h) + C
= A(xo% + 4hxy + 4h%) + B(xy + 2h) + C
Logo,
Yo + 4y, + y, = A(6x¢? + 12hx, + 8h?) + B(6x, + 6h) + 6C (3
Agora, se K unidades quadradas for a drea da regido, entdo K podera ser

calculado como o limite de uma soma de Riemann e teremos

K= lim Y (&2 + BE + C) Ax

Hall=0 i=1
= J:“’Hh (Ax? + Bx + C) dx
0

xo+2h

14x3 4+ 1iBx? + Cx]
X0

=3A(xo + 2h)* + $B(xo + 2h)* + C(xq + 2h) — 3Ax,> + 1Bxy? + Cx,)
= 3h[A(6xo> + 12hx, + 8h?) + B(6xo + 6h) + 6C]

Substituindo, de (3), nessa expressdo, para K obtemos

K= %h(YO + 4}’1 + y2) |

Seja fuma fun¢do continua no intervalo fechado [a, b]. Consideremos uma
parti¢do regular do intervalo [a, b} com n subintervalos, onde n é par. O com-
primento de cada subintervalo é dado por Ax = (b — a@)/n. Vamos denotar
os pontos sobre a curva y = f(x), cujas abscissas sdo os pontos da parti¢do
Py(x,, ¥o)s Pi(xy, ¥1)s..., Po(x,, y,); veja a Figura 3, onde f(x) > 0 para todo
x em [a, b].

Y
P6
ay;
/ \\ Py P,
1 P, P.F/ P ==
2T\ 45y n-2 M‘r .
Po 71N P, Py o] e N
g ! = | boly=1
I : l f
I i | !
| } |
| | I |
[ | | |
| i | 1
| i | |
I 1 ] 1 X
o a=XX X X X X X X2 X1 %y

FIGURA 3
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Aproximamos o segmento da curva y = f(x) de P, a P, pelo segmento da
parabola com eixo vertical e passando pelos pontos P,, P; ¢ P,. Entio, pelo
Teorema 5.10.3, a medida da area da regiao limitada por essa pardbola, pelo
eixo x e pelas retas x = x, e x = x, com 2 = Ax, ¢ dada por

3Ax(yo + 4y, +y;) ou §Ax[f (xo0) + 4f(x1) + f(x)]

Analogamente, aproximamos o segmento da curva y = f(x) de P, a P, pelo
segmento da parabola com eixo vertical e que passa pelos pontos P,, P, ¢ P,.
A medida da drea da regido limitada por essa parabola, pelo eixo x e pelas retas
X = x,ex = x, é dada por

$Ax(y, + 4y; + y,) ou 3 Ax[ f(x2) + 4(x3) + f(x,)]

Esse processo continua até que se obtenha —-n de tais regides € que a medida
da drea da ultima regido seja dada por

%Ax(yn—Z + 4yn-l + yn) ou %Ax[f(xn-z) + 4f(xn—l) + f(xn)]

A soma das medidas das dreas dessas regiGes aproxima a medida da drea da

regido limitada pela curva cuja equagido € y = f(x), pelo eixo x e pelas retas
x = aex = b. A medida da drea dessa regido é dada pela integral definida

Sb f(x) dx. Entdo, temos uma aproximac¢do da integral definida.
a

3 Ax[f(xo) + 4f(x1) + f(x2)] + § Ax[f(x2) + 4f(x3) + f(x)] + ...
+ 3 AX[f(n-0) + H(xa3) + [(xn22)] + § AX[f(xa-3) + 4f(%a-1) + f(x2)] -

Assim,

J7 00 dx ~ E AXLfx0) + 4f(x0) + 2 03) + 4(x3) + 2(x0) + ... + Ylxp—) + H(xa-1) + f5,)]

5.10.4 TEOREMA
Regra de Simpson

onde Ax = (b — a)/n.
Essa férmula é conhecida como regra de Simpson. Seu enunciado formal se-
ra dado no préximo teorema.

de [a, b], entdo

‘Se a fungdo f for continua no intervalo fechado [a, ], n for um inteiro par
,€.08 NUMEros @ = Xg, Xy, X35 ..., X,_;, X, = b formarem uma parti¢io regular

[0 fo0 dx = 2 (1) + 4700) + 2/0) + A7) + 2x) + .

‘7 + 2f(xn—2) + 4f(xn—l + f(xn)]

EXEMPLO 3 Use a regra de Simpson com n = 4 para aproximar o valor de
2 dx
ox+1
Solugdo Aplicando a regra de Simpson com n = 4, temos .
Ax=b_a b—a=1—0
n 3n 34)
1-0 =45




Tabela 2

i Xi J(x) k; ki f(x)
0 0 1,00000 1 1,00000
1 0,25 0,80000 4 3,20000
2 0,5 0,66667 2 1,33334
3 0,75 0,57143 4 2,28572
4 1 0,50000 1 0,50000

$ kif(x) = 8,31906
i=0

5.10.5 TEOREMA

Integragdo e a Integral Definida

Logo, se f(x) = 1/(x + 1),

j xd_;c T~ 12 flxo) + 4f(x)) + 2f(x;) + 4f(x3) + f(x4)]
0

Os resultados da expressﬁo entre colchetes no segundo membro, obtidos com
uma calculadora, estdo na Tabela 2. Portanto,

bodx
J T+ 1 12 (8,31906)
0

~ 0,69325+

Arredondando o resultado para quatro decimais, obtemos
' d
f X ~0,6933
o X+ 1

Na Secg¢do 7.1 vocé aprenderad a calcular o valor exato dessa integral definida
com aproximagio de até quatro casas decimais, que é 0,6931. Nossa aproxima-
¢do coincide com o valor exato nas primeiras trés casas e o erro de aproximagao
é —0,0002. '

Ao aplicar a regra de Simpson, quanto maior tomarmos o valor de n, menor
sera o valor de Ax e assim, geometricamente parece evidente que menor sera
o erro de truncamento da aproximacdo, pois a pardbola, passando por trés pon-
tos de uma curva que estdo proximos um do outro, esta préoxima da curva em
todo subintervalo de comprimento 2Ax.

O teorema a seguir provado em andlise numérica, apresenta um método para
determinar o erro de truncamento ao aplicar a regra de Slmpson Esse erro sera
denotado por e;.

Seja f uma fun¢do continua no intervalo fechado [a, b], ef, f”, f”’ e f to-
das existem em [a, b]. Se

= Szf(x) dx — §

onde S é o valor aproximado de Sb Sx) dx encontrad‘o pela regra de Sinipson, .

entdo existe algum numero 5 em [a, b] tal que

es = — wold — a) fY()(Ax) 4
EXEMPLO 4 Ache um intervalo em que se situa o erro de truncamento no
Exemplo 3.

Solugéao

)=+
fx)=—-1lx+1)"?
fx)=2x+1"3

) = —6(x + 1)7*
F9(x) = 24(x + 1)7°
f9x) = —120(x + 1)~°
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Como f¥ (x) < 0 para todo x em [0, 1], f®™ é decrescente em [0, 1]. Assim
o valor minimo absoluto de f estd no extremo direito 1, e o valor maximo
absoluto de f®™ em [0, 1] estd no extremo esquerdo 0.

SMO =24 e gAY =3
Substituindo no segundo membro de (4)  por 0, obtemos
—185(b — @S MO0)(AX)* = — 529D
~ —0,00052
Substituindo no segundo membro de (4) y por 1, obtemos

‘ w(axyt = — 3 (LY
~ g5 b~ VB = — 4(4>

Assim, ~ —0,00002

—0,00052 < €5 € —0,00002

Essa desigualdade estd de acordo com a discussio do Exemplo 3, com res-
peito ao erro na aproximagio de S; dx/(x + 1) pela regra de Simpson, pois
—0,00052 < -0,002 < — 0,00002.

Se f(x) for um polinémio de grau trés ou menos, entdo f™ (x) = 0 e, por-
tanto, ¢; = 0. Em outras palavras, a regra de Simpson d4 um resultado exato
para um polinémio do terceiro grau ou menor. Essa afirmativa é geometrica-
mente Gbvia se f(x) for do segundo ou do primeiro grau, pois no primeiro caso
o grafico de y = f(x) é uma pardbola ¢ no segundo, é uma reta.

P r_ . . . b
Os métodos numéricos podem ser aplicados para aproximar S Sf(x) dx, mes-
a

mo quando ndo conhecemos uma férmula para f(x), contanto que, é claro, te-
nhamos acesso a alguns valores de fungéo. Tais valores sdo, muitas vezes, obti-
dos experimentalmente. O exemplo a seguir envolve essa situagdo’

EXEMPLO 5 Uma particula movendo-se ao longo de uma reta horizontal tem
uma velocidade de v(f) m/s em ¢ s. A Tabela 3 apresenta valores de v(f) para
intervalos de tempo de 4 s, num periodo de 4 s. Use esses valores e a regra de
Simpson para determinar a distdncia aproximada que a particula percorre du-
rante 4 s.

Tabela 3 )
t 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
v(D) 0 0,15 0,35 0,55 0,78 1,02 1,27 1,57 1,90

Solucdo O numero de metros que a particula viaja durante 4 s é S: v(Hdt.
Da regra de Simpson com n = 8, temos

b—a b—a_4—0

Ax=—) 3n 24

1
8 6
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Portanto,

Integracdo e a Integral Definida

S: v(p) dt =+ [v(0) + 4v(1) + 2v(2) + 4v(3) + 2v(4) + 4v(5) + 2v(6) + 4v(7) + v(8)]

=+ [0+4(0,15) +2(0,35) + 4(0,55) + 2(0,78) + 4(1,02) + 2(1,27) + 4(1,57) + 1,90]

~1119,86]
=3,31

Assim, a particula percorre aproximadamente 3,31 m durante 4 s.

EXERCICIOS 5.10

Nos Exercicios de 1 a 12, calcule o valor aproximado da integral
definida dada pela regra do trapézio com o valor de n indicado.
Expresse o resultado com trés casas decimais. Nos Exercicios de
1 a 4, ache o valor exato da integral definida e compare-o com
a aproximagado.

1. f:xsdx;n=4 2. J‘ozx\/4¥x2 dx;n=38
3 fon cos xdx;n =4 4. f:senxdx;n =6

r2 10
5. i’—c—;n=5 6.J. dx sn=

Ji o x , 14+x

r d
N . S 8.f23\/1+x2dx;n=6

f3n)2

9. SnX dx;n=6 10. f‘ J+2dcn=4
Jf2 X 0

1L [T+ x*dsn=6 12.J SN X ixin=6
° o 1 +x

Nos Exercicios de 13 a 18, ache um intervalo em que se situa o
erro de truncamento na aproximacdo do exercicio indicado.

15. Exercicio 3
18. Exercicio 8

14. Exercicio 4 -
17. Exercicio 5

13. Exercicio 1
16. Exercicio 6

. 2 " ..
19. Aproxime So X3 dx com trés casas decimais pela regra de

Simpson, com n = 4. Compare o resultado com aquele ob-
tido no Exercicio 1, e observe que a regra de Simpson leva
a resultados mais precisos do que a regra do trapézio com
o mesmo nimero de subintervalos.

. n ~ . .
20. Aproxime So sen x dx com trés casas decimais pela regra de

Simpson, com n = 6. Compare o resultado com aquele ob-
tido no Exercicio 4 e observe que a regra de Simpson leva
a resultados mais precisos do que a regra do trapézio com
o mesmo nuimero de subintervalos.

Nos Exercicios de 21 a 24, aproxime a integral definida pela re-
gra de Simpson com o valor indicado de n. Expresse o resultado
com trés casas decimais.

° 4 0 d
21.J X n=4 22. I S

-1 l=x —2 T = %2

14 2 g
8| o in=4 u | Zin=3
o X +x+1 1 x+1

Nos Exercicios de 25 a 28, ache limitantes para o erro de trunca-
mento na aproximagdo do exercicio indicado.

25. Exercicio 19 26. Exercicio 20
27. Exercicio 21 28. Exercicio 24

Cada uma das integrais definidas nos Exercicios de 29 a 34 néo Do-
de ser calculada exatamente em termos das fungdes elementares.
Use a regra de Simpson com o valor indicado de n, para encon-
trar um valor aproximado. da integral definida dada. Expresse
o resultado com trés casas decimais.

3n/2
29.[ SeNX ix;in=6 30. [T+ dxn=6

nf2 X
a1 [P VT+ P dxn=4 3. fo‘ N—xXPdgn=4

2 dx /2
33. —_—;n=28 34. Jsenxdx;n=6

L V14 x3 fo

35. Mostre que o valor exato da integral S: N4 — Pdxénm,

interpretando-a como a medida da area de uma regido. Apro-
xime a 4rea integral definida pela regra do trapézio com n=38.
Dé o resultado com trés casas decimais e compare o valor
assim obtido com o valor exato.

36. Mostre que o valor exato da integral S:) 4J1 - X dxén

interpretando-a como a medida da drea de uma regido. Use
aregra de Simpson com n.= 6 para obter uma aproximagao
do valor da integral definida com trés casas decimais. Com-
pare os resultados.

Nos Exercicios 37 e 38, os valores das fungées f(x) foram obti-
dos experimentalmente. Com a hipdtese de que f é continua em

[0, 4], aproxime S: f(x) dx por (a) a regra do trapézio e (b) a

regra de Simpson.

3. x |0 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
f) | 3,25 4,17 4,60 3,84 -3,59 4,23 4,01 3,96 3,75

38. x |0 04 08 1,2 1,6 2,0 2,4 2,8 3,2 3,6 4,0

fx) |84 8179 75 76 7,2 68 63 6,5 6,0 5,7




Exercicios de Revisdo do Capitulo 5

Nos Exercicios 39 e 40, use a regra de Simpson para aproximar
a drea da regido sombreada na figura.

39. y

- 2,549

©,3,2)

(o}

41. Uma mulher levou 10 min para dirigir de sua casa ao super-
mercado. A cada intervalo de 1 min ela olhava o velocime-
tro, e suas leituras sdo dadas na tabela a seguir, onde v(f)
quildmetros por hora foi a leitura ¢ min depois que ela saiu
de casa. Use a regra de Simpson para aproximar a distincia
da casa da mulher até o supermercado.

|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v(t),O 30 33 41 38 32 42 45 41 37 22
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42. A forma de um estacionamento é irregular e o comprimento
do terreno de oeste a leste é 240 m. No extremo oeste do ter-
reno a largura € de 150 m e no extremo leste é de 175 m. Em
40, 80, 120, 160 e 200 m do extremo oeste, as larguras sdo
154, 158, 165, 163 e 172 m, respectivamente. Use a regra de
Simpson para aproximar a area do estacionamento.

43. Ache a 4rea da regido limitada pelo lago da curva cuja equa-
¢do ¢ y? = 8x* — x°. Calcule a integral definida pela regra
de Simpson com n = 8 e expresse o resultado com trés casas
decimais. .

44. Aplique a regra de Simpson para a integral definida Sk S dx,

a
onde f(x) ¢ um polindmio de terceiro grau, para provar a fér-
mula prismoidal:

b - b
f fdx =2 [f(a) +af (%) - f(b)]

Nos Exercicios de 45 a 48, calcule a integral definida por dois mé-
todos: (a) use a formula prismoidal dada no Exercicio 44; (b) use
0 segundo teorema fundamental do Cdlculo.

3 6
45. fl (@x3 — 3x2 + 1)dx 46. fz (2x3 — 2x — 3)dx
a7. 7 (x*+3x* = 2x - 6)dx 48, 7,63 + X7 —ax — 2)dx
49. Suponha que fseja uma fun¢ido continua no intervalo fecha-
do [a, b]. Sejam T e S os valores aproximados de Sb S dx
a
pelas regras do trapézio e de Simpson, respectivamente, usan-
do para ambas a mesma parti¢cdo do intervalo [a, b]. Mostre
que
S =3[T + Ax(flx,) + f(x3) + f(x5) + . + flx,-,))]

onde n é par.

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 5

Nos Exercicios de 1 a 24, execute a antidiferenciagdo, isto é, cal-
cule a integral indefinida.

1. f(2x3 —x2 + 3)dx

3. f(4y+6\/;)dy 4. f3z-2dz

2. f(5x4+ 3x — 1) dx

5. [sen 3t t 6. fse"‘/v‘” dw
N
7. fcosz X sen x dx 8. fﬁ(l + x?) dx

9.[(%—%)@ 10.{(%—%0(1:

11. fo(Z + 3x?)% dx 12. fx“\/xs — ldx

. J( | )dx 14. fe/7w + 3 dw
Jsx
s X3+ x 16. f(x‘ + x)Vx2 + 3 dx

2 fz sec? t? dt

S 18
17. ds
.[ V2s+3

19. ftgz 39 do 20. f(3cotg22x~ 2cosec?3x)dx

a1, Jde 22. fsen’ 20 cotg 20 do

COS X
x3+2 1
24.[( ,‘(3 ) X—x—zd.\'

23. j\/4x +3(x? + 1) dx
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Nos Exercicios de 25 a 28, ache o valor exato da integral definida
usando a definicdo; ndo use o teorema fundamental do Cdlculo.

25. f: (3x2 — 1) dx
27. f_‘z (3 + 2x) dx

26. fo‘ (2x% + 4x + 1) dx
28. ff](xz—])zdx

Nos Exercicios de 29 a 38, calcule a integral definida, usando o
segundo teorema fundamental do Cdlculo.

29. f_zz (3

12xdx
31.
f =17
n/6
3. sen 26 df
o cos?26
7 2
35'I x* dx
-14/Xx+2

37. fonlz (tg? 3x + sec® 1x) dx

— 31 dt

5
d
30, f _ Ay
1 /2y — 1
32. 7 2x/7 ¥ 2 dx
34. L’;} sen? 1t cos 1t dt
ydy

2
36.
_[1 V5—y

38. [ (1~ cos6) cosec26d6

Nos Exercicios de 39 a 42, ache a solucdGo completa da equacio
diferencial dada.

d &2
39. xzy'é =(y? — 1) 40. d—{- = 12x2 — 30x
PR . YNy
dx? dx yv2x% + 1

43. Calcule S (x* + 1)2x% dx por dois métodos: (a) tome

= x* + 1; (b) calcule primeiro (xX* + 1)2. Compare -0s
resultados e explique a diferenca na aparéncia das respos-
tas obtidas em (a) e (b).

44. Calcule S (4%4x3 dx como S uS du e como S 4x%7 dx, e
compare os resultados.

45. A inclinagdo da reta tangente num ponto (x, y) de uma cur-
va é 10 — 4x e o ponto (1, —~1) estd na curva. Ache uma
equacgdo da curva.

A6. A fun¢do custo marginal para determinada mercadoria é da-
da por C'(x) = 6x — 17. Se o custo de produgido de 2 uni-
dades for $25, ache a func¢do custo total.

47. A fungio rendimento marginal para certo artigo é dada por
R’ (x) = —x2 — 10x + 12. Ache (a) a fungdo rendimento
total e (b) uma equacio envolvendo p e x (a equagido de de-
manda) onde x unidades sdo demandadas quando p for o
pre¢o por unidade.

48. A matricula em certa universidade vem crescendo a uma ta-
xa de 1.000 (¢ + 1)~!“2 estudantes por ano desde 1985. Se
a matricula em 1988 foi de 10.000, (a) qual foi a matricula
em 1985 e (b) qual serd a matricula em 1993 se ¢ esperado
que ela cresca & mesma taxa?

49. O volume de um baldo estd crescendo de acordo com a fér-

dv

mula — =

i t+1

+ 41, onde V cm? ¢ o volume do

Integracdo e a Integral Definida

baldo em 7s. Se V = 33 quando ¢ = 3, ache (a) a férmula
para V em termos de #; (b) o volume do baldo em 8 s.
50. Suponha que determinada empresa estime o crescimento de

—_ 13
dt = 2(t—-1)*7,

onde S milhdes € a receita bruta das vendas daqui a ¢ anos.
Se a receita bruta das vendas do ano corrente for de 8 mi-
lhdes, qual devera ser a receita bruta esperada daqui a 2 anos?

51. E 31 de julho ¢ um tumor vem crescendo dentro do €orpo
de uma pessoa de tal forma que ¢ dias desde 1° de julho
o volume do tumor estard aumentando a uma taxa de
—& (¢ + 6)/2 cm? por dia. Se o volume do tumor em 4 de
julho era de 0,20 cm?, qual serd o volume hoje?

52. Depois de pesquisar, certo fabricante determinou que se x
unidades de um dado artigo forem produzidas por dia, o custo
marginal serd dado por C’(x) = 0,3x — 11 onde C(x) é o
custo total da produgdo de x unidades. Se o prego de venda
do artigo for fixado em $19 por unidade e o custo geral for
$100 por dia, ache o lucro maximo didrio que podera ser
obtido.

53. Um fabricante de brinquedos tem um novo brinquedo para
langar no mercado e deseja determinar o prego de venda pa-
ra o brinquedo, tal que o lucro total seja méximo. Pela analise
do prego e da demanda de outro brinquedo similar, ele previu
que se x brinquedos forem demandados quando p for prego

sua receita devido as vendas pela férmula —

unitario, entdo —Z% = - %%, ¢ a demanda deverd

ser 1.800 quando o prego for $10. Se C(x) for o custo total
da produgdo de x brinquedos, entdo C(x) = x + 7.500.
Ache o prego que devera ser fixado para que o lucro do fa-
bricante seja maximo.

Nos Exercicios 54 e 55 uma particula move-se em linha reta, s crn
€ a distancia orientada da particula & origem em ts, v cm/s é a
velocidade da particula em t s e a cm/s? é a sua aceleracdo em f s.

S4.a =3t + 4, v=5es =0,quando t =
§ em termos de ¢.

55.a =6cos2t;v=3es =4,quando t =
em termos de ¢.

56. Desprezando a resisténcia do ar, se um objeto cai de um avido
a uma altura de 9.000 m acima do nivel do mar, quanto tem-
po levard para o objeto atingir a 4gua?

57. Suponha que uma bala seja disparada verticalmente para bai-
xo pelo avido mencionado no Exercicio 56, com uma veloci-
dade na boca da arma de 750 m/s. Desprezando a resistén-
cia do ar, quanto tempo levard para a bala atingir a 4gua?
Uma bola ¢ atirada verticalmente para cima do telhado de
uma casa, 19 m acima do solo, com uma velocidade inicial
de 14 m/s. (a) Quanto tempo levar4 para a bola atingir a al-
tura méxima, e (b) qual serd a altura maxima? (¢) Quanto
tempo levard para a bola atingir o solo e (d) com que veloci-
dade ela o atingird?

§9. Suponha que a bola do Exercicio 58 seja atirada para baixo
com uma velocidade inicial de 14 m/s. (a) Quanto tempo
ird decorrer até a bola atingir o solo e (b) com que veloci-
dade ela o atingira?

0. Expresse v e

e
5 Expresseves
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Exercicios de Revisdo do Capitulo 5

60. Suponha que a bola do Exercicio 58 caia de cima da casa.
(a) Quanto tempo ird decorrer até ela atingir o solo e (b) com
que velocidade ela o atingird?

Nos Exercicios 61 e 62, ache as somas.

100 41 '
62. Z (3i—1-=33i+2)
i=1

61. Y 2i(i® — 1)
i=1

n
2
63. Prove que 'Zn 3= ( '21 i> , € verifique a férmula
i = i =
paran = 1,2e 3.

64. Expresse como uma integral definida e calcule:
n

lim _21

, (8i/n*?) (Sugestdo: considere a fungio
n - +wx i

ftal que f(v) = V3.

65. Mostre que cada uma das desigualdades é valida:

-1 -1 2 2 .
@ | e[ L[
2 x—=3 — X 10X L x—=3
5 d >d
(C)J SN el
4 X—3 4 X
66. Se
0 seag<x<e
fx)=<k sex=c

1 sec<x<gb
prove que f ¢ integravel em [a, b) e Sb Sf&x)dx = b — ¢, ndo

importando o valor de k.

Nos Exercicios 67 e 68, aplique o Teorema 5.6.9 para achar um
intervalo fechado contendo o valor da integral definida dada.

67. [ Jeostdi 68. [, /2 =3x7 + 1 dx
Nos Exercicios 69 e 70, calcule a integral definida.

69. [ |x— 2 dx 70. {7, xx — 3] dx

Nos Exercicios de 71 a 74, calcule a derivada.

d (4 d [* 4
71. — 32— 4)32 4t 72. — —dt
dx”( ) dx J_ 1+ ¢

d 1
73. — —dt x>0
dx ), t
d *sec x
74. — 2 —1dt O<x<in
dx J,

75. Ache o valor médio da fung¢do co-seno no intervalo fechado
[a, a + 2rl.

76. Interprete o teorema do valor médio para integrais (5.7.1),
em termos do valor de uma fun¢do média.

77.Se f(x) = x2+/x — 3, ache o valor médio de fem [7, 12).

78. (a) Ache o valor médio da fungio f definida por SJx) = 1/x2
no intervalo [1, 7). (b) Se A for o valor médio encontrado
na parte (a), ache lim A4.

r - 400
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79. Um corpo cai do repouso e percorre uma distincia de s m
antes de atingir o solo. Se a tnica for¢a agindo sobre ele
¢ a da gravidade, o que lhe da uma acelerac¢do de g m/s?
em dire¢do ao solo, mostre que o valor médio da velocida-
de expresso como uma fungdo da distancia, enquanto ele
percorre essa distancia, é % v2gs m/s e que essa velocidade
média € dois ter¢os da velocidade final.

80. Suponha que uma bola caia do repouso e que ¢ s depois,
sua distincia orientada do ponto de partida seja s m e sua
velocidade seja v m/s. Desprezando a resisténcia do ar,
quando t = f;, s = 5, e v = v,, (@) expresse v como uma
funcédo de f quando v = f(¢) e ache o valor médio de fem
[0, #]. (b) Expresse v como uma fun¢do de s quando
v = h(s) e ache o valor médio de 4 em [0, s,]. (c) Escreva
os resultados das partes (a) e (b) em termos de £, e deter-
mine qual velocidade média é maior.

Nos Exercicios de 81 a 88, ache a drea da regiGo limitada pelas
curvas e retas dadas. Faca uma figura mostrando a regido e um
elemento retangular da drea. Expresse a medida da drea como
o0 limite de uma soma de Riemann e depois com a notacdo de
integral definida. Calcule a integral definida pelo segundo teo-
rema fundamental do Cdlculo.

81.y = 9 — x? eixo x; eixo y; x = 3
8.y =3cosyx;eixox; x = — 4W x = 471
8Ly =2Jyx - ljeixox; x = 5;x = 17
84.y = 16 — x%; eixo x
85.y =xJx + S;eixox,x = —1;x =4
4
86.y = — - xeixox;x = —2;x = —1
x
87.X2+y—5=0;_y: —4.

88.y =x2 - Tx;eixox;x = 2;x = 4

89. Ache a érea da regido limitada pelas curvas x = y2e x = y3.

90. Ache a area da regido limitada pelas curvas y = sen 2x e
y=senxdex = 0atéx = 5.

91. Ache a drea da regido limitada pelas curvas y = cos x e
y=senxdex = yratéx = 3r.

92. Ache a drea da regido limitada pelo laco da curva
y:=x¥4 - x).

93. Ache a drea da regido no primeiro quadrante limitada pelo
eixo y e pelas curvas y = sec?xey = 2 tg? x.

94. Um automével rodando a uma velocidade constante de
80 km/h por uma estrada reta nao obedece a um sinal de
parada. Se 3 s mais tarde o carro da policia rodoviaria esta-
cionado no sinal de parada parte com uma acelera¢do cons-
tante de 3 m/s?, quanto tempo ird levar para alcangar o au-
tomovel e a que distdncia isto ira ocorrer? Determine tam-
bém a velocidade do carro da policia quando ele ultrapassar
o automdovel. '

95. Suponha que num dado dia, numa certa cidade, a temperatu-
ra fahrenheit seja f(¢) graus, ¢ horas depois da meia-noite e

S() =60 — 1Ssen 578 - 0<t<24

(a) Faca um esbocgo do grafico de f. Ache a temperatura a
(b) meia-noite; (c) 8 da manha; (d) meio-dia; (e) 2 da tarde
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e (f) 6 da tarde. (g) Ache a temperatura média entre 8 da
manha e 6 da tarde. (Para reduzir graus fahrenheit a centi-
grados subtraia 32 e multiplique por 5/9. (N.T).)

. . .y n
96. Se n for um inteiro positivo, prove que 50 sen? nx dx =

=41
= 7.

Nos Exercicios 97 e 98, ache um valor. aproximado para a inte-
gral, usando a regra do trapézio com n = 4. Expresse o resulta-
do até trés casas decimais.

97. f; J1 + x2 dx 98. fl"’s N

Nos Exercicios 99 e 100, ache um valor aproximado para a inte-
gral do exercicio indicado, usando a regra de Simpson comn = 4.
Expresse o resultado até trés casas decimais.

99, Exercicio 97 100. Exercicio 98
101. Ache um valor aproximado da seguinte integral, até trés ca-
sas decimais, por dois métodos: (a) use a regra do trapézio
com n = 4; (b) use a regra de Simpson com n = 4:

12 ape
COSs x
J dx
110 X

102. Os fatores funcionais de f(x) na tabela a seguir foram obti-

dos experimentalmente com a hipétese de que f é continua
em [1, 3], aproxime ST f(®) dx pela (a) regra do trapézio

e (b) regra de Simpson.

x |1 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0
f |52 57 58 63 61 64 60 65 68 67 6,4

103. Calcule [["[cos x + 4|dx.

104. Formule um exemplo de uma fun¢do descontinua para a
qual o teorema do valor médio para integrais (a) ndo se apli-
ca e (b) se aplica. :

Integragdo e a Integral Definida

Nos Exercicios 105 e 106, use o segundo teorema fundamental
do Cadlculo para calcular a integral definida. Entdo, encontre o
valor de x que satisfaca o teorema do valor médio para integrais.

105. f:(x2+ 1) dx 106. f, ¢ Jx dx

107. Seja f continua em [a, b} e Sb f(t)dt # 0. Mostre que pa-
ra qualquer k em (0, 1) haveréaum numero cem (a, b) tal que
gc fO dx = k Sb S dt. (Sugestdo: considere a fungéo
F apara a qual F ():) = Sx Sf@) dt / Sb f(0) dt, e aplique o
teorema do valor intermaediério.) ’

108. Dada F(x) = S:x —5— dt e x > 0. Prove que F é uma fungdo

constante, mostrando que F’(x) = 0. (Sugestdo: use o pri-

meiro teorema fundamental do Calculo (5.9.1) apds escre-

ver a integral dada como a diferen¢a de duas integrais.)
109. Sef(x) =x+|x — 1] e

X sex <1
F(x) =
) {xz—x+lselsx

mostre que F € uma antiderivada de f em (— o, + ).

110. Seja fe g duas fungGes tais que para todo x em (— o, + ),
S x) = g(x)eg’(x) = —Ax). Depois, suponha que f(0) = 0
e g(0) = 1. Prove que

LS + [9x)])* =1

(Sugestdo: considere as fungbes F e G onde F(x) = [f(x)]?
e G(x) = — [g(x))?, e mostre que F'(x) = G’ (x) para to-
do x.)

111. Dada aintegral 5;”6 (* + bx + ¢)dx, onde b, c e d sdo

constantes. Suponha que essa integral seja aproximada pe-
la regra do trapézio com n = k. (a) Mostre que o erro na
aproximacdo ¢ exatamente — 36/ k2. (b) Qual é o0 menor va-
lor de k tal que a aproximagdo seja exata até uma casa
decimal?



