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A interpretagdo da derivada como a inclinagdo de uma reta tangente fornece-
nos informagdes sobre o comportamento das fungdes, € assim, ela € usada em
técnicas de graficos de fungdes. As Sec¢des 4.1 e 4.4-4.7 tratam dessa aplica-
¢do. Na Seccdo 4.1, definimos valores extremos de fun¢ées que sdo utilizados
nas Secgdes 4.2 e 4.8 para resolver problemas envolvendo maximos e minimos.
Por exemplo, determinamos a maior viga retangular que pode ser cortada de
uma dada tora cilindrica, bem como as dimensdes de uma caixa que requer a
quantia minima de material para um volume especifico.

Um dos teoremas mais importantes em Calculo é o teorema do valor médio,
discutido na Secgiio 4.3. E usado para provar muitos teoremas de Calculo Dife-

- . . . - . e e
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rencial e Integral, bem como em outros assuntos, como a andlise numérica. Na
Secc¢do 4.9 introduzimos o conceito de diferencial. A Secgdo Suplementar 4.10
é dedicada ao Método de Newton, uma aplicagdo da derivada a processos nu-
méricos para arredondar solugdes de equagdes.

4.1 VALOR FUNCIONAL
MAXIMO E MiNIMO

|
|
|
|
|
|
f

4.1.1 DEFINICAO

4.1.2 DEFINICAO

a

FIGURA 1
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Vimos que a interpretacdo geométrica de derivada de uma fungdo ¢ a inclina-
¢do da reta tangente ao grafico da fun¢do em um ponto. Esse fato possibilita-
nos aplicar derivadas como recurso auxiliar no esbogo de graficos. Por exem-
plo, podemos usar a derivada para determinar os pontos onde a reta tangente
é horizontal; esses sdo os pontos onde a derivada é zero. A derivada também
pode ser usada para encontrarmos os intervalos nos quais a fungdo esta acima
ou abaixo da reta tangente. Antes de empregar a derivada para fazer esbogos
de graficos, precisamos de algumas defini¢Ges ¢ teoremas.

A fungio f terd um valor méximo relativo em c se existir um intervalo aberto
contendo ¢, no qual f(x) esteja definida, tal que f{c)>f(x) para todo x nesse
intervalo. , Loy -y

As Figuras 1 e 2 mostram o esbogo de parte do grafico de uma fungéo, tendo
um valor maximo relativo em c.

A fungdo f terd um valor minimo relatiy;)‘em C se existir um-iiﬁérvalo aber’:{t';b
contendo ¢, no qual f(x) esteja definida, tal que f(c) < f(x) para todo x nesse
intervalo. ‘
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FIGURA 2 FIGURA 3 FIGURA 4

4.1.3 TEOREMA

As Figuras 3 e 4 mostram o esbogo de parte do grafico de uma fungdo, tendo
um valor minimo relativo em c.

Se a fungdo f tiver um maximo relativo em ¢ ou um minimo relativo, entdo
dizemos que f tem um extremo relativo em c.

O seguinte teorema sera usado para localizar os valores possiveis de ¢ para
os quais existe um extremo relativo.

Se f(x) foi definida para todos os valores de x no intervalo aberto (a, b) e se

ftiver um extremo relativo em ¢, onde @ < ¢ < b, entdo f'(c) = 0, se f’(c) existir.

A interpretacdo geométrica desse teorema é que se f tiver um extremo relati-
vo em c, € se f’(c) existir, entdo o grafico de f precisara ter uma reta tangente
horizontal no ponto onde x = c.
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Para demonstrar o Teorema 4.1.3, usamos os Teoremas 2.10.3 e 2.10.4. Se-
ria util que vocé consultasse esses teoremas, bem como as Ilustragdes 3 e 4 da
Sec¢do Suplementar 2.10 que apresentam suas respectivas interpretagdes geo-
métricas.

Prova do Teorema 4.1.3 A demonstragdo sera dada para o caso em que f tem
um valor minimo relativo em c.

Se f’ (x) existir, entdo
7@ = tim /0=

X

1)
Como f tem um valor minimo relativo em ¢, pela Defini¢do 4.1.2 existe um
8 > 0 tal que
se0 < |x —c|] < 8,entdo fix) — fix) = 0
Se x tende a c pela direita, x — ¢ > 0; logo
S&x) - Ao)
x —

se0 < x — ¢ < §, entdo =0

Pelo Teorema 2.10.4, se o limite existir,

G (O] (C)

2
.vc—'c+ X —=cC ( )
Da mesma forma, se x tende a c¢ pela esquerda, x — ¢ < 0 e, portanto,
se—6<x—c<0,entéoM<0
. X —-cC
assim, pelo Teorema 2.10.3, se o limite existir,
fim T8 =S _ g o

x—c™ X —C

Como f’(c) existe, os limites nas desigualdades (2) e (3) tém que ser iguais
a f’(c). Assim, de (2),

=20
e de (3),

J<0

Como ambas as desigualdades sdo verdadeiras, concluimos que
Sc)=

que era o que queriamos provar.
A demonstragéo no caso em que ftem um valor maximo relativo em c é simi-
lar e sera proposta como um exercicio (veja o Exercicio 59). n

Se f for uma fungéo derivavel em um intervalo aberto (a, b), entdo os unicos
valores possiveis de x para os quais f pode ter um extremo relativo sdo aqueles
em que f”(x) = 0; no entanto, f’(x) pode ser igual a zero para um valor especi-
fico de x, sem que f possua um extremo relativo neste ponto. Em outras pala-
vras, para fun¢bes derivaveis em um intervalo (a, b), a anulagdo da derivada
em um ponto ¢ é condicdo necessdria mas ndo suficiente para que ¢ seja um
extremo relativo, e essa afirmagdo serd comprovada pela ilustragido a seguir.
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¥ » ILUSTRACAO 1 Consideremos a fungio f definida por
- i) = (= 1

Um esbogo do gréfico dessa fungdo estd na Figura 5. f'(x) = 3(x — 1) e as-

im f’(1) = 0. Mas, <0 < lef(x) > 0sex > 1. Assim, f ndo tem
) sim f'(1) as, f(x) se x e f(x) f

o um extremo relativo em 1. _ |
l“ Uma fungio f pode ter um extremo relativo num nimero e f* pode ndo exis-
tir para este nimero. Isso é mostrado na Ilustracédo 2.
FIGURA 5 ‘
» ILUSTRACAO 2 Seja f a fungdo definida por
2x —1 sex <3
fx) =
8—x seld<x
! Um esbogo do grafico dessa funcdo estd na Figura 6. A fung¢do ftem um va-
— lor méximo relativo em 3. A derivada a esquerda em 3 é dada por f/_(3) = 2,
— enquanto que a derivada a direita de 3 é dada por /',(3) = —1. Concluimqs,
- entio, que f'(3) ndo existe. |
Ll L [ A Tlustragdo 2 demonstra por que a condigdo ‘‘f’(c) existe’’ deve ser inclul'_da
N nas hipéteses do Teorema 4.1.3.
- E possivel que uma fungdo f possa ser definida num nimero ¢, onde f'(c)
""" 130 exista e ainda f pode ndo ter um extremo relativo nesse numero. Tal fungdo
FIGURA 6 . sera ilustrada agora.

> ILUSTRACAO 3 Seja a fungdo f definida por
flx)=x'3

v O dominio de f é o conjunto de todos nimeros reais.

1
xX) ===+ x#0
wllxluux S =355 sex#

2

Além disso, f’(0) ndo existe. A Figura 7 mostra um esbogo do grafico de f. A A
FIGURA 7 funcdo nido tem extremos relativos. |

Em suma, se uma fung¢do f estd definida em um nimero ¢, uma condi¢do
necessaria a existéncia de um extremo relativo para fé que f'(c) = 0 ou f'(¢c)
ndo exista. Porém, essa condi¢do niao € suficiente.

4.1.4 DEFINICAO | Se ¢ for um nimero no dominio da fungéo Sfese f'(c) = 0ou f'(c) ndo existir,
entdo ¢ sera chamado de mimero critico de f.

Dessa defini¢do e da discussdo anterior, uma condi¢do necessaria (mas ndo
suficiente) a existéncia de um extremo relativo em ¢ é que ¢ seja um nimero
critico.

EXEMPLO 1 Ache os numeros criticos da fungéo f definida por

Flx) = x*3 4 4x113
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4.1.6 DEFINICAO
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Solugédo
J(x) = 4x1/3  $x 23
=%4x"2B(x + 1)
_4x+ 1)
- 3x2/3

Quando x = —1, f'(x) = 0 e quando x = 0, f'(x) ndo existe. Ambos —1 ¢
0 estdo no dominio de f; logo, os pontos criticos de fsdo —1 ¢ 0.

EXEMPLO 2 Ache os numeros criticos da fung¢do g definida por
g(x) = sen x cos x
Solugédo Como sen 2x = 2 sen X COs X,
g(x) = 3 sen 2x
g'(x) = 3(cos 2x)2
= COS 2Xx

Desde que g’ (x) exista para todo x, os inicos niimeros criticos sdo aqueles para
os quais g’(x) = 0. Como cos 2x = 0, quando

2x = +® + kn  onde k é um inteiro qualquer

os numeros criticos de g sd0 + n + + k=, onde k é um inteiro qualquer.

Um problema freqiiente refere-se a uma fun¢do dada num certo intervalo,
onde queremos encontrar o0 maior ou o menor valor da func¢io. Esses intervalos
podem ser fechados, abertos ou fechados num extremo e abertos no outro. O
maior valor da fungdo no intervalo é chamado de valor mdximo absoluto e o
menor valor da fungédo no intervalo é chamado de valor minimo absoluto. A
seguir, sdo dadas as defini¢bes precisas.

A fung@o fterd um valor mdximo absoluto num intervalo, se existir algum nu-

“mero ¢ no intervalo, tal que f(c) > f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso,

J(c) sera o valor maximo absoluto de f no intervalo.

A fungdo fterd um valor minimo absoluto num intervalo, se existir algum nu-
mero ¢ no intervalo, tal que f(c) < f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso,
JS(c) sera o valor minimo absoluto de f no intervalo.

Um extremo absoluto de uma fun¢do num intervalo é um valor maximo ab-
soluto ou um valor minimo absoluto da fun¢do no intervalo. Uma fungio pode
ou ndo ter um extremo absoluto num intervalo dado. Em cada uma das ilustra-
¢bes a seguir, uma fungdo e um intervalo sdo dados e determinamos os extre-
mos absolutos da fun¢do no intervalo, quando existirem.

» ILUSTRAGAO 4 Suponha que f seja a funcao definida por

f(x) =2x
Um esbogo do grafico de fem [1, 4) estd na Figura 8. A funcio ftem um valor
minimo absoluto de 2 em [1, 4). Ndo hd valor maximo absoluto de fem [1, 4),
pois lim f(x) = 8, mas f(x) é sempre menor do que 8 no intervalo dado. «

x—=4"
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» ILUSTRACAO 5 Consideremos a fungio definida por
fo) = —x? |

Um esbogo do grafico de fem (- 3, 2] estd na Figura 9. A fun¢io ftem um
valor maximo absoluto de 0 em (— 3, 2]. Ndo h4 valor minimo absoluto de f
em(—3,2],pois lim f(x) = —9, masf(x)ésempre maior do que —9 no inter-

Xx- =3

valo dado. ' |

» ILUSTRAGAO 6 A funcdo f definida por

X

f(x)zl_xz

néo possui nem valor maximo absoluto nem valor minimo absoluto em (-1, 1).

Um esbogo do grafico de fem (-1, 1) estd na Figura 10. Observe que

lim f(x) = + - 4

x—=1-

lim f(x) = — o0

x—»—1+

» ILUSTRAGCAO 7 Seja f a funcdo definida por

x+ 1 sex <1
x2—6x+7 sel <x

f(X)={

Um esbogo do grafico de fem [ -5, 4] est4 na Figura 11. O valor maximo abso-

-luto de fem [-S5, 4] ocorre em 1 e f(1) = 2; o valor minimo absoluto de f

em [—5, 4] ocorre em —5 e f(—5) = —4. Note que f tem um valor maximo
relativo em 1 e um valor minimo relativo em 3. Observe também que 1 é um
nimero critico de f, pois f’(1) ndo existe e 3 € um nimero critico de f, j4 que

f3) =0. : . <
Yy
__(1,2)
| / 1 W R

o (4, —1)
)

(=5, —4) B

FIGURA 11

» ILUSTRAGAO 8 A funcdo f definida por

X)) =

o) = —

ndo possui nem valor maximo nem valor minimo absolutos em [1, 5]. Veja,

na Figura 12, um esbogo do grafico de f. Como Lm f(x) = - oo, entdo,
x-3"

J(x) pode se tornar menor*do que qlialquer nlimero negativo, quando tomamos
3 — x> 0, emenor do que um § > 0 adequado. Da mesma forma, lim f(x) =

x -3
= + co; assim, f(x) pode se tornar maior do que qualquer mimero positivo,
quando tomamos x-— 3 > 0 ¢ menor do que um § > 0 adequado. |
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FIGURA 13

4.1.9 TEOREMA
Teorema do Valor Extremo

4.1.7 DEFINICAO

4.1.8 DEFINICAO

Valores Extremos das Fungdes, Técnicas de Construgdo de Gréficos e a Diferencial

Podemos falar de um extremo absoluto de uma fungdo, mesmo que no seja
especificado o intervalo. Em tal caso, estamos nos referindo ao extremo abso-
luto da fung¢do em todo o seu dominio.

f(c) serd o valor mdximo absoluto da fungdo f se ¢ estiver no dominio de fe
se f(¢) > f(x) para todos os valores de x no dominio de f.

f(c) sera o valor minimo. absoluto da fungdo f se ¢ estiver no dominio de f.e

se f(¢) < f(x) para todos os valores de x no dominio de f.

3

» ILUSTRACAO 9 O grafico da fungdo f definida por
f(x)=x?>—4x + 8

¢ uma parabola e o seu esbo¢o esta na Figura 13. O ponto mais baixo da para-
bola estd em (2, 4) e a parabola abre-se para cima. A fun¢do tem um valor mi-
nimo absoluto de 4 em 2. No hd valor maximo absoluto de f. <

Consultando as Ilustragdes 4-9, vemos que o unico caso no qual existem am-
bos os valores absolutos maximo e minimo da fungdo € na Ilustracdo 7, onde
a fung¢do ¢ continua no intervalo fechado [— 5, 4]. Nas demais ilustra¢des, ndo
temos um intervalo fechado, ou ndo temos uma fungdo continua. Se uma fun-
¢do for continua num intervalo fechado, hd um teorema, conhecido como teo-
rema do valor extremo, o qual assegura que a fungdo tem ambos os valores mé- .
ximo e minimo absolutos no intervalo. A demonstragdo desse teorema foge ao
contexto deste livro. Vocé podera encontra-la num texto de Calculo Avangado.

‘Se a fungio f for continua no intervalo fechado [a, b], entdo f terd um valor
maximo absoluto e um valor minimo absoluto em [a, b].

FIGURA 14

A —_—_—————

——————
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O Teorema 4.1.9 assegura que a continuidade de uma fungdo em um interva-
lo fechado ¢ condi¢do suficiente para garantir que a fungéo tenha no intervalo
ambos os valores, maximo e minimo, absolutos. A condi¢do, contudo, néo ¢
necessaria. Por exemplo, a fungdo cujo grafico estd na Figura 14 tem um valor
maximo absoluto em x = ¢ ¢ um valor minimo absoluto em x = d e, no entan-
to, ela é descontinua no intervalo aberto (—1, 1).

Um extremo absoluto de uma func¢ido continua num intervalo fechado deve
ser um extremo relativo, ou um valor de fun¢do num extremo do intervalo. Co-
mo uma condi¢dio necessaria para que uma fungdo tenha um extremo relativo
num ndmero ¢ é que ¢ seja um nimero critico, o valor méximo absoluto ¢ o
valor minimo absoluto de uma fungdo continua f num intervalo fechado [a, b]
podem ser determinados pelo seguinte procedimento:

1. Ache os valores da fun¢ido nos nimeros criticos de f em (a, b).
2. Ache os valores de f(a) e f(b).

3. O maior dentre os valores das etapas 1 e 2 serd o valor maximo absoluto
e o menor sera o valor minimo. absoluto.




Tabela 1

x -2 -1 R

S | -1 2 H i
Y

(—1,2)

[
N
N

)

3
N
N

FIGURA 15

Tabela 2

X 1

5
|1 0 3P

OI 1 2 5
FIGURA 16
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EXEMPLO 3 Ache os extremos absolutos de Sfem [-2, 1] se

fO)=x*+x2—x+1

Solugédo Como f é continua em [—2, +], o teorema do valor extremo pode
ser aplicado. Para achar os nimeros criticos de f, calculamos primeiro f*:

f(x)=3x*+2x —1

.Como [’ (x) existe para todos os nimeros reais, os 1inicos nimeros criticos de

[ serdo os valores de x para os quais f'(x) = 0. Vamos tomar f'(x) = 0.
Bx-Hx+1)=0
x=1 x=—1

Os numeros criticos de f'sdo —1 e + e cada um deles estd no intervalo fe-

chado [—2, 5]. Os valores da fungdo nos mimeros criticos € nos extremos do

intervalo sio dados na Tabela 1.

O valor médximo absoluto de fem [ -2, %]‘ ¢, portanto, 2, 0 que ocorre em
—1, e o valor minimo absoluto de fem [— 2,51 é -1, que ocorre no extremo
esquerdo —2. A Figura 15 mostra um esbogo do grafico de fem [-2, 4]

EXEMPLO 4 Ache os extremos absolutos de fem [1, 5} se
S0 = (x =2

Solugédo Como f ¢ continua em [1, 5], o teorema do valor extremo pode
ser aplicado '

., 2

10 = 35—
Nio existe valor de x para a qual f'(x) = 0. Mas, como f’(x) ndo existe em
2, concluimos que 2 é um ndmero critico de f; assim, os extremos absolutos
ocorrem em 2 ou num dos extremos do intervalo. Os valores da fun¢do nesses
nimeros estdo na Tabela 2. -

Da tabela, concluimos que o valor minimo absoluto de fem [1, 5] é 0, ocor-
rendo em 2, e o valor maximo absoluto de fem [1, 5].é /9, ocorrendo em 5.
Um esbog¢o do grifico dessa fungdo em [1, 5] esta na Figura 16.

EXERCICIOS 4.1

Nos Exercicios de 1 a 20, ache os niimeros criticos da fungdo dada.

1 f(x) = x>+ 7x? — 5x
2. g(x) =2x* —2x* — 16x + 1
3 /(x) = x* + 4x3 — 2x2 — 12x

4. f(x) = x713 4 xH3 — 3513
5. g(x) = x%5 — 12x'/3
6. f(x) = x* + 11x® + 34x2 + 15x — 2
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7. f(t) = (2 — 43 8. f(x)=(x>—3x? +4)'3

9. h(x) = ’; : 3 10. f(t) = 5% — 323
x+1
. p—a 1 . = ——-—m--u
. f6)=—5—5 2. f(x) ¥ _5<ta

13. f(x) = sen® 3x

15. g(t) = sen 2t cos 2t

17. f(x) = tg? 4x

19. G(x) = (x — 2)%(x + 1)2

14. f(z) = cos? 4z

16. f(x) =sen 2x + cos 2x
18. g(x) = sec? 3x

20. F(x) = (5 + x32 — x)?

Nos Exercicios de 21 a 40, ache os extremos absolutos da funcdo
dada no intervalo indicado, se existirem, e determine os valores
de x nos quais ocorrem os extremos absolutos. Faga um esbogo
do grdfico da fungdo no intervalo.

21. f(x) =4 —3x; (—1,2]
22. f(x) = x? — 2x + 4; (— 0, + 0)

1 1
23. () = — [~2,3] 24. (9= [2.3)

26. G(x) = —3senx; [0, 2m)
28. f(x) = VA& — x%; (=2, 2)

30. g(x) = 53‘—- (=3,2)

25. f(x) =2cos x; [—3m, 4n)

27. f(x) =3+ x[—3, +0)
4

31. F(x) = |x — 4] + 1; (0, 6)

32 f(x) = |4 — x?|; (— 0, +0)

33. g(x) = V4 + 7x; [0, 3)

34. F(x) = U(x) — U(x — 1) onde U(x) = {0 sex < 0};(4, 1)

1 se0<gx
2 sex#5
35. f(x) = {x —5 ¢X }; [3,5]

2 sex =3

_—xz’
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x4+ 1| sex # —1
36. f(x)={|3 I cex = —1

37, f(x) = x ~ [x]; (1, 3)
39. g(x) = sec 3x; [ —&n, in]

};[—2, 1]

38. h(x)=2x+[[2x— 1]; {1, 2]
40. f(x) = tg 2x; [—4n, 7]

Nos Exercicios de 41 a 58, ache o valor mdximo absoluto e o
valor minimo absoluto da fun¢do dada no intervalo indicado pelo
método usado nos Exemplos 3 e 4 desta sec¢do. Faca um esbogo
do grdfico da fung¢do no intervalo.

41, g(x) = x> + 5x - 4; [ -3, —1]
42. f(x) = x> + 3x2 — 9x; [ —4, 4]

43. f(x) = x* — 8x? + 16; [—4,0]

44. f(x) = x* - 8x* +16; [ -3, 2]

45. f(x) = x* — 8x2 + 16; [0, 3]

46. g(x) = x* — 8x* + 16; [—1, 4]

47. f(t) =2sent; [—m, «] 48. f(w) = 3 cos 2w; [in, 3n]
49. f(x) = § cosec 2x; [ —4m, §n] 50. h(x) = 2 sec 3x; [ —4m, 4]

SL W= (12 82 [ =[5,
53, () = 205 [0,1]

seso= {0 L5 e
5.70=10 5 krenss P

N

_[A4—(x+57 se —6<x< —4]
6. G(x)_{IZ—-(x+1)2 se —4<x<0 }’[ 6.0]

57, f(x) = (x + 1)¥% [ 2, 1]
58. g(x) =1—(x —3)*3[-5,4]

59. Prove o Teorema 4.1.3 para o caso em que f tem um valor
maximo relativo em c. '

4.2 APLICAGOES ENVOLVENDO
EXTREMOS ABSOLUTOS
NUM INTERVALO FECHADO

Vamos aplicar o teorema do valor extremo a alguns problemas nos quais a so-
lugdo € um extremo absoluto de uma fungdo num intervalo fechado. O teorema
assegura a existéncia de ambos os valores maximo e minimo absolutos de uma

fun¢do continua num intervalo fechado. Na ilustracdo a seguir mostraremos
o procedimento, considerando o problema discutido no Exemplo 4 da Sec¢do 2.7.

» ILUSTRAGAO 1 Um fabricante de caixas de papeldo déseja fazer caixas aber-
tas a partir de pedagos de papeldo com 12 ¢cm? cortando quadrados iguais dos
quatro cantos ¢ dobrando os lados para cima. Queremos encontrar o compri-
mento do lado do quadrado a ser cortado para obter uma caixa com o maior
volume possivel. A Figura 1 representa um dado pedaga de papeldo e a Figura
2 representa a caixa. Mostramos no Exemplo 4 da Sec¢do 2.7 que se x cm for
o comprimento do lado do quadrado a ser cortado e V(x) cm?® for o volume

da caixa, entdo

V(x) = 144x — 48x? + 4x3
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€ o dominio de V serd o intervalo fechado [0, 6]. Como V é continua em
[0, 6], segue do teorema do valor extremo que ¥ tem um valor maximo absolu-
to nesse intervalo. Sabemos também que esse valor méximo absoluto precisa
ocorrer num numero eritico de ¥ ou num extremo do intervalo. Para encontrar
os numeros criticos de V' determinamos V’(x) e entdo encontramos os valores
de x para os quais V’'(x) = 0 ou V’(x) ndo existe.

V'(x) = 144 — 96x + 12x2

V’(x) existe para todos os valores de x. Se V'(x) =
12(x* — 8x + 12) =
x=6 x=2

Os numeros criticos de ¥ sdo 2 e 6, ambos pertencentes ao intervalo fechado
[0, 6]. O valor maximo absoluto de ¥ em [0, 6] precisa ocorrer num numero
critico ou num extremo do intervalo. Como V(0) = 0 e V(6) = 0, enquanto
que V(2) = 128, o valor maximo absoluto de ¥ em [0, 6] é 128, ocorrendo quando
x = 2.

Logo, o maior volume possivel é de 128. cm?®, obtido quando o comprimen-
to do lado do quadrado a ser cortado é de 2 cm. <

EXEMPLO 1 Os pontos A e B estdo em lados opostos de um rio reto com
3 km de largura. O ponto C estd na mesma margem que B, mas 2 km rio abai-
x0. Uma companbhia telefonica deseja estender um cabo de A até C. Se o custo
por quilémetro do cabo é 25% maior sob a 4gua do que em terra, como deve
ser estendido o cabo, de forma que o custo seja o menor para a companhia?

Solucao Consulte a Figura 3. Seja P um ponto na mesma margem que B
e Ceentre Be C, de tal forma que o cabo sera estendido de 4 para P e deste
para C. Seja x km a distancia de B até P. Logo, (2 — x) quildmetros serd a
distancia de P até C e x € [0, 2]. Seja k o custo por quildmetro em terra e 2k
0 custo por quildbmetro sob a dgua (k é uma constante). Se C(x) for o custo
total da ligagdo de A até P e de P até C, entdo

Clx) = 3k/3% + x* + k(2 — x)

Como C é continua em [0, 2], o teorema do valor extremo pode ser aplicado,
assim, C tem ambos os valores, mdximo e minimo, absolutos, em [0, 2]. Quere-
mos encontrar o valor minimo absoluto.
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sk
C) = —— —k

4./9 + x?
C’(x) existe para todos os valores de x. Equacionando C’(x) = 0 e resolvendo
em X, teremos

Skx

4.9 + x?

—k=0

5x = 4.9 + x2 (1)

25x% = 16(9 + x?)

9x2 =169
x? =16
x = +4

O nimero -4 é uma raiz estranha de (1) € 4 ndo esta no intervalo [0, 2]. Logo,
nio existem numeros criticos de C em [0, 2]. O valor minimo absoluto de C
em [0, 2] deve, portanto, ocorrer num dos extremos do intervalo. Calculando
C(0) e C(2), obtemos

CO)=%k e CQ=ikJ13

Como < k /T3 < 2 k, o valor minimo absoluto de C em [0, 2] é 4 k /13,
ocorrendo quando x = 2. Logo, para minimizar o custo do cabo, devemos es-
tendé-lo diretamente de A até C sob a dgua.

EXEMPLO 2  Um campo retangular & margem de um rio deve ser cercado,
com excegdo do lado ao longo do rio. Se o custo do material for de $12 por
metro linear no lado paralelo ao rio e de $8 por metro linear nos dois extremos,
ache o campo de maior 4rea possivel que possa ser cercado com $3600 de ma-
terial.

Solucao Seja x m o comprimento de cada extremo do campo, y m 0 com-
primento do lado paralelo ao rio e A m? a drea do campo. Veja a Figura 4.
Logo,

A=xy 2

Como o custo do material em cada extremo ¢ de $8 por metro linear e o com-
primento de cada extremo é de x m, o custo total da cerca para.cada extremo
serd de $8x. Analogamente, o custo total da cerca para o terceiro lado é de $12 y.
Entéo,

8x + 8x + 12y = 3.600 (3)

Para expressar A em termos de uma unica varidvel, resolvemos (3) obtendo y
em termos de x e substituimos esse valor em (2), obtendo 4 como uma fungdo
de x, €

A(x) = x(300 — £x) 4)

De (3),sey = 0, x = 225esex = 0, y = 300. Como ambos, x e y, devem
ser nio-negativos, o valor de x que ird tornar A um maximo absoluto esta no

intervalo fechado [0, 225]. Como A é continua no intervalo fechado [0, 225],
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do teorema do valor extremo, A tera um valor miximo absoluto nesse interva-
lo. De (4),

A(x) = 300x — %x2
A'(x) = 300 — &

Como A’ (x) existe para todo x, os niumeros criticos de A4 sdo encontrados ao
equacionarmos A’(x) = 0, o que da

x =112}

O unico numero critico de A é 112%, que esta no intervalo fechado [0, 225].
Assim, o valor maximo absoluto de A deve ocorrer em 0, 112 4 ou 225. Como
A@©) = 0 e A(225) = 0, enquanto que A(1124) = 16.875, o valor mdximo
absoluto de 4 em [0, 225] é 16. 875 ocorrendo quando x = 112 % ey = 150
(obtido de (3), substituindo 112 + por x).

Assim sendo, a maior 4rea posswel que podera ser cercada com $3.600 de
material sera 16.875 m?, e isto acontece quando o lado paralelo ao rio tiver
150 m e os extremos tiverem, cada um, 112 ‘

EXEMPLO 3 Ao planejar um restaurante, estima-se que se houver de 40 a 80
lugares, o lucro bruto didrio sera de $16 por lugar. Se, contudo, o niimero de
assentos for acima de 80 lugares, o lucro bruto diario por lugar decrescera de
$0,08 vezes o numero de lugares acima de 80. Qual devera ser o numero de as-
sentos para que o lucro bruto didrio seja maximo?

Solucao Seja x o nimero de lugares e P(x) o lucro bruto didrio. P(x) é ob-
tido ao multiplicarmos por x o lucro por lugar. Quando 40 < x < 80, o lucro
por lugar sera de $16; assim, P(x) = 16x. Se contudo, x > 80, entdo o lucro
por lugar serd de 16 — 0,08 (x — 80), dando assim P(x) = x [16 — 0,08 (x —
— 80)]; isto é, P(x) = 22,40x — 0,08x%. Assim,

_ f16x se 40 < x < 80
Px) = {22,40x — 0,08x2 se 80 < x < 280

O limitante superior de 280 para x foi obtido notando que 22,40x — 0,08x2 =
= 0 quando x = 280 e quando x > 280, 22,40x — 0,08x2 é negativo.

Mesmo que x, por defini¢do, seja um inteiro, para ter uma func¢io continua,
vamos supor que x possa assumir todos os valores reais no intervalo [40, 280].
Ha continuidade em 80, pois P(80) = 1.280 ¢

lim P(x)= lim 16x lim P(x)= lim (22,40x — 0,08x2)

x— 80" x—>80" x—>80% x—=80*

= 1.280 = 1.280

Assim, P ¢ continua no intervalo fechado [40, 280] e o teorema do valor extre-
mo garante um valor méximo absoluto de P nesse intervalo. :

Quando 40 < x < 80, P’(x) = 16; quando 80 < x < 280, P’(x) = 22,40 —
— 0,16x. P’(80) ndo existe, pois P. (80) = 16 e P, (80) = 9,60. Equacionan-
do P'(x) =

22,40 - 0,16x = 0
x = 140
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Os numeros criticos de P sdo, entdo, 80 e 140. Vamos calcular P(x) nos pontos
extremos do intervalo [40, 280] e nos nimeros criticos.

P(40) = 640  P(80) = 1.280  P(140) = 1.568  P(280) =0

O valor maximo absoluto de P é, portanto, de 1.568, ocorrendo quando x = 140.
A capacidade de assentos deve ser de 140 lugares, o que dd um lucro bruto
didrio de $1.568.

EXEMPLO 4 Ache as dimensdes do cilindro circular reto de maior volume
que possa ser inscrito num cone circular reto com um raio de 5 cm e 12 cm de
altura.

Solugdo Seja r ¢cm o raio do cilindro, # cm sua altura ¢ ¥ cm?® o seu
volume.

A Figura § ilustra o cilindro inscrito no cone ¢ a Figura 6 mostra uma secgdo
plana através do eixo do cone.

Ser = 0 e h = 12, temos um cilindro degenerado que é o eixo do cone. Se
r = Seh = 0, também temos um cilindro degenerado, que ¢ um didmetro da
base do cone. O numero r esté no intervalo fechado [0, 5] e & estd no intervalo
fechado [0, 12].

A férmula a seguir expressa V em termos de r e h:

V = nr*h %)

Para expressar ¥ em termos de uma unica variavel, precisamos de uma outra
equacio envolvendo r e k. Da Figura 6, usando semelhanca de tridngulos,

2-h 12
panslad
60 — 12
_h=_-,__',‘ (6)

5

Substituindo (6) na féormula (5), iremos obter ¥ como uma fungéo de r e es-
crevemos

V(r) = 2nr(5r* —r®)  com rem [0, 5] 0

Como V é continua no intervalo fechado [0, 5], segue do teorema do valor
extremo que V tem um valor maximo absoluto nesse intervalo. Os valores de
r e h que acarretam esse valor méaximo absoluto para ¥ sdo os nimeros que
devem ser encontrados.

V'(r) = 2r(10r — 3r?)

Para encontrar os numeros criticos de V, equacionamos V’(r) = 0 e resolve-
mos em r:

r(10 -37) =0

r=0 r=%

Como V’(r) existe para todos os valores de r, 0s Uinicos numeros criticos de V'
sd0 0 e 12, ambos no intervalo fechado [0, 5). O valor méximo absoluto de
V em [0, 5] deve ocorrer em um dos numeros 0, - ou 5. De (7), obtemos

Vo)=0 VE) =% V(=0
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Logo, o valor méximo absoluto de V' ¢ 4%n, ocorrendo quando r = -2,
Quando r = -, de (6) decorre que h = 4.

Assim sendo, o maior volume do cilindro inscrito no cone dado é % x cm?
e teremos esse valor quando o raio for de 4 ¢m e a altura for de 4 cm.

EXERCICIOS 4.2

Em alguns dos exercicios, a varidvel independente, por defini-
¢do, pode representar um niimero inteiro ndo-negativo. Por exem-
plo, no Exercicio 17, se x representar o niimero de estudantes,
entdo x deverd ser um inteiro ndo-negativo. Para que haja conti-
nuidade em tais exercicios, requisito necessdrio para podermos
aplicar o cdlculo, permita que a varidvel independente seja um
numero real ndo-negativo.

1. Consulte 0 Exercicio 41 da série de Exercicios 2.7. Um fa-
bricante de latas sem tampas deseja usar folhas-de-flandres
com dimensdes de 8 cm por 15 ¢m, cortando quadrados iguais
dos quatro cantos e dobrando os lados para cima. Use 0 mé-
todo desta secgdo para encontrar o comprimento do lado do
quadrado a ser cortado, a fim de obter de cada folha-de-
flandres uma caixa aberta, tendo o maior volume possivel.

2. Consulte o Exercicio 42, da série de Exercicios 2.7. Suponha
que o fabricante do Exercicio 1 faga as latas abertas de pe-
dagos quadrados de flandres com k cm de lado. Determine
o comprimento do quadrado a ser cortado, de tal forma que
0 volume da caixa seja um mdaximo.

3. Consulte o Exercicio 43 da série de Exercicios 2.7. Ache as
dimensdes do maior campo retangular que pode ser fechado
com 240 m de cerca.

4. Ache as dimensoes do maior jardim retangular que pode ser
fechado com 100 m de cerca.

5. Se um dos lados de um campo retangular for um rio, ache
as dimensGes do maior campo retangular que pode ser fe-
chado usando 240 m de cerca para os outros trés lados.

6. Consulte o Exercicio 44 da série de Exercicios 2.7. Ache as
dimensdes do maior jardim retangular, de forma que uma
casa limite um lado do jardim & 100 m de cerca sejam usa-
dos nos outros trés lados.

1. Ache o numero no intervalo [0, 1], tal que a diferenca entre
o nimero e seu quadrado seja um maximo.

8. Ache o numero no intervalo [%, 2], tal que a soma do nu-
MEero com seu reciproco seja um maximo.

9. Ache a 4rea do maior retingulo tendo dois vértices no eixo
X ¢ os dois outros vértices sobre a parabola y = 9 = x2 aci-
ma do eixo x.

10. Ache a area do maior retdngulo que possa ser inscrito numa
circunferéncia dada de raio r.

11. Umailha est4 num ponto A4, a 6 km do ponto mais préximo
B, numa praia reta. Uma muther na ilha deseja ir a um pon-
to C, 2 9 km do ponto B. A mulher pode alugar um barco
por $15 o quildmetro e navegar até um ponto P entre B e
C e entdo alugar um carro a um custo de $12 por quilémetro

12
13

14

15.

16

17

18.

19

e chegar a C por uma éstrada reta. Aché o pércurso mais ba-
rato de A até C.: )
Resolva o Exercicio 11 se o ponto -C estiver a 7 km de B.
Resolva o Exemplo 1 desta secgdo se o ponto C estiver 2 6 km
rio abaixo de B.

O Exemplo 1 e os Exercicios 11, 12 e 13 sdo casos particulas
res do seguinte problema geral. Seja

S = uaZ ¥ X2 + vb - x).

onde x estd em [0, b] e u > v > 0. Mostre que para o valor
minimo absoluto de f ocorrer em um numero do intervalo
aberto (0, b), a seguinte desigualdade deve estar satisfeita:

av < bfu? = V2,
Se R m for o alcance de um projétil, entdo

2

R = —-v'°'52“ ¥ o<ocx +7
onde v, m/s é a velocidade inicial, g m/s? é a aceleracdo da
gravidade ¢ 8 é a medida em radianos do angulo que a.arma
faz com a horizontal. Ache o valor de @ para que o alcance
seja maximo.
Se um corpo com W kg de peso for arrastado ao longo de
um piso horizontal por uma for¢a com F kg de magnitude
¢ segundo uma dire¢do que faz um angulo de 0 rad. com o
plano do piso, entdo F serd dada pela equacio

. kw

" ksen 0 + cos 0
onde & é uma constante chamada de coeficiente de atrito e
0< k< 1.8 0 < 6 < %, ache cos 8 quando F for mi-

nima.

Consulte o Exercicio 39, da série de Exercicios 3.2. Uma ex-
cursdo de uma escola que pode acomodar até 250 estudantes
custara $15 por estudante, se no maximo 150 fizerem a via-
gem, contudo, o custo por estudante serd reduzido em $0,05
para cada estudante que exceder 150, até que o custo seja
de 310 por estudante. Quantos estudantes devem fazer a ex-
cursdo para que a escola receba a maior renda bruta?
Resolva o Exercicio 17, se a redugio por estudante que exce-
der 150 for de $0,07.

Um clube privado cobra a anuidade de $100 por membro,
menos $0,50 para cada membro acima de 600 ¢ mais $0,50
para cada membro abaixo de 600. Quantos membros darido
ao clube um rendimento anual maximo?
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20. Consulte o Exercicio 40, da série de Exercicios 3.2. Um fa-

21.

22.

23.

25

27

28

29

bricante pode obter um luco de $20 em cada item, se forem
produzidos por semana no maximo 800 itens. O lucro de;
cresce $0,02 por item acima de 800. Quantos itens deverdo

ser produzidos por semana, para que ele obtenha um lucro .

maximo? ’
Laranjeiras na Califérnia produzem 600 laranjas por ano,
se forem plantadas no maximo 20 4rvores por acre (4 km?).
Cada 4rvore plantada a mais causa um decréscimo de 15 la-
ranjas por pé. Quantas arvores devem ser plantadas por acre
para se obter 0 maior nimero de laranjas?

Mostre que o maior retdngulo tendo um perimetro dado de
p unidades é um quadrado.

Ache as dimensdes do cilindro circular reto de maior area
de superficie lateral que possa ser inscrito numa esfera com
um raio de 6 cm.

Ache as dimensdes do cilindro circular reto de maior volu-
me que possa ser inscrito numa esfera com um raio de 6 cm.
Para um pacote ser aceito por um determinado servigo de
entrega de encomendas, a soma do comprimento e do peri-
metro da seccdo transversal ndo deve ser maior do que
100 cm. Se um pacote tiver o formato de uma caixa retangu-
lar com uma sec¢do quadrada, ache as dimensdes do pacote
tendo o maior volume possivel que possa ser despachado.
Dois produtos, A e B, sdo produzidos por determinada fa-
brica. Se C for o custo total de produ¢do numa jornada de
8 horas por dia, entdo C = 3x? + 42y, onde x e y sd0 0 nu-
mero de maquinas que sdo usadas para produzir A ¢ B, res-
pectivamente. Se durante a jornada de 8 horas tivermos 15
maquinas em funcionamento, determine quantas devem pro-
duzir A e quantas devem produzir B, para que o custo total
seja minimo.

Dado a circunferéncia de equagdo x2 + y2 = 9, ache (a) a
menor distdncia entre o ponto (4, 5) e um ponto na circunfe-
réncia; (b) a maior distancia entre o ponto (4, 5) e um ponto
na circunféréncia.

Suponha que um peso deva ser mantido 10 m abaixo de uma
reta horizontal AB por um fio com a forma de Y. Se os pon-
tos A e B estdo a uma distancia de 8 m um do outro, qual
o fio de menor comprimento que pode ser usado?
Suponha que a diminui¢do na pressdo sangiiinea de uma pes-
soa dependa de uma determinada droga que ela devera to-
mar. Assim, se x mg da droga forem tomados, a queda na
pressao sangiiinea serd uma fung¢io de x. Seja f(x) esta fun-
¢do e

30.

31.
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S(x) = Pk — x)

onde x est4 em {0, k] e kK é uma constante positiva. Determi-
ne o valor de x que cause o maior decréscimo na pressao san--
giiinea.

Durante a tosse ha um decréscimo no raio da traquéia de uma
pessoa. Suponha que o raio normal da traquéia seja R cm
e que durante a tosse o raio seja de r cm, onde R é uma cons-
tante e r é uma varidvel. Podemos mostrar que a velocidade
do ar através da traquéia é uma fungéo de r e se ¥(r) cm/s
for essa velocidade, entdo

V() = kr](R - n)
onde k é uma constante positiva e r estd em [% R, R]. De-
termine o raio da traquéia durante a tosse, para o qual a ve-
locidade do ar através da traquéia seja maxima.

Numa determinada vila, a taxa segundo a qual um boato se
espalha é conjuntamente proporcional ao niimero de pessoas

_ que ouviram o boato € ao nimero de pessoas que ndo ouvi-

32.

33

34

3s.

36.

" .~ ram. Mostre que o boato estd sendo espalhado com veloci-

dade maxima, quando a metade da populagio da cidade ja
0 escutou.

‘Um determinado lago pode suportar até 14.000 peixes e a
taxa de crescimento da populagdo de peixes é conjuntamen-
te proporcional ao niimero de peixes presentes e a diferenca
entre 14.000 e o numero de peixes existentes. Qual deve ser
o tamanho da populagdo de peixes para que a taxa de cresci-
mento.seja maxima?

A resisténcia de uma viga retangular é conjuntamente pro-
porcional a sua largura e ao quadrado de sua profundidade.
Ache as dimensdes da viga mais resistente que possa ser cor-
tada de uma tora na forma de um cilindro circular reto com
72 cm de raio. .

A rigidez de uma viga retangular é conjuntamente propor-
cional A sua largura e ao cubo de sua profundidade. Ache
as dimensdes da viga mais rigida que possa ser cortada de
uma tora na forma de um cilindro circular reto com @ cm
de raio. o

Um pedago de arame com 10 m é cortado em duas partes.
Uma delas é curvada na forma circular e a outra, na forma
de um quadrado. Como dividir o fio, de tal forma que (a)
a area combinada das duas figuras seja a menor possivel; (b)
a drea combinada das duas figuras seja a maior possivel?
Resolva o Exercicio 35, se uma das partes for dobrada na
forma de um tridngulo equildtero, e a outra, na forma de
um quadrado.

4.3 TEOREMA DE ROLLEE Ressaltamos a importancia do teorema do valor médio na introdugio deste ca-
TEOREMA DO VALOR MEDIO pitulo. A demonstragdo do teorema do valor médio ¢ baseada num caso parti-
cular, conhecido como teorema de Rolle, que discutiremos primeiro.
Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a, b], derivavel no interva-
lo aberto (g, b) e tal que f(a) = 0 e f(b) = 0. O matematico francés Michel
Rolle (1652-1719) provou que se uma fung¢io satisfaz essas condigdes, existe pe-
lo menos um numero ¢ entre @ € b para o qual f'(c) = 0.
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4.3 Teorema de Rolle e Teorema do Valor Médio

Vejamos qual o significado geométrico disto. A Figura 1 mostra um esbogo
do grafico de uma fung¢io f que satisfaz as condi¢des do paragrafo precedente.
Vemos, intuitivamente, que existe pelo menos um ponto sobre a curva entre
os pontos (a, 0) e (b, 0), onde a reta tangente € paralela ao eixo x; isto &, a incli-
na¢do da reta tangente ¢ zero. Esta situagdo ¢ ilustrada na Figura 1, no ponto
P. Assim sendo, a abscissa de P € o c, tal que f'(c) = 0.

A func@o cujo grafico estd esbogado na Figura 1 ndo é derivdvel apenas no
intervalo aberto (a, b); isso ocorre também nos extremos do intervalo. Mas,
a condicdo de que f seja derivavel nos extremos ndo é necessdria, para que o
grafico tenha uma reta tangente horizontal em algum ponto no intervalo; a Fi-
gura 2 ilustra isso. Vemos, nessa figura, que a fungio ndo é derivavel em a e
b; contudo, existe uma reta tangente no ponto onde x = ce c estd entre a e b.

Entretanto, € necessario que a fungio seja continua nos extremos do interva-
lo, para garantir a existéncia dessa tangente. A Figura 3 mostra um esbogo do
grafico de uma funcédo que ¢ continua no intervalo [a, b), mas descontinua em
b; a fungdo é derivdvel no intervalo aberto (a, b), e os valores funcionais sdo
zero em ambos os pontos, @ e b. Nio existe, contudo, nenhum ponto no qual
o grafico tenha uma reta tangente horizontal. ‘

Vamos enunciar e provar agora o teorema de Rolle.

Seja f uma fungdo, tal que

- .- (i) ela seja continua no intervalo fechado [a, b];

(ii) ela seja derivavel no intervalo aberto (a, b);

(iii) f(@) = 0 e f(b) = O.

Entdo existe um numero ¢ no intervalo aberto (a, b), tal que

f'c) = 0.

Prova Vamos considerar dois casos.

Caso I: f(x) = 0 para todo x em [a, b].
Entdo, f'(x) = 0 para todo x em (e, b); logo, qualquer numero entre a € ¢
pode ser tomado como c.

Caso 2: f(x) nédo se anula para todos os valores de x no intervalo aberto (a, b).

Como f¢ continua no intervalo fechado [a, b], do teorema do valor extremo, f
tem um valor maximo e um valor minimo absolutos em [a, b]. De (iii), f(a@) = 0
e f(b) = 0. Além disso, f(x) ndo é zero para todo x em (a, b). Logo, f terd
um valor méaximo absoluto positivo em algum ¢, de (g, b), ou um valor mini-
mo absoluto negativo em algum ¢, de (@, b), ou ambos. Assim, para ¢ = ¢,
ou ¢ = ¢, conforme o caso, existe um extremo absoluto num ponto interior
ao intervalo [a, b]. Logo, o extremo absoluto f(c) é também um extremo relati-
vo, € como por hipdtese existe f'(c), segue do Teorema 4.1.3 que f'(c) = 0.
Isso prova o teorema. | |

Pode existir mais de um nimero no intervalo aberto (a, b), para o qual a de-
rivada de f'seja zero. Isso € ilustrado geometricamente na Figura 4, onde a reta
tangente ¢ horizontal no ponto onde x = ¢, e também no ponto onde
X = c,; assim, ambos f'(c;) = 0e f'(c,) = 0.
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O inverso do teorema de Rolle ndo é verdadeiro. Isto é, ndo podemos con-
cluir que se uma fungdo f for tal que f(c) = 0, como a < ¢ < b, entdo serdo
verdadeiras as condig¢des (i), (ii) e (iii). Veja o Exercicio 32.

EXEMPLO 1 Dada
f(x) = 4x® — 9x

comprove que as condigdes (i), (ii) e (iii) das hipdteses do teorema de Rolle estdo
satisfeitas em cada um dos seguintes intervalos: [—3, 0], [0, 3] ¢ [-3, 3].
Ache entdo um valor de c em cada um desses intervalos para os quais f'(c) = 0.

Solugdo
f(x)=12x*—-9

Como f’(x) existe para todos os valores de x, f ¢ derivavel em (— o0, + ). As-
sim, as condicdes (i) e (ii) do teorema de Rolle sdo validas em qualquer interva-
lo. Para determinar em quais intervales a condigdo (iii) se verifica, encontra-
mos os valores de x para os quais f(x) = 0. Se f(x) = 0,

4x(x* -9P=0
x=—3 x=0 x=3
Coma = —% e b = 0 o teorema de Rolle é vilido em [—%, 0]. Analoga-

. mente, o teorema de Rolle ¢ vilido em [0, 3] e [—3, 3].

Para encontrar os valores adequados de ¢, equacionamos f’(x) = 0, obtendo
12x2 -9=0
x= b x=13

Portanto, no intervalo [ -, 0], uma escolha adequada para ¢ é —4+/3. No

N

- intervalo [0, 3], tomamos ¢ = -4+/3, enquanto que no intervalo [—3, 3] temos

duas possibilidades para c: —3/3 ou /3.

Vamos aplicar agora o teorema de Rolle para provar o teorema do valor mé-
dio. Vocé devera se familiarizar bem com o conteido deste teorema.

Seja f uma fungdo, tal que

(i) seja continua no intervalo fechado [a, b);
(ii) seja derivdvel no intervalo aberto (a, b).

Entdo, existird um nimero ¢ no intervalo aberto (a, b), tal que

fb) - f(a)
b

- 4a

[ =

Antes de demonstrar o teorema, vamos interpreta-lo geometricamente. Num
esbogo do grafico da fungdo f, [ f(b) — f(a)]l/(b — a) é ainclinagdo do segmen-
to de reta que liga os pontos A (a, f(a)) e B(b, f(b)). O teorema do valor médio
afirma que existe um ponto sobre a curva entre A ¢ B, onde a reta tangente
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¢ paralela 2 reta secante por 4 e B; isto é, existe um nimero ¢ em (a, b),
tal que

f(b) fla)

—a

fly=—7——

Consulte a Figura 5.

Se tomarmos o €ixo x coincidente com a reta secante AB, podemos observar
que o teorema do valor médio é uma generalizagdo do teorema de Rolle o qual
sera usado em sua demonstragao.

Prova do Teorema 4.3.2 Uma equagdo da reta que passa por A ¢ B na Figura 5 ¢

f f()

y—fla) - a)

- y_f“’; f‘“)( ~0)+ /@

Seja, agora, F(x) a medida da distincia vertical entre o ponto (x, f(x)) do grafi-
co da fungéio f e o ponto correspondente sobre a reta secante por 4 e B; entdo,

f(b) — f(a) (b) f (@

F(x) = f(x) — (x —a) — fla) (1)

Vamos mostrar que a fungdo F satisfaz as trés condigdes da hipétese do teo-
rema de Rolle.

A funcéo F é continua no intervalo fechado [a, b], pois é a soma de f com
uma fung¢io polinomial linear, ambas as quais sdo continuas no intervalo. Lo-
g0, a condigdo (i) esta satisfeita por F. A condigdo (ii) estd satisfeita por F, pois
f é derivavel em (a, b). De (1), segue que F(a) = 0 e F(b) = 0. Portanto, tam-
bém a condicdo (iii) do teorema de Rolle estd satisfeita por F.

Da conclusdo do teorema de Rolle, temos que existe um ¢ no intervalo aberto
(a, b), tal que F’(c) = 0. Mas

EPUES L
Assim,
Fig =10 - 10210

Logo, existe um nimero ¢ em (a, b), tal que

0= (- 1O=1@
—a
e )_f(b) £<a)
como queriamos demonstrar. | |

EXEMPLO 2 Dada
flx) = x3 = 5x* - 3x
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comprove que as hipdteses do teorema do valor médio estdo satisfeitas para
a = 1 e b = 3. Entdo, encontre todos os niimeros ¢ no intervalo aberto (1, 3),
tais que

J3) — /(1)

SO =15

Solucdo Como f ¢ uma fungdo polinomial, ela serd continua e derivdvel
para todos os valores de x. Logo, as hipoteses do teorema do valor médio estdo
satisfeitas para todo a e b.

f1(x)=3x* — 10x — 3
fy=-7 e f(3)=—

Logo,
SB) = f(1) _ =27 —(=7)
3—-1 2
= —10
Equacionando f'(c) = — 10, obtemos
32— 10c =3 = —10 '
2-10c+7=0

Be—Ne—1H=90
c=3 c=1

Como 1 ndo esta no intervalo aberto (1, 3), o Unico valor possivel para ¢ é +.

EXEMPLO3  Dada
Jt) = 31

faca um esbogo do grafico de f. Mostre que ndo existe nenhum mimero ¢ no
intervalo aberto (-2, 2), tal que

o J@)—= f(=2)
MO====3

Que condigdo dentre as hip6teses do teorema do valor médio ndo esta satlsfelta
para fquandoa = —2e b = 27

3cl/3

Solucédo Um esbogo do gréfico f aparece na Figura 6.

S =3x8
Assim,

2
f(C) 1/3
J@) = f(=2) _ 41— 417
2-(=2 4
=0

Niao existe um nimero ¢ para o qual 2 = 0.
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A funcio f é continua no intervalo fechado [—2, 2]; contudo, f ndo ¢é de-
rivavel no intervalo aberto (-2, 2), pois f’ (0) ndo existe. Logo, a condi¢do (ii)
das hipdteses do teorema do valor médio ndo estd satisfeita para f, quando
a= —2eb =2,

Antes do enunciado do teorema do valor médio, indicamos que se trata de
um dos mais importantes teoremas de calculo, pois é usado na demonstragdo
de muitos outros teoremas. Em tais casos, ndo é necessario encontrar o valor
do nimero ¢ garantido pelo teorema. O fato crucial do teorema é a existéncia
do nimero ¢. Para indicar importancia do teorema do valor médio, mostramos
o seu uso na demonstragdo do teorema a seguir, que serd necessario no Capitu-
lo S.

Se f for uma fungdo tal que f’(x) = 0 para todos os valores de x num intervalo
I, entdo f serd constante em 1.

Prova Suponha que f nfio seja constante no intervalo I. Entdo, existem dois
nimeros distintos, x, e x, em I, com x, < X,, tais que f(x;) # f(x;). Como, por
hipdtese, f’(x) = 0 para todo x em /, entdo f'(x) = 0 para todo x no intervalo
fechado [x,, x;]. Logo, f ¢ derivavel para todo x em [x,, x,] e f é continua em
[x., x;]. Portanto, a hipétese do teorema do valor médio esta satisfeita, € en-
tdo existe um numero ¢, com x; < ¢ < X,, tal que

J(xy) — flx3)

Xy — X2

f'le)= )
Mas como f” (x) = 0 para todo x no intervalo [x,, x,], entdo f'(c) = 0 e de (2)
segue que f(x,) = f(x,). Mas supomos que f(x,) # f(x,). Temos, portanto,
uma contradigdo e, assim sendo, f é constante em 1. ]

Um outro teorema importante, em cuja demonstragéo € utilizado o teorema
do valor médio, é o Teorema 4.4.3, dado na sec¢do a seguir.

EXERCICIOS 4.3

Nos Exercicios de 1 a 4, comprove que as condigoes (i), (ii) e (iii)
das hipdteses do teorema de Rolle estdo satisfeitas pela funcdo

x? +4x
;12,6
T [26]

10. f(x) =

9. f(x) =1+ cos x;

—37m, 37]

dada no intervalo indicado. Ache, entdo, um valor adequado de

¢ que satisfaca a conclusdo do teorema de Rolle.

L f(x)=x2—4x +3;[1,3]

2 fx)=x3—-2x>—x+2[12]
3. f(x) = sen2x; [0, $7]

4. f(x) = 3 cos? x; [4m, 37]

Nos Exercicios de 11 a 16, (a) faca um esbogo do grdfico da fun-
¢do no intervalo indicado; (b) teste as trés condigdes (i), (ii) e (iii)
das hipdteses do teorema de Rolle e determine quais entre elas
sdo satisfeitas; e (c) se as trés condigées de (b) forem satisfeitas,
determine um ponto no qual existe uma reta tangente horizontal.

11 f(x) = x** — 3x'/3; [0, 3] 12. f(x) = x3* — 2x1/%; [0, 4]

Nos Exercicios de 5'a 10, comprove que as hipdteses do teorema
do valor médio estdo satisfeitas pela fun¢do dada no intervalo
indicado. Ache, entd@o, um valor adequado de c que satisfaca a
conclusdo do teorema do valor médio.

5 f(x)=x*+2x—1;[0, 1]
6. f(x)=x>+x*—x;[-2,1]
7. f(x) = x*3[0, 1]

8. f(x) = V1 —senx; [0, $n]

x2—x—12
13 fx) =T3—; [—3, 4]

3x+6 sex<1
1. f(x)_{x—4 selsx}’[_z"q
x2—4 sex<1] 8
15 f(x)_{Sx—S sel < x}’[_z’ 5]

16. f(x)=1—|x;[—1,1]
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A interpretagcdo geométrica do teorema do valor médio é que para
um valor adequado de c no intervalo aberto (a, b), a reta tan-
gente a curvay = f(x) no ponto (c, f(c)) é paralela a reta secante
que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Nos Exercicios de
17 a 20, ache um valor de ¢ que satisfaca a conclusdo do teore-
ma do valor médio, faca um esboco do grdfico no intervalo fe-
chado |a, b] e cologue no grdfico as retas tangente e secante.

17. f(x) =x%a=3,b=S5 18. f(x)=x%a=2,b=4
19. f(x) =senx;a=0,b=in
20. f(x)=2cosx;a=3n,b=2x

Para cada uma das fungées dos Exercicios de 21 a 24, ndo existe
um numero c no intervalo aberto (a, b) que satisfaca a conclu-
sdo do teorema do valor médio. Em cada exercicio, determine
qual das hipdteses do teorema do valor médio ndo € satisfeita.
Faga um esbogo do grdficodey = f(x) e da reta que passa pelos
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

21.f(x)=_—)z;a=1,b=6
-1
22, f(x) = —a ;a=1,b=2
23. f(x) = 3(x—4)2’3;a= -4,b=5
2x+3 sex<3
24, f()—{ _ 2y se3<x},a—-1,b=5

25. Se f(x) = x* — 2x3+2x2 — x, then f'(x) = 4x® — 6x2 + 4x — 1.
Prove, pelo teorema de Rolle, que a equagio a seguir tem
pelo menos uma raiz real no intervalo aberto (0, 1):

4x3 —6x2 +4x—1=0.

26. Prove, pelo teorema de Rolle, que a equagdo x3 + 2x + ¢ = 0,
onde ¢ é qualquer constante, ndo pode ter mais do que uma
raiz real.

27. Use o teorema de Rolle para provar que a equacdo
4x5+3x3 +3x—-2=0

29.

30.

31

32.

33.

34.
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tem exatamente uma raiz no intervalo (0, 1). (Sugestdo: mos-
tre primeiro que existe um numero em (0, 1) que é a raiz da
equacio. Entdo, suponha que exista mais de uma raiz da
equagdo em (0, 1) e mostre que isso leva a uma contradigao.)

« Suponha que s = f(f) seja a equagdo do movimento de uma

particula sobre uma reta, onde fsatisfaz as hipéteses do teo-
rema do valor médio. Mostre que a conclusdo do teorema
do valor médio assegura que ird existir um certo instante em
qualquer intervalo de tempo, no qual a velocidade instanta-
nea serd igual 3 velocidade medla para aquele mesmo inter-
valo de tempo.

Se a equacdo do movimento do Exercicio 28 for s =
=12 -t + 4etel0,3], ache o valor de ¢ onde a veloci-
dade instantanea ¢ igual A velocidade média para o intervalo
dado.

Se f(x) = sen? x + cos? x, use o Teorema 4.3.3 para mos-
trar que f(x) = 1 para todo x em [-2nx, 2x].

Suponha que a fungio fseja continua em [a, b] e f'(x) =
para todo x em (a, b). Prove que f(x) = x — a + f(a) para
todo x em [a, b].

O inverso do teorema de Rolle ndo ¢ valido. D& um exemplo
de uma fung¢do para a qual a conclusdo do teorema de Rolle
¢ verdadeira e para a qual (a) a condigdo (i) ndo esta satisfei-
ta, mas as condic¢des (ii) e (iii) estdo; (b) a condigio (ii) ndo
estd satisfeita, mas as condigdes (i) e (iii) estdo; (c) a condi-
¢do (iii) ndo esta satisfeita, mas as condigdes (i) e (ii) estdo.
Faca um esbogo do.gréfico, mostrando a reta tangente hori-
zontal em cada caso.

Use o teorema de Rolle para provar que se todo polindmio
de quarto grau tiver no maximo quatro raizes reais, entio
todo polindmio do quinto grau terd no maximo cinco raizes
reais. (Sugestdo: suponha que um polinémio do quinto grau
tenha seis raizes reais ¢ mostre que isto leva a uma con-
tradigdo.)

Use 0 método do Exercicio 33 e a indugdo matematica para
provar que um polinémio de grau # tem no maximo » raizes
reais.

4.4 FUNCOES CRESCENTES E
DECRESCENTES E O TESTE
DA DERIVADA PRIMEIRA

em [x,, x

A Figura 1 representa um esbogo do grafico de uma fungio f para todo x no
intervalo fechado [x,, x,]. Neste esbogo, estamos supondo que f seja continua
7). A figura mostra que quando um ponto se move ao longo da cur-

va de A para B, os valores funcionais aumentam quando as abscissas aumen-
tam, e que quando um ponto se move ao longo da curva de B para C, os valores
funcionais decrescem, enquanto que as abscissas crescem. Dizemos, entdo, que
S € crescente no intervalo fechado [x,, x,] e é decrescente no intervalo fechado
[x2, x,]. Seguem as defini¢Ges precisas de fungdes crescentes e decrescentes num

intervalo.

4.4.1 DEFINICAO
mente se )

Uma fungéo f definida num intervalo seré crescente naquele intervalo, se e so-

Sx) < f(x,) sempre que x, < x,

onde x, e x, sd0 quaisquer nimeros no intervalo.
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A func¢ao mostrada na Figura 1 é crescente nos seguintes intervalos fechados:
[xla xZ]; [XJ’ xA]; [XS’ x6]; [x6: x7]; [x59 x7]°

Uma fungdo f definida num intervalo serd decrescente naquele intervalo se e
somente se

S(x)) > f(x;) sempre que x;, < X,

onde x, e x, sd0 quaisquer nimeros no intervalo.

A funcdo representada na Figura 1 é decrescente nos seguintes intervalos fe-
chados: [x,, x;}; [xq, Xl

Se uma fungédo for crescente ou decrescente num dado intervalo, entdo dize-
mos que ela ¢ monétona no intervalo.

Antes de enunciar um teorema que da um teste para determinar se uma dada
funcdo é mondtona* num intervalo, vejamos o que esta acontecendo geometri-
camente. Consulte a Figura 1 e observe que quando a inclinagdo da reta tan-
gente for positiva, a fungdo sera crescente e quando a inclinagdo da reta tan-
gente for negativa, a fungdo sera decrescente. Como f” (x) € a inclinacdo da re-
ta tangente a curva y = f(x), fé crescente quando f’ (x) > 0 e decrescente quan-
do f’ (x) < 0. Também, como f”’ (x) € a taxa de variacdo dos valores funcionais
de f(x) em relagdo a x, quando f’ (x) > 0, os valores funcionais estdo crescen-
do 4 medida que x cresce; € quando f’ (x) < 0, os valores funcionais estdo de-
crescendo & medida que x cresce.

Seja fuma fung¢do continua no intervalo fechado [a, b] e derivavel no intervalo
aberto (a, b):

(i) se f'(x) > 0 para todo x em (a, b), entdo f sera crescente em [a, b];

(ii) se f'(x) < 0 para todo x em (@, b), entdo f sera decrescente em [a, b].

Provade (i) Sejam x, e x, dois numeros quaisquer em [a, ], tais que x, < Xx,.
Entdo, f ¢ continua em [x,, x,] e derivavel em (x,, x,). Do teorema do valor
médio, segue que existe um nimero ¢ em (x,, X,), tal que
) Sxz) = flxy)
flo=="——"+
Xy — X4

*N. do T.: Em 'ailguns textos da literatura matematica em lingua portuguesa é empregada a pala-
: vra ‘‘monoténica’’ para esse significado.
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Como x, < x,, entdo x, — x; > 0. Também, por hipdtese, f'(c) > 0. Logo,
Sf(xy) — f(x)) > 0, e assim f(x,) > f(x,). Mostramos que f(x;) < f(x,) sempre
que x; < x,, onde X, e x, sd0 niimeros quaisquer no intervalo [a, b]. Logo, pela
Definicdo 4.4.1, segue que f é crescente em [a, b].

A demonstracdo da parte (ii) € similar e serd deixada como exercicio (veja
o Exercicio 41). : ]

Uma aplicagdo imediata do Teorema 4.4.3 é a demonstragdo do que conhe-
cemos como teste da derivada primeira para extremos relativos de uma funcio.

Seja fuma fung¢io continua em todos os pontos do intervalo aberto (a, b) con-
tendo o numero ¢ e suponha que f’ exista em todos os pontos de (a, b), exceto
possivelmente em c: : :

(i) se f'(x) > 0 para todos os valores de x em algum intervalo aberto tendo
¢ como extremo direito, ¢ se f'(x) < 0 para todos os valores de x em al-
‘gum intervalo aberto tendo ¢ como extremo esquerdo, entdo f terd um
valor maximo relativo em c;

(ii) se f'(x) < 0 para todos os valores de x em algum intervalo aberto, tendo
¢ como extremo direito, e se f'(x) > 0 para todos os valores de x em al-
gum intervalo aberto, tendo ¢ como extremo esquerdo, entdo f terd um
valor minimo relativo em c.

Provade (i) Seja (d, ¢) (onde d > a) o intervalo tendo ¢ como seu extremo di-
reito, para o qual f’ (x) > 0 para todo x no intervalo. Segue, do Teorema 4.4.3
(i), que fé crescente em [d, c]. Seja (¢, e) (onde e < b) o intervalo tendo ¢ como
seu extremo esquerdo, para o qual f'{(x) < 0 para todo x no intervalo. Pelo
Teorema 4.4.3 (ii), fé decrescente em [c, e¢]. Como f¢é crescente em [d, c], segue
da Defini¢cdo 4.4.1 que se x, estd em [d, c} e x, # ¢, entdo f(x,) < f(c). Tam-
bém, como f é decrescente em [c, €], segue da Defini¢io 4.4.2 que se x, esta
em [c, €] e x, # ¢, entdo f(c) > f(x,). Logo, da Defini¢do 4.1.1, f tem um
valor maximo relativo em c.

A demonstra¢do da parte (ii) é similar & demonstragdo da parte (i) e sera dei-
xada como um exercicio (veja o Exercicio 42). [ ]

O teste da derivada primeira para extremos relativos estabelece essencialmente
que se f for continua em c e f'(x) mudar o sinal algébrico de positivo para nega-
tivo quando x cresce através de ¢, entdo f terd um valor méaximo relativo em
¢, e se f'(x) mudar o sinal algébrico de negativo para positivo enquanto x cresce
através de ¢, entdo f terd um valor minimo relativo em c.

As Figuras 2 e 3 ilustram as partes (i) e (ii), respectivamente, do Teorema
4.4.4, quando f”(c) existe. A Figura 4 mostra um esbogo do gréfico de uma fun-
¢do f que tem um valor maximo relativo num numero ¢, mas f'(c) néo existe;
contudo, f'(x) > 0 quando x < ce f'(x) < 0 quando x > c¢. Na Figura 5 hd
um esbogo do grafico de uma fungdo f para a qual ¢ é um numero critico e
f'(x) < 0quando x < ce f'(x) < 0 quando x > ¢; fndo tem um extremo relati-
Vo em C.

As demais ilustragdes do Teorema 4.4.4 aparecem na Figura 1. Em x, e x,,
a fungdo tem um valor maximo relativo e em x; e x;, a fungdo tem um valor
minimo relativo; mesmo que x; seja um nuimero critico para a fungdo, ndo ha
extremo relativo em x;.
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Em suma, para determinar os extremos relativos de f:

1. Ache f'(x). .

2. Ache os niimeros criticos de f, isto €, os valores de x para os quais f'(x) = 0,
ou para os quais f’(x) nao existe.

3. Aplique o teste da derivada primeira (Teorema 4.4.4).

(0]
FIGURA 5

FIGURA 6

Os exemplos a seguir ilustram esse procedimento.

EXEMPLO 1 Dada

f(x)=x>—6x2+9x +1

.

ache os extremos relativos de f, aplicando o teste da derivada primeira. Deter-
mine os valores de x nos quais ocorrem extremos relativos, bem como os interva-
los nos quais f é crescente e aqueles onde f é decrescente. Faga um esboco do
grafico.

Solugédo
f(x)=3x>—-12x +9
S'(x) existe para todos os valores de x. Equacione f’(x) = 0.
3x2—12x+9=0
3x=3)(x—-1)=0
x=3 x=1

Assim, os niimeros criticos de fsdo 1 e 3. Para determinar se f tem um extremo
relativo nesses numeros, aplicamos o teste da derivada primeira. Os resultados
sdo resumidos na Tabela 1.

Tabela 1

S f1x) Conclusdo
x <1 +  fé crescente
x =1 5 0  ftem um valor maximo relativo
l1<x<3 —  f¢é decrescente
x =13 1 0  ftem um valor minimo relativo
I < x +  fé crescente

Segundo a tabela, 5 é um valor mdximo relativo de f ocorrendo em x = 1,
e 1 é um valor minimo relativo de f, ocorrendo em x = 3. Um esbog¢o do gréfi-
co esta na Figura 6.

EXEMPLO 2 Dada

x2—4 sex<3
8—-x se3gx

f(X)={

ache os extremos relativos de f, aplicando o teste da derivada primeira. Deter-
mine os valores de x onde ocorrem extremos relativos, bem como os intervalos
nos quais f¢ crescente e aqueles onde f € decrescente. Faca um esbogo do grifico.
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Solugdo Sex<3,f(x) =2x.Sex>3,f(x) = —1.Como f'_(3) = 6
e f'.(3) = —1, f(3) nio existe. Logo, 3 é um numero critico de f.

Como f'(x) = 0se x = 0, segue que 0 é um nimero critico de f. Aplicando
o teste da derivada primeira, resumimos os resultados na Tabela 2. Um esbogo
do grafico esta na Figura 7.

Tabela 2

Jx) S'(x) Conclusdo
x<0 - f é decrescente
x =0 -4 0 f tem um valor minimo relativo
0<x<3 + f é crescente -
x =3 5 nao existe f tem um valor méaximo relativo
I<x — f é decrescente

EXEMPLO 3 Dada
fxy = x*3 4 4x13

ache os extremos relativos de f, determine os valores de x onde ocorrem extre-
mos relativos e determine os intervalos nos quais f é crescente ¢ aqueles onde
f é decrescente. Faga um esbogo do grafico.
Solucéao

4..1/3 4..-2/3

) =4 4 47
=4x"(x + 1)

Como f'(x) ndo existe quando x = 0 e f'(x) = 0 quando x = — 1, os nimeros

criticos de fsdo — 1 e 0. Vamos aplicar o teste da derivada primeira, cujos re-
sultados estdo resumidos na Tabela 3. Um esbogo do grafico estd na Figura 8.

Tabela 3

Jx) J(x) Conclusdo
x< —1 - f é decrescente
x= -1 -3 0 S tem um valor minimo relativo
-1<x<0 + f é crescente -
x=0 0 ndo existe  f ndo tem um extremo relativo em x = 0
0<x + f é crescente '

EXERCICIOS 4.4

Nos Exercicios de 1 a 40, faca o seguinte: (a) ache os extremos 1 x—2
relativos de f pelo teste da derivada primeira; (b) determine os 13. f(x) = ‘/; - :/__; 14. f(x) = x4+ 2
valores de x nos quais os extremos relativos ocorrem, (c) deter- ) 1
mine os intervalos nos quais f é crescente; (d) determine os inter- {5, flx) = X + = 16. f(x) = 2x + —
valos nos quais f € decrescente; (e) faca um esbogo do grdfico. x 2x
L fx)=x2—4x—1 2. f(x) =3x%—3x +2 17. f(x) = (1 = x)*(1 + x)° 18. f(x) = (x + 2)*(x — 1)?
L f(x)=x3—-x?—x 4 f(x)=x3—-9x2 +15x -5 19. f(x) =2x+/3 ~x 20. f(x) = x+/5 — x*
5 flx)=2x*—9x* + 2 6. f(x)=x>—3x* - 9x 21 f(x)=x—3x'® . 022 f(x) = 4x — 6x21°
7. f(x) =4senix 8. f(x) = x* + 4x 23, f(x) =2 — 3(x — 4% 24, f(x)=2—(x— 1)}
9, f(x) = ix* — x>+ x? 10. f(x) = 2 cos 3x 25. f(x) = x*3 —x'3 26. f(x) =3 cosec 2x
1. fix)=4x3 = 5x*+4x+1 12 f(x)=x° —5x>—20x —2 27. f(x) = % sec 4x 28. f(x) = x¥3(x — 1)?
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29, f() = (x + DPx — 23 30. f(x) = { —2x sex<3
— 10 se3 <
2x+9 sex< —2
31'f(x)={ 241 se—-2<x
32 /09 {25—(x+7 se ~12<xg =3
se —3<x
3Ix+5 sex< —1
3B fx)=<x*+1 se-1<x<?2
7—x se2<g
4 — x+5)2 sex < —4
3. J19 = {1 — (412 se—4<x
(x+92~38 sex < —7
35. f(x) = { 25—x+4)2 se —7<x<0
(x—-2?%*-7 se0 < x
12 — (x + 5)? sex < —3
36. f(x)=¢5—x se —3<xg —1
JI00—(x—7)? se—1<x< 17
37. f(x) = x%% + 10x/* 38. f(x)=(x—a)**+1
39. f(x) = x3(x + 4)~%? 40. f(x) = x5/3 — 10x2/3

41. Prove o Teorema 4.4.3(ii) 42. Prove o Teorema 4.4.4(ii)
43. Ache a e b, tais que a fungdo definida por

) =x +axt +b

tenha um extremo relativo em (2, 3).
44. Ache a, b € c, tais que a fun¢do definida por

fx) = ax* + bx + ¢

45.

46.

47.

48.

49.

50.

S1.

241

tenha um valor maximo relativo de 7 em 1, e que o grafico
de y = f(x) passe pelo ponto (2, —2).
Ache a, b, c e d, de tal forma que a fungdo definida por

SO = ax? + bx? + ex + d

tenha extremos relativos em (1, 2) e (2, 3).

Dado que a fungdo f é continua para todos os valores
dex, f3) =2, f(x) <O0sex<3ef(x) >0sex >3,
faga um esbogo de um possivel grafico de f em cada um
dos seguintes casos, onde forem satisfeitas as condicOes

adicionais: (a) f’ é continuaem 3; (b) f' (x) = —1,sex > 3,
ef'(x)=1,sex>3;() lim f'(x) = -1, lim f'(x) =1
x-3" x-3*

e f'(a) # f'(b), se a # b.

Dada f(x) = x?(1 — x)7, onde p e g sdo inteiros positivos
maiores do que 1, prove cada uma das seguintes afirmati-
vas: (a) se p for par, fterd um valor minimo relativo em 0;
(b) se g for par, f terA um valor minimo relativo em 1;
(c) f terd um valor maximo relativo em p/(p + g),sepegq
forem pares ou impares.

A fungdo f é derivavel no intervalo fechado [a, b]. Prove .
que se f'(a) - f'(b) < 0, entdo existira um nimero ¢ no inter-
valo aberto (a, b), tal que f'(¢) =

Se f(x) = x*, onde k é um inteiro positivo impar, prove que
f ndo tem extremos relativos.

Prove que se f for crescente em [a, b] € se g for crescente
em [ f(a), f(b)], entdo, se g o fexistir em [a, b], g o fserd
crescente em [a, b].

A fungdo f é crescente no intervalo I. Prove que (a) se
g9(x) = — f(x), entdo g serd decrescente em I; (b) se h(x) =
= 1/f(x) e f(x) > 0 em I, entdo h serd decrescente em /.

4.5 CONCAVIDADE E A Figura 1 mostra um esbogo do grafico de uma fungéo f cujas derivadas pri-

PONTOS DE INFLEXAO meira e segunda existem no intervalo fechado [x,, x,]. Como ambas fe f sdo
diferenciaveis nele, f e f' sdo continuas em [x,, x;}.

Se considerarmos um ponto movendo-se ao longo do grafico da Figura 1,

de A para G, entdo a posi¢do de P ird variar quando x crescer de x,; até x,.

Quando P move-se ao longo do grafico, de 4 para B, a inclinagdo da reta tan-

gente ao grafico é positiva e decrescente; isto €, a reta tangente esta girando
no sentido horario, e o grifico esta abaixo da reta tangente. Quando o ponto
Pesta em B, a inclinagdo da reta tangente é zero e ainda é decrescente. Quando
P move-se ao longo do grafico, de B para C, a inclina¢do da reta tangente é

FIGURA 1

Clxyr y3)

E{x;, y5)

D(x4’ yé)
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negativa e ainda é decrescente, a reta tangente ainda esta girando no sentido
hordrio e o grafico est4 abaixo da reta tangente. Dizemos que o grafico é con-
cavo para baixo, de A até C. Quando P se move ao longo do grifico, de C para
D, ainclinagdo da reta tangente é negativa e crescente; isto €, a reta tangente
estd girando no sentido anti-horario € o grafico estd acima de sua reta tangente.
Em D, a inclinagdo da reta tangente € zero e ainda esta crescendo. De D para
E, ainclinagio da reta tangente é positiva e crescente; a reta tangente continua
girando no sentido anti-hordrio, ¢ o grafico estd acima de sua reta tangente.
Dizemos que o grafico é céncavo para cima de C até E. O grafico concavo para
baixo passa a ser concavo para cima no ponto C, o qual é chamado de ponto
de inflexdo. Temos as seguintes defini¢des:

O gréfico de uma fungdo f serd céncavo para cima no ponto (¢, f(c)) se f'(c)
existir e se houver um intervalo aberto I contendo c, tal que para todos os valo-
res de x # c em I, o ponto (x, f(x)) do grafico estara acima da reta tangente
ao grafico em (c, f(¢)).

O grafico de uma fung¢do fserd concavo para baixo no ponto (¢, f(c)), se f'(c)
existir e se houver um intervalo aberto 7 contendo c, tal que para todos os valo-
res de x # c em I, o ponto (x, f(x)) do grafico estara abaixo da reta tangente
ao grafico em (c, f(c)).

» ILUSTRACAO1 A Figura 2 mostra o esbogo de parte do gréfico de uma fun-
¢a0 f que é cOncava para cima no ponto (¢, f(c)) e a Figura 3 mostra o esbogo
de parte do grafico de uma fun¢do fque é cdncava para baixo no ponto (c, f(c)).
<

O gréfico da fungdo f mostrado na Figura 1 é cOncavo para baixo em todos
os pontos (x, f(x)) para os quais x esta num dos seguintes intervalos aber-
tos: (x;, Xx;) ou (x5, Xs). Da mesma forma, para x num dos intervalos abertos
(x;, x5) ou (xg, x5), o grafico da funcdo f, na Figura 1, é concavo para cima.

> ILUSTRACAO 2 Se f for a funcdo definida por f(x) = x2, entdo f'(x) = 2x
e f"(x) = 2. Assim, f”(x) > 0 para todo x. Além disso, o grafico de f, na Figu-
ra 4, esta acima de suas retas tangentes. Entdo, o grafico de f é cOncavo para
cima, em todos os seus pontos.

Se g for a funcdo definida por g(x) = —x? entdo g’'(x) = —2xe g"(x) =
= —2. Logo, 9”(x) < 0 para todo x. Também, o grafico de g, na Figura 35,
estd abaixo de suas retas tangentes. Logo, o grafico de g é concavo para baixo
em todos 0s seus pontos. -«

Yy

FIGURA 4 FIGURA 5
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A fungdo f da Ilustragdo 2 ¢ tal que f”(x) > 0 para todo x, e o grafico

de f é cOncavo para cima em toda parte. Para a fung¢do g da Ilustragdo 2,
g”(x) < 0 para todo x, e o grifico de g é cOncavo para baixo em toda parte.
Essas duas situagdes sdo casos especiais do teorema.a seguir.

4.5.3 TEOREMA

Seja f uma fungéo d1ferenc1avel em algum

) sey, f”(c) > 0, o grifico de f é c
(u);se f7(¢) < 0, o grafico de fé ¢ concavﬁ

Jtervalo aberto contendo c. Entdo,

a élma em (c, f(o));
ara bﬁguxo :em (c, f(c)).

FIGURA 6

Prova de (i)
F0) = tim? (x) f (©)
Como f"(c) > 0,
SEESS

Entdo, pelo Teorema 2.10.1, existe um intervalo aberto I contendo c, tal que

S = £

X —C

(1)

>0

para todo x # cem I.
Consideremos agora a reta tangente ao grafico de f no ponto (c, f(c)). Uma
equacdo da reta tangente é

y=f{e) + fie)x —¢) 2

Seja x um niimero no intervalo I tal que x # c, e seja Q o ponto do gréfico
de fcuja abscissa ¢ x. Através de Q tragamos uma reta paralela ao eixo y e seja
T o ponto de intersec¢do dessa reta com a reta tangente (veja a Figura 6).

Para provar que o grafico de f é concavo para cima em (c, f(c)), precisamos
mostrar que o ponto Q estd acima do ponto 7 ou, equivalentemente, que a dis-
tancia orientada TQ > 0 para todos os valores de x # ¢ em /. TQ é igual a
ordenada de Q menos a ordenada de 7. A ordenada de Q ¢ f(x) e a de T é obti-
da de (2); assim,

TQ = f(x) — [f(0) + f(O)x — o]

TO = [f(x) = f(9] — f(O)x — c) ®3)

Do teorema do valor médio, existe algum numero d entre x e c, tal que

a1 =1@
Isto €&, .
JSx)— fle) = f'[d)(x — ¢ para algum d entre x € ¢
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Substituindo essa igualdade em (3), temos
TQ = f'(d)(x — ¢) — [(e)(x — ¢)
TQ = (x — [ f'(d) - f(c)] )

Como d estd entre x e ¢, d estd no intervalo 7, e assim, tomando x = d na desi-
gualdade (1), obtemos

f@-re_,

y ©)

Para provar que T_Q > 0, vamos mostrar que ambos os fatores a direita de
(4) tém o mesmo sinal. Se x — ¢ > 0, entdo x > c¢. E como d estd entre x €
¢, entdo d > c; logo, da desigualdade (5), f'(d) — f(c) > 0.Sex — ¢ < 0,
entdo x < c e assim d < c; portanto, de (5), f'(d) — f'(c) < 0. Concluimos
que x — ce f'(d) — f(c) tém o mesmo sinal; logo, 7Q é um numero positivo.
Assim, o grafico de f é c6ncavo para cima em (c, f(0)).

A prova da parte (ii) é similar e serd omitida. n

O inverso do Teorema 4.5.3 nio é verdadeiro. Por exemplo, se f for a fungio
definida por f(x) = x*, o grafico de f serd concavo para cima no ponto (0, 0)
mas f”(0) = 0 pois f”(x) = 12x?2 (veja a Figura 7). Assim sendo, uma condi-
¢do suficiente para que o grafico de uma fungio f seja cOncavo para cima no
ponto (c, f(c)) é que f”(c) > 0, mas a condi¢cdo ndo é necessdria. Analogamen-

-te, uma condic¢do suficiente — mas ndo necessaria — para que o grafico de uma

fungdo f seja cOncavo para baixo no ponto (c, f(c)) é que f"(c) < 0.

Se existe no.grifico de uma fungido um ponto no qual o sentido da concavi-
dade muda, havendo ai uma reta tangente ao grafico, entdo o grafico da fun-
¢80 cruzard sua reta tangente nesse ponto, conforme mostram as Figuras 8, 9
e 10. Tal ponto é chamado ponto de inflexdo. :

O ponto (¢, f(c)) sera um ponto de inflexdo do griafico da funcdo f se o grafico
tiver nele uma reta tangente e se existir um intervalo aberto 7 contendo c, tal
que se x estiver em I, entdo ’

ADffx) < 0sex<cef'(x) >0sex > c,ou
() f'x) >0sex < cef'(x) <0sex > c.

» ILUSTRACAO 3 A Figura 8 ilustra um ponto de inflexdo onde verificamos
a condigdo (i) da Definicdo 4.5.4; neste caso, o grafico é concavo para baixo
em pontos imediatamente a esquerda do ponto de inflexdo e cdncavo para cima
em pontos imediatamente 2 sua direita. A condigdo (ii) est4 ilustrada na Figura
9, onde o sentido da concavidade muda de cima para baixo no ponto de infle-
x30. A Figura 10 é outra ilustra¢do da condigdo (i), onde o sentido da concavi-
dade muda de baixo para cima no ponto de inflexdo. Note que na Figura 10
hd uma reta tangente horizontal no ponto de inflexao. |

No grifico da Figura 1 ha pontos de inflexdo em C, E e F.
A parte crucial da Defini¢do 4.5.4 é que o grafico deve ter uma reta tangente
no ponto de inflexdo. Considere, por exemplo, a fun¢do do Exemplo 3, da Sec-
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¢ao 2.3. Ela € definida por

4 —x2 sex <1
h(x)_{2+x2 sel < x

Um esbogo do gréfico de /4 estd na Figura 11. Observe que h”(x) = —2 se
x < leh”(x) = 2sex > 1. Assim, no ponto (1, 3) do grafico, o sentido da
concavidade muda de baixo para cima. No entanto, (1, 3) ndo é um ponto de
inflexdo, pois o gréfico ndo tem uma reta tangente ali.

> ILUSTRACAO 4 Suponha que tenha sido estimado que ¢ horas dpos ter co-
mecado a trabalhar as 7 da manha, um operario de uma linha de montagem
tenha concluido determinada tarefa em f(f) unidades, e

fO=21t+9*—t> 0gt<S

Na Tabela 1 estdo os valores funcionais para valores inteiros de ¢ de 1 até S,
€ um esbogo do grafico de f em [0, 5] estd na Figura 12.

fO=21+18t—32 f()=18—6t
=6(3 —1)

Observe que /() > 0se 0 < t < 3 e f"(#) < 0se3 < ¢ < 5. Da Defini¢do
4.5.4 (ii) segue que o grafico de ftem um ponto de inflexdo em # = 3. Do Teo-
rema 4.4.3, como f”(f) > 0 quando 0 < ¢t < 3, f'(f) é crescente em [0, 3] e
como f”(f) < 0 quando 3 < ¢ < 5, f'(¢) é decrescente em [3, 5]. Logo, como
S'() é a taxa de varia¢do de f(¢) em relagdo a ¢, concluimos que nas primeiras
trés horas (de 7 as 10 h da manha) o operdrio executa sua tarefa numa taxa
crescente € durante as duas horas restantes (de 10 até meio dia), o operdrio exe-
cuta a tarefa numa taxa decrescente. Em ¢ = 3 (10 h da manha), o operdrio
esta produzindo com maior eficiéncia, e quando 3 < ¢ < 5 (apds as 10 h), ha
uma reducdo em sua taxa de produgdo. O ponto no qual o operdrio esta produ-
zindo com maior eficiéncia é chamado de ponto de diminuicdo do retorno; é
um ponto de inflexdo do grafico de f. |

A Definicdo 4.5.4 ndo indica nada sobre o valor da derivada segunda de f
num ponto de inflexdo. O teorema a seguir estabelece que se a derivada segun-
da existir num ponto de inflexdo, ela deverd ser zero nele.

Se a func¢do f for derivavel em algum intervalo aberto contendo c e se (c, f(c))
for um ponto de inflexdo do grafico de f, entdo, se f"(c) existe, f”(c) = O..

Prova Seja g a funcio tal que g(x) = f'(x); entdo g'(x) = f”(x). Como (c, f(c))
¢ um ponto de inflexdo do grafico de f, entdo f”(x) muda de sinal em c e
assim g’(x) muda de sinal em c. Logo, pelo teste da derivada primeira (Teore-
ma 4.4.4), g tem um extremo relativo em ¢, e ¢ é um nimero critico de g. Como
g’'(c) = f"(c) e como por hipdtese f”(c) existe, segue que g’(c) existe. Logo,
pelo Teorema 4.1.3, g’(c) = 0 e f”(c) = 0, como queriamos provar. ]

O inverso do Teorema 4.5.5'nédo é verdadeiro. Isto é, se a derivada segunda
de uma func¢ao for nula num numero c, o grafico da fun¢éio nio tera, necessa-
riamente, um ponto de inflexdo em x = c. Esse fato é o que mostra a ilustragio
a seguir. '
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» ILUSTRACAO5 Considere a fungdo f definida por f(x) = x* Um esbogo do
grafico de f estd na Figura 7.
f(x) = 4x3 f(x) = 12x?

Observe que f”(0) = 0; mas, como f“(x) > Osex < 0,e f"(x) > O0sex > 0,
o grafico é cOncavo para cima em pontos imediatamente a esquerda e a direita
de (0, 0). Conseqiientemente, (0, 0) ndo é um ponto de inflexdo. <

EXEMPLO 1 A fung¢do do Exemplo 1 da Sec¢do 4.4 é definida por
Sx)=x>—6x2+9x + 1

Ache o ponto de inflexdo do grafico de f e determine onde o gréafico € cOncavo
para cima e onde ¢ cOncavo para baixo. Faga um esbogo do grafico e mostre
um segmento da tangente no ponto de inflexdo.

Solugdo
f()=3x*=-12x+9  f'(x)=6x—12

S”(x) existe para todos os valores de x; assim sendo, o unico ponto de infle-
xd0 possivel é onde f”(x) = 0, o que ocorre em x = 2. Para determinar se existe
ou ndo um ponto de inflexdo em x = 2, precisamos verificar se f”(x) muda de
sinal; ao mesmo tempo, determinamos a concavidade do grafico para os res-
pectivos intervalos. Os resultados estdo resumidos na Tabela 2.

Tabela 2
[ /) 1) Conclusdo
x <2 — o grafico é cdncavo para baixo
x =2 3 -3 0 o grafico tem um ponto de inflexdao
2 < x + o grafico é concavo para cima

No Exemplo 1 da Secg¢do 4.4, mostramos que f tem um valor maximo relati-
vo em 1 e um valor minimo relativo em 3. Um esbog¢o do grafico mostrando
um segmento da tangente encontra-se na Figura 13.

O grafico de uma fungdo pode ter um ponto de inflexao onde a derivada se-
gunda ndo exista. Isso sera ilustrado no préximo exemplo.

EXEMPLO 2 Dada
f(x) = X113 .

ache o ponto de inflexdo do grafico de f e determine onde o grafico é céncavo

-para cima e onde ele é cOncavo para baixo. Faga um esbogo do grafico.

Solugdo
FE =8 )= =g

Nem f’(0), nem f”(0) existem. Na Ilustragao 3 da Sec¢do 3.2, mostramos que
0 eixo y é a reta tangente ao grafico dessa fungdo em (0, 0). Além disso,

ffx) >0sex <0 e f'(x) <0sex>0
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Logo, da Defini¢do 4.5.4 (ii), ftem um ponto de inflexdo em (0, 0). A concavi-
dade do grafico é determinada pelo sinal de f”(x). Os resultados estdo resumi-
dos na Tabela 3.

Um esbogo do grafico de f estd na Figura 14.

Tabela 3
Jx f(x) S (%) Conclusdo
x<0 + + f é crescente; o grafico é cdncavo para cima
x=0 0 ndo existe ndo existe o grafico tem um ponto de inflexdo
0<x + - f é crescente; o grafico é cdncavo para baixo

EXEMPLO3  Se
fx) =1 —2x)°

ache o ponto de inflexdo do grafico de f e determine onde o grafico é cOncavo
para cima e onde ele ¢ cOncavo para baixo. Faca um esbogo do gréfico de f.

Solucdo
f(x) = —6(1 — 2x)? S(x) = 24(1 — 2x) S
o
Como f”(x) existe para todos os valores de x, o tinico ponto de inflexdo pos-
sivel é onde f"(x) = 0, isto é, em x = 4. Os resultados estdo resumidos na
Tabela 4: f“(x) muda de sinal de + para — em x = +; assim, o gréfico tem
um ponto de inflexdo ali. Note também que como f'(3) = 0, o grafico tem

uma reta tangente horizontal no ponto de inflexdo. Um esbogo do grafico estd
na Figura 15.

Tabela 4
J&) (%) f'x) Conclusdo
x <+ + o gréfico é cdncavo para cima
X = % 0 0 0 o grafico tem um ponto de inflexdo
% < x —~ o gréfico é concavo para baixo

EXEMPLO 4 Ache os pontos de inflexdo do gréfico da fun¢do seno. Ache tam-
bém as inclinagGes das tangentes nos pontos de inflexdo. Faga o gréfico da fun-
¢do seno num intervalo de 27 de comprimento, contendo o ponto de inflexdo
com menor abscissa positiva. Mostre um segmento da tangente nesse ponto de
inflexdo.

Solugao Seja
f(x) = sen x
Entao,
') =cosx f"(x) = —senx
J”(x) existe para todo x. Para determinar os pontos de inflexdo, equacionamos
'@ =o.
—senx = 0

X =knm k ¢ um inteiro qualquér
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Yy Como f”(x) muda de sinal em cada um desses valores de x, o grafico tem um
ponto de inflexdo em todos os pontos com essas abscissas. Em cada ponto de
inflexao,

—1 f'(kn) = cos k= k é um inteiro qualquer

1 1 4 : - -
o 1. N :» Ao . _ [ 1 se k for um inteiro par

L4 2 —1 se k for um inteiro impar
Logo, as inclinagdes das tangentes nos pontos de inflexdo sio +1 ou —1. A
Figura 16 mostra o grafico da fungdo seno no intervalo [0, 27]. No ponto de

F|GUR A 16 inflexdo (7, 0) vé-se um segmento da reta tangente. )
EXERCICIOS 4.5

Nos Exercicios de 1 a 16, encontre os pontos de inflexdao do grd-
fico da funcdo dada, se existirem. Determine onde o grdfico é
céncavo para cima e onde ele é céncavo para baixo. Fagca um
esbogo do grdfico e mostre um segmento da reta tangente ao grd-
fico nos pontos de inflexdo. '

1. f(x) = x>+ 9x 2. gx)=x3=3x2+7Tx -3
3gx)=2x+3x2 = 12x + 1 4. f(x) = x> — 6x* + 20

5. F(x) = x* — 8x3 6. f(x) = x*—2x3

7. 9(x)=(x—1)° 8. G(x)=(x+2)

9. f(x)=(x + 2! 10. g(x) = (x — 1)'/3

1. ) = 12. F(x) = —=

X2 +3
13. g(x) = 2sen3x; xe[—n, 7]
14. f(x) =3cos2x; xe[—m, ]

15. f(x) =tgix; xe(—=, ) 16. g(x) = cotg 2x; x € (0, 4n)

Nos Exercicios de 17 a 24, ache o ponto de inflexdo do grdfico
da fungdo dada, se existir. Determine onde o grdfico é concavo
para cima e onde ele é concavo para baixo. Fagca um esbogo do
grdfico.

x2—1 sex<?2 2+ x? sexg |
17.f(x)—{7_x2 se2< x 18. flx) = 4—x% sel<x
x? sex<g0 —x% sex<0
19 g(x)={_x2 se 0 < x 20. g(x)={ x* se 0< x
x3 sex <0 x? sex<0
21. F(x) = 22. G(x) =
x) {x“ se0 g x ) {x“ se 0 < x

23 f(x)=(x -2V +3 24. g(x) = (2x — 6)3% + 1

25. Se f(x) = ax® + bx?, determine a e b, de forma que o gra-
fico de f tenha um ponto de inflexdo em (1, 2).

26. Se f(x) = ax?® + bx? + cx, determine a, b e c, de forma que
o grafico de f tenha um ponto de inflexdo em (1, 2) ¢ que
a inclinagdo da reta tangente no ponto de inflexdo seja —2.

27. Se f(x) = ax?® + bx® + ¢x + d, determine a, b, c e d, de
forma que ftenha um extremo relativo em (0, 3) e que o gra-
fico de f tenha um ponto de inflexdo em (1, —1I).

28. Se f(x) = ax* + bx*® + cx? + dx + e, determine os valo-
res de a, b, c, d e e, de forma que o gréfico de f tenha um
ponto de inflexdo em (1, — 1), passe pela origem e seja simé-
trico com respeito ao eixo y.

Nos Exercicios de 29 a 31, (a) ache os pontos de inflexdo do grd-
fico da fungdo trigonométrica dada; (b) ache a inclinagdo das
retas tangentes nos pontos de inflexdo; (c) faca um esboco do
grdfico da funcdo num intervalo de 2n de comprimento e con-
tendo o ponto de inflexdio com menor abscissa positiva, e mos-
tre um segmento da reta tangente nesse ponto de inflexdo.

29. A fung@o co-seno 30. A fungdo tangente
31. A fungdo co-tangente
32. Prove que os graficos das funcdes secante e co-secante nao

tém pontos de inflexdo.

Nos Exercicios de 33 a 46, esboge parte do grdfico de uma fun-
¢do f contendo o ponto onde x = c, se as condi¢bes dadas esti-
verem satisfeitas. Suponha que f seja continua em algum inter-
valo aberto contendo c.

33. f'(x) > 0sex < ¢; f'(x) < 0sex > ¢; f"(x) < Osex < ¢;
ffx) < 0sex >c

3. f/(x) >0sex < c; f'(x) >0sex>c; f"(x) >0sex <¢;
f'x) < 0sex > ¢

35. f/(x) > 0sex < ¢c; f(X) <O0sex > c; f"(x) > 0sex <
f'x) >0sex >c

36. fi(x) < 0sex < ¢ f/(x) >0sex > c; f"(x) > 0sex < ¢
ffx) < 0sex >c

37. f"(c) = 0; f'(c) = 0; f"(x) > 0sex < ¢; f"(x) < Osex > ¢

38.f(c) = 0; f'(x) > 0sex < c; f'(x) >0sex >c¢

39. f"(c) = 0; f(c) = 0; f"(x) > Osex < ¢; f"(x) > Osex > ¢

4. f'(0) = 0; f() < O0sex < c; f'(x) >0sex > ¢

41. f'©) = 0; f'(c) = -Lf'(x) < O0sex <G f'(x) >0sex>c

2. 170 = 0;f(0) = 5 f"(x) > 0sex < c; f"(x) < Osex > ¢

43. f'(c) ndo existe; f'(x) > 0sex < ¢; f"(x) > 0sex > ¢

44. f'(c) ndo existe; f”(c) ndo existe; f'(x) < 0 se x < ¢
f'(x) >0sex >c¢
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45. lim f/(x) = +o; lim f(x) = 0; f"(x) > 0se x < ¢; 51. Estima-se que um operdrio de uma oficina que fabrica mol-
xac” x—ct .

f'x) <0sex >c¢

46. lim f'(x) = +o; lim f(x) = —o0; f'(x) > 0sex < ¢;
X—c” x=sct

Sf'x) >0sex >c

4

47. Faca um esbogo do grafico de uma funcéo fpara a qual f(x),
f(x) e f"(x) existem e s3o positivas para todo x.
48. Faga um esbogo do grafico de uma funcéo fpara a qual f(x),

duras para quadros possa pintar y molduras, x horas apds
ter comegado a trabalhar as 8 da manhi, e

y=3x+82-x 0gx<4

Ache 0 momento em que o operario estd trabalhando mais
eficientemente (isto €, em que instante ele atinge o ponto de
diminuicdo do retorno?). (Sugestdo: veja a Ilustragido 4.)

f/(x).e f"(x) existem e sdo negativas para todo x. 52. Desenhe um esbogo do grafico da equagdo x?3 + y?3 = 1.
49. Se f(x) = x5, mostre que 0 é um nimero critico de f, mas (Sugestdo: o grafico ndo é aquele de uma fun¢éo. Entretan-
que f(0) ndo é um extremo relativo. A origem é um ponto to, a parte no primeiro quadrante é o grafico de uma fun-
de inflexdo do grafico de f? Prove sua resposta. ¢do. Obtenha essa porgdo e entdo complete o grafico por pro-
50. Se f(x) = 3x% + x|x|, prove que f”(0) ndo existe, mas o priedades de simetria. A concavidade desempenha um papel
grafico de f é cdncavo para cima em toda parte. importante.)

4.6 O TESTEDA
DERIVADA SEGUNDA PARA
EXTREMOS RELATIVOS

Na Seccdo 4.4, vocé aprendeu como determinar se uma fungdo ftem um valor
méximo ou minimo relativo num ndimero critico c, verificando o sinal algébri-
co de f’ em numeros contidos em intervalos a direita e a esquerda de c¢. Outro
teste para extremos relativos envolve somente o numero critico ¢. Antes de
enuncid-lo na forma de teorema, vamos apresentar uma discussido geométrica
informal que devera apelar para sua intuigdo.

Suponhamos que f seja uma fungdo, tal que f* e f” existam em algum inter-
valo aberto (a, b) contendo c e que f*(c) = 0. Suponhamos também, que f” seja
negativa em (a, b). Do Teorema 4.4.3 (ii), como f”(x) < 0 em (a, b), entdo
f’ serd decrescente em [a, b]. Como o valor de f’ num ponto do grafico de f
d4 a inclinagdo da reta tangente no ponto, segue que a inclinagdo da reta € de-
crescente em [a, b]. Na Figura 1 hd um esbog¢o do grafico de uma fun¢do f com
essas propriedades. Do Teorema 4.5.3 (ii), o gréfico de f ¢ concavo para baixo
em todos os pontos da figura, e um segmento da reta tangente aparece em al-
guns pontos. Observe que a inclinagdo da reta tangente ¢ decrescente em [a, b].
Note que f tem um valor maximo relativo em ¢, onde f'(c) = 0 ¢ f"(c) < 0.

Suponhamos agora que f seja uma fungdo tendo as propriedades da fungdo
citadas no paragrafo anterior, exceto que, agora, f” é positiva em (a, b). En-
tdo, do Teorema 4.4.3 (i), como f”(x) > 0 em (a, b), segue que f’ € crescente
em [a, b]. Assim, a inclinagdo da reta tangente € crescente em [a, b]. A Figura
2 mostra um esbogo do grafico de uma fung¢do f com essas propriedades. Do Teo-

FIGURA 2
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rema 4.5.3 (i), o grifico de fé c6ncavo para cima em todos os pontos da figura.
Nessa figura, aparecem segmentos da reta tangente em alguns pontos. As incli-
nagOes dessas retas tangentes sdo crescentes em [, b]. A fung¢do ftem um valor
minimo relativo em ¢, onde f'(c¢) = 0 e f’(c) > 0.

As dedugdes dos dois pardgrafos precedentes sio mencionadas no teste da
derivada segunda para extremos relativos, que enunciaremos agora.

Seja ¢ um numero critico de uma fung¢do f, no qual f’(c) = 0 e suponhamos
que f” exista para todos os valores de x em algum intervalo aberto contendo
c. Se f”(c) existe e

(i) se f"(c) < 0, entdo f tem um valor maximo relativo em c;
(@ii) se f” (¢) > 0, entdo f tem um valor minimo relativo em c.

A demonstragdo da parte (i) faz uso do Teorema 2.10.2 e na parte (ii)
¢ aplicado o Teorema 2.10.1. Vocé pode querer consultd-los agora, além de re-
ver as Ilustragdes 1 e 2 da Secgao Suplementar 2.10, que apresentam interpreta-
¢Oes geométricas dos teoremas.

Prova de {i) Por hipdtese, f”(c) existe e é negativa; assim

f"(c) = lim L%@ <0

P ad
Logo, pelo Teorema 2.10.2, existe um intervalo aberto I contendo c, tal que

S@ =10 _,

X —=C

1)

para todo x # c¢ no intervalo.

Seja I, o intervalo aberto contendo todos os valores de x em I para os quais
x < ¢; logo, ¢ € o extremo direito de 7. Seja I, o intervalo aberto contendo to-
dos os valores de x em I para os quais x > ¢; assim, ¢ € o extremo esquerdo
do intervalo aberto I,.

Entdo, se x estdem I;, x — ¢ < 0, e segue de (1) que f'(x) — f'(c) > 0
ou, equivalentemente, f'(x) > f'(c). Sexestaem I,, x — ¢ > 0 e segue de (1)
que f'(x) — f'(c) < 0 ou, equivalentemente, f’'(x) < f'(c).

Mas como f'(c) = 0, concluimos que se x estd em /,, f'(x) > 0, e se x esta
em I,, f'(x) < 0. Logo, f'(x) muda o sinal algébrico de positivo para negati-
vo, quando x cresce passando por ¢, e assim, pelo Teorema 4.4.4, f tem um
valor mdximo relativo em c.

A demostragdo da parte (ii) € similar e serd deixada como um exercicio (veja
o Exercicio 46). [ ]

EXEMPLO 1 Dada
S(x) = x* + %$x3 — 4x?

ache os maximos e minimos relativos de f, aplicando o teste da derivada segun-
da. Faga um esbogo do grafico de f.

Solugdo Calculamos as derivadas primeira e segunda de f.
S(x)=4x> +4x?> —8x  f"(x)=12x> +8x —8
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Equacionando f'(x) = O,
4x(x + 2)(x—1)=0
x=0 = -2 x=1

Assim, os numeros criticos de fsdo —2, 0 e 1. Vamos determinar se existe ex-
tremo relativo entre esses numeros criticos, encontrando o sinal da derivada se-
gunda neles. Os resultados estio resumidos na Tabela 1.

Tabela 1

J(x) f/®  f')  Conclusdo
x= -2 |- 0 + f tem um valor minimo relativo
x=0 0 0 - f tem um valor maximo relativo
x =1 -3 0 + ftem um valor minimo relativo

-
A partir da tabela e mais alguns pontos, obtemos o esbogo do grafico de f,
conforme mostra a Figura 3.

EXEMPLO 2 Ache os extremos relativos da fungio seno. aplicando o teste
da derivada segunda.

Solugao Seja

f(x) =sen x
Entao,
f(x)=cosx  f"(x)= —sen x

f'(x) existe para todo x. Os niumeros criticos sdo obtidos equacionando f'(x) = 0
cosx =0
=4in + kn k é um inteiro qualquer

Vamos determinar se entre esses nimeros criticos existe um extremo relativo
usando o sinal da derivada segunda neles.

/G + kn) = —sen(En + kn)
—cos kn
_ {—-1 se k for um inteiro par

1 se k for um inteiro impar

<

Os resultados do teste da derivada segunda estdo resumidos na Tabela 2.

Tabela 2

Jfx)  f[x f'x) Conclusdo

xX=5+kn
(k é um inteiro par) 1 0 - f tem um valor maximo relativo
x=5+kn
(k é um inteiro impar) -1 0 + f tem um valor minimo relativo
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Se f”(¢) = 0, bem como quando f'(¢) = 0, nenhuma conclusio pode ser tira-
da relativa a existéncia de extremo relativo de f em c. As ilustragdes a seguir
mostram isso.

P ILUSTRACAO 1 Se f(x) = x*, entdo f'(x) = 4x3 e f”(x) = 12x2. Assim,
S(0), f'(0) e f” (0) sdo todas nulas. Aplicando o teste da derivada primeira, vemos
que f tem um valor minimo relativo em 0. TTm esbogo do gréfico de f estd na
Figura 4. <4

P ILUSTRACAO 2 Se g(x) = —x*, entdo g'(x) = —4x’e g"(x) = —12x2 As-
sim, g(0), g’(0) e g”(0) sdo todas nulas. Nesse caso, g tem um valor méximo
relativo em 0, conforme podemos ver aplicando o teste da derivada primeira.
Um esbogo do grafico de g estd na Figura 5. <

> ILUSTRACAO3 Se h(x) = x3, entdo h'(x) = 3x2e h"(x) = 6x; assim h(0),
h’(0) e " (0) sdo todas nulas. A fungdo 4 ndo tem extremo relativo em 0,
pois se x < 0, A(x) < h(0) ese x > 0, h(x) > h(0). Um esbogo do grafico
de & esta na Figura 6. <

Nas Ilustragdes 1, 2 e 3 temos exemplos de trés fun¢des, cada uma com deri-
vada segunda nula num nimero onde a derivada primeira também ¢é nula; mes-
mo assim, uma das fun¢Ges tem um valor minimo relativo, outra fun¢io tem
um valor maximo relativo e a terceira fun¢do ndo tem extremo relativo.

EXEMPLO 3 Dada
flx) = x33 — 2x'/3

ache os extremos relativos de f, aplicando o teste da derivada segunda, quando
possivel. Use a derivada segunda para encontrar os pontos de inflexdo do grafi-
co de f e determine onde o grafico é concavo para cima e onde é cdncavo para
baixo. Faga um esbog¢o do grafico.

Solucgdo
Sx) =37 = 3xT2R [y = 5T 4 xR

Como f“(0) ndo existe, 0 é um numeo critico de f. Encontramos os demais ni-
meros criticos equacionando f'(x) = 0.

2 2

LI T
2x173 - 2=0
x!3 =1

x =1

Assim, 1 também é um numero critico. Podemos determinar se hd um extremo
relativo em 1 aplicando o teste da derivada segunda. Nao podemos usar o teste
da derivada segunda no nuimero critico 0, pois f”(0) ndo existe. Aplicamos en-
tdo, em x = 0, o teste da derivada primeira. A Tabela 3 mostra os resultados
desses testes.
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Exercicios 4.6

Como f”(0) ndo existe, (0, 0) é um possivel ponto de inflexdo. Para achar
outras possibilidades equacionamos f“(x) = 0.

2 4
Tk o =0
x4 4=0
x'3=2
x=38

Para determinar se existe ponto de inflexdo em x = 0 e x = 8, verificamos
se f”(x) muda de sinal; a0 mesmo tempo, descobrimos o sentido da concavida-
de nos respectivos intervalos. Num ponto de inflexio é necessario que o grafico
tenha uma reta tangente. Na origem hd uma tangente vertical, pois

2x13.—2

x—=0
= — a0

A Tabela 3 resume nossos resultados e deles obtemos o esbog¢o do gréafico da
Figura 7.

Tabela 3
fx) f(x) f7(x) Conclusdo

x<0 - - fé decrescente; o grafico é concavo pa-
ra baixo

x=0 0 ndo existe ndo existe f ndo tem extremo relativo; o grafico
tem um ponto de inflexdo

0<x<1 - + Jfé decrescente; o grafico é coficavo pa-
ra cima

x=1 -1 0 + ftem um valor minimo relativo; o gra-
fico é cOncavo para cima

l1<x<8 + + fé crescente; o grafico é coOncavo para
cima

x =8 0 -é— 0 f é crescente; o grafico tem um ponto
de inflexdo

8 < x + — fé crescente; o grafico é concavo para
baixc

EXERCICIOS 4.6

Nos Exercicios de 1 a 26, ache os extremos relativos da fungdo
dada usando o teste da derivada segunda, quando aplicdvel.
Quando ele ndo for aplicdvel, use o teste da derivada primeira.
Use a derivada segunda para encontrar os pontos de inflexdo do
grdfico da fungdo e determine onde o grdfico é concavo para ci-
ma e onde € para baixo. Faca um esbogo do grdfico.

2. g(x) =7 — 6x — 3x?
4. h(x) = 2x> — 9x? + 27

L f(x)=3x*-2x + 1
3. f(x) = —4x® + 3x% + 18x

5 g(x)=34x>—x?+3

7. f@) =@ -2)*
9. h(x) = x* — 4x® — 3x?
11. F(x) = cos 3x; x € [ —4m, §7]
12. f(x) = 2sendx; x € [0, 3n]
13. f(x) = x(x + 2)°
15. f(x) = 4xY? 4 4x~1/2

17. h(x) = x+/x + 3

6. f()=y>—5y+6
8. G(x) =(x +2)*
10. f(x) = +x% —2x3

14. g(t) = (¢ — 2)""3
16. f(x) = x(x — 1)?

18. f(x) = x+/8 — x?



254

2

9 x
20. g(x)=;+?

22. G(x) = x**(x — 4)?

19. F(x) = 6x!/3 — x23

21. f(x) = 5x* — 3x°

23. f(x) = tg? x; xe(—4n,in)
24. g(x) = sec x tg x; x € (—1n, in)
25. g(x) = x + cos x; x € [ —2m, 2n]
26. f(x) =senx — x; x € [ 37, 3n]

Nos Exercicios de 27 a 30, ache os extremos relativos das fun-
¢Oes trigonomeétricas dadas, pelo teste da derivada segunda.

27. Fungdo co-seno
29. Fungdo co-secante

28. Funcéo secante
30. f(x) = sen x + cos x

Nos Exercicios de 31 a 42, faca um esbog¢o do grdfico de uma

Juncdo f que passa pelos pontos (c, f(c)), (d, f(d)) e (e, f(e)),

se as condi¢cées dadas forem satisfeitas. Trace também um seg-

mento da reta tangente em cada um desses pontos, se houver uma

reta tangente. Suponha que ¢ < d < e e que f seja continua em

algum intervalo contendo c, d, e e.

3L (@) =0, f(d)=1 ["d)=0; f(e)=0; ["(x) >0sex<d
f'(x)<0sex >d

2. [ =0, /)= -1 f"d)=0; f(e) =0; ["(x) < Osex < d;
f'(x)>0sex >d

3B f(0=0,/(d) = -1 1"(d)=0;f"(e) = 0;/"(e) = 0; /"(x) < O

sex <d; f'(x)>0sed<x<e; f'(x) <0sex >e

J©=0 f@d)=1 ["d)=0; f(e) =0; f"(e) =0; f"(x)>0

sex < d; f"(x) <0sed <x<e f'(x) >0sex > ¢

S =0f"c)=0;d)= — 1L f"(d) = 0; f'(e) = 0; f"(x) > O

sex < ¢ f'(x)<0sec<x<d; f'(x) >0sex>d

f=0 f)=0; fd)=1 f'd)=0; f(e) = 0; f(x) <O

sex < ¢ f'(x)>0sec<x<d; f'(x) <0sex >d

() =0; lim f(x) = +o0; lim f/(x)= +oc0; f(e) = O;

x—d~ x—d*
f(x)>0sex <d; f"(x) <0sex >d

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Valores Extremos das Fungdes, Técnicas de Construcdo de Graficos e a Diferencial

() =0; lim f'(x) = —o0; lim f'(x)= —o0; f'(e)=0;
x—=d- x—=d*

['(x)<0sex <d; f'(x)>0sex>d

J'(c) ndo existe; f'(d) = —1; f"(d) = 0; f'(e) = 0; f"(x) > 0

sex < gf'x)<0sec<x<d;f"(x) >0sex>d

S(© =0;f'd) = —1;f(d) = 0; f'(e) ndo existe; f"(x) < 0

sex < d; f'(x) >0sed<x<ef'(x) <O0sex > e

41. f'(c) = 0; f'(d) ndo existe; f'(e) = 0; f"(e) = 0; " (x) < Ose

42.

43.

44.

45.

46.
47.

48.

49.

x<d;ffx) <0sed<x<ef'(x) >0sex>e
J'(©) = 0; f"(c) = 0; f(d) ndo existe; f'(€) = 0; f"(x) < O
sex <G f'x)>0sec<x<d;f'(x) >0sex>d
Suponha que ++/2 ¢ — /3 sejam nimeros criticos de uma
fungdo f e que f"(x) = x[ix*> + 1]. Em cada um des-
ses numeros determine se f tem um extremo relativo; se ti-
ver, classifique-o.

Dada f(x) = x* — rx + k,onder > Oer 1, prove que
(@) se 0 < r < 1, ftem um valor maximo relativo em 1;
(b) se r > 1, ftem um valor minimo relativo em 1.
Dada f(x) = x* + 3rx + S, prove que (a) se r > 0, f ndo
tem extremos relativos; (b) se r < 0, ftem ambos os valores,
méximo e minimo, relativos.

Prove o Teorema 4.6.1 (ii).

Dada f(x) = x? + rx~!, prove que, independentemente do
valor de r, ftem um valor minimo relativo, mas ndo tem va-
lor maximo relativo.

Se f(x) = ax? + bx + c, use o teste da derivada segunda
para mostrar que ftem um valor maximo relativo, se @ < 0.
Ache o nimero onde ele ocorre.

Suponha que fseja uma func¢do para a qual f” (x) existe para
todos os valores de x num intervalo aberto I e que para um
numero cem I, f”(c) = 0 e f” (c) existe e ndo é zero. Prove
que o ponto (c, f(c)) ¢ um ponto de inflexdo do grafico de
Jf. (Sugestdo: a prova é similar aquela do teste da derivada
segunda.)

4.7 TRACANDO UM ESBOGO
DO GRAFICO DE UMA
FUNCAO

Nas Seccdes 2.4 € 2.5 comentamos que para facilitar a elaboragdo do esbogo
do gréfico de uma fung¢do, encontramos, se existirem, as assintotas do grafico.
Na Secgdo 2.4, tratamos das assintotas verticais € na Sec¢ao 2.5, discutimos as
assintotas horizontais. Vocé poderd fazer uma revisdo dessas seccOes agora, pois
nés estaremos aplicando tais conceitos aqui.

Uma assintota de um grafico que néo seja nem horizontal nem vertical é cha-

mada de assintota obliqiia. Na Sec¢do 11.6 daremos a defini¢do formal (11.6.3)
de assintota obliqiia. Entdo, mostraremos que o grafico de uma funcéo racio-
nal da forma f(x)/g(x), onde o grau de f(x) é um a mais do que o grau de g(x),
tem a reta y = mx + b como assintota obliqiia, provando que
1) _ (mx + b)
g(x)
Se dividirmos o polindmio f(x) no numerador pelo polindmio g(x) do denomi-
nador, iremos obter a soma de uma fung¢io linear com uma func¢io racional;
isto é,

f(_x) = mx +

g(x)

lim =0

xX— + o0

(M

h(x)
b _N 7
)
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onde o grau do polindmio /(x) é menor do que o grau de g(x). Entdo,

f(x) h(x)

lim 129
ol P ”’)} 4x)

x— + o

x—'+oo

Quando o numerador ¢ o denominador de A (x)/g(x) forem divididos pela maior
poténcia de x que aparece em g(x), haver4 um termo constante no denomina-
dor e todos os termos do denominador e do numerador serdo da forma k/x’,
onde & ¢ uma constante. Logo, quando x — + oo, o limite do numerador sera
0, enquanto que o limite do denominador serd uma constante. Assim,

h)) _

lim )

X+

0 que estabelece. (1).

™

EXEMPLO 1 Ache as assintotas do grafico da fun¢do 4 definida por

@

¢ faca um esbogo do gréafico.

Solucédo Como

lim h(ix)= —o0 e lim h(x) = + o0

x—1- x—+1+
aretax = 1 ¢ uma assintota vertical. Ndo existem assintotas horizontais, pois
se o numerador € o denominador de /(x) forem divididos por x2, obteremos

-

e quando x — + o ou x— — o, 0 limite do numerador é 1 e o limite do denomi-
nador ¢ 0. Mas, o grau do numerador de A(x) ¢ um a mais do que o grau do
denominador e quando o numerador for dividido pelo denominador, obteremos

4
h(x)—x+l+—]

Logo, areta y = x + 1 ¢ uma assintota obliqgiia.
Para tragar o grafico de A, determmamos se existe alguma reta tangente hori-
zontal. De (2),

2x(x — 1) — (x2 + 3)
( — 1)

x?—2x-3

(x — 1)?

H(x)=
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Equacionando #’(x) = 0, obtemos
x2—-2x—-3=0
x+D)(x-3)=0
x=-—1 x=3

Assim sendo, existem retas tangent-es horizontais nos pontos (—1, —2) e (3, 6).
Indicamos as assintotas, as retas tangentes horizontais e marcando mais al-
guns pontos, obtemos o esbogo do grafico de 4 dado pela Figura 1.

Para obter um esbog¢o do grifico de uma fungdo f, vocé devera aplicar as pro-
priedades discutidas nesse capitulo e proceder da seguinte forma:

. Determine o dominio de f.

. Ache os interceptos y do grafico. Localize os interceptos x do gréafico,
se a equacao resultante for fécil de resolver.

. Teste a simetria em relagdo ao eixo y e a origem.

. Calcule f'(x) e f"(x).

5. Determine os nimeros criticos de f. Esses sdo os valores de x no dominio
de f para os quais ou f’(x) ndo existe ou f'(x) = 0.

6. Aplique o teste da derivada primeira (Teorema 4.4.4) ou o teste da deri-
vada segunda (Teorema 4.6.1) para determinar se nos nimeros criticos
existe um valor maximo relativo, um valor minimo relativo, ou nenhum
dos dois. "

7. Determine os intervalos nos quais f é crescente, encontrando os valores
de x para os quais f”(x) é positiva; determine os intervalos nos quais f
é decrescente, encontrando os valores de x para os quais f’(x) é negativa.
Ao localizar os intervalos nos quais f é monétona, verifique os pontos
criticos onde f ndo tem um extremo relativo.

8. Para obter os pontos de inflexdo possiveis, ache os nimeros criticos de
f’, isto é, os valores de x para os quais f”(x) ndo existe ou f"(x) = 0.
Em cada um desses valores de x, verifique se f”(x) muda de sinal ¢ se o
grafico tem uma reta tangente nele, a fim de determinar se realmente existe
um ponto de inflexdo.

9. Verifique a concavidade do grafico. Ache os valores de x para os quais
f"(x) é positiva e negativa, a fim de obter os pontos nos quais a concavi-
dade é para cima e para baixo, respectivamente.

10. E qtil achar a inclinagdo da reta tangente nos pontos de inflexdo.
11. Verifique a existéncia de possiveis assintotas horizontais, verticais ou
obliqiias. ) :

B

PN

Sugerimos que as informagdes obtidas sejam incorporadas numa tabela, co-
mo nos exemplos a seguir.

EXEMPLO 2 Dada
f(x)=x3-3x2+3

Fa¢a um esbogo do grafico de f determinando primeiro: os extremos relativos
de f; os pontos de inflexdo do grafico de f; os intervalos nos quais f ¢ crescente
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e decrescente; onde o grafico € concavo para cima e onde é concavo para baixo
e a inclinagdo da reta tangente nos pontos de inflexio.

Solugdo O dominio de f¢ o conjunto de todos niimeros reais. O intercepto

.y é3.

f(x)=3x>-6x f'(x)=6x—6

Equacione f’(x) = 0 para obter x = 0Oex = 2. De f” (x) = 0, obtemos x = 1.
Ao fazer a tabela, considere os pontos nos quais x = 0, x = 1 e x = 2, bem
como os intervalos excluindo esses valores de x:

x<0 O<x<l l<x<?2 2<x

Das informagdes na Tabela 1 e determinando mais alguns pontos do graflco,
obteremos o grafico da Flgura 2.

Tabela 1
J&x)  f'x) f'(x) Conclusi@o

x<O0 + - f € crescente; o grafico é concavo para baixo

x=0 3 0 - Jftem um valor maximo relativo; o grafico é con-
cavo para baixo

0<x<l - J € decrescente; o gréfico é concavo para baixo

x =1 1 -3 0 f € decrescente; o grafico tem um ponto de in-
flexao

l<x<2 - + f € decrescente; o grafico é cdncavo para cima

x =2 : -1 0 + ftem um valor minimo relativo; o grafico é con-
cavo para cima -

2<x + + S € crescente; o grafico é cdncavo para cima

EXEMPLO 3  Dada

S0 =
Faca um esbogo do gréfico de f, seguindo as instrugdes do Exemplo 2. Ache
também as assintotas horizontais ¢ verticais.

Solugédo O dominio de f ¢ o conjunto de todos nimeros reais exceto *2.
A tunica intersecgdo do grafico com os eixos é a origem. Como f(—x) = f(x),
o gréfico ¢ simétrico em relagdo ao eixo y.

2x(x? — 4) — 2x(x?) —8(x2 — 4)* + 8x[2(x? — 4)(2x)]

fS(x)= =7 =) S(x) = % — 4
-8 _ 24x2+ 32
T (x2—4)? T xF -4

Equacione f’(x) = 0 para obter x = 0; f’(x) ndo se anula nunca. Para a Tabela
2, considere os pontos nos quais x = 0 e x = *2, pois 2 e —2 ndo estdo no
dominio de f. Também, para a tabela, considere os intervalos excluindo estes
valores de x:

x< =2 —-2<x<0 O0<x<?2 2<x
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Como 2 e —2 estdo excluidos do dominio de f, calculamos os seguintes limites:

) x
Iim ——— =+
x=2+ X7 — 4
lim
im = —00
x—2- x2 -4
lim %
im = —00
x——=2%* x2 - 4
lim = 4
im — = 400
x——2" X2 —4
Portanto, x = 2 e x = —2 sdo assintotas verticais do grafico.
2 2 1
lim = lim lim = lim
x—*+oox2_“ x—+ 4 x—*—uoxz* X~ = 00 4
1 —— 1——
X
=1 =

Logo, y = 1 é uma assintota horizontal do grafico.

Com os dados da Tabela 2, as assintotas como guias, tendo mais alguns pon-
tos marcados no grafico, e as propriedades de simetria, obtemos o esbogo do
grafico de f mostrado na Figura 3.

Tabela 2
fx) ) ) Conclusdo

x< =2 + + f é crescente; o grafico é
cOncavo para cima

x = -2 nido existe ndo existe ndo existe

-2<x<0 + - f é crescente; o grafico é
cOncavo para baixo

x=0 0 0 - f tem um valor méximo
relativo

0<x<?2 - - f é decrescente; o grafico é
cOncavo para baixo

X =2 nao existe ndo existe ndo existe

2 < x - + f é decrescente; o grafico é
cdncavo para cima

Observe, no Exemplo 3, que dada a simetria com respeito ao eixo y, pode-
mos obter o grafico fazendo os calculos para x em [0, + o) e entdo, aplicamos

as propriedades de simetria.

EXEMPLO 4 Dada
f(x) = 5x33 — x3/3

Faca um esbogo do grafico de f, seguindo as instrugées do Exemplo 2.



Exercicios 4.7

259

O dominio de f é o conjunto de todos os niimeros reais. O inter-

cepto y € 0. Equacionando f(x) = 0, obtemos

Solucgédo
x3(5-x)=0
x=0 x=35

Logo, os interceptos x sdo 0 e 5.

f)=8x713 -3 f(x)
=3x"132 - x)

X

= —22x73(1 + x)

_10,.-4/3 _ 10,.—1/3
9 g X

Quando x = 0, nem f” (x) nem f” (x) existem. Equacionando f’(x) = 0, obtemos
x = 2. Assim sendo, os nimeros criticos de fsdo0 0 e 2. De f” (x) = 0, obtemos
x = —1. Ao fazer a tabela, consideraremos os pontos nos quais x é —1, 0 e
2 e os seguintes intervalos:

x< -1

—-1<x<0

0<x<?2 2<x

Um esbogo do grafico, com as informagdes da Tabela 3 e com alguns pontos
adicionais estd na Figura 4.

Tabela 3

fx) S

S7(x) Conclusdo

x < -1

FIGURA 4

34 =~ 48

f € decrescente; o grafico é
cOncavo para cima

J € decrescente; o gréafico tem
um ponto de inflexdo

f é decrescente; o grafico é
cOncavo para baixo

0 ndo existe ndo existe ftem um valor minimo rela-
tivo

S € crescente; o grafico €
cOncavo para baixo

f tem um valor maximo re-
lativo; o gréafico é cOncavo
para baixo

f é decrescente; o grafico ¢é
cOncavo para baixo

+ —_

0 —

EXERCICIOS 4.7

Nos Exercicios de 1 a 8, ache as assintotas horizontal e vertical
do grdfico da fungdo e faca um esbogo do grdfico.

2

LS9 =
3 =28
7. f0) = x3 + 2)2c2

2 _
2 f0=523
6 f =232
x
R

Nos Exercicios de 9 a 58, ache as assintotas horizontal e vertical
do grdfico de f, determinando o seguinte: os extremos relativos
de f; os pontos de inflexdo do grdfico de f; os intervalos em que
[ € crescente; os intervalos em que f é decrescente; onde o grdfi-
co é concavo para cima; onde o grdfico é concavo para baixo;
a inclinacdo de qualquer tangente de inflexdo; as assintotas ho-
rizontal, vertical e obligiia; se existirem.

10. f(x) = x* + x? — 5x
12. f(x) = 3x* + 2x°

9. f(x)=2x3—6x+1
1. f(x) = x* — 2x3
13. f(X) =x*+5x2+3x—4
14. f(x) =2x3 —§x? — 12x + 1

#,
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15. f(x)—x -3x3 +3x2 +1
17. f(x) =4x* —§x3 —x2 + 1

16. f(x) = x* ~ 4x3 + 16x
18. f(x) = ix* — x3
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36. f(x) = 3 secix; xe(—2m, 2n)
37. f(x) =senx + cos x; x € [ —2mx, 27

19. f(x)=3x*—2x3+3x2+2 20, f(x)=3x*+4x>+6x2—4 38. f(x) = [senx|; x € [ 2, 2n]
x2 sex <0 -x3 sex <0 2 x
21. flx) = {2x2 se0 < x 22. f(x)={ 3 se0 < 39. f(x) = 40. f(x) =7
_f—x* sex<0 _faAx—1)* sex<1 x2 +1 _x2+1
23'f(x)_{ x* se0 < x 24. f)= { —1yp setgx WIW=TTy 2. /6 =773
B 3(x—2)* sex<2 B » _x2—4
25. f(x) = { T sersx 26. f(x)—x2(x+4)3 43. f(x) = 2+1 44 10 =55
27. f(x) = (x + 1)3(x — 2)? 28. f(x) = 3x° + 5x° 45, f(x) = 3x23 - 2x 46. f(x) = x'/* + 2x*1
29, f(x) = 3x> + 5x* 30. f(x) =4 — x?| 47. f(x) = 3x*3 — 4x 48. f(x) =3x'* — x
31. f(x) =3cos2x; xe[—m, 7] 49, f(x) =2+ (x =313 50. f(x)=2+(x——3)“/3
32. f(x)=2sen3x;xe[—mn, 7] 51 f(x) =2+ (x — 3)°° 52. f(x) =2+ (x — 3)*3
3. f(x) = {senx se0< x<in 53. f(x) = x24/4 — x 54. f(x) = x/9 — x?
) a sen(x — i) sedn< x <7 B — 9
34 f(x)_{cosx se—n1<x<0 55. J0) = (x + Dy ~x 6. f(x)—x2+9
3 - cos(n —x) se0<xgm _ 23y _ 213 _ x3
35, )= 2t A e (om ) 5. f(9) = (x + 1P =2 58 f() = 57—

4.8 TRATAMENTO ADICIONAL
DOS EXTREMOS ABSOLUTOS
E APLICACOES

O teorema do valor extremo (4.1.9) garante um valor maximo absoluto e um
valor minimo absoluto para uma fung¢io que seja continua num intervalo fe-
chado. Vamos considerar agora algumas fung¢des definidas em intervalos onde
nio é valido o teorema do valor extremo e que podem ter ou ndo extremos ab-
solutos.

EXEMPLO 1 Dada
27
9 ==——%

ache os extremos absolutos de f no intervalo [0, 6), se existirem.

Solugédo A fungdo f é continua no intervalo [0, 6), pois a tnica desconti-
nuidade de f é em 6, que nio pertence ao intervalo.

2x(x — 6) — (x2 —27)
(x — 6)?

_xz —12x + 27
(x —6)°

_(x=3)x=9)

o (x— 6y
Observe que f'(x) existe para todos os valores de x em [0, 6) € f'(x) = 0 quando
x € 3 ou 9; assim sendo, o tinico nimero critico de f no intervalo [0, 6) ¢ 3.

O teste da derivada primeira, quando aplicado, a fim de determinar se f tem
um extremo relativo em 3, e os resultados sdo resumidos na Tabela 1.

S'x) =
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Tabela 1
S e Conclusdo
0<x<3 ) + f é crescente
x=3 6 0 S tem um valor méximo relativo
J<x<é6 - f é decrescente

Como ftem um valor maximo relativo em 3 e f é crescente no intervalo [0, 3)
e decrescente no intervalo (3, 6), entdo em [0, 6) ftem um valor maximo absoluto
em 3, sendo f(3), que éigual a 6. Note que lim f(x) = — o, donde conclul’mosv

x—6"

que f ndo tem um valor minimo absoluto em [0, 6).

As fungdes cujos graficos aparecem nas Figuras 1 e 2 sdo continuas em um
intervalo 7 e tém apenas um extremo relativo, f(c), em I. Observe que f(c)também
tem um extremo absoluto em /. Essas fungdes ilustram o teorema a seguir, que
as vezes € util para determinar se um extremo relativo é um extremo absoluto.

Seja fuma fungdo continua num intervalo 7 contendo o numero c. Se f(c) for
um extremo relativo de fem 7 e 'se ¢ for o inico numero em 7, no qual ftem
um extremo relativo, entdo f(c) sera um extremo absoluto de fem I. Além disso,

(i) se f(c) for um valor maximo relativo de fem 7, entdo f(c¢) sera um valor
maximo absoluto de fem [;

(ii) se f(c) for um valor minimo relativo de fem 7, entdo f(c) serd um valor |
minimo absoluto de fem 1.

Prova Vamos provar a parte-(i). A demonstragdo da parte (ii) ¢ similar.
Como f(c) € um valor méaximo relativo de fem 7, entdo, pela definicdo 4.1.1
existe um intervalo aberto J, onde J C I, e J contém c, tal que

fle) > f(x) para todo x € J

Como c € o iinico nimero de I no qual f tem um valor maximo relativo, segue que

floo>ftky sekedJek #c ' (1)

Para mostrar que f(c) é um valor maximo absoluto de fem I, vamos mostrar
que se d for qualquer nimero em 7, distinto de ¢, entdo f(¢) > f(d). Vamos
supor que

flo) < f(d) 2

€ mostrar que isto leva a uma contradigdo. Como d # ¢, entdo ¢ < d ou
d < c¢. Vamos considerar o caso em que ¢ < d (a demonstragdo é similar se
d < c). .

Como f¢é continua em /, entdo f € continua no intervalo fechado [c, d]. Logo,
pelo teorema do valor extremo, ftem um valor minimo absoluto em [c, d]. Su-
ponha que esse valor minimo absoluto ocorra em e, onde ¢ < e < d. Da desi-
gualdade (1) segue que e # c e das desigualdades (1) e (2) segue que e # d.
Conseqiientemente, ¢ < e < d e, portanto, f tem um valor minimo relativo
em e. Mas isso contraria a hipétese de que ¢ é o unico nimero em I no qual
S tem um extremo relativo. Segue que a hipétese f(c) < f(d) é falsa. Logo,
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f(©) > f(d)sed € Ied # c e, conseqiientemente, f(c) é um valor maximo
absoluto de f em 1. [ ]

EXEMPLO 2 Dada
J(x)=3x*—8x3 +12x2 — 12x + 3

ache os extremos absolutos de f em (— o, + ), se existirem.

Solugdo
f(x)=12x> — 24x? + 24x — 12 f"(x) = 36x* — 48x + 24

J'(x) existe para todos os valores de x. Equacionando Sf'(x) = 0, obtemos
12(x* —2x2 +2x — 1) =0

Fazemos a divisdo polinomial para determinar que x — 1 é um fator do primei-
ro membro da equagdo, obtendo

20— Dx2—x+1)=0

Como a equagdo x? — x + 1 = 0 tem somente raizes imagindrias, a Unica so-
lucdoreal é 1. Portanto, f’(1) = 0. Para determinar se f(1) é um extremo relati-
vo, aplicamos o teste da derivada segunda e obtemos os resultados que estdo
resumidos na Tabela 2.

Tabela 2

Sx) 1 f'x) Conclusio

-2 0 + f tem um valor minimo relativo

=
I

A fungdo f € continua em (— o, + o) e 0 Unico extremo relativo de f em
(— o, +o)estdem x = 1. Logo, segue do Teorema 4.8.1 (ii) que —2, o valor
minimo relativo de f, é o valor minimo absoluto de f.

Na Seccao 4.2, as aplicagbes envolviam o cdlculo dos extremos absolutos de
fung¢des continuas num intervalo fechado e o teorema do valor extremo foi usa-
do na solugdo dos problemas. Vamos tratar agora das aplicagées envolvendo
extremos absolutos para os quais o teorema do valor extremo ndo pode ser
aplicado.

EXEMPLO 3 Uma caixa fechada com base quadrada deve ter um volume de
2.000 cm?. O material da tampa e da base deve custar $ 3 por centimetro qua-
drado e o material para os lados custa § 1,50 por centimetro quadrado. Quere-
mos encontrar as dimensdes da caixa cujo custo total do material seja minimo.

Solugdo Seja x cm o comprimento de um lado da base quadrada e C(x)
o custo total do material. A drea da base é x2 cm?2. Seja y cm a profundidade
da caixa. Veja a Figura 3. Como o volume da caixa é o produto da area da
base pela profundidade

x%y = 2000
2000
y=-1z A3)
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O nimero total de centimetros quadrados na area combinada da tampa e da ba-
se € 2x2, e para os lados, é 4xy. Portanto, o niimero de centavos no custo to-
tal do material é

3(2x%) + 3(4xy)
Substituindo y por seu equivalente de (3), temos

C(x) = 6x? + 6x (22(2)())

Clx) = 6x* + 12000

O dominio de C é (0, + «). Além disso, C é continua em seu dominio.

X

C'(x) = 12 + 24900

_ X
Observe que C’(x) ndo existe quando x = 0, mas 0 nio est4 no dominio de C.
Logo, os linicos niimeros criticos serdo aqueles obtidos como solu¢do da equa-
¢dao C’(x) = 0, o que da

+
..

12.(300 -0 ;

12x —
x3 = 1.000
A unica solugdo real é 10. Assim, 10 é o Gnico nimero critico. Para determinar
se x = 10 torna C um minimo relativo, aplicamos o teste da derivada segunda.
Os resultados do teste da derivada segunda estdo resumidos na Tabela 3.

Tabela 3

C'(x) C"(x) Conclusdo

x =10 0 + C tem um valor minimo relativo

Como C € continua em seu dominio (0, + =) e 0 Unico extremo relativo de
Cem (0, + ©)éem x = 10, segue do Teorema 4.8.1 (ii) que esse valor minimo
relativo de C ¢ o valor minimo absoluto. Assim, o custo total do material sera
minimo quando o lado da base quadrada for 10 cm. A profundidade serd, en-
tdo, de 20 cm, pois a drea da base serd 100 cm? e o volume, 2.000 cm3,

EXEMPLO 4 Se uma lata fechada com volume 167 cm?® deve ter a forma de
um cilindro circular reto, ache a altura e o raio, se um minimo de material deve
ser usado em sua fabricagdo.

Solugédo Seja r cm o raio da base do cilindro, 4 cm a altura do cilindro
e S cm? a area da superficie total do cilindro. Veja a Figura 4. A area da su-
perficie lateral ¢ 2zrh cm?, a drea da tampa é 772 cm? e a area da base é nr?
cm?. Logo,

S = 2nrh + 2nr? 4)
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Se V cm? for o volume de um cilindro circular reto, entdo V = nrih. Assim,
16n = nr’h o (5)

Resolvendo (5) em A e substituindo em (4), obtemos S como uma fungao de r:
- S(r) = 2nr (:—S) + 2nr?

S(r) = 3277: + 2nr?

O dominio de S é (0, + ), e S é continua em seu dominio.

32
S(r) = ——r;’f +amr S0 = 6:‘—3“ + 4

S’(r) ndo existe quando r = 0, mas 0 n3o estd no dominio de S. Os tinicos nu-
meros criticos serdo aqueles obtidos ao resolvermos a equagdo S’(r) = 0, da
qual temos ' '

47r3 = 321
=8
r=2

O unico numero critico de S é 2. Os resultados da aplicagéo do teste da deriva-
da segunda estdo resumidos na Tabela 4. :

Tabela 4

S'(n S Conclusdo

r=21| 0 + S°tem um valor minimo relativo

Como S ¢ continua em seu dominio (0, + ) e 0 \inico extremo relativo de
Sem (0, + o) ocorre em r = 2, segue do Teorema 4.8.1 (ii) que esse valor mini-
mo relativo é o valor minimo absoluto de S. Quando r = 2, temos, de (5), & = 4.

" Logo, a menor quantidade de material sera usada na fabricagdo da lata quandb

o raio for de 2 cm e a altura for de 4 cm.

Nos exemplos precedentes ¢ nos exercicios da Secgdo 4.2, a varidvel para a
qual desejavamos encontrar um extremo absoluto era expressa como uma fun-
¢do de uma unica varidvel. Algumas vezes, esse procedimento é muito dificil ou

"‘muito trabalhoso, ou ocasionalmente impossivel. Freqiientemente, as informa-

¢des dadas possibilitam-nos obter duas equagdes envolvendo trés varidveis. Em
vez de eliminar uma das varidveis, pode ser mais vantajoso derivar implicita-
mente. O exemplo a seguir ilustra este método. O problema ¢ similar ao do Exem-
plo 4, mas neste exemplo o volume pedido ndo ¢ especificado.

‘EXEMPLO 5 Se uma lata fechada com um volume fixo deve ter a forma de

um cilindro circular reto, ache a razio entre a altura € o raio da base se a quan-
tidade de material usado na fabrica¢do for minima.

Solugéo Queremos encontrar uma relagdo entre a altura e o raio da base
de um cilindro circular reto, a fim de que a drea total da superficie seja um
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minimo absoluto para um volume fixo. Logo, iremos considerar o volume do
cilindro como uma constante.

Seja V unidades ciibicas o volume de um cilindro (constante).

Vamos definir agora as variaveis.

Seja r unidades o raio da base do cilindro, r > 0; ¢ 4 unidades a altura do
cilindro, # > 0. Seja S unidades de area a superficie total do cilindro.

Temos as seguintes equagdes:

S =2nr? + 2nrh (6)
V = nr’h ' W)

Como V ¢é uma constante, poderiamos resolver (7) para r ou k4, em termos da
outra e substituir em (6) 0 que nos daria S como fung¢do de uma \inica varidvel.
O método alternativo consiste em considerar S com uma fungio de duas varia-
veis r e h; contudo, r e # ndo sdo independentes uma da outra. Isto ¢, se esco-
lhermos r como variavel independente, entdo S depende de r e A também depende
de r.

Derivando S e V em relacdo a r e levando em conta que # é uma fungdo de
r, temos

ds = 4zr + 2nh + 2nr dh (8)
dr dr

dv ‘ dh
_dr = 2nrh + 7U'2 "‘1—;
. dv . .
Como V é uma constante, ar = 0; logo, da férmula acima,

2nrh + nr? dh =0
dr

s h
com r # 0. Dividindo por r e resolvendo em —d—, teremos

dr

dh 2h

== 9

dr r ©)
Substituindo (9) em (8), iremos obter

ds = 27t|:2l‘ +h+ r(—%>:|

dr r

ds

— =2n(2r — h) (10)

dr

Para encontrar a situagdo em que S tem um valor minimo relativo, resolvemos

a equagio % = 0, obtendo 2r — h = 0, o que resulta

h

Np—

r =

Para determinar se essa relacdo entre r € A torna S um minimo relativo, apli-
camos o teste da derivada segunda. Entdo, de (10),

d*s dh



266

FIGURA 5

Valores Extremos das Fungdes, Técnicas de Construciio de Gréficos e a Diferencial
Substituindo (9) nessa relagdo, iremos obter
d*s —2h
i, 7Y I
dr? TE[ < r
2h
=2n (2 + —)
r

Os resultados da aplicacdo do teste da derivada segunda estdo resumidos na Ta-
bela 5.

Tabela 5
ds dzs -
ar ey Conclusdo
r=h 0 + S tem um valor minimo relativo

De (6) e (7), S é uma fungio continua de 7 em (0, + o). Como o inico extremo
relativo de S em (0, + ) estd em r = LA, concluimos do Teorema 4.8.1 (ii)
que S tem um valor minimo absoluto em r = +-h. Logo, a 4rea total da super-

ficie da lata serd minima para um volume especifico quando a razio entre a
altura e o raio da base for 2.

Problemas geométricos envolvendo extremos absolutos, ocasionalmente, ficam
mais faceis de ser resolvidos quando utilizamos fungdes trigonométricas. O exem-
plo a seguir ilustra esse fato.

EXEMPLO 6 Um cilindro circular reto deve ser inscrito numa esfera com raio
dado. Ache a razdo entre a altura e o raio da base do cilindro cuja érea da su-
perficie lateral seja maxima.

Solucédo Consulte a Figura 5. Vamos tomar a medida do raio constante da
esfera como sendo a.

Seja 6 rad o 4ngulo no centro da esfera subentendido pelo raio do cilindro,
r unidades o raio do cilindro. /4 unidades a altura do cilindro e S unidades qua-
dradas a area da superficie lateral do cilindro. Da Figura 5,

r=asenf® e h = 2acos8
Como S = 2nrh,

S 2n(a sen 8)(2a cos 6)
2ra*(2 sen 6 cos 6)
2ma? sen 20

Assim, S é uma funcdo de 6 e seu dominio ¢ (0, ).

ds 2 dzs 2
10 4rna®cos20 e 102 8na’ sen

. das
Equacionando a0 = 0,

cos20=0
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Como 0 < 6 < %,

0=1in
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Aplicamos entdo o teste da derivada segunda para extremos relativos, cujos
resultados estdo resumitos na Tabela 6.

Conclusdo

Tabela 6
4as  d’S
db de?
6=m 0

S tem um valor maximo relativo

S € continua em seu dominio e como h4d somente um extremo relativo segue
do Teorema 4.8.1 (i) que o valor maximo relativo de S é também o seu valor

maximo absoluto.
Quando 6 = +x,

=asenin h=2acosin

=1
=3+/2a

-2

Assim, para que a area da superficie lateral seja maxima, A/r =+2.

EXERCICIOS 4.8 . o

Nos exercicios de 1 a 16, ache os extremos absolutos dt; Sfungdo
dada no intervalo indicado, se existir algum.
L f(x)=x%(-3,2]
2. g(x)=x>+2x2 —4x + 1;(=3,2)
x+2

3 Fix) = ——5i [~4,4]

x2
4 0= -4 1]

5. g(x) =4x? — 2x + 1; (~— 00, + 0)

6. f(x)=x3>—3x+5;(—0,0)

7. f(x) = (x — 1'% (=0, +0)

8. G(x) = (x — 5)*3; (— o0, +0)

9. f(x) =x*+ x> —9x% + 2x 4+ 1; (— 00, + o0)
10. h(x) = 3x* — 2x3 — 12x? — 6x — 1; (— 00, + 00)

x2+17 x?—30 ,
X—3’[_3,3) 12.f(x)= x—4 ,(‘”@),4)

11. g(x) =

13. f(x) = &%4)"’2; [0, + o0)

14. g(x) = V/x* — 4x + 7; (— 00, + )
15. f(x) = tg x + 2 sec x; (—1im, in)
16. h(x) = x + cotg x; [4n, %n]

17. Um campo retangular com uma 4rea de 2.700 m? deve ser
fechado e uma cerca adicional deve ser usada para dividi-lo
ao meio. O custo da cerca do meio é de $ 12 por metro li-
near e ao longo dos lados a cerca custa $ 18 por metro li-
near. Ache as dimensdes do campo, de modo que o custo da
cerca seja minimo.

18. Um tanque retangular aberto deve ter uma base quadrada e

seu volume deve ser de 125 m?. O custo por metro quadrado
éde § 24 para a base e de $ 12 para os lados. Ache as dimen-
soes do tanque cujo custo total do material seja minimo.

19. Uma pagina deve conter 24 cm? de impressdo, com margens

. . L8
de l% cm em cima e embaixo, enquanto devemos ter 1 cm
de cada lado. Quais as dimensGes da menor pagina que sa-
tisfaz todos esses requisitos?

20. Um edificio de um andar tendo 1.188 m? de piso deve ser

construido, sendo exigidos recuos de 6,6 m na frente e no
fundo e de 4,5 m nas laterais. Ache as dimensdes do lote com
menor 4rea onde esse edificio possa ser construido.

21. Um fabricante de caixas deve produzir uma caixa fechada

com um volume de 288 cm?, onde a base é um retidngulo
com um comprimento trés vezes maior que a largura. Ache
as dimensdes da caixa fabricada com o minimo de material.

22, Resolva o Exercicio 21 para o caso em que a caixa nio tenha

tampa.

23. Ache uma equagdo da reta tangente a curva

y.= x} — 3x2 + 5x com inclinagdo minima.

24. Um poster de papeldo cuja figura ocupa 32 cm? do espago

deve ter embaixo e em cima uma margem de 2 cm e uma mar-
gem de + cm nos lados. Determine as dimensdes do menor
pedago de papeldo que possa ser usado para fazer o poster.

25. Numa dada comunidade, uma certa epidemia alastra-se de

tal forma que x meses apds o seu inicio, P % da populagdo
estard infectada, onde
30x?
P=—"73
1+ x%
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26

27

28.

Em quantos meses o numero de pessoas infectadas atingira
0 maximo e que porcentagem da populagdo esse nimero re-
presenta?
Um gerador de corrente continua tem uma for¢a eletromo-
triz de E volts e uma resisténcia interna de r ohms, onde E
e r sdo constantes. Se R ohms for a resisténcia externa, are-
sisténcia total serd de (r + R) ohms e se P watts for a potén-
cia, entdo

E?R
(r + R)?
Mostre que a maior poténcia sera consumida quando as re-
sisténcias interna e externa forem iguais.
Para a lata do Exemplo 4, suponha que o custo do material
da tampa e da base seja o dobro do custo dos lados. Ache
a altura e o raio da base para que o custo do material seja
minimo.
Resolva o Exemplo 4, se a lata for aberta ao invés de fechada.

Nos Exercicios 29 e 30, use a expressdo competi¢do perfeita.
Quando uma empresa funciona em competigio perfeita, hd mui-
tas firmas pequenas assim, nenhuma empresa afeta o preco ao
elevar a sua produgdo. Portanto, sob competicdo perfeita o pre-
¢o de uma mercadoria é constante, e a empresa pode vender quan-
to desejar, a um preco constante.

29.

30.

31.

32,

33.

Sob competicdo perfeita, uma fabrica pode vender a um prego
de $ 200 por unidade todo o estoque de uma determinada
mercadoria produzida. Se C(x) for o custo total da produ-
¢do didria quando x unidades sio fabricadas, e C(x) = 2x% +
+ 40x + 1.400, ache o nimero de unidades produzidas dia-
riamente, para que a fabrica tenha um lucro diario total m4-
ximo. (Sugestdo: o lucro total é igual ao rendimento total
menos O custo total.)

Uma empresa que fabrica e vende carteiras sob competi¢io
perfeita pode vendé-las a um prego unitdrio de $ 400. Se x
carteiras forem produzidas e vendidas a cada semana e C(x)
for o custo total da produgdo semanal, entdo C(x) = 2x2 +
+ 80x + 6.000. Determine quantas carteiras devem ser fa-
bricadas a cada semana para que a companhia obtenha um
lucro semanal maximo. Qual ser4 este lucro semanal maxi-
mo? Veja a sugestdo para o Exercicio 29.

Sob um monopélio, que significa que h4 apenas um produ-
tor de certa mercadoria, o prego e entdo a demanda podem
ser controlados, regulando-se a quantidade da mercadoria
produzida. Suponha que, sob um monopélio, x unidades se-
jam demandadas diariamente, quando p é o prego por uni-
dade e x = 140 — p. Se a quantia em dinheiro no custo total
da produ¢do de x unidades for dada por C(x) = x2 +
+ 20x + 300, ache o lucro total didrio méximo.

Ache a menor distancia do ponto P(2, 0) a um ponto sobre

acurva y2 — x2 = 1, e ache o ponto sobre a curva que seja
mais proximo de P.

Ache a menor distancia da origem dreta 3x + y = 6, e en-
contre o ponto P sobre a reta que esteja mais préximo da
origem. Entdo, mostre que a origem est4 na reta perpendi-
cular a reta dada em P.
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34. Ache a menor distdncia do ponto A(2, %) a um ponto

35

36.

37

38

39

40

41

42

43

44

45

.

.

sobre a parabola y = x2, e ache o ponto B sobre a parabo-
la que seja 0 mais proximo de 4. Entdo, mostre que A4 estd
sobre a reta normal da pardbola em B.

Uma janela em estilo normando consiste em um retangulo
com um semicirculo sobre ele. Se o perimetro de uma janela
normanda for de 10 m, determine qual deve ser o raio do
semicirculo e a altura do retangulo, tal que a janela deixe pas-
sar 0 maximo de luz.

Resolva o Exercicio 35, no caso em que o semicirculo trans-
mita somente a metade da luz por metro quadrado da drea
do retangulo.

Ficou determinado que, excluindo-se os saldrios, o custo por
quilémetro para operar um caminhio é de 8 + T!.o—_x, onde
x km/h é a velocidade do caminhio. Se os saldrios do moto-
rista ¢ do ajudante forem, no total, de $ 27 por hora, qual
devera ser a velocidade média do caminhio para que o custo
por quildmetro seja minimo?

O custo por hora do combustivel para um navio de carga é
%v’, onde v nés (milha ndutica por hora) é a velocidade do
navio. Se houver um custo adicional de $ 400 por hora, qual
dever4 ser a velocidade média do navio, para que o custo por
milha ndutica seja minimo? (1 milha ndutica = 1,85325 km)
Um automével viajando a uma velocidade de 9 m/s aproxima-
se de um cruzamento. Quando o automével estd a 36 m do
cruzamento, um caminhao viajando a uma velocidade de 12
m/s, o atravessa. O automovel e 0 caminhio estdo em estra-
das perpendiculares entre si. Quanto tempo apds o caminhio
deixar o cruzamento, os veiculos estario mais préximos um
do outro?

Dois avides A ¢ B voam horizontalmente & mesma altitude.
O avido B esté a sudoeste do avido A e 20 km a oeste e 20

km ao sul de A. Se 0 avido A estd viajando para o oeste a 16
64

km/min € o avido B estd viajando para o norte a =
km/min, (a) em quantos segundos eles estardo mais perto um
do outro e (b) qual serd a menor distancia entre eles?
Uma viga de 27 m € transportada horizontalmente por uma
passagem com 8 m de largura, e entdo; por um corredor em
angulo reto com a passagem. Qual deve ser a largura do cor-
redor para que a viga possa passar por essa quina? Despreze
a dimensao transversal da viga, ou seja, considere-a como
um segmento de reta.

Se dois corredores em angulo reto um com o outro tém lar-
guras de 3 € 4,5 m, qual o comprimento da maior viga que
pode ser movida horizontalmente, passando por essa quina?
Despreze a dimensdo transversal da viga.

Um funil com um dado volume deve ter a forma de um cone
circular reto. Ache a razdo entre a altura e o raio da base
se a quantidade de material usado em sua fabricacdo for
minima. : ‘ _
Um cone circular reto deve ser inscrito em uma esfera com
um raio dado. Ache a razdo entre a altura e o raio da base
do cone de maior volume possivel.

Um cone circular reto deve ser circunscrito numa esfera de
raio dado. Ache a razdo entre a altura e o raio da base do
cone com O menor volume possivel.
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46. Prove, usando o método desta Secgdo, que a menor distin-
cia de um ponto P, (x;, y,) a uma reta / com equacdo Ax +
+ By + C =06 |Ax, + By, + C|/JA? + B2 (Suges-
tdo: se s for o numero de unidades na distancia de P, ao
ponto P (x, y) sobre /, entdo s serd um minimo absoluto quan-
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47. Ache a altura do cone circular reto com maior volume que

48.

pode ser inscrito numa esfera de raio @ unidades. Seja 20 a
medida em radianos do adngulo vertical do cone.

A Seccdo transversal de uma tina tem a forma de um tridn-
gulo is6sceles invertido. Se o comprimento dos lados iguais

do s? for um minimo absoluto.)

for de 15 cm, ache a medida do aAngulo do vértice que dara
capacidade méaxima i tina.

4.9 A DIFERENCIAL

flx+ Ax)

Ay

fx)

o

FIGURA 1

4.9.1 DEFINICAO

Suponha que a fung¢do f seja definida pela equagdo

y=fx

- Agora mostraremos como os incrementos Ay podem ser aproximados, por es-

sa fung¢do, a pontos onde f seja derivdvel. Em tais pontos

769 = tim 22 (1)
onde

Ay = f(x + Ax) — f(x)
Segue de (1) que para qualquer e > 0 existe um & > 0, tal que .f

N
s

se 0 < |Ax| < 8, entdo Ay _ | < e
Ax
e se0 < |Ax| < &, entdo .Ay TAfx(IX)AX| < e

Isso significa que |Ay — f’ (x) Ax| é pequeno, comparado com |Ax| . Ou se-
ja, para |Ax| suficientemente pequeno, f* (x)Ax € uma boa aproximagédo do
valor de Ay, e podemos escrever "'

Ay =~ f'(x) Ax @

se |Ax| for suficientemente pequeno.

Para uma interpretagdo grafica de (2), consulte a Figura 1. Na figura, uma
equagdo da curva é y = f(x). A reta PT é tangente a curva em P(x, f(x)), Q
¢ o ponto (x + Ax, f(x + AXx)), e a distancia orientada MQ é Ay=f(x+
+ Ax) - f(x). Na figura, Ax e Ay sdo ambas positivas; contudo, elas poderiam
ser negativas. Para um pequeno valor de Ax, a inclinagdo da reta secante PQ
e a inclinagdo da reta tangente em P sdo aproximadamente iguais, isto &,

Ay
A_fo(x)

Ay = f'(x) Ax

que é (2). o
O segundq membro de (2) é definido como sendo a diferencial de y.

Se a funcdo f for definida por y = S(x), entdo a diferencial de y, denotada por
dy, serd dada por

Cdy = f'()Ax

onde x estd no dominio de f’ e Ax é um incremento arbitrario de x.

3
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flx + Ax)

(x+Ax, fix + Ax))Q

y=fx)

A v
Y y * Ay
y (x, f(x,))P
fz) i |
1 |
I |
0 [———\
x Ax i Ax
FIGURA 2

4.9.2 DEFINICAO
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Consulte agora a Figura 2 que ¢ igual a Figura 1, exceto que a reta vertical
MR € mostrada, onde a distancia orientada MR = dy. Observe que dy representa
a varia¢do em y ao longo da reta tangente ao grafico da equagdo y = f(x) no

.ponto P(x, f(x)), quando x recebe um acréscimo de Ax.

O conceito de diferencial envolve um tipo especial de fungdo de duas vari4-
veis e um estudo detathado de tais fungdes é feito no Capitulo 16. O simbolo
df pode ser usado para representar essa fungdo. A varidvel x pode ser qualquer
nimero no dominio de f* e A x pode ser qualquer niimero que desejarmos. Afir-
mar que df é uma fungio de duas varidveis independentes x e A x significa que
a cada par ordenado (x, Ax) no dominio de df corresponde um unico nimero
na imagem de df e esse numero pode ser representado por df(x, Ax); assim,

df(x, Ax) = f'(x) Ax

Comparando essa igualdade com (3) vemos que quando y = f(x), dy e df (x,Ax)
sdo notagdes diferentes para f’'(x)Ax. O simbolo dy serd usado nas discus-
sOes subseqiientes. :

» ILUSTRACAO 1 Se y = 3x? — x, entdo Sf(x) = 3x* — Xx; assim,
J'(x) = 6x—1. Logo, da Definicdo 4.9.1

dy = (6x — 1) Ax

Em particular, se x = 2, entdo dy = 11Ax. <4

Quando y = f(x), a Defini¢do 4.9.1 fornece-nos o significado de dy, a dife-
rencial da varidvel dependente. Queremos também definir a diferencial da va-
ridvel independente, ou dx. Para chegar a uma defini¢io conveniente de dx que
seja consistente com a defini¢do de dy, consideramos a func¢do identidade defi-
nida por f(x) = x. Entdo, f'(x) = 1 ey = x; assim, de 3),dy =1 - Ax, isto é,

sey = x, entdo dy = Ax O]

Para a fungéo identidade, gostariamos que dx fosse igual a dy; isto é, devido
a afirmativa (4) gostariamos que dx fosse igual a A x. Esse raciocinio nos leva
a defini¢do a seguir. ’

Se a fung¢do f for definida por y = f(x), entdo a diferencial de x, denotada por
dx, sera dada por

dx = Ax

onde Ax é um incremento arbitrario de x e x é qualquer niimero no dominio
de 1.

Das definigGes 4.9.1. € 4.9.2,

dy = f'(x) dx )

Dividindo ambos os membros de (5) por dx, temos
dy
—=f d 0
I f(x) sedx #
Essa relag@o expressa a derivada como o quociente de duas diferenciais. Lem-

bre-se de que, quando introduzimos a notagio % para a derivada na Sec¢do

3.1, dy e dx ndo tinham significado independente.
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EXEMPLO 1 Dada y = 4x2 — 3x + 1, ache Ay, dy e Ay — dy para (a)
quaisquer x e Ax; (b)) x = 2, Ax = 0,1; (¢) x = 2, Ax = 0,01; (d) x = 2,
Ax = 0,001.

Solugdo
(@) Como y = 4x* — 3x + 1, seja
f(x)=4x* -3x + 1
Entao,
Ay = f(x + Ax) — f(x)
=4(x + Ax)* = 3(x + Ax) + 1 —(4x2 —3x + 1)
=4x? + 8x Ax + 4(Ax)> —3x —3Ax + 1 —4x* + 3x — 1
= (8x — 3) Ax + 4(Ax)?

De (5),
dy = f'(x) dx
= (8x — 3) dx
= (8x — 3) Ax
Assim,
Ay — dy = (8x — 3) Ax + 4(Ax)® — (8x — 3) Ax
= 4(Ax)?

Os resultados das partes (b), (c) € (d) estdo dados na Tabela 1, onde
Ay = (8x — 3) Ax + 4(Ax)? e dy = (8x — 3) Ax

Tabela 1
x| Ax Ay dy Ay — dy
(b) 20,1 1,34 1,3 0,04
(c) 2 | 0,01 0,1304 0,13 0,0004
(d) 2 | 0,001 0,013004 0,013 0,000004

Observe na Tabela 1 que a afirmac¢do de que a diferenca Ay — dy tem um
limite zero quando Ax — 0 ndo traz nenhuma informac¢do adicional, uma vez
que ja sabemos que ambos, Ay e dy, tém o limite zero! O que é realmente notavel

Ax Axa Ax
uma afirmac¢do obviamente mais forte do que a anterior. A primeira afirmagdo

decorre apenas da continuidade de f(x) e a segunda é equivalente a existéncia

da derivada f’ (x). Observe ainda que, em geral, ndo podemos afirmar que

Ay — dy decresga monotonicamente com A x, mas sim que, para qualquer tole-

rancia de erro € > 0, existe um & > 0, tal que |Ay — dy| <e |Ax| se |Ax| <8.
Para um valor fixo de x, digamos x,,

dy = f'(xo) dx

Isto €, dy uma funcgdo linear de dx; conseqiientemente, em geral é mais facil
calcular dy do que Ay, como foi visto no Exemplo 1. Como

Sxo + Ax) = f(xo) = Ay

¢ o fato de que também para o erro relativo
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entao,
Sxo + Ax) = f(xo) + Ay
Assim,
Sfxo + Ax) = f(x,) + dy (6)
y
y=ft)
flxg+ Ax) g (x, + Ax, flx,+ Ax))Q

Ay —dyy<.

Ayd flx),+dy—
A Rix,+ Ax, f(x)) +dy)

r Ax=dx IM(x0+Ax,f(x0))

|
|
0 $ ¥
Ax=dx ‘\ .
N x,+ Ax

FIGURA 3

Nossos resultados estdo ilustrados na Figura 3. A equag¢do da curva é
y = f(x) e o grafico é cdncavo para cima. A reta PT é tangente a curva em
P(x,, f(xp)); Ax e dx sdo iguais e estdo representados pela distdncia orientada
PM, onde M é o ponto (x, + Ax, f(x,)). Seja Q o ponto (x, + Ax, f(x, + AXx)),
e a distdncia orientada MQ é Ay ou, equivalentemente, S + Ax) — flxg).
A inclinagdo de PT € f'(x) = dy/dx. Também a inclinagdo de PT ¢ MR/PM
e como PM = dx, temosdy = MR e RQ Ay — dy. Note que quanto menor o
valor de dx (isto é, quanto mais proximo o ponto Q estiver do ponto P), menor
serd o valor de Ay — dy (isto é, menor serd o comprimento do segmento de
reta RQ). Uma equagdo da reta tangente PT é

Y = f(Xo) + f(x0)(x — Xo)
Assim, se ¥ for a ordenada de R, entdo
y = flxo) + f'(xo)[(xo + Ax) — X,]
¥ = f(xo) + f'(xo) Ax
¥ =f(xo) +dy

Comparando essa equagdo com (6), observe que se usarmos f(x,) + dy para
aproximar o valor de f(x, + Ax), estaremos aproximando a ordenada do pon-
to Q(x, + Ax, f(x, + AXx)) na curva pela ordenada do ponto R(x, + Ax,
f(xg) + dy) sobre a reta tangente a curva em P(x,, f(x,)).

Na Figura 3, Ay > dy; assim, Ay — dy > 0. Consulte agora a.Figura 4,
onde Ay < dy, e assim, Ay — dy < 0. Novamente, observe que quanto menor
o valor de dx, menores serdo os valores de |Ay — dy|; isto é, quanto mais préxi-
mo o ponto Q estiver do ponto P, menor sera o comprimento do segmento de
reta OR.
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Y T

flx,)

FIGURA 4

EXEMPLO 2 Ache o volume aproximado de um invélucro esférico cujo raio
interno ¢ 4 cm e cuja espessura é 4z cm.

Solugédo Consideramos o volume do involucro esférico como um incremento
do volume de uma esfera. Seja r o nimero de centimetros do raio de uma esfe-
ra, ¥ cm® o volume de uma esfera € AV o numero de centimetros cubicos no
volume de um invélucro esférico.

V = %nr? dV = 4nr? dr

Substituindo r = 4 e dr = % nas relacGes acima, obtemos
dV = 4n(4)* R
=dn

Logo, AV = 4x e concluimos que o volume do invélucro esférico é aproxima-
damente 47 cm’.

Suponha que y seja uma fungdo de x e que x, por sua vez, seja fungdo de
uma terceira variavel z; isto é,

y=f(x) e x=g¢g@

As duas relacgdes juntas definem y como uma fungio de ¢. Por exemplo, supo-
nha que y = x’e x = 2¢2 — 1. Combinando essas duas equagdes, obtemos
¥ = (212 — 1)’. Em geral, combinando as duas equagdes y = f(x) e x = g(?),
obtemos

y = f(g(t)

A derivada de y em relagdo a ¢ pode ser encontrada pela regra da cadeia, re-
sultando

dy (dy\/(dx
dr <E> (E) @
dy dy

A férmula (7) acima expressa ar como uma fungio de x e'¢, pois r ¢ uma

fungdo de x e % é uma fungdo de ¢.
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> ILUSTRACAO 2 Sey = x*e x = 2f2 — 1, entdo

&y _ () (dx
dt  \dx/\dt
= 3x2(4¢)
= 12x%t ' <

Ja que y = f(g9(t)) define y como uma fun¢io da varidvel independente ¢,
a diferencial de y ¢é obtida de (5):

dy

Essa relagio expressa dy como uma fungdo de ¢ e dz. Substituindo (7) na rela-
¢do, obtemos

_(dy\(dx
v-@@e ®

Agora, como x é uma fung¢do da varidvel independente ¢, (5) pode ser aplicada
para obter a diferencial de x, e temos

~fdx
dx = (Z) dt

" Essa relagdo expressa dx como uma fungdo de ¢ e dt. Usando-a para substituir

<%> dt em (8) por dx, obtemos
dy\ '
=(=L)d - &)
dy < dx) b

Voce deve ter em mente que em (9), dy é uma fungdo de ¢ dt, e que dx é uma

fungdo de ¢ e de dt. Se —Z% em (9) for substituida por f’(x), temos
dy=f(x)dx - (10)

A relagdo (10) assemelha-se a (5). Mas em (5), x é a varidvel independente e
dy é expressa em termos de x e dx, enquanto que em (10), ¢ ¢ a varidvel indepen-
dente e ambas dy e dx sdo expressas em termos de ¢ e df. Assim, temos o teore-
ma a seguir.

Se y = f(x), entdo quando f’(x) existe,
dy = f'(x) dx

sendo x uma varidvel independente ou nio.

Se dividirmos ambos os membros de (10) por dx (desde que dx # 0), obteremos
d

f=2  axzo0
dx :

Essa relacdo estabelece que se y = f(x), entdo f(x) serd o quociente de duas
diferenciais dy e dx, mesmo que x nio seja a varidvel independente.

» ILUSTRACAO 3 Suponhax = cost,y = sente0 < t < 7. Entdo,
dx = — sentdtedy = costdt
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Logo,
d_y _ costdt
dx ~ —sentdt
d_y _ cost
dx  sent
dy _ _x (11)
dx y :

Como x2 + y? = cos2t + sen? ¢, entdo x2 + y* = 1. Assim,
y? _ 1 x2 '
Além disso, y > 0, pois y = sente 0 < ¢ < m. Assim, da relacdo acima
y=+1-x* : (12)
Substituindo o valor de y de (12) em (11), temos
dy X
dx 1—x?
Esse resultado também pode ser obtido, calculando % a partir de (12). <

Na Secg¢do 3.3, demonstramos os teoremas usados para calcular as derivadas
das fungdes algébricas. As férmulas desses teoremas serdo reescritas agora, usan-
do a notagdo de Leibniz. Junto com a férmula para a derivada hd uma férmula
para a diferencial. Nessas férmulas, # e v sdo fun¢des de x e elas sdo validas,

desde que du e v existam. A letra c representa uma constante.
dx =~ dx :
d(©) , v , :
e\ d©).= 0
V‘Il—d—(—{’l=nx"“ "II' d(x") = nx"-'dx
B dx, ‘. i : ‘
7 11 d(cu) =c du,? o III' dv(cus =c du: ‘
dx dx
du + v) du dv -
v = — \'A =du + d
4 = ¥ @ IV, du + v) du | v
d(uv) av du , - ,.
\Y o I + o V' duv) = udv + vdu B,
d(_u.) v du u av ' .
VI v/ _ _ dx dx VI’ d(_u_) _ vdu—udy
dx - w v v2
VIl % nun=1 % VIU' du") = nu"- ' du

Ampliaremos a operagdo de derivagdo para incluir o processo que envol-
ve o célculo da diferencial, bem como da derivada. Se y = f(x), dy pode ser
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encontrada se aplicarmos as férmulas I’ —VII’, ou se determinarmos f’(x) e a
multiplicarmos por dx.

EXEMPLO 3

Dada

2x2y? —3x3 + 5y° + 6xy* =5

onde x e y sdo fungdes de uma terceira variavel, ache —% calculando a diferencial

termo a termo.

Solucdo

Esse ¢ um problema de derivacdo implicita. Tomando a diferen-

cial termo a termo, obtemos

dxy? dx + 4x%y dy — 9x? dx + 15y2 dy + 6y* dx + 12xydy =0
y

Dividindo por dx, se dx # 0, temos

d
(dx%y + 15y* + ley);i% = —4xy? + 9x? - 6y*

dy _ 9x* - 6y* — 4xy?
dx  4xy + 15y% + 12xy

EXERCICIOS 4.9

Nos Exercicios de 1 a 4, (a) encontre dy e Ay para os valores
indicados de x e Ax. (b) Faca um esbo¢o do grdfico e indique
os segmentos de reta cujos comprimentos sdo dy e Ay.

2.y=x}%x=2 e Ax=1
4.y=\/;;x=4 e Ax=3

Ly=x}3x=2¢e¢ Ax=1
Ly=Yx;x=8 e Ax=2

Nos Exercicios de 5 a 10, ache (a) Ay; (b) dy; (c) Ay — dy.

5. y=6—3x —2x? 6. y=3x*—x
1
7. y=x%—x? 8 y=
y=x x y x2+1
2 1
9. y= 10. y=——x3
x—1 x

Nos Exercicios de 11 a 16, ache para os valores dados (a) Ay;
(b) dy; (c) Ay — dy. -

11. y = x? — 3x; x = 2; Ax = 0,03

12. y=x2 —3x; x = —1; Ax = 0,02

15. y=x*+ I; x = 1; Ax = —0,5
16. y=x*+ 1, x=—1; Ax =0,1

Nos Exercicios de 17 a 24, ache dy.
17. y=(3x2 — 2x + 1)? 18. y = /4 — x*

3x
19. y = x23Y2x + 3 20. y

T xt+2

22. y = cotg 2x cosec 2x

1 1
23. y = tg? xsect x 24. y=xzsen——xcos;
X

Nos Exercicios de 25 a 30, -x e y sd@o fungédes de uma terceira va-
ridvel. Calcule —Z%, encontrando a diferencial termo a termo
(veja o Exemplo 3).

25. 3x2 + 4y = 48 26. 8x2 — y? = 32
28. 2x%y — 3xy® + 6y? =1

27. Jx +Jy=4
1

29.sen xcos y — CoOS x seny =
30.3tg2x + d4secty =1

Nos Exercicios de 31 a 34, faca o seguinte: (a) encontre dx e dy
em termos de t e dt; (b) use os resultados da parte (a) para en-

contrar —Z%; (c) expresse y em termos de x, eliminando t, e entdo

calcule % usando os teoremas de derivagdo.

3. x=21%, y=3t R.ox=1+t,y=1-¢
33. x=2cost,y=13sent,0<t<mn

34. x=1—-cost,y=2+sent,0<t<mn

(Sugestdo para os Exercicios 33 e 34: elimine t usando a identi-

-dade sen’t + cos’t = 1.)
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4.10 Solucdo Numérica de Eqdao&es pelo Método de Newton (Suplementar)

A medida da aresta de um cubo é 15 cm, com um erro possi-
vel de 0,01 cm. Use diferenciais para encontrar o erro apro-
ximado do célculo (a) do volume; (b) da 4rea de uma das
faces.

Uma caixa de metal na forma de um cubo deve ter um volu-
me mterlor de 1.000 cm?. Os seis lados sdo feitos de metal,

com -3 cm de espessura. Se o custo do material for de $0,20
por centimetro ciibico, use diferenciais para encontrar o custo
aproximado do metal a ser usado na confec¢do da caixa.

Um tanque cilindrico aberto, deve ter um revestimento ex-

terno com 2 cm de espessura. Se o raio interno for6mea

altura for 10 m, encontre, por diferenciais, a quantidade de
material necesséria para o revestimento.

O talo de determinado cogumelo tem uma forma cilindrica
e um talo com 2 c¢m de altura e r cm de raio tem um volume
de ¥ cm?, onde V = 2xr2. Use a diferencial para encontrar
0 aumento aproximado no volume do talo, quando o raio
passa de 0,4 para 0,5 cm.

Uma queimadura na pele de uma pessoa tem a forma de um
circulo, tal que se r cm for o raio e 4 cm? for a 4rea da quei-
madura, entdo A = zr2. Use a diferencial para encontrar
o decréscimo aproximado da 4rea da queimadura quando o
raio passa de 1 para 0,8 cm.

Uma dada bactéria unicelular tem a forma de uma esfera,
tal que se  micromilimetros (um) for seu raio e V3 for seu
volume, entdo V = —7tr3 Use a diferencial para encontrar
0 aumento aprox1mado no volume da célula quando o raio
passa de 2,2 para 2,3 um.

Um tumor no corpo de uma pessoa tem a forma esférica,
tal que se  cm for o raio e ¥ cm? for o volume do tumor,

42,

43.

45.

46.
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entdo V = %nr’. Use a diferencial para encontrar o aumen-
to aproximado no volume do tumor quando o raio passa de
1,5 para 1,6 cm.
Se ¢ s for o tempo necessario a uma oscnlac;ao completa de
um péndulo simples com / m, entdo 473 = gt2, onde
= 9,8 m/s2. Um relégio tendo um péndulo com 1 m de
compnmento adianta 5 min por dia. Ache aproximadamen-
te 0 quanto deve aumentar o comprimento do péndulo para
que o relégio seja acertado.
A medida da resisténcia elétrica de um fio € proporcional &
medida de seu comprimento e inversamente proporcional ao
quadrado da medida de seu didmetro. Suponha que a resis-
téncia de um fio de um determinado comprimento seja cal-
culada a partir da medida de seu didmetro, com um erro pos-
sivel de 2%. Ache o erro percentual possivel no célculo do
valor da resisténcia.

Um empreiteiro concorda em pintar ambos os lados de 1.000
sinais circulares, com 3 m de raio cada um. Depois de rece-
ber os sinais, descobre que na realidade o raio de cada sinal
tem 1 centimetro a mais. Use diferenciais para encontrar uma
porcentagem aproximada da quantidade adicional de tinta
que sera necessaria.

Se o erro possivel na medida do volume de um gas for
0,1 cm? ¢ o erro permitido na pressdo for 0,001 C kg/m2,
ache o tamanho do menor recipiente para o qual é valida a
lei de Boyle (Exercicio 23 nos Exercicios 3.9).

Para a lei adiabética da expansio de ar (Exercicio 24 nos Exer-

cicios 3.9), prove que — ap _ 1,4 d;/

4.10 SOLUCAO NUMERICA
DE EQUACOES PELO

METODO DE NEWTON & =

As solugdes de uma equagdo da forma

(Suplementar)

sdo chamadas de raizes da equagdo ou zeros da fungio f. Se f for uma fungdo
polinomial com grau menor do que cinco, existem férmulas para o célculo dos
zeros. Voce estd familiarizado com as férmulas caso f tenha grau um (uma
funcéo linear) ou dois (uma fungdo quadratica). Para uma fun¢do polinomial
com grau trés ou guatro, o método geral de calculo dos zeros é complicado.
Além disso, para os zeros de uma fung¢do polinomial com grau cinco ou mais,
existe um teorema, creditado a Niels Abel (1802-1829), o qual afirma nio exis-
tir uma férmula geral em termos de um nimero finito de opera¢ées com os coe-
ficientes. Existem, todavia, processos numéricos para aproximar solugdes de
equagdes € agora eles sdo mais importantes do que nunca, com o uso dos com-
putadores e calculadoras programaveis. Um desses processos envolve uma apli-
cacao da derivada e foi inventado por Isaac Newton no século dezessete. E co-
nhecido como método de Newton e serd o objeto desta secgdo.
Consideremos a equagio f(x) = 0, onde fé uma fungdo derivavel. O método
de Newton fornece um processo para aproximar uma raiz dessa equagio ou,
equivalentemente, um zero de f, isto €, um ndmero r tal que f(r) = 0. Vamos
apresentar primeiro uma interpretagdo geométrica dos conceitos envolvidos. Con-
sulte a Figura 1, que mostra um esbogo do grafico de y = f(x). O nimero r
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€ um intercepto x do grafico. Para obter uma aproximagdo de r, escolhemos
um ndimero x,. A escolha de x, pode ser feita examinando um esbogo do gré-
fico e ele deve estar razoavelmente préximo do nimero r. Consideramos entdo
a reta tangente ao grafico de f no ponto (x,, f(x,)). A reta tangente, denotada
por T, esta na Figura 1, e 7, intercepta o eixo x no ponto x,. O nimero x, ser-
ve agora como uma segunda aproximagdo de r. Repetimos entdo o processo
com a reta tangente 7, no ponto (x,, f(x,)). O intercepto x de T, é x,. Conti-
nuamos o processo até obter a precisdo desejada. Pelo grafico, vemos que os
numeros x,, X,, X;, € assim por diante, estdo cada vez mais préximos do nu-
mero r. Essa situagdo ocorre para muitas fungoes.

Para obter -as aproximagdes sucessivas x,, x;, ... a partir da primeira apro-
ximagdo x;, usamos as equagdes das retas tangentes. A reta tangente 7, no pon-
to (x;, f(x,)) tem uma inclinagdo de f'(x,). Assim, uma equacdo de 7, é

y = f(x1) = f1(x)x — xy)

O intercepto x de T, é x, e determinamos x, tomando x = x, e y = 0 na equa-
¢do acima. Resulta, entdo, que

'0 — fx) = f(x)x, — xy)

Slxy)
J(x1)

Com esse valor de x,, uma equagdo de T, é
y = f(x2) = f1(x)(x — x,)

Entdo, na equagdo acima, expressando x = x; e y = 0, teremos

0 — f(x2) = f(x3)(x35 — x5)
T f(x,)
BTN TR

Prosseguindo dessa forma, obtemos a féormula geral para a aproximacgao x,,., ,
em termos da aproximag¢do precedente x,,:

se f'(x;) #0

X, =X, —

se f(x;) # 0

_ ., _ J&) ,
Xnpy = X, 700 se f'(x,) # 0 )

Adaptamos (1) facilmente, para usd-la num computador ou numa calciladora
programavel.

De (1) podemos obter a (n + 1)-ésima aproximagao a partir da n-ésima apro-
ximagdo, desde que f'(x,) # 0. Se f'(x,) = 0, a reta tangente serd horizontal
e, em tal caso, a menos que a reta tangente seja o proprio €ixo X, ela néo terd
um intercepto x. A Figura 2 mostra isso quando f’(x;) = 0. Dessa forma, o
método de Newton ndo é aplicavel, se f'(x,) = 0 para algum x,. Vocé deve ter
em mente que o valor de x,,, dado por (1) ndo é necessariamente uma aproxi-
magio de r melhor do que x,. Se, por exemplo, x, ndo estiver suficientemente
préximo de r, entdo |f’(x,)| pode ser pequeno e, assim sendo, a reta tangente
T, sera aproximadamente horizontal. Entdo x,, o intercepto x de T;, pode es-
tar mais distante de r do que x,. Veja a Figura 3, onde ocorre essa situagéo.

Na ilustragdo a seguir mostramos como aplicar o método de Newton a uma
equac¢do cuja solu¢do nds conhecemos.
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» ILUSTRACAO 1 Vamos usar o método de Newton para obter a raiz positiva
da equagdo x* = 9, comecando com a primeira aproximagdo de 4. Escrevemos
a equacdo como. x* — 9 =-0 e expressamos

flx) = x* -9
f(x) =2x
De (1), obtemos
_ S(x,)
T T )
xn+1=xn_x”2_9 (2)

2x,

Agora, aplicamos (2) com valores de n e valores correspondentes de x, para cal-
cular, com uma calculadora, x,,,. Come¢camos com x, = 4.

x2.—-9 X2 -9
x2 = xl —_—_—_—_— X3 = XZ e —
I 2x. ' sz
16 — 9 S (3;125)2 - 9
=4 - — = 3,125 - —2——~__~—
8 3125 2(3,125)
= 3,125 = 3,0025
Xo=x, = X2 9 Xy=x, = X& 9
4 3 2x, 5 4 2x,
(3,0025)* — 9 (3,0000)> — 9
= 3,0025 — ———~X__— = 3,0000 - ——"——
2(3,0025) 2(3,0000)
= 3,0000 = 3,0000

Certamente, todas as aproximacdes sucessivas serao 3,0000. Assim, a raiz posi-
tiva da equagdo x2 — 9 = 0 sera 3,0000, até a quarta casa decimal. |

Observe que se x, for uma solugdo de f(x) = 0, f(x,) = 0. Assim, de (1),

)
Tt = T )
=x,—0

:xn

Conseqgiientemente, todas as aproximagdes sdo iguais a x,. Note que essa situa
¢do ocorre na llustragdo 1, onde todas as aproximagdes apds ¢ incluindo x, tém
o mesmo valor com quatro casas decimais.

Observe também de (1) que x,,, = x, implica f(x,) = 0. Assim sendo, po-
demos concluir que se duas aproximagées sucessivas forem i 1guals temos entdo
uma aproximag¢do para um zero de f.

Se, contudo, sua escolha inicial de x, ndo for suficientemente préxima do ze-
ro desejado, é possivel que vocé obtenha aproximagdes para um outro zero.
Veja a Figura 4 para um esbog¢o do grafico de uma fun¢do onde isso pode acon-
tecer. Note que a escolha indicada de x; préximo do zero r desejado resulta su-
cessivas aproximagdes x,, X;, X,, ... perto de um outro zero s. Assim, quando
for aplicar o método de Newton, vocé deverd primeiro fazer um rapido esbogo
do grafico da fun¢do para obter sua aproximagdo inicial. Consulte o grafico,
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enquanto prossegue, para se assegurar de que vocg esta obtendo as aproxima-
¢Oes sucessivas do zero que desejava.

Em suma, quando vocé for aplicar 0 método de Newton para resolver uma
equacgido da forma f(x) = 0, faga o seguinte:

1. Escolha adequadamente a primeira aproximacdo x,. Um esbogo rapido do
gréfico de fira ajuda-lo a obter uma escolha razodvel.

2. Com o valor de x; na férmula (1), obtenha uma segunda aproximagdo X,
Entdo, use x, em (1) a fim de obter uma terceira aproximagao Xx;, € assim
por diante, até que x,,, = X, com a precisdo desejada.

EXEMPLO 1 Use o método de Newton para encontrar a raiz real da equagdo
x3—-2x-2=0
com quatro casas decimais.
Solugdo Seja f(x) = x3 — 2x — 2; assim f” (x) = 3x2 — 2. Entéo, de (1),
temos
3
ot 3;22 = 2 | 3)

Para obter um esbogo do grafico de f, colocamos os pontos (—2, —6), (=1, —1),
0, —2), (1, —3), € (2, 2). H4 extremos relativos de f quando f’(x) = 0, isto
é, quandox = =+ \/6. O grafico aparece como na Figura 5. Como o grafico
intercepta o eixo x num unico ponto, existe somente uma raiz real da equagéo
dada. Como f(1) = —3 e f(2) = 2, essa raiz estd entre 1 e 2. Uma escolha ade-
quada para nossa primeira aproximagdo ¢ x, = 1,5. A Tabela 1 mostra as
aproximagcdes sucessivas calculadas de (3) com esse x;. Queremos que a raiz se-
ja precisa até a quarta casa decimal; assim sendo, usamos cinco casas decimais
nos nossos calculos. Como x; € x, sdo iguais (até cinco casas decimais), arre-
dondamos esse niimero para quatro casas decimais, obtendo 1,7693 como sen-
do a raiz procurada.

Xp+y = Xy =

Tabela 1
x2 - 2x, — 2

n x, x2 = 2x, — 2 3x,2 - 2 __"_3—x"2_"—2 Xpa
1 1,50000 —1,62500 4,75000 —-0,34211 1,84211
2 1,84211 0,56674 8,18011 0,06928 1,77283
3 1,77283 0,02621 7,42878 0,00353 1,76930
4 1,76930 0,00006 7,39127 0,00001 1,76929
5 1,76929 —0,00002 7,39116 0,00000 1,76929
EXEMPLO 2 Use o método de Newton para encontrar, com trés casas deci-

mais, a coordenada x do ponto de intersec¢do no primeiro quadrante da reta
Yy = §xeacurvay = senx.

Solugdo A Figura 6 mostra a reta e a curva. Queremos encontrar o valor
positivo de x para o qual

sen|x = 3x

3sen|x —x =0
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Seja

f(x)=3senx — x

f(x)y=3cosx— 1
Da férmula (1),

S(x,)
xn+l = xn _fr(x )
3senx, — x :
Yy n n )]
Xnt 1 = X T oS x, — 1

Pela Figura 6, parece que uma escolha razodvel para x, ¢ 2. Calculamos as
aproximagdes sucessivas pela formula (4); elas estdo na Tabela 2. Os célculos
foram feitos com quatro casas decimais. Observe que x, e x; sdo iguais a
2,2789. Dessa forma, o valor positivo de x para o qual sen x = §x, com trés

casas decimais, é 2,279.

Tabela 2
n X, 3senx, — x, 3cosx, — 1 3senx, - X, Xpit
3cosx, — 1 -
, 1 2,0000 0,7279 —2,2484 -0,3237 2,3237
2 2,3237 -0,1346 —3,0513 0,0441 2,2796
3 2,2796 -0,0022 —2,9528 0,0007 2,2789
4 2,2789 —0,0001 -2,9512 0,0000 2,2789

Existem teoremas que estabelecem condigGes para a aplicagdo do método de
Newton, bem como teoremas relativos a sua precisdo. Tais teoremas podem ser
encontrados em textos de andlise numérica.

L%

EXERCICIOS 4.10

Nos Exercicios de 1 a 4, use o método de Newion para encontrar
a raiz real da equagdo dada com quatro casas decimais.

L. x*—4x? 2=0 2.6x°+9%x+1=0
3.x>—x+1=0 4. x> +x—-1=0

Nos Exercicios de 5 até 10, use o método de Newton para encon-
trar o valor aproximado da raiz.indicada com erro menor do que
‘um milésimo.

5. x> — 4x — 8 = 0; a raiz positiva

6. x> — 2x + 7 = 0; a raiz negativa

7. x* — 10x + 5 = 0; a menor raiz positiva

8. x* — 10x + 5 = 0; a maior raiz positiva

9. 2x* — 2x + x% + 3x — 4 = 0; a raiz negativa
10. x* + x® — 3x?2 — x — 4 = 0; a raiz positiva

Nos Exercicios de 11 a 14, use o método de Newton para encon-
trar o radical dado com cinco casas decimais corretas.

11. /3, resolvendo a equagio x2 — 3 = 0

12. /10, resolvendo a equagdo x2 — 10 = 0

13. 3/6, resolvendo a equagdo x> — 6 = 0
14. 3/7, resolvendo a equagio x¥* — 7 = 0

Nos Exercicios de 15 a 18, use o método de Newton para encon-
trar, com quatro casas decimais, a coordenada x do ponto de
intersecgdo no primeiro quadrante dos grdficos das duas equagoes.

15. y=x; y =cos x
17. y=x%y=sen x

16. y =4x; y=sen x
18. y=x%y=cosx

19. Equagdes da forma 7g x + ax = 0, onde @ é um inteiro, sur-
gem em problemas de condugio de calor. As raizes positivas
da equagdo em ordem crescente sdo a,, a,, a3, ... Sea = 1,
ache a, e a, com quatro casas decimais.

20. Siga as instrugdes do Exercicio 19, se a = —2.

Nos Exercicios 21 e 22, obtenha uma aproximagdo de n com cinco
casas decimais, usando o método de Newton para resolver a equa-
¢do dada.

2l.tgx = 0O 22. cosx+1=0
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EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 4

Nos Exercicios de 1 a 12, ache os extremos absolutos da fun¢do
dada no intervalo indicado, se houver algum, e ache os valores
de x nos quais os extremos absolutos ocorrem. Faca um esboco
do grdfico da fung¢do no intervalo.

L f(x)=v5+x][-5 +o©)
2. f(x) =9 —x%;(—3,3)

3 f(x)=3%x® = 3x5%[—1,2]

4. f(x) = x* — 12x2 + 36; [ -2, 6]
5. (9 = 9 — x?; [-2, 3]

6. /) = [0,4]

7. () = x* — 12x2 + 36; [0, 5]
2x+3 se ~2gx<1

f(x)_{x2+4 sel < x

9. f(x) = 2sen3x; [ —4m, %7!]

11. f(x) = tg 4x; [—§m, 157]

8. } [-2.2]
10. f(x) = 4 cos? 2x; [0, 3]
12. f(x) = cosec 3x; [0, =]

Nos Exercicios de 13 a 32, faca um esbogo do grdfico da fungio
" fdada, determinando primeiro o seguinte: os extremos relativos
de f; os pontos de inflexdo do grdfico de f; os intervalos nos quais
S é crescente e aqueles onde f € decrescente; onde o grdfico é con-
cavo para cima e onde é céncavo para baixo; a inclinacdo das
tangentes inflexionais, as assintotas horizontal, vertical e obli-
qua, se existirem.

13. f(x)=x>+3x>*—4 14. f()=x3+2x2+x—5
15. f(x) = (x — 4)*(x + 2) 16. f(x) = (x — 1)*x — 3) :
17. f(x).= (x — 413 _3 18 f(x)=(x+2°%+2
2 2
2
21 f(x) = ﬁ ' 22. f(x) = :
2. fx) = "_2 : 24, foy =512
_J—x)?® sex<1 _ —3x sex <2
25'f(x)_{(x—lf sel<x 26. f() { —x? se2<x
27 f(x) =(x — 3)%3 + 1 28. f(x) = (x + 2)*3

29. f(x) = (x + 1)*3(x — 3)? 30. f(x) = x+/25 — x?
31. f(x) = sen2x — cos 2x; xe[ 2, 37
32 flx)=x—tgx; xe(—4m 3n)

Nos Exercicios 33 e 34, verifique se as trés condicées da hipdtese
do teorema de Rolle estdo satisfeitas pela funcdo dada no inter-
valo indicado. Entdo, ache um valor adequado de c que satisfa-
¢a a conclusdo do teorema de Rolle. Faca um esbogo do grdfico
de f no intervalo e use-o para dar a interpretagcdo geométrica desse
teorema.

33 flx)=x>—x2—4x +4[-2,1]
34. f(x) = 2 sen3x; [0, §n]

44. Se f(x) =

' Nos Exercicios 35 e 36, verifique se as hipdteses do téeorema do

valor médio estdo satisfeitas para a fun¢do dada no intervalo in-
dicado. Entdo, ache um valor adequado de c que satisfaca as con-
clusées do teorema do valor médio. Faca um esbo¢o do grdfico
de f no intervalo e utilize-o para dar a interpretagcido geométrica
desse teorema.

35 f() =B —x[-6, —1]

37. (a) Se f for uma fung¢io polinomial e f(a), f(b), f’ (@) e f(b)
forem nulos, prove que existem pelo menos dois nimeros
no intervalo aberto (a, b) que sejam raizes da equagéo f”(x) =
= 0. (b) Mostre que a fungédo definida pela equagido flx) =
= (@ — 4)? satisfaz a parte (a) para o intervalo aberto
(-2, 2. .

38. Se f for uma funcéo definida por f(x) = |2x — 4| —6, en-
tdo f(—1) = 0e f(5) = 0. Mas f’ ndo se anula nunca. Mos-
tre por que o teorema de Rolle nfo é vélido.

39. Suponha que f e g sejam fungbes que satisfagam as hipéte-
ses do teorema do valor médio em [a, b]. Além disso, supo-
nha que f'(x) = g’(x) para todo x no intervalo aberto (a, b).
Prove que f(x) - g{(x) = f(a) — g(a) para todo x no inter-
valo fechado [a, b). .

40. Se f for uma fung¢do polinomial, mostre que entre duas rai-
zes consecutivas da equagdo f'(x) = 0 haverd no maximo uma
raiz da equacdo f(x) =

41. Ache o valor maximo absoluto atingido pela fungio f se
J(x) = A sen kx + B cos kx, onde A, B e k sdo constantes
positivas.

42. Ache o ponto (ou pontos) de inflexdo do grafico da funcio
definida por f(x) = x!/5 ¢ determine onde o grafico é con-
cavo para cima e onde é concavo para baixo.

43. Ache o ponto (ou pontos) de inflexdo do grafico da funcéo
definida por

19 = { —x* sex<0

36. f(x) = x% [—2,2]

2
x2+2 se0<g

e determine onde o grédfico é concavo para cima e cdncavo

para baixo.

ax® + bx?, determine a e b de tal forma que o gra-
fico de f tenha um ponto de inflexdo em (2, 16).

45. Se f(x) = ax® + bx? + cx, determine a, b e ¢ de tal forma
que o grafico de f tenha um ponto de inflexdo em (1, - 1)
e que a inclinacdo da tangente inflexional seja —3.

46. Se f(x) = 1 , prove que o grafico de ftem trés pontos

+

X+ 1
de inflexdo que sdo colineares. Fa¢a um esbogo do gréfico.

47. Se f(x) = x|x|, mostre que o grafico de f tem um ponto de
inflexdo na origem.

48. Seja f(x) = x", onde n é um inteiro positivo. Prove que o
grafico de f'tera um ponto de inflexdo na origem se e somen-
te se n for um inteiro impar e n > 1. Além disso, mostre
que se n for par, fterd um valor minimo relativo em 0.
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59.
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Se f(x) = (x? + &®P, onde p € um numero racional e p # 0,
prove que se p < %, o grafico de f tera dois pontos de
inflexdo e se p > %, o grafico de f ndo terd pontos de in-
flexao.

Suponha que o grafico de uma fungéo tenha um ponto de
inflexdo em x = c. O que vocé pode concluir, se possivel,
sobre (a) a continuidade de f em c; (b) a continuidade de f*
em c; (¢) a continuidade de f” em c?

Ache dois nimeros ndo-negativos cuja soma seja 12 e tais
que a soma de seus quadrados seja um minimo absoluto.
Ache dois mimeros nao-negativos cuja soma seja 12 e tais
que seu produto seja um maximo absoluto.

-Mostre que entre todos os retingulos tendo um perimetro de

36 cm, o quadrado com 9 cm de lado tem a maior 4rea.
Mostre que entre todos os retdngulos tendo uma érea de
81 cm?, o quadrado com 9 cm de lado tem o menor pe-
rimetro.

Uma caixa aberta.com uma base-quadrada deve ter um vo-
lume de 4.000 cm3. Ache as dimensdes da caixa que possa ser
fabricada com um minimo de material.

Resolva o Exercicio 55, se a caixa for fechada.

Resolva o Exercicio 55, se a caixa aberta tiver um volume
de k cm?.

Numa cidade com 11.000 habitantes, a taxa de crescimento
de uma epidemia ¢ diretamente p'ropgrcional ao produto dos
nimeros de pessoas infectadas e ndo-infectadas. Determine
o mimero de pessoas infectadas quando a taxa de crescimen-
to da epidemia for méxima. e
Devido a vérias restrigdes, o tamanho de determinada comu-
nidade est4 limitado a 3.000 habitantés e a taxa de crescimento
da populagio ¢ diretamente proporcional ao produto do seu

" tamanho com diferenca entre 3.000 e o seu tamanho. Deter-

60.

61

mine o tamanho da populagdo para o qual a sua taxa de cres-
cimento é méaxima.

Um fabricante propéGe entregar a um vendedor 300 cadeiras
a $90 cada e reduzir, no total do pedido, o preco por unida-
de em $0,25 para cada cadeira acima de 300. Ache o mon-
tante envolvido na maior transagdo possivel entre o fabri-
cante e o vendedor nessas circunstincias.

Duas cidades A e B devem receber seu suprimento de dgua
de uma estagdo de tratamento situada & margem de um rio,
com um curso em linha reta que estd a 15 km de 4 ea 10 km
de B. Se os pontos no rio mais préximos de A e B estdo se-
parados por 20 km e A e B estdo do mesmo lado do rio, on-
de a estagdo deveria estar situada, de modo que o minimo
de canos fossem empregados? .

62. Um dos dngulos agudos de um tridngulo deve ter £-rad e o

63.

lado oposto a esse angulo deve ter 10 cm. Prove que de to-
dos os triangulos que satisfazem esses requisitos, 0 que tem
maior 4rea € isOsceles. (Sugestdo: expresse a medida da drea
do tridngulo em termos das fung¢des trigonométricas de um
dos outros angulos agudos.)

Em um armazém, mercadorias pesando 1.000 quilos s@o trans-
portadas ao nivel do chido, amarrando-se uma pesada corda
em uma plataforma mével, baixa, e puxando-a com um vei-
culo motorizado. Se a corda forma um angulo de 6 rad com

65.

67.

68.

69.
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o plano do chio, entdo a for¢a de magnitude F kg ao longo
da corda é dada por:

1.000 k
k sen @ + cos 8

onde k é o coeficiente de atrito constante e 0 < k < 1. Se
0 < 6 < 4. Mostre que F é minima, quando tg 6 =

. Uma lata fechada com um volume de 27 cm?® deve ter a for-

ma de um cilindro circular reto. Se a tampa e a base, ambas
circulares, forem cortadas de pedagos quadrados de lata, ache
o raio e a altura da lata, de forma que seja usado o minimo
de material em sua fabricag¢do. Inclua o material desperdica-
do na tampa e na base.

Se 100x unidades de uma determinada mercadoria forem de-
mandadas sendo p o preco por unidade, x> + p? = 36.
Ache o rendimento total maximo absoluto.

Sob um monopdlio (veja Exercicio 31 nos Exercicios 4.8),
x unidades sdo demandadas diariamente sendo p o prego por
unidade e x2 + p = 320. Se o custo total da producédo de
x unidades for dado por C(x) = 20x, ache o lucro total di4-.
rio maximo.

Uma fabrica sob competigio perfeita (veja as instrugdes dos
Exercicios 29 e 30 nos Exercicios 4.8) fabrica e vende radios
portateis. A fabrica pode vender a um prego de $75 por ra-
dio. Se x radios forem fabricados a cada dia e C(x) for o custo
total da produgdo didria, entdo C(x) = x2 + 25x + 100.
Quantos radios devem ser fabricados a cada dia para que a
fabrica obtenha um lucro total didrio méximo? Qual ser4 este
lucro total didrio maximo?

Ache a distancia mais curta entre o ponto P (O 4) e 0 ponto
na curva x2 — y? = 16 e ache o ponto na curva mais pré-
ximo de P.

Duas particulas entram em movimento ao mesmo tempo.
Uma move-se segundo uma reta horizontal e sua equagio de

movimento é x = t2 — 2¢t, onde x cm ¢ a distancia orienta-

70.

1.

72.

" T3,

da da particula desde a origem em ¢ s. A outra move-se ao
longo de uma reta vertical que intercepta a reta horizontal
na origem e sua equagio de movimento é y = t2 — 2, onde
y cm ¢ a distancia orientada da particula desde a origem em
t s. Determine quando a distincia orientada entre as parti-
culas é minima e suas velocidades naquele instante.

Uma escada devera passar por cima de um muro de Z'm

de altura e alcangar uma parede que estd a 8 m depoxs do
muro. Ache o menor comprimento que a escada a ser usada
pode ter.

Resolva o Exercicio 70 se o muro tiver 4 m de altura ¢ a pa-
rede estiver a w m do muro.

Uma tenda deve ter a forma de um cone. Ache a razdo entre
as medidas do raio e da altura da tenda com um dado volu-
me que requer o minimo ‘de material.

Uma grande placa de sinalizagdo deve conter 50 m? de letrei-
ro. Se for deixada uma margem de 4 m na base ¢ no topo
e uma margem de 2 m nas laterais, ache as dimensdes da me-
nor placa que satisfaga essas especificagGes.
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74.

75.

76.

7.

78.

9.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

Ache o volume do maior cilindro circular reto que possa ser
inscrito num cone circular reto com um raio de 4 cm € uma
altura de 8 cm.

Ache as dimensdes do cone circular reto com menor volume
que possa circunscrever um cilindro circular reto com r cm
de raio e & cm de altura.

Um pedago de fio com 80 cm de comprimento deve ser do-
brado para formar um retangulo. Ache as dimensdes do re-
tangulo com maior 4rea possivel.

Um pedago de fio com 20 cm deve ser cortado em dois e ca-
da parte é dobrada, tomando a forma de um quadrado. Co-
mo deve ser cortado o fio de modo que a drea total dos qua-
drados seja a menor possivel?

Se f(x) = x + sen x, prove que f ndo tem extremos relati-
vos, mas que o grafico de f possui retas tangentes horizon-
tais. Faca um esbog¢o do gréfico para x € [-2n, 27].
Para certa mercadoria de que x unidades sio demanda-
das semanalmente quando p é o prego de cada unidade,
10%px = 10° — 2 - 105% + 18 - 10®x2 — 6x3. O custo
médio de produgdo de cada unidade é dado por

Q) = 35 x — 24 + 11 - 10%~ ! e x > 100. Ache o nime-
ro de unidades produzidas a cada semana e o preco de cada
unidade para maximizar o lucro semanal.

Sey =2x2 — 3,(a)achedy e Ayparax = 2¢e Ax = 0,5.
(b) Trace um esbogo do grafico e indique os segmentos de
reta cujos comprimentos sio dy e Ay.

Se y = 80x — 16x%, ache a diferenca Ay — dy se (a)
x=2eAx =0,1;(b)x =4eAx = —-0,2.

Se x* + ¥ — 3x2 + 1 = 0, ache dy no ponto (1, 1) se
dx = 0,l. '

Use diferenciais para apoximar o volume de material neces-
sario para fazer uma bola de borracha se o-raio da cimara
interna é 2 cm e a espessura da borracha é 4 cm.

Um recipiente na forma de um cubo com um volume de
1.000 cm? deve ser fabricado com seis quadrados iguais de
um material que custa 20 centavos por centimetro quadra-
do. Com que precisdo deve ser calculado o tamanho de cada
quadrado, para que o custo total do material seja exatamen-
te $5,00?

Se ¢ s for o tempo para que um péndulo complete sua volta,
tendo £ cm de comprimento, entdo 472 = gt2, onde

86.

87.

88.

89.

90.

Valores Extremos das Fungdes, Técnicas de Construgéio de Gréficos e a Diferencial

g = 32,2. Qual serd o efeito sobre o tempo, se for cometido
um erro de 0,01 cm na medida do comprimento do péndulo?
A medida do raio de um cone circular reto é % vezes a me-

dida da altura. Qual a exatiddo com que a altura dever4 ser
medida se o erro no volume calculado nido puder exceder 3
por cento?

(a) Se fix) = 3|x| + 4|x —1]|, prove que f tem um valor
minimo absoluto de 3. (b) Se g(x) = 4]x| + 3|x—1|, prove
que g tem um valor minimo absoluto de 3. (c¢) Sea > O e
b > 0,eseh(x) = a|x| + b|x — 1], prove que 4 tem um
valor minimo absoluto que é o menor dos dois nimeros a e b.
Se fix) = |x|? - |x — 1|% onde a e b sdo nimeros racio-
nais, prove que f tem um valor maximo relativo de
a’bb/(a + byrto,

Sejam f e g duas fungGes diferencidveis em todo nimero no
intervalo fechado [a, b]. Suponha, entdo, que fla) = g(a)
e fib) = g(b). Prove que existe um nimero ¢ no intervalo
aberto (a, b), tal que f'(c) = g’(c). (Sugestdo: considere a
fungido f — g.)

Trace um esbogo do grafico de uma fungio f no intervalo
1 em cada caso: (a) 7 é o intervalo aberto (0, 2) e f¢é continua
em 1. Em 1, ftem um valor maximo relativo, mas f* (1) ndo
existe. (b) I é o intervalo fechado [0, 2]. A fungdo ftem um
valor minimo relativo em 1, mas o valor minimo absoluto
de festd em 0. (c) I é o intervalo aberto (0, 2), e f' tem um
valor maximo relativo em 1.

Os exercicios de 91 a 94 pertencem a Seccdo Suplementar 4. 10.

91.

92.

93.

94.

Use o método de Newton para determinar, com trés casas
decimais, a raiz positiva da equac¢do 4x* ~ 3x¥+2x — 5=0.
Use o método de Newton para determinar, em trés casas deci-
mais, a raiz negativa da equagio 3x*—4x* + 36X+ 2x— 8 =0.
Ache, com até quatro casas decimais, pelo método de New-
ton, a coordenada x do ponto de intersec¢do da curva
y = senxcomaretay = 2x - 3.
Ache, com até quatro casas decimais, o valor de x no intervalo
2, 3%) para o qual fg x = x, aplicando o método de
Newton.



