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mulante pois € a base para quase toda a Matematica ¢ para muitas das grandes
realizacdes no mundo moderno. Vocé devera iniciar o estudo de Calculo com
3 o conhecimento de certos conceitos matematicos. Em primeiro lugar, pressupde-
se que vocé possua conhecimentos de Algebra e Geometria, _dd primeiro e do
segundo graus. Além disso, existem tOpicos que sdo de extrema importincia.
Talvez vocé ja os tenha estudado em algum curso de Matematica; sendo, vocé

tera um primeiro contato com eles neste capitulo.
Vocé precisa ter familiaridade com fatos sobre os niimeros reais e fazer ope-
racOes envolvendo desigualdades com desenvoltura; esse material serd o objeto

Z v Aprender Calculo pode ser sua experiéncia educacional mais empolgante e esti-
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Nimeros Reais, Fungdes e Graficos

da primeira sec¢do. As trés secgdes a seguir contém uma introdugéo a algumas
nog¢Oes de Geometria Analitica que serdo necessarias posteriormente.
Fungdo é um dos conceitos basicos em Calculo e sera definida aqui como um
conjunto de pares ordenados. Essa idéia € usada para enfatizar o conceito de
fun¢do como uma correspondéncia entre conjuntos de niimeros reais. A nota-
¢do de fungdo, tipos de fungdes e operagdes com fungdes também serdo discuti-
dos na Sec¢do 1.4, enquanto os graficos de fungdes serdo tratados na Secgédo 1.5.
Provavelmente vocé ja tenha estudado funcgées trigonométricas em algum curso

"anterior, mas uma revisdo das definicSes basicas serd apresentada na Secgdo

1.6. H4 também uma aplicagdo da fun¢io tangente a inclinagdo de uma reta.
Dependendo de seu preparo, esse capitulo poderéd ser estudado em detalhes,
ser tratado como uma revisdao ou omitido.

1.1

NUMEROS REAIS
E DESIGUALDADES

O sistema numérico real consiste em um conjunto de elementos chamados de
nimeros reais e duas operagies denominadas adi¢do e multiplicacdio, denota-
das pelos simbolos + e -, respectivamente. Se a e b forem elementos do con-
junto R, @ + bdenotarda asomadeae bea - b(ouab)denotara o seu produto.
A operagao de subtragdo ¢ definida pela igualdade

a—b=a+(—b)

onde — b denota o negativo de b, tal que b + (—b) = 0. A operagio de divisdo
é definida pela igualdade

a+b=a-b! b#0

onde b-! denota o reciproco de b, tal que b - b-! = 1.

O sistema numeérico real pode ser inteiramente descrito por um conjunto de
axiomas (a palavra axioma ¢ usada para indicar uma afirmag¢io formal consi-
derada verdadeira, dispensando provas). Com esses axiomas podemos deduzir
as propriedades dos numeros reais das quais seguem as operagdes algébricas de
adicdo, subtragdo, multiplicagdo e divisdo, bem como os conceitos algébricos
de resolug@o de equagdes, fatoracdo e assim por diante.

As propriedades que podem ser obtidas como conseqiiéncias l6gicas dos axio-

~ mas sdo os teoremas. No enunciado da maioria dos teoremas existem duas par-

tes: a parte do ‘‘se’’, chamada de hipdtese e a parte do ‘‘entdo’’, chamada de
conclusdo. A argumentacdo que verifica a veracidade de um teorema é uma de-
monstraciio (ou prova), a qual consiste em mostrar que a conclusdo € conse-
qiiéncia de se admitir a hipotese como verdadeira.

Um nuimero real é positivo, negativo ou zero e qualquer numero real pode
ser classificado como racional ou irracional. Um nimero racional ¢ qualquer
numero que pode ser expresso como a razao de dois inteiros. Isto é, um nimero
racional é da forma p/q, onde p e g sdo inteiros e ¢ # 0. Os nimeros racionais
consistem em:

Os inteiros (positivos, negativos e zero)
., —5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...

As fragdes positivas e negativas, como
ot ow

5 5
Os decimais que terminam positivos e negativos, como
- 236 3.251

2,36 = W —0,003251 = —m‘



1.1 Nameros Reais e Desigualdades _ 3

Os decimais que niio terminam mas apresentam repeticio periédica, como
0,333 ... = & —~0,549549549 ... = —f;

Os numeros reais que ndo sio racionais sdo chamados de nimeros irracio-
nais. Esses sd0 os decimais que ndo terminam e néo sdo periédicos, por exemplo,

V3= 1,732 .. n = 3,14159 ...

Vamos usar na discussio a seguir a notagdo e terminologia da teoria dos con-
juntos. A idéia de conjunto € usada amplamente em Matematica, sendo esse
um conceito tdo basico que dele ndo sera dada aqui uma defini¢do formal. Po-
demos dizer que um conjunto é uma colegido de objetos € os objetos de um con-
junto sdo chamados de elementos. Se todo elemento de um conjunto S for tam-
bém elemento de um conjunto 7, entdo S sera um subconjunto de 7. Em Cal-
culo estamos interessados no conjunto R dos numeros reais. Dois exemplos de
subconjuntos de R sdo o conjunto N dos nimeros naturais (os inteiros positi-
vos) e o conjunto Z dos inteiros.

Vamos usar o simbolo € para indicar que um determinado elemento pertence
a um conjunto. Assim, podemos escrever que 8 € N, ¢ lemos: ‘‘8 é um elemento
de N’. A notag¢dio a, b € S indica que ambos a € b sdo elementos de S. O
simbolo ¢ indica “ndo é um elemento de’’. Assim, entendemos + & N
como ‘‘+ ndo é um elemento de N”’.

Um par de chaves { ] usadas para delimitar palavras ou simbolos pode des-
crever um conjunto. Se S for o conjunto dos nimeros naturais menores do que
6, podemos escrever o conjunto S como

(1,2,3,4,5]}
Podemos também escrever o conjunto S como
{x, tal que x seja um nimero natural menor do que 6 .

onde o simbolo x é chamado de varidvel. Uma varidvel ¢ um simbolo usado
para representar qualquer elemento de um conjunto dado. Outra maneira de
escrever o conjunto S acima é usar a chamada notaciio construtiva de conjun-
“to, onde uma barra vertical é usada em lugar das palavras fal que:

{x|x seja um nimero natural menor do que 6}

que lemos: ‘‘o conjunto de todos os x, tal que x seja um nimero natural menor
do que 6. )

Dois conjuntos A e B serdo iguais, € escrevemos A = B, se A e B tiverem
elementos idénticos. A unifio de dois conjuntos 4 e B, denotada por A U B,
que lemos ‘‘A4 unido B’’, é o conjunto de todos os elementos que estdo em A

‘ou em B, ou em ambos. A interseccio de A e B, denotada por A N B, que
lemos ‘“A intersec¢do B’’, é o conjunto dos elementos que estio em A € B. O
conjunto que ndo contém nenhum elemento é chamado de conjunto vazio, sen-
do denotado por &¥.

» ILUSTRACAO 1 Suponha A = {2, 4, 6, 8, 10, 12}, B = {1, 4, 9, 16}, e
C = {2, 10}. Entdo

AUuB=1{12462_809, 10,12, 16} AnB={4]
Bu C={(l1,24,9,10, 16} BnC=¢g R

H4 uma ordenacgédo para o conjunto R através de uma relagdo denotada pelos
- simbolos < (lemos ‘‘é menor do que’’) e > (lemos ‘‘é maior do que’’).
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1.1.2 DEFINICAO

1.1.3 TEOREMA

1.1.4 TEOREMA

1.1.5 TEOREMA
Propriedade Transitiva da Ordem
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Sea, beR,

(i) @ < b se e somente se b — a for positivo;
(ii) @ > b se e somente se a — b for positivo.

» ILUSTRACAO 2

3 < 5poisS — 3 =2, e2é positivo

—10 < —6 pois —6 — (—10) = 4, e 4 é positivo

7>2pois7 — 2 =5, e S é positivo

-2 > -7 p01s -2 - ( 7) = 5, e 5 é positivo

+ > %+ pois 3 - 2 = -4, e -4 é positivo <

Vamos definir agora os simbolos < (lemos ‘‘é menor do que ou igual a’’)
e = (lemos ‘‘é maior do que ou igual a’’).

Sea, beR,

()a< bsee somente se for vélida qualquer uma das duas relagées a < b
oua = b;

(ii) @ > b se e somente se for valida qualquer uma das duas relacdes @ > b
oua = b.

As afirmagbes @ < b, a > b, a < bea > b sdo chamadas de designaldades.
Especificando, a < bea > bsao chamadas de desigualdades estritas, enquan-
to que @ < b e a > b sdo denominadas desigualdades nao-estritas.

O teorema a seguir decorre imediatamente da Defini¢do 1.1.1.

(i) @ > 0 se e somente se @ for positivo;
(il) @ < 0 se'e somente se a for negativo.

Um numero x estd entre ae bse a < xe x < b. Podemos escrever isso como
uma seqiiéncia de desigualdades, da seguinte forma:

a<x<b
Outra seqiiéncia de desigualdades é

as<x<b
que significa que acontecem ambas as desigualdades a < x e x < b. Outras
seqiiéncias de desigualdades sioa < x < bea < x < b.

O teorema a seguir pode ser provado usando os axiomas sobre o conjunto
R e os teoremas de 1.1.1 a 1.1.3.

(i)Sea>0eb >0entioa + b > 0.
(ii)Sea > 0e b > 0entdo ab > 0.

A parte (i) do teorema acima estabelece que a soma de dois niimeros positi-
vos € positiva e a parte (ii) estabelece que o produto de dois niumeros positivos
é positivo.

Sea,b,ceR,e
scea< beb < centioa < c.

» ILUSTRACAO3 Sex < Se5 < y, entdo, pela propriedade transitiva da or-
dem, decorre x < y. <
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Bt
P

Suponhamos que'a, b, ¢ € R.

()Sea < bentdioa + ¢ < b + c.
(i) Se a < bec > 0entdo ac < bc.
(iii) Se a < be ¢ < 0 entdo ac > be.. o i

> ILUSTRACAO4 (a)Sex < y, segue, do Teorema 1.1.6(1), que x + 4 < y + 4.
Por exemplo, 3 < 9; assim 3 + 4 < 9 + 4 ou, equivalentemente, 7 < 13.
Além disso, se x < y, entdo x — 11 < y — 11. Por exemplo, 3 < 9; assim
3 - 11 < 9 — 11 ou, equivalentemente, —8 < —2.
(b) Se x < y, segue do Teorema 1.1.6(ii) que 7x < 7y. Por exemplo, como
5 < 8,entdo 7 - 5 < 7 - 8 ou, equivalentemente, 35 < 56.
(c)Como 4 < 6, entdo se z < 0, segue do Teorema 1.1.6(iii) que 4z > 6z. Por
exemplo, como 4 < 6, entdo 4(— 3) > 6(— 3) ou, equivalentemente, — 12 > — 18,
<
A parte (i) do Teorema 1.1.6 estabelece que se ambos 0s membros de uma
desigualdade forem multiplicados por um mimero positivo, o sentido da desi-
gualdade permanecerd inalterado, enquanto que a parte (iii) estabelece que se
ambos os membros de uma desigualdade forem multiplicados por um numero
negativo, o sentido da desigualdade ser4 invertido. As partes (ii) e (iii) também
sdo vdlidas para a divisdo, pois dividir ambos 0s membros de uma desigualdade

por um numero d(d # 0) é equivalente a multiplica-los por %

Sea<bec<.dentioa + c < b + d.

—— N

FIGURA 1

P ILUSTRACAOS Sex < 8ey < —3, entdo temos, pelo Teorema 1.1.7, que
X+ y<8+ (-3)yistoé, x + y < 5. <

Vamos impor ao conjunto R a condi¢do chamada de axioma do completa-
mento (Axioma 12.2.5). O enunciado desse axioma serd adiado até a Sec¢do
12.2, pois requer uma terminologia que sera melhor introduzida e discutida mais
adiante. Entretanto, daremos agora uma interpretagdo geométrica do conjunto
dos nimeros reais, associando-os aos pontos de uma reta, chamada eixo. O axio-
ma do completamento garante que existe uma correspondéncia um a um, ou
seja, biunivoca, entre o conjunto R e o conjunto de pontos de um eixo.

Veja a Figura 1, onde o eixo é uma reta horizontal. Um ponto do eixo é esco-
lhido para representar o numero 0. Esse ponto é chamado de origem. Uma uni-
dade de distancia é escolhida. Entdo, cada nlimero positivo x ¢ representado
pelo ponto localizado a uma distancia de x unidades 2 direita da origem, e cada
nimero negativo x é representado pelo ponto localizado a uma distancia de —x
unidades & esquerda da origem (note que se x for negativo, entdo — x serd posi-
tivo). A cada nimero real corresponde um tinico ponto sobre o eixo e a cada
ponto sobre o eixo estd associado um tinico nimero real; logo, hd uma corres-
pondéncia biunivoca entre R e os pontos do eixo. Assim, os pontos do €ixo sdo
identificados com os mimeros que eles representam, e 0 mesmo simbolo serd
usado tanto para o nimero como para 0 ponto sobre o eixo que representa o
nimero. Identificamos R como 0 eixo, que por sua vez é chamado de reta nu-
meérica real.

Vemos que @ < b se e somente se 0 ponto que representa o numero a estiver
a esquerda do ponto que representa o nimero b. Da mesma forma, @ > b se
€ somente se 0 ponto que representa a estiver a direita do ponto que representa
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b. Por exemplo, o nimero 2 ¢ menor do que o nimero 5 e o ponto 2 estd a
esquerda do ponto 5. Poderiamos escrever também 5 > 2 e dizer que o ponto
S estd a direita do ponto 2.

O conjunto de todos os nimeros x que satisfazem a seqiiéncia de desigualda-
des a < x < b ¢ chamado de intervalo aberto, sendo denotado por (a, b). Logo

(a, b) = {x|la < x < b)

O intervalo fechado de @ até b é o intervalo aberto (a, b) mais os dois pontos
extremos a € b, sendo denotado por [a, b]. Assim

[a, b] = [x|]a < x < b}

A Figura 2 ilustra o intervalo aberto (a, b), e a Figura 3 ilustra o intervalo
fechado {a, b].

O intervalo semi-aberto a esquerda ¢ o intervalo aberto (@, b), mais o extre-
mo direito b. E denotado por (a, b]; assim '

(a, b] = x]a < x < b}

Definimos intervalo semi-aberto a direita de forma andloga e o denotamos
por [a, b). Assim

[a, b) = {x|]a € x < b}

A Figura 4 ilustra o intervalo (a, b] e a Figura 5 ilustra o intervalo [a, b).

Usaremos o simbolo + o (infinito positivo) e o simbolo — e (infinito negati-
vo); contudo, é necessario cuidado para nao confundir esses simbolos com 0s
numeros reais, pois eles ndo satisfazem as propriedades dos numeros reais. Te-
mos os seguintes intervalos:

(a, +©) = {x|x > 4

(—o, b) = [x|x < b

l[a, +) = [x|x > 4}

(-, b] = x|x < b}
(-, +©) = R

L A
\ JJ
a b
FIGURA 2
L B
| . |
a b
FIGURA 3
L = |
\ J
a b
FIGURA 4
c A
L ]
a b
FIGURA 5
L G
\ rd
a
FIGURA 6
<. 3
o~ /
b
FIGURA 7

A Figura 6 ilustra o intervalo (@, + «) e a Figura 7 ilustra o intervalo (— oo,
b). Note que (-, + ) denota o conjunto de todos 0s nimeros reais.

Para cada um dos intervalos (a, b), [a, b}, la, b) e (a, b] os numeros a € b
sdo chamados de extremos do intervalo. O intervalo fechado [a, b] contém am-
bos 0s extremos, enquanto que o intervalo aberto (a, b) ndo contém nenhum
extremo. O intervalo [a, b) contém o extremo esquerdo, mas ndo o direito, en-
quanto que o intervalo (a, b] contém o extremo direito, mas nédo o esquerdo.
Um intervalo aberto pode ser considerado como aquele que ndo contém nenhum
extremo e o intervalo fechado pode ser considerado como aquele que contém
ambos os extremos. Conseqiientemente, o intervalo [a, + ) é considerado co-
mo fechado, pois contém o seu Unico extremo a. Da mesma forma, (— o, b]
¢ um intervalo fechado, enquanto que (@, + «) e (— o, b) sdo abertos. Os in-
tervalos [a, b) € (@, b] ndo sdo fechados nem abertos. O intervalo (— o, + )
ndo tem extremos, sendo considerado tanto aberto como fechado.

Sdo usados intervalos para representar conjuntos-solugdes de desigualdades.
O conjunto-solu¢io de uma desigualdade ¢ o conjunto de todos os nimeros que
satisfazem a desigualdade.
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EXEMPLO 1 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugao da
desigualdade

2+3x<5x+8
Solugédo As seguintes desigualdades sdo equivalentes

24+ 3x<5x+8
24+3x—-2<5x+8-2
Ix<5x+6
—-2x <6
x> =3

Portanto, o conjunto-solugéo ¢ o intervalo (— 3, + ), ilustrado na Figura 8.

EXEMPLO 2 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugdo da
desigualdade

4<3x—-2<10
Solugdo Adicionando 2 a cada membro da desigualdade obtemos desigual--
dades equivalentes

6<3x<12

2< x<4

Assim, o conjunto-solugdo é o intervalo (2, 4], conforme ilustrado na Figura 9.

EXEMPLO 3 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugiao da
desigualdade

7

->2

X
Solugdo Queremos multiplicar ambos os membros da desigualdade por x.

Mas, o sentido da desigualdade resultante dependera de x ser positivo ou nega-
tivo. Observe que se x < 0, entdo

7

-<0

X
o que contradiz a desigualdade dada. Logo, precisamos considerar somente
x > 0. Multiplicando ambos os membros da desigualdade dada por x, obtemos
as seguintes desigualdades equivalentes:

7> 2x

I>x

x<?%.
O conjunto-solu¢do da desigualdade é {x|x > 0} N {x|x < 7} ou, equivalen-

temente, {x|0 < x < 7}, que é o intervalo (0, ), conforme a Figura 10.

EXEMPLO 4 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugdo da
desigualdade

x<4

x—3



FIGURA 11
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kb~ a=|a~ bl
L ]
a b

}ea—b=|a—b|—3J|
{ . J

b . . a
FIGURA 12
< x<a
¢ : ;
0
—-a a
x| <a
FIGURA 13
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Solugédo Para multiplicar ambos os membros da desigualdade por x — 3,
precisamos considerar dois casos.

Caso I: . x ~— 3 > 0; isto é, x > 3.
Multiplicando ambos os membros da desigualdade por (x — 3) obtemos
x<4x—12
—3x< —12
x>4

Assim, o conjunto-solugio do Caso 1 é {x|x > 3] N {x|x > 4] ou, equivalente-
mente, {x|x > 4], que é o intervalo (4, + ).

Caso 2: x — 3 < 0; isto é, x < 3.

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por (x — 3) e invertendo
o sentido da desigualdade, temos

x>4x — 12
—-3x> =12
x<4

Logo, x deve ser menor do que 4 e também menor do que 3. Assim, o conjunto-
solugdo do Caso 2 serd o intervalo (— o, 3).

Se os conjuntos-solugdes para os Casos 1 e 2 forem combinados, obteremos
(-, 3) U (4, + o), que estd ilustrado na Figura 11.

O conceito de valor absoluto de um numero é usado em algumas defini¢ées
importantes. Além disso, vocé precxsara trabalhar com desigualdades-envolvendo
valores absolutos.

O valor absoluto de x, denotado por |x|, é definido por

_ xsex.2 0
x| = {—xsex <0

> ILUSTRAGAO 6
Bl=3. |9

~(=5)  [8-14=]-6|
=6 <
Da definigdo, o valor absoluto de um nimero é um numero positivo ou zero;

isto é, ndo-negativo.
Em termos geométricos, o valor absoluto de um nimero x é sua distincia

a0 0. Em geral, |@ — b| é a distincia entre a e b, sem levar em conta qual é

0 maior nimero. Veja a Figura 12.

A desigualdade |x| < a, onde @ > 0, estabelece que na reta numérica real
a distdncia da origem até o ponto x é menor que g unidades; ou seja, —a <
x < a. Portanto, x estd no intervalo aberto (—a, a). Veja a Figura 13. Parece
entdo que o conjunto-solugdo de |x| < @ ¢é {x| —a < x < a}. De fato, este ¢
0 caso estabelecido no teorema a seguir. A seta dupla ¢ usada aqui ¢ em todo
o texto para indicar que as afirmagdes antes e depois dela sdo equivalentes.
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1.1.10 COROLARIO

x| >a |l >a

1.1 Numeros Reais e Desigualdades )

|x] <ae —a<x<a ondea >0

Prova Como |x| = xsex > 0e |x| = —xsex < 0, segue que 0 conjunto-
solugdo da desigualdade |x| < a é a unifio dos conjuntos
xlx<aex>20lefx|-x <aex < 0

Observe que o primeiro desses conjuntos ¢ equivalente a {x|0 < x < a}, e
o segundo ¢ equivalente a {x| —a < x < 0] pois —x < a ¢é equivalente
ax > —a. Assim, o conjunto-solugio de |x| < a é

(x|]0 g x<a) U {x|-a<x<0}
< [x|-a<x<a]

Comparando a desigualdade dada e o seu conjunto-solugdo, concluimos que
Ix|<a < —a<x<a [ ]

x| Kae® —-a<x<a ondea>0

y | (
-a 0 a
X< -a x>a ¥
‘FIGURA 14 ~

1.1.11 TEOREMA |

1.1.12_ COROLARIO |

A desigualdade |x| > a, onde a > 0, estabelece que na reta numérica real
a distidncia da origem ao ponto x é maior que @ unidades; isto é, x > a@ ou
x < —a. Portanto, x estd em (— o, —a) U (a, + «). Veja a Figura 14. Assim,
parece que o conjunto-solugdo de |x| > aé {x|x > a} U {x|x < —a}. O teore-

“ma a seguir estabelece que ¢é esse o caso. Vocé devera prova-lo no Exercicio 61.

x| >ae x >aoux < —a ondea >0

lx| 2aex>aoux < —a ondea >0

Os exemplos a seguir ilustram a solugdo de equagoes e desigualdades envol-
vendo valores absolutos. '

EXEMPLO 5 Resolva cada uma das equagdes para x: (a) |3x + 2| = 5;

S ® |2x — 1] = |4x + 3|5 (©) |5x + 4] = -3.

Solucéao
@@ Bx+2|=5"

Essa equacdo sera satisfeita se
3x+2=5 ou —(3x+2)=5

x=1 x=—3

(b). 2x — 1] = |4x + 3|

Essa equagao sera satisfeita se
2x—1=4x+3 ou 2x—1=—@x+3)
_ x= -2 x= -3
© |5x + 4= -3
" Como o valor absoluto de um nimero niio pode ser negativo nunca, essa
equacgdo ndo tem solugdo.
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EXEMPLO 6 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugdo da
inequagdo
|x — 5| <4
Solugdo Do Teorema 1.1.9, as seguintes desigualdades sdo equivalentes:
|x — 5| <4
—4<x—-35 < 4
l<x<9

Assim, o conjunto-solug@o da inequagdo dada é o intervalo aberto (1, 9), que
estd ilustrado na Figura 15.

EXEMPLO 7 Ache o conjunto-solugdo da inequagio
[3x +2|>5

Solucédo Pelo Teorema 1.1.11, a inequagido dada é equivalente a
3x+2>5 ou 3x+2< -5

Isto ¢, a inequagdo dada estara satisfeita se qualquer uma das desigualdades
acima for satisfeita.
Considerando a primeira inequagdo, temos que

3x+2>5
x>1

Logo, todo numero no intervalo (1, + ) é uma solugéo.
Da segunda inequagio
3x+2< -5

7
X< —3

Assim, todo mimero no intervalo (— o, —-7) é uma solugio.
O conjunto-solugdo da inequagdo dada ¢, portanto, (— o, —%) U (1, + ).

Vocé deve-se lembrar da Algebra que o simbolo /@, onde a > 0,¢é definido
como o Unico numero ndo-negativo x, tal que x> = a. Lemos +/a como ““a raiz
quadrada principal de a”’. Por exemplo,

Va=2 =0 =31

Nota: \/4 # —2 mesmo que (—2)? = 4, pois \/4 denota somente a raiz qua-
drada positiva de 4. A raiz quadrada negativa de 4 é designada por —+/4.

Como estamos interessados somente em niimeros reais neste livro, /a ndo
estd definida para a < 0.

EXEMPLO 8 Ache todos os valores de x para os quais /32 + 7x + 12 é real.
Solugédo

x?+7x 4+ 12 = (x + 3)(x + 4)
(x + 3)(x + 4) éreal quando (x +3)(x +4) =0



1.1.13 TEOREMA

1.1.14 TEOREMA

1.1.15 TEOREMA
A Desigualdade Triangular

1.1 Ndmeros Reais e Desigualdades 1

Vamos encontrar o conjunto-solu¢iio dessa inequagdo. A inequagdo estard
satisfeita quando ambos os fatores forem ndo-negativos ou quando forem
ndo-positivos, isto €, se x + 3 > 0ex + 4 2 0,ousex + 3 < 0ex + 4
< 0. Consideraremos dois casos.

Caso I: x + 3 2 0ex_+ 4 > 0. Isto é,

x2 -3ex > —4
Ambas as desigualdades estardo satisfeitas para x > —3 ou seja, o intervalo
[-3, + ) é o conjunto-solugédo.

Caso 2: x + 3 < 0ex + 4 < 0. Isto é,
x< -3ex< -4
Ambas as desigualdades estardo satisfeitas para x < —4, ou seja, o intervalo
(-, —4] é o conjunto-solugdo.
Se combinarmos os conjuntos-solu¢des dos Casos 1 e 2, teremos
(_w’ “4] U [_39 + °°) »

Da defini¢do de /a segue que
VX2 = x|
» ILUSTRACAO 7

V=15l V(=3 =3
=35 =3 _ >
Os teoremas a seguir sobre valores absolutos serdo uteis mais adiante.

Se d, b € R, entdo * _ ; A
|ab] = |a| - |bl; w. b L

Prova
|ab| = \/(ab)?
— a2b2
= \/a—l . \/b’Z
= la| - b L

A demonstragio do Teorema 1.1.14 serd deixada como exercicio (veja o Exer-
cicio 62).

Se a, b € R, entdo

la + b| < |a| + |b|

Prova Pela Definicdo 1.1.8, temos @ = |a| oua = — |a|; assim
—la| < a <ldq| (1)

Da mesma forma, :
—|bl< b <] )
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Das desigualdades (1) e (2) e do Teorema 1.1.7,
~(la| + |b)) <a + b <|a| + |b|
Logo, do Coroldrio 1.1.10 segue que
la + b| < |a| + || u

O Teorema 1.1.15 tem dois coroldrios importantes que serdo enunciados e
provados a seguir.

Se a, b € R, entdo

la — b| < |a| + |b|

Prova

la — bl =la+(-b)< la| + |(—b)| = |a| + |b] [ |

1.1.17 COROLARIO

Se a, b € R, entdao
la| — |b] < |a - b|

Prova

la| = |[(a — b) + b| < |a — b| + ||
assim, subtraindo |b| de ambos os membros da desigualdade, temos

la| ~ 1] < |a - b]  m

EXERCICIOS 1.1

Nos Exercicios de 1 a 22, ache a conjunto-solugdo da desigual-

dade dada a mostre-o na reta numérica real.
L 5x+2>x—6 2.3—x<5+43x
3.2x—-1<o0 4. 3-2x>9 + 4x
5.1322x—-3 25 6. -2<6—4x <8
7.2>-3-3x>-7 8.2<5-3x<11
4 2
9. ——3>—-7 10.§<E
X X x 4
1 2 x+1 x
11. 12,
x+1<3x—1 2—x<3+x
13. x> 4 14. x2< 9
1. (x - 3)(x+ 95 >0 16. x> —-3x+2>0
17.1 —x —2x2 20 18. x2+3x+1>0
19. 4x2 +9x <9 20. 2x* —6x+3 <0
1 4 '
21, ——— . x3 2
3x-7>|3—_5 22 x>+ 1>x*+x
Nos Exercicios de 23_. a 30, resolva em x.
23. |4x+3|=7 24, |3x—8|=4
25, |5x—3|=l3x+5| 26. |x—2|=|3—2x|
27. |7x| =4 —x 28. 2x + 3 =|4x + 5|

X+ 2
x—2

29. =5 30. 4

3x+8|
2x - 3|

Nos Exercicios de 31 a 36, ache todos os valores de x para os

quais o numero € real.

31. /8x -5 32. x> —16

33 Jx*=3x~-10 34. /2x? +5x -3
36. /x*+2x—1

35. Jx2—5x+4

Nos Exercicios de 37 a 52, ache o conjunto-solucdo da desigual-
dade dada e mostre-o na reta numérica real. ’

3. |x+4)<7 38. |2x — 5| <3

39. 3x.— 4| <2 - 40: 3x + 2| >1

41 |S—x|>7 42 3-x| <5

43. [7~4x|<9 4. |6 —2x| >7

45. |2x — 5| >3 46. |x + 4| <[|2x — 6|

47. |3x| > |6 — 3« 48. |3+ 2x| < |4 — x|

49. 9 — 2x| >[4x] 50. |5 —2x| =7
x+2 6—5x| 1

51. 2x—3)<4 52"3+x si




Nos Exercicios de 53 a 56 resolva em x e escreva a resposta com

a notag¢do de valor absoluto.

532" %50
X+ a
x—2 x+2
55> —

56.

a—Xx
a4 x
x+S5
x+3

1.2 Retas e Coordenadas 13

§7. Prove o Teorema 1.1.5.
58. Prove o Teorema 1.1.6(i).
§59. Prove o Teorema 1.1.6(ii) e (iii).

20 60. Prove que se x < y, entdo x < 5(x + ») < y.
61. Prove o Teorema 1.1.11.
x+1 62. Prove o Teorema 1.1.14.
x—1

1.2 RETAS E COORDENADAS Os pares ordenados de numeros reais sdo importantes em nossas discussdes.

FIGURA 1
v P(x, y)
(ordenada)
[o) X
(abscissa)
FIGURA 2

Quaisquer dois nimeros reais formam um par, e quando a ordem de apareci-
mento do nimero ¢ significativa, sio chamados de par ordenado. Se x for o
primeiro nimero real e y for o segundo, esse par ordenado serd denotado por
(x, ¥). Observe que o par ordenado (3, 7) é diferente do par ordenado (7, 3).

O conjunto de todos os pares de niimeros reais € chamado de plano numéri-
co, denotado por R?, e cada par ordenado (x, y) serd um ponto no plano nu-
mérico. Da mesma forma que podemos identificar R com os pontos de um eixo
(um espaco unidimensional), podemos identificar R? com os pontos de um pla-
no geomeétrico (um espacgo bidimensional). O método usado em R? deve-se ao
matemadtico francés René Descartes (1596-1650) a quem ¢ atribuida a criagdo
da Geometria Analitica em 1637. Uma reta horizontal é escolhida no plano geo-
métrico, sendo chamada de eixo x. Uma reta vertical ¢ escolhida, sendo deno-
minada eixo y. O ponto de intersec¢do entre os eixos x e y é chamado de ori-
gem, sendo denotado pela letra O. Uma unidade de comprimento ¢ escolhida.
Usualmente a unidade de comprimento para os dois eixos ¢ a mesma. Estabele-
cemos a direita da origem como sendo a parte positiva do eixo x; para o eixo
Y, a parte positiva fica acima da origem. Veja a Figura 1.

Associaremos um par ordenado de nimeros reais (x, ¥) com um ponto no
plano geométrico. No ponto x sobre o eixo horizontal e no ponto y sobre o eixo
vertical, os segmentos de reta sdo desenhados perpendicularmente aos respecti-
vos eixos. A interseccdo desses dois segmentos de reta perpendiculares ¢ o pon-
to P, associado ao par ordenado (x, y). Veja a Figura 2. O primeiro nimero
x do par é chamado a abscissa (ou coordenada x) de P, ¢ o segundo niimero
» € chamado a ordenada (ou coordenada y) de P. Se a abscissa for positiva,
P estard a direita do eixo y; e se for negativa, P estard a esquerda do eixo y.
Se a ordenada for positiva, P estard acima do eixo x; e se for negativa, P estard
abaixo do eixo x.

A abscissa e a ordenada de um ponto sdao denominadas coordenadas carte-
sianas retangulares do ponto. H4 uma correspondéncia biunivoca entre os pon-
tos em um plano geométrico e R?; isto é, a cada ponto corresponde um tnico
par ordenado (x, y) e a cada par ordenado (x, y) estd associado um unico pon-
to. Essa correspondéncia é denominada sistema de coordenadas cartesianas re-
tangulares. A Figura 3 ilustra esse sistema onde sdo apresentados alguns pontos.

Os eixos x e y sdo chamados de eixos coordenados. Eles dividem o plano em
quatro partes denominadas quadrantes. O primeiro quadrante é aquele no qual
a abscissa ¢ a ordenada s3o ambas positivas, isto é, o quadrante superior direi-
to. Os outros quadrantes sdo numerados na dire¢do anti-hordria, ficando o quar-
to quadrante na parte inferior direita. Veja a Figura 4. _

Dada a correspondéncia biunivoca, identificamos R? com o plano geométri-
co. Por essa razdo, um par ordenado (x, y) é chamado de um ponto.

Vamos discutir agora o problema de encontrar a distincia entre dois pontos
em R?. Se A for o ponto (x,, y,) e B for o ponto (x,, y,) (isto é, A e B tém a
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v
A A3, 4) B(9,4)
W TR SO N NN SN SR B
@) —
AB=6
(a)
FIGURA 5
y
y
Or * D(—2,4) I~
- 9C(1, —2) -
r[ o?x
B D(1, —8) C(—2,—-3) —
CD=—6 CD=7
(a) (b)
_ FIGURA 6
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Yy y

(—4,5)e - ®(8,5)
o Segundo quadrante Primeiro quadrante
—e (1, 2)

BT REENE P UNE NN .

(—6,0) OL-(2,0) —>x
L (0]

(0, —4)9—

®(—8, —6) — Terceiro quadrante’ | Quarto quadrante

— *(9,—7)
FIGURA 3 FIGURA 4

mesma ordenada, mas abscissas diferentes), entdo a distdncia orientada de A
para B serd denotada por AB e definimos

» ILUSTRACAO1 Veja a Figura 5(a)-(c). Se 4 for o ponto (3, 4) e B for o ponto
9, 4), entdo AB = 9 — 3; isto é AB = 6. Se A for o ponto (-8, 0)
e B for o ponto (6, 0), entdio AB = 6 — (—8), ou seja, AB = 14. Se A for
o ponto (4, 2) e B for o ponto (1, 2), entdo AB = 1 — 4;isto é, AB = —3.
Vemos que AB serd positivo, se B estiver a direita de A e AB serd negativo, se B

estiver a esquerda de A. 4
y
B(1,2) A(4,2)
y | o e
A B
U A 1T L leo,
(—8,0) o (6,0) = N N N B
AB =14 l AB= -3

(b) ©

Se C for o ponto (x,, ¥,) € D for o ponto (x,, ¥,), entdo a distancia orienta-
da de C para D, denotada por CD, sera definida por

@=Y2—Y1

» ILUSTRAGAO 2 Veja a Figura 6(a) e (b). Se C for o ponto (1, —2) e D for
o ponto (1, —8), entdo CD = —8 — (—2), isto é, CD = —6. Se C for o ponto
(-2, —3) e D for o ponto (—2, 4) entdo CD = 4 — (—3); isto é, CD = 7.
O numero CD ser4 positivo se D estiver acima de C e CD ser4 negativo se D
estiver abaixo de C. |

Observe que a terminologia distdncia orientada indica a0 mesmo tempo a dis-
tancia e um sentido (positivo ou negativo). Se estivermos interessados apenas
no comprimento do segmento de reta entre os pontos P, e P, (isto ¢, na dis-
tincia entre os pontos P, e P,, sem levar em conta o sentido), entdo usaremos
a terminologia distdncia ndo-orientada. Denotamos a distéincia nio-orientada
de P, a P, por |P,P,|, que é um nimero nio-negativo. Se usamos a palavra
distdncia sem um adjetivo, orientada ou ndo-orientada, fica subentendido que
queremos nos referir a distincia ndo-orientada.
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Queremos obter agora uma formula para calcular |P.P,| se Py(x,, »)) e
P,(x,, y,) forem pontos quaisquer do plano. Usamos o teorema de Pitdgoras
da Geometria Plana, que é o seguinte'

| Num trlangulo retangulo, a soma dos quadrados dos com rlment S C
¥. tetos ¢ igual ao quadrado do comprlmento da hlpotenusa “

Py(x,, yy) A Figura 7 mostra P, e P, no primeiro quadrante e o ponto M(x,, y,). Note

que |P,P,| é o compriments da hipotenusa do trxangulo retingulo P, MP,.
Usando o teorema de Pitdgoras temos
|P\P,|* = |P M|* + |MP,|?
|P1P2| = \/|P1M|2 + UVIPZ|2
PiPo] = Vlx, — x1)* + (v, — y1)?
o Note que na féormula acima ndo temos o simbolo * na frente do radical do
FIGURA 7 segundo membro, pois | P, P,| é um nimero ndo-negativo. A férmula é ver-
dadeira para todas as posi¢des possiveis de P, e P, nos quatro quadrantes. O
comprimento da hipotenusa é sempre |P,P,| e os comprimentos dos catetos
sdo sempre |P,M| e |MP,|. O resultado é enunciado como um teorema.
1.2.1 TEOREMA |}/ dlstanc1a entre doxs pontos Pl(x,, ») e Pz(xz, yz) é dada por
|PPy| = VG- WO = F |
Observe que se P, e P, estiverem sobre uma mesma reta horlzontal entdo
N =¥¢€
[P, P,| = J(x; — x;)* + 02 )
y |P1P2| = |x2 - x1| (pois /a |a|)
C(—6,5) 1 Além disso, se P, e P, estiverem sobre uma mesma reta vertical, entdo x, = x, €
A(=2,4) L |P1P2|=\/02+(J’2_)’1)2
L |P1P2|=|y2—y1|
EXEMPLO 1 Mostre que o tridngulo com vértices em A(—2, 4), B(—5, 1) e
B(—s5,1) B C(—6, 5) é isdsceles.
I ! : . .
I ! o x Solugdo O tridngulo aparece na Figura 8.
FIGURA 8 IBCl=(—6+5%+(5— 1> |AC|=/(—6+2?%+(5—4)?

. , =J1+16 =16+ 1
1 = 17 = 17

Como |BC| = |AC)| o triangulo ¢ isésceles.

Py(x3, 1)

Se P, e P, sdo pontos extremos de um segmento de reta, denotamos esse seg-
mento por P,P,. Isso ndo deve ser confundido com a nota¢do P,P,, a qual de-
nota a distancia orientada de P, a P,. Ou seja, P,P, é um niimero, enquanto
P,P, é um segmento de reta. Veja a Figura 9, onde M(x, y) é o ponto médio
do segmento de reta de P,(x,, ) a Py(x,, ¥,). Como os tridngulos P\RM e
0 MTP, sdo congruentes

FIGURA 9 ‘ |P\R| = |MT| e

|

RM| = TP
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Assim,
X=X = X - X Y ==, =)
x = x +x 2y =y, + ¥
x X + X y=J’1+J’z
2 2

(@)
FIGURA 10
¥
P, (xy, y2)
Y27 ¥
P_‘l (1,1: ¥1)
S—————— Rix,, y))
X, — x,
@]

FIGURA 11

Essas sdo as formulas do ponto médio. Em sua derivacdo supusemos que
X, > x, € ¥y, > y,. As mesmas férmulas sdo obtidas se usarmos qualquer or-
denacido desses numeros.

Em Geometria Analitica, a validade dos teoremas no plano geométrico é es-
tabelecida com a aplicacdo de coordenadas e técnicas de Algebra. O exemplo
a seguir demonstra tal procedimento.

EXEMPLO 2 Prove analiticamente que os segmentos de reta que ligam os pon-
tos médios dos lados opostos de um quadrilatero dividem ao meio um ao outro.

Solucédo Tracamos um quadrilatero geral. Como os eixos coordenados po-
dem ser escolhidos em qualquer parte do plano e ja que a escolha da posicdo
dos eixos nio afeta a veracidade do teorema, tomamos a origem em um vértice
€ 0 eixo x ao longo de um lado. Isso simplifica as coordenadas dos dois vértices
no eixo x. Veja a Figura 10. _

A hipétese e a conclusdo do teorema s@o as seguintes:

Hipdtese: O ABC é um quadrilatero. M é o ponto médio de OA, N ¢ o ponto
médio de CB, R é o ponto médio de OC e S é o ponto médio de AB.

Conclusdo: MN e RS dividem-se ao meio.

Prova Para provar que dois segmentos de reta dividem-se a0 meio, mostramos
que eles tém o mesmo ponto médio. Das férmulas do ponto médio, obtemos
as coordenadas de M, N, R e S. M ¢ o ponto (+a, 0), N é o ponto (3(b + d),
1(c + €)), R ¢ o ponto (+d, +e) e S é o ponto (3(a + b), 3¢).

A abscissa do ponto médio de MN é 4[3a+ 3(b + d)] =4(a + b + d).
A ordenada do ponto médio de MN é 1[0 + 3(c + e)] = 4(c + o).
Logo, o ponto médio de MN é ¢ ponto  (4(a + b + d), 2(c + ).

A abscissa do ponto médio de RS ¢ 3[3d +3(a+b)] =4 +b +d).
A ordenada do ponto médio de RS ¢ 3[3¢ + 3c] =i(c + o). ‘
Assim, o ponto médio de RS é o ponto  (i(a + b + d), z(c + ¢)).

Logo, o ponto médio de MN coincide com o ponto médio de RS.
Entdo, MN e RS dividem-se a0 meio. N |

Discutiremos agora refas em R?. Seja [ uma reta vertical € Py(x,, »,) € Py(x,
»,) dois pontos distintos em /. A Figura 11 mostra tal reta. Na figura, R é o
ponto (x,, ,), € os pontos P,, P, ¢ R sdo vértices de um tridngulo-retangulo;
além disso, P,R = x, — x, ¢ RP, = y, — y,. O nimero y, — y, dd a medida
da varia¢do na ordenada de P, a P, e pode ser positivo, negativo ou zero. O
numero x, — x, d4 a medida da variagdo na abscissa de P, a P, e pode ser po-
sitivo ou negativo. :




Yy
I-.; v
2 (X2 yz)‘<
Py(x2,y2)
2Tl Y " W
Py (x1, v1)
R(xllyt)
Pi(X1,¥1) X2— X, R(x3,¥1)
> X
O
FIGURA 12

1.2.2 DEFINICAO

y .
1
- P3(5,9)
= P2(4,7)
E P1(2,3)
[ L1 I/
oy x
P,,(—l,—s)/:

FIGURA 13

Y
N

o / l"

FIGURA 14
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Como a reta / ndo é vertical, x, # x,, e portanto, X, — Xx; ndo € zero.
Seja
m = Y2— N (1)
Xy — Xy
O valor de m calculado pela férmula acima é independente da escolha dos dois
pontos P, e P, em /. Para mostrar isso, vamos escolher dois outros pontos
P,(x,, ¥,) e P,(X,, ¥,) e calcular um nimero 7z usando (1).
i = J_’z — 1
Xy — Xy
Mostraremos que 71 = m. Veja a Figura 12. Os tridngulos P,R P, e P,RP, sdo
semelhantes; assim sendo, os lados correspondentes sdo proporcionais. Logo
Vo=V V201 ou

m=m

X, — Xy Xp— Xy

Assim, o valor de m calculado por (1) é inico, ndo importando a escolha dos
dois pontos em /. Esse nimero m é chamado de inclinacdo da reta.

Se Py(x,, »,) e Py(x,, y,) forem dois pontos distintos sobre I/, ndo paralela ao
eixo y, entdo a inclinagdo de /, denotada por m, sera dada por

Y2 — N
X, — X

m =

Se multiplicarmos ambos os membros da equagdo acima por x, — x;, ob-
teremos
Y2 — y1 = mx; — xy)

Segue dessa equagao que se considerarmos uma particula movendo-se ao longo
de uma reta, a variacdo na ordenada da particula serd igual ao produto da incli-
nagdo pela variagdo na abscissa.

» ILUSTRACAO 3 Se / for a reta que passa pelos pontos P,(2, 3) e P,(4, 7) e
m for a inclinagdo de /, entdo, pela Defini¢do 1.2.2,

m_7—3
T 4-2
=2

Veja a Figura 13. Se uma particula estiver movendo-se ao longo da reta / aci-
ma, a variacdo na ordenada serd duas vezes a variagdo na abscissa. Isto &, se
a particula estiver em P,(4, 7) € a abscissa for aumentada em uma unidade, en-
tdo a ordenada ficara aumentada em duas unidades e a particula estard em P,
(5, 9). Analogamente, se a particula estiver em P,(2, 3) e a abscissa for dimi-
nuida em trés unidades, entdo a ordenada ficara diminuida em seis unidades
e a particula estard em P, (-1, —3). <

Se ainclinagdo de uma reta for positiva, entdo quando a abscissa de um pon-
to da reta aumentar, a ordenada também aumentar4. Tal reta esta na Figura
14. Na Figura 15 h4 uma reta cuja inclinagdo é negativa. Para essa reta, quan-
do a abscissa aumentar, a ordenada diminuira.
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Se uma reta for paralela ao eixo x, entdo y, = y;; assim, a inclinagdo da reta
22201 fica

X, — X
sem sentido, pois nio podemos dividi-la por zero. E por essa razdo que retas
paralelas ao eixo y foram excluidas da defini¢do de inclinagdo. Assim, a incli-
nac¢do de uma reta vertical ndo é definida.

Por equagdo de uma reta queremos nos referir a uma equacao que é satisfeita
por aqueles, e somente aqueles pontos sobre a reta. Como um ponto P,(x,, ¥,)
e uma inclina¢do m determinam uma reta unica, sera possivel obter uma equa-
¢ao dessa reta. Seja P(x, y) um ponto qualquer na reta exceto (x;, y,). Entdo,
uma vez que a inclinagdo da reta que passa por P, e P é m, temos da defini-
¢do de inclinagio

Y - _

X - x

¢ zero. Se uma reta for paralela ao eixo y, x, = x;; assim a fracdo

Yy =y =mkx - x)

Essa equacdo é chamada forma ponto-inclinagio da equacdo da reta. Resulta
uma equacio da reta, se sua inclinag¢do e um ponto sobre a reta forem conhecidos.

» ILUSTRACAO4 Para encontrar a equacéo da reta por dois pontos A(6, —3)
e B(—-2, 3) calculamos primeiro m.

_3—-(=3)
 -2—-6
_6
- -8
—_ _3
- 4

Usando agora a forma ponto-inclinacdo da equacéo da reta onde consideramos
A como P,, temos

y—(=3)=—-3x-6
4y + 12 = —3x + 18
3x+4y—-6=0
Naturalmente, o ponto B pode ser tomado como P,;; nesse caso, temos
y=3=-3(x+2
4y — 12 = —3x—-6
3x+4y—6=0

Se escolhermos o ponto (0, b) (isto é, o ponto onde a reta intercepta o eixo
) como o ponto (x,, ¥,) em (1), teremos

y—b=m(x—0)

y=mx+ b

O nuimero b, que ¢é a ordenada do ponto onde a reta intercepta o eixo y, é
chamado de intercepto y da reta. Conseqiientemente, a equagdo acima € a cha-
mada forma inclina¢do-intercepto da equagédo da reta. Essa forma ¢é extrema-
mente util, pois nos d4 imediatamente a inclinagdo da reta. E importante tam-
bém porque expressa a coordenada y de um ponto sobre a reta explicitamente,
em termos da coordenada x.
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EXEMPLO 3 Ache a inclinagio da reta cuja equagdo é
6x + 5y —7=0
Solugdo A equagio € resolvida em y.
Sy=—6x+7
y=—%x+3

Essa equagdo estd na forma inclinagdo-intercepto, onde m = —£.

Como a inclina¢do de uma reta vertical ndo é definida, ndo podemos aplicar
a forma ponto-inclinagdo para obter sua equacdo. Em seu lugar, usamos o teo-
rema a seguir, envolvendo o intercepto x da reta (a abscissa do ponto em que
a reta intercepta o eixo x). O teorema também d4 uma equagio da reta horizontal.

(i) Uma equagdo da reta vertical tendo x intercepto a é

(ii) Uma equacdo da reta horizontal tendo y intercepto b é

y=25

Prova (i) A Figura 16 mostra a reta vertical que intercepta o eixo x no ponto
(a, 0). Essa reta contém aqueles e somente aqueles pontos sobre a reta que t€ém
a mesma abscissa. Assim, P(x, y) sera qualquer ponto sobre a reta se € somente se

X =a
y xX=a
y
y=>b
0 @ 0 x ©, b)
O X
FIGURA 16 FIGURA 17

(ii) A reta horizontal que intercepta o eixo y no ponto (0, ) aparece na Figu-
ra 17. Para essa reta, m = 0. Portanto, da forma intercepto-inclina¢do, uma
equacdo dessa reta é

y==»> [ |

Mostramos que uma equac¢ao de uma reta nao-vertical é da forma y = mx + b,
€ uma equacdo de uma reta vertical é da forma x = ¢. Como cada uma dessas
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1.2.4 DEFINICAO

1.2.5 TEOREMA

FIGURA 18

1.2.6 TEOREMA

/ Ly =myx + by
‘A1, niy + by)

/I, ¥ =nnx + b
A1, iy + b))

/o

FIGURA 19
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equagdes € um caso particular de uma equac¢io da forma
Ax+By+C=0 )

onde A, B e Csédo constantes, € A ¢ B nio sdo nulas, segue que toda reta possui

" uma equagio da forma (2). O oposto desse fato é dado pelo Teorema 1.2.5,

a seguir. Mas antes de enuncid-lo definiremos o grdfico de uma equacdo.

O grifico de uma equaciio em R? ¢ o conjunto de todos os pontos em R? cujas
coordenadas sdo nimeros que satisfazem a equagio.

O grafico da equagdo
Ax + By + C =0

onde A, Be Csio constantes ¢ onde A e B ndo sdo ambos nulos, é uma linha reta.

A prova desse teorema € deixada como exercicio. Veja o Exercicio 57.

Como o gréfico de (2) € uma linha reta, é chamado de equacio linear; sendo
a equacgéo geral do primeiro grau em x e y.

Uma vez que dois pontos determinam uma reta, para fazer o esbogo do gra-
fico de uma reta precisamos apenas determinar as coordenadas de dois pontos
dela, marcar os pontos no gréfico e entdo tragd-la. Qualquer par de pontos é
suficiente, mas em geral convém marcar no grafico os dois pontos onde a reta
intercepta os dois eixos.

» ILUSTRAGAO 5 Para tracar o esbogo da reta tendo a equacio
2x — 3y =12
primeiro achamos x intercepto a e y intercepto b. Na equacéo, substituimos (a, 0)

por (x, y) e obtemos @ = 6. Substituindo (0, b) por (x, y), obtemos b = —4.
Assim, temos uma reta na Figura 18. <4

A aplicagdo de inclinagGes ¢ feita no teorema a seguir.

Se /, e I, forem duas retas distintas ndo-verticais, tendo inclinagdes m, e m,, res- |

pectivamente, entdo /, e /, serdo paralelas se e somente se m, = m,.

Prova Sejam as equagbes de /, e /,, respectivamente,
y=mx+b, e y=mx+h,

Veja a Figura 19, que mostra duas retas interceptando o eixo y nos pontos
B,(0, b)) e By(0, b,). A reta vertical x = 1 intercepta /, no ponto 4, (1, m, +
b,) e l, no ponto A1, m, + b,). Entdo

|Ble| =b, — b, € |A1A2|=(m2+b2)—(m1 + b))

As duas retas serdo paralelas se e somente se as distancias verticais | B,B,| €
|A,A4,| forem iguais; ou seja, /, e /, serdo paralelas se e somente se

b, — by = (my + by) — (m; + by)

bz—‘b1=m2+b2—m1_bl

m; =m,

Assim, /, e /, serdo paralelas se e somente se m, = m,. ]
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FIGURA 20
1.2.7 TEOREMA
y x=1
IS
/
Po(1, my)
X
@)
Py(1, my)

FIGURA 21
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> ILUSTRACAO 6 Seja /, a reta que passa pelos pontos A (1, 2) e B3, —6)
com inclinagdo m,, e seja /, a reta que passa pelos pontos C(2, —5) e D(~1, 7)
com inclinagdo m,. Entdo

—6—2 7—(=9)
T e
-8 12
T2 T3
= —4 = —4
como m, = m,, segue que /, e /, sdo paralelas. Veja a Figura 20. <4

Dois pontos distintos quaisquer determinam uma reta. Trés pontos distintos
podem ou néo estar na mesma reta. Se trés ou mais pontos estiverem na mesma
reta, eles serdo denominados colineares. Assim, trés pontos A, B e C serdo coli-
neares se € somente se a reta que passa pelos pontos A e B for a mesma que
passa pelos pontos B ¢ C. Como as retas que passam por A ¢ Be por Be C
contém o ponto B em comum, elas serio a mesma reta se € somente se suas
inclinagdes forem iguais.

EXEMPLO 4 Através das inclinagées, determine se os pontos A(—3, —4),
B2, —1) e C(7, 2) sdo colineares.

Solucéao Se m, for a inclinagdo da reta que passa por 4 e B e m, for a in- '
clinacdo da reta que passa por B ¢ C, entdo '

m=—1—(—4) m _2—(=1
T 2—(=3) S )
] )

3
5 s
Logo, m; = m,. Assim sendo, as retas que passam por A ¢ B e por Be C tém
a mesma inclinagéo e o ponto B em comum. Assim elas coincidem e, portanto,
sdo colineares.

Agora enunciaremos e provaremos um teorema considerando as inclinacées
de duas retas perpendiculares.

Duas retas nao-verticais /, e /,, com inclinagdes m, e m,, respectivamente, se-
rdo perpendiculares se e somente se m,m, = —1.

Prova Escolhemos os eixos coordenados de modo que a origem esteja no pon-
to de interseccdo de /, ¢ /,. Veja a Figura 21. Como nem /, nem /, sdo verti-
cais, essas duas retas interceptam a reta x = 1 nos pontos P, e P,, respectiva-
mente. A abscissa de ambos P, e P, é 1. Seja y a ordenada de P,. Como [,
contém os pontos (0, 0) e (1, ¥), sendo sua inclinagdo m,, entdo
_y-0

™=1T"0
Assim, y = m,. Da mesma forma, podemos provar qile a ordenada de P, é m,.
Aplicando o teorema de Pitdgoras e seu oposto, o tridngulo P,OP, serd um
tridngulo retangulo se e somente se

|OP,|* + |OP,* = |P,P,J? ' (3)
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Da formula da distancia, obtemos
OP? =(1 — 0)* + (m, — 0  |OP,|* = (1 - 0)* + (m, — 0)
=1+m,? =1+m,?
|P1Pz|2 =1 -1+ (m, — "”1)2
=m,? — 2mym, + m,*
Substituindo em (3) podemos concluir que P,OP, é um tridngulo retdngulo se

€ somente se

L4+m?+14m?=m?—2mm, +m?

2= -2mm,
mm, = —1 - a
Como m,m, = —1 ¢ equivalente a
1 1
my=—-—— € My=——
. m; my

O Teorema 1.2.7 estabelece que duas retas nao-verticais serdo perpendiculares
se e somente se a inclinagdo de uma delas for a reciproca negativa da mclmacao
da outra.

EXEMPLO 5 Dada a reta / com a equagédo
5x +4y—20=0

encontre uma equagéo da reta que pasée pelo ponto (2, —3) e (a) seja paralela
a [ e (b) seja perpendicular a /.
Solugdo Primeiro determinamos a inclinagdo de /, escrevendo sua equa-
¢do na forma inclinag¢do-intercepto. Resolvendo a equagdo para y, temos

4y = —5x + 20

y=—3x+5

A inclinacdo de / é o coeficiente de x, que é — 5 .

(a) A inclinagdo de uma reta paralela a / também é — 5 . Como a reta re-
querida contém o ponto (2, — 3), usamos a forma ponto-inclina¢do, que resulta

y—(=3)=-3(x-2
4y +12= —-5x + 10
5x +4y+2=0

(b) A inclinagdo de uma reta perpendicular a / é o negativo de — 5 , ou seja,
. Da forma ponto -inclinagdo, uma equagdo da reta que passa por (2 -3),
com inclinagdo + , é

y=(=3)=$(x-2)
Sp+15=4x—8
4x — 5y —23=0
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EXEMPLO 6 Prove, através das inclinag¢des, que os quatro pontos A4 (6, 2),
B(8, 6), C(4, 8) e D(2, 4) sdao os vértices de um retangulo.

Solugdo Veja a Figura 22, onde /, é a reta que passa por A e B, /, ¢ a reta
i que passa por Be C, /5 é a reta que passa por D e C e /, € a reta que passa por
A e D; m,, m,, my e m, sdo suas respectivas inclinagoes.
6—2 8—6 8—4 42
m=gTe M™TiZg M™Ti-2 ™T31°%
° - - -4 =2 - -
FIGURA 22
Como m, = m,, I, é paralela a /;; e como m, = m,, [, é paralela a /,. Como
mm, = —1, 1, e l, sdo perpendiculares. Portanto, o quadrildtero tem seus la-
dos opostos paralelos e dois lados perpendiculares. Assim, o quadrildtero é um
retdngulo.

e

EXERCICIOS 1.2

Nos Exercicios de 1 a 6, coloque num grdfico o ponto P dado
e cada um dos seguintes pontos:

(a) O ponto Q, tal que a reta que passa por P e Q seja perpendi-
cular ao eixo x e o divida ao meio. Dé as coordenadas de Q.

(b) O ponto R, tal que a reta que passa por P e R seja perpendi-
cular ao eixo y e o divida ao meio. Dé as coordenadas de R.

(c) O ponto S, tal que o segmento de reta que passa por P e por
S seja dividido ao meio pela origem. Dé as coordenadas de S.

(d) O ponto T, tal que o segmento de reta que passa por Pe T
seja perpendicular e dividido pela reta que passa pela origem,
formando um angulo de 45° e dividindo o primeiro e o ter-
ceiro quadrantes. Dé as coordenadas de T.

.

. P(1,=-2) 2 P(-22) 3. P2,2)
4. P(-2, -2) 5. P(—1, -3) 6. PO, —3)

7. Prove que os pontos A(—7, 2), B(3, —4) e C(1, 4) sdo vérti-
ces de um tridngulo isésceles.

8. Prove que .os pontos A(-4, —1), B(-2, -3), C@4, 3) e
D(2, 5) sao vértices de um retangulo.

9. A mediana de um tridngulo é um segmento de reta que une
um vértice ao ponto médio do lado oposto. Ache o compri-
mento das medianas do tridngulo cujos vértices sdo: A (2, 3),
B3, -3)eC(-1, —-1).

10. Ache o comprimento das medianas do tridngulo com vérti-
ces A(—3,95), B2,4) e C(-1, -4).

11. Prove que o tridngulo com vértices A(3, —6), B(8, —2) e
C(—1, —1) é retangulo. Ache a area do tridngulo. (Suges-
tdo: Use o inverso do teorema de Pitagoras.)

12. Ache os pontos médios das diagonais do quadrildtero cujos
vértices sdo (0, 0), (0, 4), (3, 5) e (3, 1).

13. Prove que os pontos A(6, —13), B(-2, 2), C(13, 10) e
D(21, —5) sdo os vértices de um quadrado. Ache o compri-
mento de uma diagonal. ' :

14. Se um extremo de um segmento de reta for o ponto (—4, 2)
e o ponto médio for (3, — 1), ache as coordenadas do outro
extremo. ’

15. Se um extremo de um segmento de reta for o ponto (6, —2)
e o ponto médio for (— 1, 5), ache as coordenadas do outro
extremo.

16. A abscissa de um ponto é — 6, e sua distancia do ponto (1, 3)
¢ \/74. Ache a ordenada do ponto.

17. Usando a férmula da distdncia (1), prove que os pontos
(-3,2), 1, —2)e (9, —10) estdo sobre uma reta.

18. Determine se os pontos (14, 7), (2, 2) e (—4, — 1) estdo so-

" bre uma reta usando a férmula da distancia (1).

19. Se dois vértices de um tridngulo equilatero sdo (—4, 3) e (0, 0),
ache o terceiro vértice.

20. Dados dois pontos A (— 3, 4) e B(2, 5), ache as coordenadas
de um ponto P sobre a reta que passa por A e B, tal que
P seja (a) duas vezes mais distante de A do que de B e (b) duas
vezes mais distante de B do que de A.

Nos Exercicios de 21 a 24, ache a inclina¢do da reta que passa
pelos pontos.

21. (2, —3),(—4,3)

22. (5,2),(—2, —3)

23. (%7 %)a (—%’ %)

24. (-2,1,0,3), (2,3, 1,4)
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 Nos Exercicios de 25 a 38, ache uma equagdo da reta que satis-
Jaz as condicées.

25. A inclinagdo é 4 e passa pelo ponto (2, —3).

26. A inclinacdo € 3 e passa pelo ponto (—4, —1).

27. A inclinagdo é —2 e passa pelo ponto (—3, 5).

28. Passa pelos pontos (—2, 7) e (6, 0).

29. Passa pelos pontos (4, 6) e (0, —7).

30. Passa pelos pontos (3, 1) e (-5, 4).

31. O intercepto x é —3 e o intercepto y é 4.

32. Passa pelo ponto (1, 4) e é paralela a reta cuja equagio é
2x + Sy + 7 = 0.

33. Passa pelo ponto (—2, 3) e é perpendicular a reta cuja equa-
¢ioé2x —y — 2 = 0. )

34, Passa pelo ponto (—3, —4) e é paralela ao eixo y.

35. Passa pelo ponto (1, —7) ¢ é paralela ao eixo x.

36. A inclinagdo é —2 e o intercepto x é 4.

37. Passa pelo ponto (—2, —5) e tem uma inclinagio de \/5

38. Passa pela origem e divide a0 meio o 4dngulo entre os eixos
no primeiro e terceiro quadrantes.

Nos Exercicios 39 e 40, ache a inclinacdo da reta.

39.@x+3y=7,b)2y+9=0
40._(a)4x——6y=5;(b)3x—5=0

Nos Exercicios 41 e 42, determine, através das inclinacées, se os
trés pontos sdo colineares.

41. (a) (2,3),(—4, ~7), (5,8 (b) (2, —1),(1,1), 3, 4)

42. (a) (4,6),(1,2), {~5, —4)(b) (~3,6),(3,2), 9, —2)

43. (a) Escreva uma equacio cujo grafico seja o eixo x. (b) Es-
creva uma equagio cujo grafico séja o eixo y. (¢) Escreva uma
equagdo cujo grafico seja o conjunto de todos os pontos no
eixo x ou y.

44. (a) Escreva uma equagio cujo grafico consista em todos os
pontos tendo uma abscissa de 4. (b) Escreva uma equacgio
cujo grafico consista em todos os pontos com ordenada — 3.

45. Mostre que as retas com equagdes 3x + Sy + 7 = O e
6x + 10y — 5 = 0 sdo paralelas.

46. Mostre que as retas com equagbes 3x + 5y + 7 = O e
5x — 3y — 2 = 0 sdo perpendiculares.

47. Dada areta / com equagdo 2y — 3x = 4e o ponto P(1, —3),
ache (a) uma equagéo da reta passando por P, perpendicu-
lar a /; (b) a menor distincia de P i reta /.

48. Ache o valor de £ tal que as retas cujas equacgdes sdo 3kx +
+ 8y = S e 6y — 4kx = —1 sejam perpendiculares.

49. Mostre, através das inclina¢des, que os pontos (—4, —1),
G, D), B, -4 e (2, —9) sdo vértices de um trapezdide.

50. Prove, usando inclinagdes, que os trés pontos 4 (3, 1), B(6, 0)
e C(4, 4) sdo vértices de um tridngulo retidngulo e determine
a area do tridngulo. ]

51. Ache as coordenadas dos trés pontos que dividem o segmen-
to de reta de A(—35, 3) a B(6, 8) em quatro partes iguais.

52. Trés vértices consecutivos de um paralelogramo sio (—4, 1),
(2, 3) e (8, 9). Ache as coordenadas do quarto vértice.

53. Dada a reta / tendo a equagdio Ax + By + C = 0,B # 0,
determine (a) a inclinag¢do; (b) o intercepto y; (c) o intercep-

to x; (d) uma equacgdo da reta que passe pela origem e seja
~ perpendicular a /.

54. Se A, B, Ce D sao constantes, mostre que (a) as retas Ax +
+ By + C = 0e Ax + By + D = 0 sdo paralelas e (b) as
retas Ax + By + C = 0e Bx — Ay + D = 0sio perpendi-
culares.

§5. Ache as equagdes das trés medianas do tridngulo com vérti-
ces A(3, —2), B(3,4) e C(—1, 1) e prove que elas se encon-
tram em um ponto.

56. Ache as equagdes das mediatrizes dos lados de um tridngulo
com vértices A(—1, —3), B(5, —3) e C(5, 5) e prove que
elas se encontram em um ponto.

57. Prove o Teorema 1.2.5: O gréfico da equagdo

Ax + By + C =0
onde A, B e C sdo constantes e onde nem A nem B sdo nu-
los, € uma reta. (Sugestdo: Considere dois casos B # 0 e
B = 0. Se B # 0, mostre que a equagdo ¢é aquela de uma
reta tendo inclinagido — A/B e o interceptoy —C/B. SeB =
= 0, mostre que a equagdo é aquela de uma reta vertical.)

§8. Seja/jaretaA;x + By + C; = Oesejal,areta A,x +

+ B,y + C, = 0. Se /; ndo for paralela a /, e k for uma

constante qualquer, a equacdo .

Ax + By + C; + k(Ayx + B,y + C) =0
representara um numero ilimitado de retas. Prove que cada
uma delas contém o ponto de intersec¢do de /; e /,.

Dado que uma equagdo de /; é 2x + 3y — 5 = O e que uma

equacgdo de /, € 3x + 5y — 8 = 0, usando o Exercicio 58

e sem determinar as coordenadas do ponto de intersecgdo de

1, e I, encontre uma equacgio da reta que passe por esse pon-

to e (a) contendo o porto (1, 3); (b) seja paralela ao eixo x;

(c) e tenha inclinagdao —2.

60. Para as retas /, e /, do Exercicio 59, use o Exercicio 58 e,
sem achar as coordenadas do ponto de intersecg¢do de /; e /,,
encontre uma equac¢ao da reta que passe por esse ponto €
(a) seja paralela ao eixo y; (b) seja perpendicular A reta com
equacdo 2x + y = 7; (c) forme um tridngulo isdsceles com
os eixos coordenados.

59

Nos Exercicios de 61 a 66, use Geometria Analitica para provar
o teorema dado a partir da Geometria Plana.

61. A soma dos quadrados das distancias de qualquer ponto a
dois vértices opostos de qualquer retdngulo ¢ igual 4 soma
dos quadrados de suas distincias aos outros dois vértices.

62. O ponto médio da hipotenusa de qualquer tridngulo retin-
gulo € eqiiidistante dos trés vértices desse tridngulo.

63. O segmento de reta que liga os pontos médios de dois lados
opostos de qualquer quadrildtero e o segmento de reta que
liga os pontos médios das diagonais do quadrilatero dividem-
se ao meio. '

64. Os segmentos de reta que ligam os pontos médios consecuti-
vos dos lados de qualquer forma quadrildtera formam um
paralelogramo.

65. As diagonais de um paralelogramo dividem-se ao meio.

66. Se as diagonais de um quadrildtero dividem-se ao meio, en-
tdo o quadrilatero é um paralelogramo.
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1.3 _ CIRCUNFERENCIAS E
GRAFICOS DE EQUAGOES
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Uma equag¢iio de um grifico é uma equacgao satisfeita pelas coordenadas da-
queles pontos sobre o grafico e somente por eles. Vocé aprendeu na Seccdo 1.2
que uma equacgdo de primeiro grau com duas varidveis tem uma reta como o
seu grafico. Uma das curvas mais simples que é um grafico de uma equagao
de segundo grau com duas varidveis é a circunferéncia.

Uma circunferéncia é o conjunto de todos os pontos em um plano, eqiiidistan-
tes de um ponto fixo. O ponto fixo é chamado de centro € a dlstanc1a fixa é
chamada de raio da circunferéncia.

Para obter uma equagdo da circunferéncia tendo centro em C(h, k) e raio
r, usamos a formula da distancia. Veja a Figura 1. O ponto P(x, y) estd na
circunferéncia se e somente se |PC| = r, isto é, se e somente se

Jox—h?+(y—k?=r
Essa equagdo é verdadeira se e somente se
x=h?+(y—kP?=r? (r>0)

Essa equagdo é satisfeita pelas coordenadas daqueles e somente daqueles pon-
tos que estdo na circunferéncia e, portanto, é uma equagio da circunferéncia.
Provamos o teorema a seguir.

&

A c1rcunferencna com centro no ponto C(h, k) e ralo r tem como equagao
(x-hP+ (- kp=r |

Se o centro de uma circunferéncia estd na origem, entdo # = 0 e k = 0; por-
tanto, sua equagio é

x2 +y2 = r2

Tal circunferéncia aparece na Figura 2. Se o raio de uma circunferéncia for 1,
ser4 chamada de circunferéncia unitdria.

EXEMPLO 1 Ache uma equag¢do da circunferéncia que tenha um didmetro
com extremidades em A(-2, 3) e B(4, 5).

Solugéo Como as extremidades de um didmetro sdo os pontos A ¢ B, o
ponto médio do segmento de reta AB serd o centro da circunferéncia. Veja a
Figura 3. Chamando de C(h, k) o centro da circunferéncia,

=1 =4
O centro estda em C(1, 4). O raio da circunferéncia pode ser calculado determi-
nando |CA| ou |CB|. Ser = |CA|, entdo
r=(1+2?+@4=73p
=10

Uma equagdo da circunferéncia é, portanto,

=102 +(y—-49>=
x24+y2-2x—-8y+7=0
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A equagdo (x — h)* + (y — k)? = r? é chamada de forma centro-raio da
equacgdo de uma circunferéncia. Se retirarmos os parénteses € combinarmos os
termos, obteremos

x2+y?2 —2hx —2ky+ (H2 + k> —r?)=0

Tomando D = —-2h, E = —2k,e F = h> + k* — r?, essa equagdo torna-se

x2+3» +Dx+Ey+F=0

que ¢ denominada a forma geral da equag¢do de uma circunferéncia. Como to-
da circunferéncia tem centro e raio, sua equagdo pode ser colocada na forma
centro-raio, ou seja, na forma geral, como fizemos no Exemplo 1. Se iniciar-
mos com uma equagio de uma circunferéncia na forma geral, podemos escrevé-la
em sua forma centro-raio completando os quadrados. No exemplo a seguir tal
procedimento é mostrado.

EXEMPLO 2 Encontre o centro e o raio da circunferéncia com equacéo
x2+y?+6x—2y—15=0
Solucao A equagao dada pode ser escrita como

(x> +6x)+(y* —2y)=15
Completando os quadrados dos termos entre parénteses, a0 somarmos 9 e 1
a ambos os membros da equagdo, teremos
(X2+6x+9)+0?-2y+1)=15+9+1
x+3+(y—-17=25

Como essa equagdo estd na forma centro-raio, o centro estd em (-3, 1) e o
raio é 5. '

Mostramos agora que hd equagdes da forma
x>+ y*+Dx+Ey+F=0 (1)

cujos graficos ndo sdo circunferéncias. Suponhamos que, ao completar os-qua-
drados, obteremos '

(x = hY + (y — K = d

Se d > 0, temos uma circunferéncia com centro em (A, k) e raio \/—aT Entretan-
to, se d < 0, ndo ha valores reais de x € y que satisfagam a equagio; assim,
ndo ¢ possivel tracarmos um grafico. Em tal caso, dizemos que o grafico é o
conjunto vazio. Finalmente, se d = 0, temos

x—h*+(y—k?>=0
Apenas os valores reais de x e y que satisfazem essa equagdo sdo x = h e
y = k. Assim, o grafico é o ponto (&, k).
» ILUSTRACAO 1 Suponha que tenhamos a equagdo
x4+ y2 —dx + 10)+29=0
a qual pode ser escrita como
(x> —4x) + (y* + 10y) = =29
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Completamos os quadrados dos termos entre parénteses, somando 4 ¢ 25 a am-
bos os membros, obtemos

(x2 —dx +4) + (y* + 10y + 25) = —29 + 4 + 25
x—22+(+5°=0

Como os tnicos valores reais de x e y que satisfazem essa equagdo sdo x = 2
ey = —5, o grafico é o ponto (2, —5). >

Observe que uma equacgdo da forma
Ax? + Ay + Dx + Ey + F=0 onde 4 # 0 )

pode ser escrita na forma de (1) ao dividirmos por A, obtendo

D E F
2 2 - - —=O
x“+y +Ax+Ay+A

A Equagio (2) é um caso particular da equacdo geral do segundo grau
Ax2 + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0

na qual os coeficientes de x2 e y2 sdo iguais, ndo possuindo nenhum termo xy.
O teorema a seguir € resultado dessa discussdo.

O grafico de qualquer equagdo de segundo grau em R? em x e y, na qual os
coeficientes de x2 e y? sdo iguais e na qual ndo ha termo em xy, é uma circun-
feréncia, um ponto, ou ainda, um conjunto vazio.

» ILUSTRACAO 2 A equagio

2x2 422 +12x — 8y +31=0

é da forma (2) e, portanto, pode ser o grifico de uma circunferéncia, de um
ponto-circunferéncia ou o conjunto vazio. Colocando a equag¢io na forma (1):

X2+ yt46x —4dy + 3=
(x*+6x)+ (y* —dy) = =%
(xX2+6x+N+(*—4dy+4H=-3L+9+4
x+32+(—-2"=-3

Logo, o grafico é o conjunto vazio. |

Na Sec¢do 1.2 definimos o grafico de uma equagdo em R? como o conjunto
de todos os pontos (x, y) cujas coordenadas sdo nimeros que satisfazem a equa-
¢do. O gréafico de uma equag¢do em R? também é chamado de curva. J4 discu-
timos dois tipos de curvas: retas, que sdo graficos de equagdes de primeiro grau,

e circunferéncias, as quais sdo graficos das equagdes de segundo grau da forma
(2). Agora examinaremos alguns graficos de outro tipo de equa¢do em x € y:

y=ax>+bx+c 3)
onde @, b e ¢ sdo constantes e a # 0. Especificando, consideramos

y=xt—2 @
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Tabela 1
x y=x*-2
0 -2
1 -1
2 2
3 7
4 14
-1 —1
-2 2
-3 7
—4 14
Yy
A
e P Ly,
X/
FIGURA 4

o
&
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O

FIGURA 6

FIGURA 7
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A solugdo dessa equacido é um par ordenado de nimeros reais, um parax e
0 outro para y, que satisfaga a equagdo. Por exemplo, se x for substituido por
3 na equacgdo, vemos que y = 7; assim, x = 3 ey = 7 constitui uma solugdo
dessa equagdo. Substituindo x por qualquer nimero no segundo membro de
(4), obtemos um valor para y. Vemos, entdo, que (4) tem um numero ilimitado
de solugdes. A Tabela 1 d4 algumas dessas solugbes.

Se marcarmos os pontos que tém como coordenadas os pares de niimeros
(x, ¥) da Tabela 1, ligando-os por uma curva suave, obteremos um esbogo do
gréfico da Equagdo (4), que aparece na Figura 4. Qualquer ponto (x, y) nessa
curva tem coordenadas que satisfazem a Equacio (4) ¢ as coordenadas de qual-
quer ponto ndo situado nessa curva ndo satisfardo a equacio.

O gréfico da Figura 4 é uma pardbola. O ponto mais baixo do grafico é
(0, —2); é o vértice da parabola. Essa pardbola abre para cima. Um tratamento
completo de paradbolas encontra-se no Capitulo 10, onde mostraremos que o
grafico de uma equa¢io da forma (3) sera uma par4bola tendo um eixo vertical
abrindo para cima, se @ > 0 e para baixo, se ¢ < 0. No exemplo a seguir, o
grafico é uma parabola com eixo horizontal.

EXEMPLO 3 Faca o esbogo do grafico da equacgio
yVi—-x—-2=0

Solucdo
y2=x42

Resolvendo essa equacdo em y teremos

y=J/x+2
Assim, a equagdo dada ¢é equivalente as duas equagdes

y=x+2 e y=—+/x+2
As coordenadas de qualquer ponto que satisfagam qualquer uma dessas duas
equagoOes, irdo satisfazer a equacdo dada. Por outro lado, as coordenadas de
qualquer ponto que satisfagam a equag¢ido dada, satisfardo y = +/x + 2 ou
y = —+/x + 2. A Tabela 2 d4 alguns desses valores de x € y.

Tabela 2
X 0 0 1 1 2 2 3 3 -1 —1 -2

y| V2 V2 B =B 2 2 5 - 1 -1 0

Observe que para qualquer valor de x > —2 ndo h4 valor real para y. Tam-
bém, para cada valor de x > —2 h4 dois valores para y. Um esbogo do grafico
aparece na Figura 5.

EXEMPLO 4 Faca esbogos dos graficos das equactes
y=+Jx+2 e y=—x+2

Solugdo Lembre do Exemplo 3 que essas duas equagdes juntas equivalem
d-equagdo y2 — x — 2 = 0. Na equagdo y = +/x + 2, o valor de y ndo é ne-
gativo. Logo, o gréfico da equagdo, que a Figura 6 mostra, é a parte superior

-do grafico na Figura 5.

Da mesma forma, o gréfico da equagdo y = —+/x + 2, cujo esbogo estd na
Figura 7, é a parte inferior da pardbola da Figura 5.
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Ao desenhar um esbogo do grafico de uma equagio, muitas vezes € til con-
siderar as propriedades de simetria de um grafico.

Dois pontos P e Q serdo simétricos com respeito a uma reta se e somente se
a reta for a perpendicular bissetora do segmento de reta PQ. Dois pontos P
€ Q serdo simétricos com respeito a um terceiro ponto se ¢ somente se o terceiro
ponto for o ponto médio do segmento de reta PQ.

» ILUSTRAGAO3 Os pontos (3, 2) e (3, —2) sdo simétricos com relagdo ao ei-

X0 X, os pontos (3, 2) e (— 3, 2) s@o simétricos com respeito ao eixo y e os pon-

tos (3, 2) e (—3, —2) sdo simétricos com respeito a origem (veja a Figura 8).

<4

Em geral, os pontos (x, y) e (x, —y) sdo simétricos com respeito ao eixo x,

(x, ¥) e (—x, y) sdo simétricos com relagdo ao eixo y e (x, ¥) e (—x, —y) sdo
simétricos com respeito a origem.

O grifico de uma equacdo serd simétrico com respeito a uma reta / se e somente
se para todo ponto P sobre o gréfico existir um ponto Q, também sobre o grafi-
co, tal que P e Q sejam simétricos com relacdo a /. O grifico de uma equagio
¢ simétrico com respeito a um ponto R se e somente se, para todo ponto P so-
bre o gréfico, existir um ponto S também sobre o grafico, tal que P e S sejam
simétricos com respeito a R.

Na Figura 5 temos um grafico simétrico em relagdo ao eixo x, e a Figura 4
mostra outro grafico simétrico em relagdo ao eixo y. Mostramos um grafico
que seja simétrico em relagdo a origem na Figura 9. A circunferéncia mostrada
na Figura 2 ¢ simétrica em relagdo ao eixo x, ao eixo y e a origem.

Da Definigédo 1.3.5 segue que se o ponto (x, y) estiver sobre um grafico simé-
trico com respeito ao eixo x, entdo o ponto (x, —y) também devera estar no
grafico. E se ambos os pontos (x, y) e (x, —y) estiverem no grafico, entio o
grafico sera simétrico com respeito ao eixo x. Logo, as coordenadas dos pontos
(x, —») e (x, y) devem satisfazer a equagdo do grafico. Entdo o grifico de uma
equacdo em x e y sera simétrico com respeito ao eixo x se e somente se uma
equacgdo equivalente for obtida quando y for substituido por —y na equagio
dada. Provamos, assim, a parte (i) do teorema a seguir. As provas das partes
(ii) e (iii) sdo similares.

O gréfico de uma equagio em x ¢ y sera
(i) simétrico com respeito ao eixo x se e somente se obtivermos uma equa-
¢do equivalente ao substituirmos y por —y na equagio dada;
(ii) simétrico com respeito ao eixo y se € somente se obtivermos uma equa-
¢do equivalente ao substituirmos x por —x na equac¢ido dada;
(iii) simétrico com respeito a origem se € somente se obtivermos uma equa--
¢do equivalente quando x for substituido por — x e y for substituido por
~¥ na equagdo dada.

Observe o gréfico da Figura 4, novamente. Ele é simétrico em relagdo ao eixo
y esuaequacdo € y = x2 — 2. Observe que uma equacgio equivalente é obtida

‘quando x € substituido por —x. No Exemplo 3 temos a equagio y? — x — 2 =

= 0 para a qual uma equacgdo equivalente é obtida quando y ¢é substituido por
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—J, e seu grafico, esbocado na Figura 4, é simétrico em relagio ao eixo x. O
exemplo a seguir fornece um gréfico que é simétrico em relagdo a origem.

EXEMPLO 5 Faca um esbogo do gridfico da equagdo
xy =1
Solugdo Vemos que se na equagio dada substituirmos x por —x e y por

— ¥, obteremos uma equagdo equivalente; logo, pelo Teorema 1.3.6 (iii), o gra-
fico serd simétrico com respeito a origem. A Tabela 3 d4 alguns valores de
x e y satisfazendo a equagdo dada.

Tabela 3
X 1 2 3 4 1 4 4 -1 =2 -3 -4 -3 -3 -1
y 1 3 3 4+ 2 3 4 -1 —%' -1 -3 -2 -3 —4

Da equagdo dada, y = 1/x. Vemos que a4 medida que x cresce com valores
positivos, y diminui com valores positivos e aproxima-se cada vez mais de zero.
A medida que x diminui com valores positivos, y cresce com valores positivos
e torna-se cada vez maior. A medida que x cresce com valores negativos (isto
¢, x assume, por exemplo, os valores —4, —3, —2, —1, —+ etc.), y assume
valores negativos tendo valores absolutos cada vez maiores. Um esbogo do gra-
fico estda na Figura 10.

EXERCICIOS 1.3

Nos Exercicios de 1 a 4, ache uma equagdo da circunferéncia com
centro em C e raio r. Escreva a equagcdo na forma centro-raio

e na forma geral.

1. C@4, -3),r=5

2. C(0,0),r =8

15. 36x2 + 36y? — 48x + 36y — 119 =0
16. 9x% + 9y + 6x — 6y +5=0

Nos Exercicios de 17 a 44, desenhe um esbogo do grdfico da

3. C(=5, —12),r=3 4 C(=1,1),r=2 equagao-
. " B . L 17. y=2x+5 18. y=4x -3
Notc Exercicios 5 .e f, ache uma equacdo da circunferéncia que 19. y= \/x-|-—4 20, y=Jx—1
satisfaca as condicées.
2. y= —/x + 4 2. y= —/x—1
5. Centro em (1, 2) e passa pelo ponto (3, —1). 23 )’ =x+4 24 2 =x—1
6. Passa pelos trés pontos (2, 8), (7, 3) e (-2, 0). 25. y =3 — x2 26. y=x2 +2
Nos Exercicios de 7 a 10, ache o centro e o raio da circunferén- 21- Yy = 2 - ‘; 28. y= 92_ x?
cia, e desenhe um esbogo do grdfico. 29. y=4+x* 30. y=x"—-9
3. xy=4 32 xy= -1
7. x*+y?—6x—8y+9=0 33 xy=— 34. xy =
8. 2x>+2)° —2x+2y+7=0 35. x=y* 42 36. x=y2—4 -

9.3x2+3y2+4y—~71=0
10. x2 +y?2 —10x —~ 10y +25=0

Nos Exercicios de 11 a 16, determine se o grdfico é uma circun- 39
feréncia, um ponto ou um conjunto vazio. 40.

11 X% 4+ 2 — 2x 4+ 10y + 19 = 0
12. 4x2 + 4y + 24x — 4y + 1 =0
13. x2 +y2 —10x + 6y + 36 =0
14 X2+ y? +2x~4y+5=0

37. (@) x+3y=0,b) x —3y=0;(c) x2=9y* =0

38. (a) 2x — S5y =0;(b) 2x + 5y = 0; (c) 4x> — 25y =0

(@) y = V2x; (b) y = —+/2x; () y* = 2x
@y=v=2x0b)y= —/-2x0 y* = -2

4. (@y=vd—x%b)y= —VJ4—x% ) x>+ y* =4

Q2 @y=Jt—x4b)y=—-J1 —x})x*+y* =1

43. (a) x = /1 =4y (0) x = 31— 4% (9 4x® + 4y? = 1

44. (a) xy=2;(b) xy = —=2;(c) x2y*> =4
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Nos Exercicios de 45 a 48, ache uma equagdo da circunferéncia
satisfazendo as condicées dadas.

45. O centro estdem (-3, —5) e é tangente areta 12x + 5y = 4.

46. O centro estd em (-2, 5) e é tangente a reta x = 7.

47. Tangente dreta 3x + y + 2 = O em (-1, 1) e passa pelo
ponto (3, 5). ’

48. Tangente a reta 3x + 4y — 16 = 0 em (4, 1) e com um raio
de 5 (duas circunferéncias possiveis).

49. Ache uma equacgio da reta que é tangente a circunferéncia
x2 + y2 — 4x + 6y — 12 = 0 no ponto (5, 1).

50. Ache uma equacdo de cada uma das duas retas com
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51. Prove que um grafico que seja simétrico com respeito a am-
bos os eixos coordenados também seja simétrico com respei-
to a origem.

52. O gréfico de uma equag¢ido em x e y sera simétrico com res-
peito a reta com equagdo y = x se e somente se esta for equi-
valente a equagdo obtida quando x for substituido por y e
¥y por x. Mostre que o grafico da equagdo ax? + by? = c,
onde a, b e ¢ sdo positivos, sera simétrico com respeito a
essa reta se e somente se @ = b.

inclina¢do
x2+y?+2x -8 —8=0.

—-;—, que sdo tangentes a circunferéncia

53. Prove que um grafico simétrico com respeito a duas retas per-
pendiculares quaisquer também seja simétrico com relagido
ao ponto de intersec¢do delas.

1.4 FUNCGES Muitas vezes ocorre na pratica que o valor de uma quantidade depende do va-

FIGURA 1

Tabela 1
y=x*

=

—
B[O = O NPNO =

1
3
2
4
0
-1
_3
2
-4 1

X: todos os Y: nimeros
numeros reais nao-negativos
FIGURA 2

lor de outra. Exemplificando, o salario de uma pessoa pode depender do nume-
ro de horas trabalhadas; a producdo total de uma fabrica pode depender do
numero de maquinas usadas; a distancia percorrida por um objeto pode depen-
der do tempo decorrido desde que ele deixou um dado ponto; o volume do es-
paco ocupado por um gas sob uma pressdo constante depende da-temperatura
do gas; a resisténcia de um fio elétrico com comprimento fixo depende de seu
didmetro, e assim por diante. A relagdo entre tais quantidades é dada freqiien-
temente por uma func¢do. Para nossos propdsitos, restringimos as quantidades
na relacdo a serem numeros reais. Entdo

Uma fun¢do pode ser considerada como uma correspondéncia de um con-
junto X de numeros reais x a um conjunto Y de nimeros reais y, onde 0 nume-
ro y é unico para um valor especifico.de x.

A Figura 1 dd uma visualiza¢do de tal correspondéncia, onde os conjuntos X
¢ Y consistem em pontos numa regido plana. -

Estabelecendo o conceito de uma fung¢ido de outra forma, consideramos in-
tuitivamente o nimero real y no conjunto Y como uma fun¢do do niimero real
x no conjunto X se houver uma regra pela qual um valor especifico de y seja
atribuido a um valor de x. Essa regra € dada, muitas vezes, por uma equacao.
Por exemplo, a equagao

y = x?

define uma fungio para a qual X é o conjunto de todos os niimeros reais ¢ Y
é o conjunto de nimeros nido-negativos. O valor de y em Y, atribuido ao valor
de x em X, € obtido quando multiplicamos x por si mesmo. A Tabela 1 d4 o
valor de y atribuido a alguns valores fixados de x, ea Figura 2 ilustra a corres-
pondéncia para os nimeros na tabela.

Usamos simbolos tais como f, g e h para denotar uma funcdo. O conjunto
X de niimeros reais descritos acima é o dominio da fungio, e o conjunto Y de
numeros reais atribuidos aos valores de x em X é a imagem da fungdo.

» ILUSTRACAO 1 Seja f a funcdo definida pela equagdo

y=+x—-2

Como os numeros sdo restritos a niimeros reais, y ¢ uma fun¢ido de x apenas
parax — 2 > 0, pois para qualquer x que satisfaca essa desigualdade, um valor
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tnico de y é determinado. No entanto, se x < 2, obtemos uma raiz quadrada
de um numero negativo, e entio, nao existe nimero real y algum. Logo, deve-
mos restringir x de modo que x > 2. Assim, o dominio de f é o intervalo
[2, + ), e a imagem é [0, + o). <

» ILUSTRACAO 2 Seja g a fungdo definida pela equagdo
y=+x2—-9

Observe que y € uma fungdo de x apenas parax > 3 ou x € —3 (ou sim-
plesmente |x| > 3); para qualquer x que satisfaga uma dessas desigualda-
des, um valor inico de y é determinado. Nenhum valor real de y é deter-
minado se x estiver no intervalo aberto (—3, 3)} pois para esses valores de
x obtemos a raiz quadrada de um numero negativo. Logo, o dominio de
gé(—o, —3] U [3, +x) e aimagem é [0, + o). <

Podemos considerar uma fun¢do como um conjunto de pares ordenados. Por
exemplo, a fungdo definida pela equagdo y = x? consiste em todos os pares or-
denados (x, ) que satisfacam a equagdo. Os pares ordenados nessa fungio da-
dos pela Tabela 1 sdo (1, 1) (3, ), 4, 16), (0,0), (=1, 1), (=3, ) e (-4, 16).
Evidentemente, ha um nimero ilimitado de pares ordenados na fun¢io. Alguns
outros sdo (2, 4), (=2, 4), (5, 25), (-5, 25), (+/3, 3) e assim por diante.

» ILUSTRACAO3 A funcédo f da Ilustragéo 1 € o conjunto de pares ordenados
(x, ¥) para os quais y = /x — 2. Com simbolos, escrevemos

f= [(Xs}’)ly= \/x_2}

Alguns dos pares ordenados em f sio (2, 0), (<, 3), 3, 1), 4, V2), (5, V3),
6, 2), (11, 3). |

» ILUSTRACAO 4 A funcido g da Ilustragio 2 é o conjlin_to dos pares ordena-
dos (x, y) para os quais y = /x2 — 9, isto é,

g={(xy|y=vx*-9)
Alguns dos pares ordenados em g sdo (3, 0), (4, /7). (5, 4), (- 3, 0), (—+/13, 2).
<

Daremos agora a defini¢do formal de uma fungdo. O conceito de fungéo torna-
se mais preciso se ela for definida como um conjunto de pares ordenados, ao
invés de usarmos uma regra ou correspondéncia.

Uma fung¢iio é um conjunto de pares ordenados de numeros (x, »), sendo que
dados dois pares ordenados distintos, nenhum deles terd o mesmo primeiro nu-
mero. O conjunto de todos os valores admissiveis de x é chamado de dominio
da fungdo e o conjunto de todos os valores resultantes de y é chamado a ima-
gem da funcéo.

Nessa definigdo, a restri¢do que dois pares ordenados nio podem ter o mes-
mo numero assegura que y seja inico para valores especificos de x. Os niimeros
X €y sao varidveis. Dados os valores atribuidos a x e como o valor de y indepen-
de da escolha de x, x serd a varidvel independente ¢ y, a varidvel dependente.
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O conceito de uma fungdo é um conjunto de pares ordenados que nos permi-
te dar a defini¢do a seguir do grdfico de uma fungao.

Se f for uma funcao entdo o grifico de f sera o conjunto dos pontos x, »)
em R? para 0s quais (x, y) é um par ordenado de f.

Comparando essa defini¢do com a definigdo do grafico de uma equacio
(1.2.4), segue que o grafico de uma fungio f é o mesmo que o grafico da equa-
¢do y = f(x).

" » ILUSTRACAO 5 (a) Um esbogo do grafico da fungdo f da Ilustracdo 1 estd

na Figura 3. Ele é a metade superior de uma parabola.
(b) A Figura 4 mostra um esbogo do grafico da fungdo g das Ilustracdes 2 e 4.
|
Lembre-se de que para termos uma fungdo, é preciso existir exatamente um
valor da varidvel dependente para cada valor da variavel independente no do-
minio da func¢do. Em termos geométricos isso significa que

O gréfico de uma funcio pode ser 1nterceptado por uma reta vertical em,
no maximo, um ponto.

Observe que essa € a situacdo dos graficos das fungdes nas Figuras 3 e 4.

» ILUSTRACAO 6 Consideremos o conjunto
{(x; )| x? + y* = 25}

Um esbogo do grafico desse conjunto estd na Figura 5. Tal conjunto de pares
ordenados ndo é uma fungio, pois para cada x no intervalo (-5, 5) existem
dois pares ordenados distintos, tendo um mesmo valor de x como primeiro ele-
mento. Por exemplo, (3, 4) e (3, —4) sdo pares ordenados no conjunto dado.
Além disso, observe que o grifico do conjunto dado é uma circunferéncia com
centro na origem e raio S e uma reta vertical tendo a equag¢do x = a, onde
—5 < a < §, intercepta a circunferéncia em dois pontos. |

A préxima secgdo trata de graficos de fungdes e apresenta mais exemplos.

Para introduzir a notagdo de valor funcional, seja f a fun¢io tendo como
seu dominio os valores da varidvel x e como sua imagem os valores da varidvel
y. Entdo, o simbolo f(x) (lemos ‘‘f de x’’) denota o valor de y correspondente
ao valor de x.

» ILUSTRACAO 7 Na Ilustragdo 1, f = {(x, ¥)|¥ = vx — 2}. Assim

Sy =x =2

Calculamos f(x) para valores especificos de x.

fB=V3-2 fO=V5-2 [fO=6—2 [O)=9-2
=1 =3 =2 =7 <
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Quando definimos uma fun¢io, o dominio da fungdo deve ser dado implicita
ou explicitamente. Por exemplo, se f for definida por
f(x)=3x2 —5x +2
isto implica que x pode ser qualquer niumero real. Mas, se f for definida por
fx)=3x2 —5x +2 1<x<10

entdo o dominio de f consistira em todos os nimeros reais entre 1 e 10, inclusi-
ve 0s extremos.
Analogamente, se g for definida pela equagdo

(x) = Sx —2
o= +4
isto implica que x # —4, pois o quociente ndo estd definido para x = —4;

logo, o dominio de g é o conjunto de todos os nimeros reais exceto —4.
Se

h(x) = 9 — x?

isto implica que x esta no intervalo fechado [—3, 3], pois V9 — x2 ndo é um
ndmero real para x > 3 ou x < —3. Assim, o dominiode #¢é[—-3, 3] ea ima-
gem é [0, 3].

EXEMPLO 1 Dada a funcio f definida por
S(x)=x*+3x—4

ache:

(@ S(0); (b) £(2); (©) S (h); (d) f(2h); (&) S(2x); () flx + h); (8) f(x) + f(h).

Solucédo
@ f0)=02+3-0—4 b) fQ)=22+3-2-4
=4 =6
© fhy=h*+3h—4 (d) f(2h) = (2h)* + 3(2k) — 4
=4h*> + 6h — 4
@ fx)=(2x)* +32x)—4 () fix+h) =(x+h?+30x+h—4
=4x% + 6x — 4 =x2+2hx +h*>+3x+3h—4

=x24+(2h+3)x + (h* +3h—4)

@ f)+f=x*+3x—4)+ (h?2 +3h—4)
"=x?+3x + (h* + 3h—28)

Compare os calculos das partes (f) e (g) do Exemplo 1. Na parte (f ) o célcu- -
lo é de f(x + h) que é o valor funcional na soma de x e h. Na parte (g), onde-
Sf(x) + f(h) é calculado, obtemos a soma de dois valores funcionais f(x) e f(h).
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No Capitulo 3 precisamos calcular quocientes da forma

Jx+h—f(x)

h h#0

Esse quociente surge como a inclinagido da reta que passa pelos pontos (x, f(x))
e {(x + h, f(x + h)) sobre o grafico da funcdo definida por y = f(x). Veja a
Figura 6. Se, no cdlculo, a diferenca de dois radicais aparece no numerador,
racionalizamos o numerador como na parte (b) do exemplo a seguir.

EXEMPLO 2 Ache

fx+h) - f(x)
h

onde h % 0, se (a) f(x) = 4x2 — S5x + T; (b) f(x) = vx.

Solucédo

f(x+h)—f(x)=4(x+h)2—5(x+h)+7—(4x2——5x+7)

(@)

h h
_ 4x? +8hx + 4h* —5x — Sh+ 7 —4x* + 5x =7
_ ; _
_ 8hx — Sh + 4k
- h
=8x—5+4h

fe+h) = f(x) _Nx+h—x
h

h
_Wx+h = x)x+h +x)
h(J/x + h + /%)
_ x+h—x

X+ h+Jx)

(b)

h
T hx + b+ x)
i

T xthidx

Na segunda etapa dessa solugdo o numerador e o denominador sdo multipli-
cados pelo conjugado do numerador, a fim de racionalizar o numerador, e isto
da um fator comum de 4 no numerador e denominador.

Vamos definir agora algumas operagbes com fungdes. Na defini¢do, novas
fungGes sdo formadas a partir das fun¢des dadas, através da soma, subtragio,
multiplicacdo e divisdo de valores funcionais. Conseqiientemente, essas novas
fun¢des sdo conhecidas como a soma, a diferenga, o produto e o quociente das
fungbes originais.
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Dadas as duas fungGes fe g:
(i) a sua soma, denotada por f + g, é a fun¢do definida por
(f + 9X) = f(x) + 9(x)

(i) a sua diferenca, denotada por f — g, ¢ a fungdo definida por
f - 9Ix) = fx) - 9(x) :

(iii) o seu produto, denotado por f - ¢, é a fungdo definida por
- 9)x) = f(x) - 9(x) S

(iv) o seu quociente, denotado por f/g, é a fun¢io definida por
79)x) = f(x)/g(x)

Em cada caso, o dominio da fungdo resultante consiste naqueles valores de
x comuns aos dominios de f e g, com a exigéncia adicional, no caso (iv), de
que os valores de x para os quais g(x) = 0 sejam excluidos.

EXEMPLO 3 Dadas as fungdes :f e g definidas por

S)=vx+1 e gx)=+x—-4
ache:

@) (f + 9)(x); () (f — 9)(x); (©) (f - 9)(x); (d) (f/g)(x).

Solugéo
@+ =vVx+1+Jyx—-4 O (f—g)x)=Vx+1—-x—4

© (f 9 =Vx+T-Vx=4 @ (o)) = g

O dominio de fé [— 1, + o), 0 dominio de g é [4, + o). Assim, nas partes
(a), (b) e (c), o dominio da fungio resultante é [4, + ). Na parte (d), o deno-
minador ¢ zero quando x = 4; desse modo, 4 é excluido do dominio, o qual,
‘entdo, € (4, + o).

Outra operagdo com fungGes consiste em obter a fungdo composta de duas
fungdes dadas.

Dadas as duas fung¢des fe g, a fun¢iio composta, denotada por f o g, é defini-
da por : S :

(f o 9)x) = flg(x))

€ o dominio de f o g é o conjunto de todos os nimeros x no dominio de g,
tal que g(x) esteja no dominio de f.

A defini¢do indica que quando calculamos (f o g)(x), primeiro aplicamos
a fungdo g a x e entdo, a fungdo fa g(x). Esse procedimento serd demonstrado
na ilustragdo e no exemplo a seguir.
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» ILUSTRACAO 8 Se fe g sdo definidas por

f=Vx e g=2x-3
(f = g)(x) = flg(x))
=f(2x = 3)
=42x -3 ‘
O dominio de g é (— o, + ), € 0 dominio de f¢é [0, + ). Logo, o dominio

de f o g é o conjunto de todos os numeros reais, para os quais 2x — 3 > 0
ou, de modo equivalente, [3, + ). <

EXEMPLO 4 Dado que f e g estdo definidas por

f=Vx e gx)=x2—1

_ determine: (a) f o f;(b) 9 0 g;(c) f o g; (d) g o f. Encontre também o domi-

nio da fungdo composta em cada parte.

Solugdo
@) (f » f)x) = f(f(x)) (b) (g = 9)(x) = glg(x))
= f(Jx) =g(x2—1)
= Vi/x =(x2— 1) I
= ¢x = x* - 2x?
O dominio é [0, + ). O dqminio é (—o, + o).
(© (f ° 9)(x) = flg(x)) (d) (g ° f)x) =g(f(x))
=f* -1 = g(y/x)
=T =Wx)? -1
O dominio ¢ =x-1
(00, —1] U [1, + o). O dominio é [0, + o).

Na parte (d) notamos que, embora x — 1 seja definida por todos os valores
de x, o dominio de g o f, pela defini¢do de uma fung¢do composta, serd o con-
junto de todos os nimeros x no dominio de f, tais que f(x) esteja no dominio
de g. Assim, o dominio de ¢ o f deve ser um subconjunto do dominio de f.

Observe, dos resultados das partes (c) € (d) do Exemplo 4, que (f o g)(%)
e (9 o f)(x) ndo sdo, necessariamente, iguais:

(i) Uma func@o ¢ par se, para todo valor de x no dominio de £, f(—x) = f(x). |
(ii) Uma funcdo f é denominada impar se, para todo valor de x no dominio

de f, f(—x) = —f(x).

Em ambos os casos (i) e (ii), devemos entender que — x estd no dominio de f,
sempre que x estiver l4.
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» ILUSTRACAO 9 (a) Se f(x) = 3x* — 2x2 + 7, entdo
f(=x)=3(=x)* = 2(=x)* + 7
=3x*—2x? +7
= f(x)

.Logo, f é uma fungdo par.

(b) Se g(x) = 3x° — 4x3 — 9x, entdo
g(—=x) = 3(—=x)° = 4(—=x)* = 9(—x)
= —3x% +4x3 + 9x
= —(3x> — 4x> — 9x)
= —g(x)
Logo, g é uma fun¢io impar.
() Se A(x) = 2x* + Tx3 — x2 + 9, entédo
W—x)=2(—x)* +7(—x)* - (—x)*+9
=2x*—Tx3>—x2+9

Vemos que a func¢do 4 ndo é nem par, nem impar. <

Do teste de simetria dado na Seccdo 1.3, segue que o grafico de uma fungdo
par é simétrico em relagdo ao eixo y e o grafico de uma fun¢io impar € simétri-
co com relagdo a origem.

» ILUSTRACAO 10 (a) Se f(x) = x2, fserd uma fungfo par e seu grafico serd
uma parabola simétrica com respeito ao eixo y. Veja a Figura 7. '
(b) Se g(x) = x3, g serd uma fungdo impar. O grifico de g, mostrado na Fi-
gura 8, sera simétrico com respeito a origem. |

Uma fun¢do cuja imagem consiste em um dnico numero, ¢ chamada de fun-
¢dio constante. Assim, se f(x) = c e se ¢ for um nimero real qualquer, entdo
f sera uma funcdo constante e seu grafico serd uma reta paralela ao eixo x, a
uma distancia de ¢ unidades desse eixo.

» ILUSTRACAO 11 (a) A fungdo definida por f(x) = 5 ¢ uma fungdo constante,

¢ seu grafico, mostrado na Figura 9, é uma reta horizontal 5 unidades acima
do eixo x.

(b) A fungéo definida por g(x) = —4 é uma fungéo constante cujo grafico
é uma reta horizontal 4 unidades abaixo do eixo x. Veja a Figura 10. <

Uma funcdo linear é definida por

f(x)=mx+b

onde m e b sdo constantes e m # 0. Seu gréafico é uma reta tendo inclinagdo
m e y intercepto b.

» ILUSTRACAO 12 A funcdo definida por
flx)=2x-6

¢ linear. Seu grafico é a reta mostrada na Figura 11. |
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A funcgao linear dada, definida por
Sflx)=x

¢ chamada de fun¢do identidade. Seu grafico, mostrado na Figura 12, é a reta
que divide ao meio o primeiro e o terceiro quadrantes.
Se uma fungdo f for definida por

fX)=ax"+ a,_ X" ' +a,_,x"" 2+ ...+ a,x+a,

onde a,, a,, . . . , @, sdo numeros reais (¢, # 0) e n for um inteiro nao-
negativo, entdo f sera chamada de fungio polinomial de grau n. Assim, a fun-
¢do definida por

fxX)=3x>—x2+7x —1

¢ uma fung¢io polinomial de grau 5.

Uma fungio linear serda uma fun¢do polinomial de grau 1. Se o grau de uma
fun¢do polinomial for 2, ela serd chamada de fun¢do quadratica, € se o grau
for 3, serda chamada de funcéo cubica.

Se uma fungao puder ser expressa como o quociente de duas fun¢des polino-
miais, ela serd chamada de func¢d@o racional. '

Uma func¢io algébrica é aquela formada por um numero finito de opera¢des
algébricas sobre as fungdes identidade e constante. Essas operagfes algébricas
incluem adigdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciagao e radiciacdo. As
fun¢des polinomiais e racionais sdo tipos especiais de fungdes algébricas. Um
exemplo complicado de uma fungdo algébrica é aquele definido por

(x2—3x+1)3
4+1

flx)=

X

Além das fungdes algébricas, sdo também consideradas em Caélculo as fun-
¢Oes transcendentais. Exemplos sdo as fungdes trigonométricas discutidas na
Secgdo 1.6 e as fungdes exponencial e logaritmica introduzidas no Capitulo 7.

EXERCICIOS 1.4

Nos Exercicios de 1 a 4, determine se o conjunto dado é uma
Sungdo. Se for, qual o seu dominio?

3 A :
6. Dada f(x) = —, ache (a) f(1); (b) f(—3); (c) f(6); (d) f(3)

>
X

L (@) {x D]y = v = 43 () {0 9]y = V57— 4% © f<§>; 0 f(i); @ 225 m) foc— 3 6 £ — 0y
© {6 W]y = VA= 22} @ {5 D] x> + v = 4}, PRI
2. @) {x, |y=vx+15® {(x, |y =vx* -1} () ==, h#0.

© {x, ]|y =v1 =x*} (@) {(x, y)|x* + y* = 1}.

3. @) {(x, |y = X’} () {(x, p)|x = y*};
© {x. Y}y = x>} (@) {(x, y)|x = y*}.
4. @ {x|y=x-1D*+25®) {x)|x=0-2>+1}% @y f(x) + f(h); (3)

7. Dada f(x)=2x? + Sx 3, ache (a) f(—25 (b) f(~ 1); (¢) f(O)

(@ S0 @ b+ 1; ©) S (@) S0* = 3): (h) fx + b
S AW =10
h ’ '

© { Y|y =06+2°—15@ {xyx=(+ 1> -2} _
5. Dada f(x)=2x—1, ache (a) f(3); (b) f(—2) (c) f(0 8. Dada g(x)=3x>—4, ache (a) g(—4); (b) g3} (9) g(x*);

() fla+ 1) () f(x + 1); (f) f(2x); (8) 2f(x); (h) flx + h);
(i) f(x) + f(h); (3)

S+ W1, o

g(x + h) — g(x)

(d) g(3x* — 4); (e) glx — h); (F) g(x) — g(h); (g) p ,

h #0.
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9. Dada F(x) = +/2x + 3, ache (a) F(~1); (b) F(4); (c) FQ)

(d) F(11); (e) F(2x + 3); (f) w, h #0.

h
10. Dada G(x) = \/4 — x, ache (a) G(—5); (b) G(O): (c) G(1):
h) —
(@ G (@) Gt — s () HED A,y 4

Nos Exercicios de 11 a 20, as fungdes f e g sdo definidas. Em
cada exercicio, defina as seguintes funcées e determine o domi-
nio da fungdo resultante: (a) f + g, (b) f — g, (c) f - g, (d) [/85
(e)g’f.

1L f()=x—=5g(x)=x2—1 12 f(x) =+/x;g(x) = x% + 1
4. f(x) = Vx; glx) = 4 — x?

16. f(x) = |x; g(x) = |x — 3|

1 1
13 1) =210 g0 =~

15. f(x) = V/x; g(x) = x* — 1
17. f(x) =x2 4+ 1; g(x) =3x -2
18. f(x) = v/x + 4 g(x) = x* — 4

19. f(x) = !

20. f(x) = x% g(x) = —=

Jx
Nos Exercicios de 21 a 30, estdo definidas as fung¢ées fe g. Em
cada exercicio, defina as seguintes fungoes e determine o domi-
nio da fungcao composta: (a) f o g, (b) g o f:(c) fo f:(d) g o g.
21, f(x)=x—2;gx)=x+ 7
22, f(x) =3 —2x; g(x) =6 — 3x
23. As fungbes do Exercicio 11.
24, As fungGes do Exercicio 12.

25, f(x) =/x =2, g(x) =x* =2
26. (9= x* ~ 1; g0 = =

x
; glx)y = m

x+ 1

s g(x) = /x

27. f(x) =

1
x

1
28. f(x)=Vx; () = —— 29. f(x) = |x; glx) = |x + 2|

30. f() = Va2 = T g0x) = Vx = 1

Nos Exercicios 31 e 32 a fungdo f estd definida. Em cada exerci-
cio, defina as seguintes funcoes e determine o dominio da fun-
cdo resultante: (a) f(x°); (b) [F(x)]% (¢} (f o fifx).

2

32 f(x) = ———

3 f(x)=2x—3
x—1

33. Dada G(x) = |x — 2] — |x| + 2, expresse G(x) sem as
barras de valor absoluto, se x estiver no intervalo dado:
(@) [2, +); (b) (—, 0); (0 [0, 2).

Numeros Reais, Fungdes e Gréficos

34. Dada f(i) = ;

B+ —f-3

, expresse f(f) sem as barras

de valor absoluto, se ¢ estiver no intervalo dado: (a) (0, + «);
() [-3, 0); () (-, =3).

35. Dada

f(x)={l§— sex#0

1 sex=0

ache (a) f(1); (b) f(— 1); () S@); (d) (=4} () S (= x) () S (x + 1);

(® f(x?); (h) f(=x2).

Em cada caso dos Exercicios 36 e 37, determine se a fungdo da-
da é par, impar ou nenhuma das duas.

36. () f(x) = 2x* — 3x% + 1
© f&)=5s*+2s+2
(€) h(t)=5t" + 1

Y-y

(® f(y)—yz 1

37. (a) g(x) = 5x* — 4

© f)=a>+33 -2

1 sex>0
—1 sex<0

(© f(x) ={

@ f@)=(z—1)
(i) g(x)=+x* -1

(b) f{x) = 5x3 — Ix
(d) g(x) = x® -1

) f(x)=|x|
-1

0 90 ==
) fx)=x3+1

r:—1
(d) g(r) = T

4x2— 5
0 hx) = 55—
) g9 = P

() fx) =</

38. Existe uma fun¢do que é par e impar. Qual ¢é?

39. Determine se a fungdo composta f o g é par ou impar em
cada um dos seguintes casos: (a) f e g sdo ambas pares;
(b) f e g sdo ambas impares; (c) f é par e g é impar; (d) fé

impar e g € par.

Se f eg forem duas fungdes tais que (f o g)(x) = xe(g o fi(x) =
= X, entdo f e g serdo fungoes inversas. Nos Exercicios de 40
a 42, mostre que f e g sdo fungdes inversas.

+3

40. f(x)=2x -3 € g{x)=——

1
. flx) = e g(x) =

+1

2

1—x

2 f(x)=x4x20 e gx)=+x

1.5 GRAFlCO_S DE FUNCOES Como preparagio para o nosso estudo de limites e continuidade no Capitulo -
-2, discutiremos os graficos de fungGes. Lembre-se, da Sec¢do 1.4, que o grafico
de uma fungdo f é o mesmo que o grafico da equagdo y = f(x). Enquanto o
dominio de uma fungdo geralmente torna-se evidente a partir da defini¢do da
fungdo, a imagem é determinada freqiientemente pelo grafico da funcio.
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EXEMPLO 1 A func¢io valor absoluto ¢ definida por
fx) = x|
Determine o dominio e a imagem da fungdo valor absoluto e faga um esbogo

de seu grafico.

Solugio Da definigdo (1.1.8) de |x|, temos

x sex =0
—x sex <O

Jix) = {
O dominio é (— e, + ). O grifico de f consiste em duas semi-retas que pas-
sam pela origem e acima do eixo x; uma delas tem inclinagédo igual a 1 e a outra
tem —1. Veja a Figura 1. A imagem é [0, + ).

EXEMPLO 2 Seja f a fungdo definida por
-3 sex g —1
flx)= 1 se -1<x <2
4 se2<x

Determine o dominio e a imagem de f e desenhe um esbogo de seu grafico.

Solugédo O dominio é (— o, + o) e um esbog¢o do grafico aparece na Figu-
ra 2. A imagem consiste nos trés nimeros —3, 1 e 4.

EXEMPLO 3 Seja g a fungdo definida por

Ix -2 sex< 1
q(x): 2

X sel <x

Determine o dominio e a imagem de g e faga um esbogo de seu grafico.

Solugéo O dominio de g é (— o0, + o). O gréafico consiste na parte da reta
y = 3x — 2 para a qual x < 1 e na parte da pardbola y = x? para a qual
1 € x. Um esbogo do grafico esta na Figura 3. A imagem € (—oo, + ).

EXEMPLO 4 A funcdo & é definida por

x2—-9

hx) = x—3

Determine o dominio e-a imagem de 4 e faga um esbogo de seu grafico.

Solucdo Como h(x) esta definida para todo x exceto 3, o dominio de A
consiste em todos os numeros exceto 3. Quando x = 3, ambos o numerador
¢ o denominador s3o nulos e 0/0 é indefinido.

Fatorando o numerador em (x — 3)(x + 3) obtemos

(x —3)(x +3)
X

h(x) = 3
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ou A(x) = x + 3, desde que x # 3. Em outras palavras, a fungdo pode ser
definida por

h(x)=x+3 sex#3
O grafico consiste em todos os pontos sobre a retay = x + 3, exceto o ponto

(3, 6). Veja a Figura 4. A imagem de 4 é o conjunto de todos 0s nimeros reais
exceto 6.

EXEMPLO 5 Seja H a fun¢do definida por
x+3 sex#3
H =
) {2 sex =3

Determine o dominio e a imagem de H e faga um esbogo de seu grafico.

Solugdo Como H esta definida para todos os valores de x, seu dominio
é (=, + ). Um esbogo do grifico de H é mostrado na Figura 5. A i 1magem
é o conjunto de todos os nimeros reais exceto 6.

A funcao f é definida por

x? se x #2
-y 00

se x
Determine o dominio e a imagem de f e faga um esbogo de seu grafico.

Solucdo Como f ¢ definida para todos os valores de x, o dominio ¢
(— o0, + ). O grafico mostrado na Figura 6 consiste nos pontos (2, 7) e todos
os pontos sobre a parabola y = x? exceto (2, 4). A imagem ¢é [0, + ).

EXEMPLO 7 Seja F a fungdo definida por

x—1 sex<3
F(x)=<5 se x=3
2x+ 1 sel3<x

Determine o dominio e a imagem de F e faca um esbogo de seu grafico.

Solugdo O dominio de F é (— o, + ). A Figura 7 mostra um esbog¢o do
grafico de F; consiste em parte daretay = x — 1 para x < 3, o ponto (3, 5)
e partedaretay = 2x + 1 para 3 < x. Os valores funcionais sdo ou nimeros
menores do que 2, o numero 5, ou numeros maiores do que 7. Logo, a imagem
de F ¢é o nimero 5 e aqueles mimeros em (— oo, 2) U (7, + ).

EXEMPLO 8 A fungdo g ¢é definida por

9(x) = J/x(x ~ 2)

Determine o dominio ¢ a imagem de g e faca um esbogo de seu gréfico.
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Solugdo Como x(x — 2) ndo é um nimero real quando x(x — 2) < 0

o dominio de g consiste em todos os valores de x para os quais x(x — 2) > 0
Essa inequagdo estara satisfeita quando ocorrer um dos dois casos: x > 0 e
x-22>0oux<0ex —2<0.

Casol: x 2 0ex — 2 > 0. Isto é,

>0ex>2

Ambas as de51gualdades estdo verificadas se x > 2, que é o intervalo [2, + o).

Caso 2: x < 0ex — 2 £ 0. Isto é,
<0ex<2

Ambas as desigualdades ocorrem se x < 0, que ¢ o intervalo (= o, 0].
Combinando as solugées dos doxs casos obteremos o dominio de g. Ele é
(=, 0] U [2, +).
A Figura 8 mostra um esbogo do graflco de g. A imagem de g ¢é [0 + o).

O simbolo [x] é usado para denotar o maior inteiro, menor ou igual a x; isto é,
[x]=nsen < x < n + 1, onde n é um inteiro

Essa funcﬁo ¢ chamada de func¢iio maior inteiro. Portanto, se I for essa fungdo
I={(x.y)|y=[x]}

e o dominio de I serd (— o, + ). Para obter um esbog¢o do grafico de I, pri-
meiro calculamos alguns valores funcionais.

Se —5gx<—4, [x]=-5
Se —4gx< -3, [x]=-4
Se —3<x<-2 [x]=-3
Se —2g<x< -1, [x]=-2
Se —1gx< 0, [x]=-1
Se 0<x< I, [x]= 0

Se I1gx< 2 [x]= 1
Se 2gx< 3, [x]= 2
Se 3<x< 4 [x]= 3
Se 4<x< S5 [x]= 4

A Figura 9 mostra um esbogo do grafico de I. A imagem é o conjunto de todos
os inteiros.

EXEMPLO 9 Faca um esbogo do grafico da fun¢do definida por
G(x)=[x] —x

Dé o dominio e a imagem de G.



44 Numeros Reais, Fungdes e Gréficos

Solugdo Como G esta definida para todos os valores de x, seu dominio
€ (— 0, + ). Da defini¢do de [x], temos o seguinte:

Se

-2<x< -1, [x]= -2 portanto G(x)= —2-x
Se —-1<x< 0, [x]=—1; portanto G(x)= —1—x
Se 0<x< 1, [x]= 0; portanto G(x)= —
Se 1<x< 2 [x]= 1; portanto G(x)=1—x
Se 2<x< 3, [x]= 2 portanto G(x)=2—x

e assim por diante. Em termos mais gerais, se # for um inteiro qualquer, entdo

Se n<x<n+1, [x]=mn portanto G(x)=n—x

Com estes valores de fungdes obtemos o esbogo do gréfico de G, mostrado na
FIGURA 10 Figura 10. Do grafico observamos que a imagem de G é (-1, 0].

EXERCICIOS 1.5

Em cada exercicio, determine o dominio e a imagem da fungdo x+6 sexg —4
e desenhe um esbogo de seu grdfico. 25. f(x) = V16 —x% se—4<x<4
L f(x)=3x—1 2. g(x) = 6 — 2x 6-x  sedgx
3. Fix)=x* - 1 4. G(x)=5—x* 6x+7 sex < —2
5 g0)=vx+1 6. f(x)=v3x—6 26. g(x) =43 se x = —2
7. f(x)=+/4 —2x 8. g(x) =9 —x? 4—x se—~2<x
9. h(x) = V/—x . 10 H) =[x -1 . X—2 sex<0
11. f(x) = |4 — x| 12. h(x) = |x| — 1 27. Flx) =140 sex=0
13. F(x) = 4 — x| 14. f(x) = jx_zlj;r 1] P41 se0<x
15. gx) =[x — 2| + 4 16. F(x) = 5 —— 2. Glx) = (x2 + 3x — 4)(x? — 5x + 6)
) s ) ’ T x2=3x+2)(x - 3)
17. f(x) = x_—w 18. g = X —4x+ 12 (x + 1)(x2 + 3x — 10)
-1 x2—x—6 29. F(x) = 3
2 sex<3 x*+6x+5
19. G(x 2 se3<x 30. h(x) =/x* —5x + 6 3. fx)=+/x2—3x—4
-4 sex< =2 32 f(x) =M 33. g(x) =x3___2xz~
20. h(x) = {—1 se —2< x <2 x+3 -2
3se2<x 34.F(x)z)c‘+x32—9x2—3x+18
21, f() = {2x 1 sex#2 x*+x—-6
0 sex =2 35‘h()c)=x3+5x2—6x—30
{x —4 sex# —3 x+35
22, f(x) =
se x=—3 36. g(x) = |x| - |x — Y :
2. H(x) = {x —4 sex<3 37 f(¥) = x| + |x — 1] 38. F(x) =[x + 2]
2x—1 se3 g 39. g(x) = [x — 4] 40. H(x) = |x| + [x]
x+5 sex < —5 41. G(x) = x — [x] 42. h(x) = [x?]
24. $(x) ={v25—x se -S<x<5 X
o) = M w5 43.g()—[|—?] 44.h(x)=ﬁ
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1.6  AS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

(0] - A
FIGURA 1

1.6.1 DEFINICAO

Vocé ja deve ter feito algum estudo de trigonometria. Mas, dada a importéncia
das fungbes trigonométricas em Calculo, apresentamos aqui um breve resumo
delas.

Em geometria um angulo é definido como a unido de dois raios chamados
de lados, tendo um extremo em comum denominado vértice. Qualquer dngulo
é congruente a um angulo tendo vértice na origem e um lado, chamado de lado
inicial, sobre o lado positivo do eixo x. Dizemos que tal Angulo esta na posi¢do
padrio. A Figura 1 mostra um angulo AOB na posi¢do padrdo com OA como
lado inicial. O outro lado OB é chamado de lado final. O dngulo AOB pode
ser formado ao girarmos o lado OA até o lado OB; sob tal rotagdo o ponto
A move-se ao longo da circunferéncia de centro O e raio |OA4 |, até o ponto B.

Quando os problemas envolvem angulos de tridngulos, a medida de um an-
gulo é dada usualmente em graus. Mas, em Calculo estamos interessados em
fungdes trigonométricas de numeros reais e essas fungdes estdo definidas em
termos da medida de dngulos em radianos.

O comprimento de um arco de uma circunferéncia é usado para definir a me-
dida em radianos de um angulo.

Seja AOB um angulo na posi¢do padrdo e |OA| = 1. Se s unidades for o com-
primento do arco da circunferéncia percorrido pelo ponto A quando o lado ini-
cial OA é girado até o lado final OB, a medida em radianos 7, do 4ngulo AOB,
serd dada por

t = s se a rotagdo for no sentido anti-horario

t = —s se arotag¢do for no sentido horario

» ILUSTRACAO 1 Do fato de que a medida da circunferéncia do circulo uni-
tario é 2m, as medidas em radianos dos dngulos na Figura 2 (a)-(f) sdo determi-
nadas. Elas sdo +n, + 7, —4+ =, 37, -3 n eI &, respectivamente. <

37 1,
X 2 X
o O]
() ® ©
Yy
P i
2 ol . :
@]
7
_%ﬂ -7
4

, (@ (© )
FIGURA 2
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Tabela 1

Medida Medida
em graus em radianos

X

30° in
45 in
60 in
90 in
120 in
135 3n
150 2n
180 T
270 2n
360 2n
1.6.2 DEFINICAO
y
(x, y) = (cos t, sen B
N
(6] 1,0
FIGURA 4
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Na Definigdo 1.6.1, é possivel ocorrer mais do que uma revolugdo completa
na relagao de OA.

> ILUSTRACAO 2 A Figura 3(a) mostra um angulo cujé. medida em radianos
é 37, e a Figura 3(b) mostra um cuja medida em radianos ¢ —Liq, |

Um 4angulo formado por uma revolugdo completa, de tal forma que OA seja
coincidente com OB, tem por medida 360 graus e 27 como medida em radia-
nos. Assim sendo, ha a seguinte correspondéncia entre as medidas em graus ¢
radianos (onde o simbolo ~ indica que as medidas dadas sdo de dngulos iguais
ou congruentes):

360° ~ 27 rad 180° ~ 7 rad
Disso segue que

180°

1° ~ tigm rad 1 rad ~

~ 57°1%

Note que o simbolo = antes de 57°18’ indica que 1 rad e aproximadamente
57°18’ sdo medidas do mesmo angulo ou de dngulos congruentes.

Dessa correspondéncia, a medida de um 4ngulo pode ser convertida de um
sistema de unidades para o outro.

EXEMPLO 1 (a) Ache a medida em radlanos equivalente a 162" (b) encon-
tre a medida equivalente em graus para {5 7 rad.

Solugédo
5 180°
(a) 162° ~ 162 - ti5n rad (b) Snrad ~—~n-——
12 i
162° ~ n rad >nrad ~ 75°

A Tabela 1 d4 a correspondéncia em graus e radianos da medida de alguns
angulos. Vamos definir agora as fungdes seno e co-seno de qualquer mimero real.

Suponha que ¢ seja.um nimero real. Coloque na posi¢do padrdo um angulo
com 7 rad de medida e seja P a intersec¢do do lado final do angulo com a cir-
cunferéncia do circulo unitdrio com. centro na orlgem Se P for o ponto (x, ),
entdo a fungfo seno serd definida por

sent =y
entdo a funcdo seno sera definida por

cost =

Da defini¢do acima, vemos que sen ¢ e cos ¢ estdo definidas para todos os
valores de ¢. Assim sendo, o dominio das fungdes seno e co-seno € o conjunto
de todos os niimeros reais. A Figura 4 mostra o ponto (cos ¢, sen ¢) quando
0 <t < 1x, eaFigura 5 mostra o ponto (cos £, sen #) quando — 57 < t < —7.
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y O maior valor de qualquer uma das duas fungdes € 1 e 0 menor é —1. Vere-
mos posteriormente que as fungdes seno e co-seno assumem,todos os valores
entre —1 e 1; segue, portanto, que a imagem das duas fungdes ¢ [—1, 1].
(x, ) = (cos t, sen #) Para certos valores de 7, o seno € o co-seno sdo facilmente obtidos de
uma figura. Da Figura 6 vemos que sen 0 = Oecos 0 = 1,sen+z = 1V2e
cos+m =12, sendnm = lecos+n = 0,sennw = Oecosm = —1,send7w = —1
e cos 37 = 0. A Tabela 2 dé esses valores e outros muitos usados.

K
x x . A . g . .
QJ 1,0 Uma equagdo da circunferéncia do circulo unitdrio com centro na origem ¢

x* + y2=1.Como x = cosfey = sen f, segue que

sen?t + cos?t = 1 n

FIGURA5 - Note que sen? ¢ + cos? ¢ significam (sen )2 e (cos ¢)2. A igualdade (1) ¢ uma
identidade, pois é vdlida para todo numero real ¢. E chamada de identidade fun-
damental de Pitdgoras, mostrando a relagdo entre os valores seno e co-seno,

y .
e pode ser usada para calcular um deles quando o outro é conhecido.
' (1vz 1vz) As Figuras 7 ¢ 8 mostram angulos com uma medida em radianos negativa
’ - —t e os Angulos correspondentes tendo uma medida em radianos positiva #. Des-
w sas figuras, observe que
(—1,0) (1,0
C x sen(—#) = —sentecos(—t) = cos ¢
3 y y
—Y)
(0, —1) (x, v)
FIGURA 6
t ¢
Tabela 2 , ‘\ x \ x
¢} y

t sen f cos t . : i Sy

0 0 1

m 3 13 (x ~y)

o W2 W2 (x ~y)

1 1 1

37‘ 2\/5 2 FIGURA 7 FIGURA 8

57 1 0 .

In 43 -3 ~ . .

3 : NG . \75 Essas equagdes valem para todo nimero real ¢, pois os pontos onde os lados
;n A N NG finais dos angulos (tendo medidas em radianos ¢ e — ¢) interceptam a circunfe-
67: (2) 2 ) réncia do circulo unitario, tém abscissas e ordenadas iguais que diferem somen-
3 . 0 te em sinal. Logo, sdo identidades. Dessas igualdades, segue que seno é uma
;n 0 | funcdo impar e co-seno é uma fungio par.

Da Definicdo 1.6.2 sdo obtidas as seguintes identidades:

sen(f + 2m) = sen t e cos(f + 2w) = cos ¢ 2)

A propriedade do seno e do co-seno estabelecida pelas igualdades (2) ¢ cha-
mada de periodicidade.

1.6.3 DEFINICAO | Uma fungio f serd periédica se existir um nimero real p # 0 tal que quando
x estiver no dominio de f, entdo x + p estara também no dominio de fe

JS&x + p) = fix)

O menor numero real positivo p ¢ chamado de periodo de f.
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Compare essa defini¢do com as igualdades (2). Como podemos mostrar que
27 é 0 menor numero positivo p com a propriedade segundo a qual sen(f +.p) =
= sen t e cos(t + p) = cos Z, O seno € o co-seno sdo periddicos com periodo
2r, isto é, sempre que o valor da variavel independente ¢ aumentar em 2%, 0
valor de cada uma das fungdes sera repetido. E devido a periodicidade do seno
e do co-seno que essas fungdes tém importantes aplicagdes, associadas a fend-
menos que se repetem periodicamente, tais como movimentos ondulatérios, cor-
rentes elétricas alternadas, cordas vibratdrias, péndulos oscilantes, ciclos de ne-
gocios e ritmos bioldgicos.

EXEMPLO 2 Use a periodicidade das fungdes seno e co-seno, bem como os
valores de sen ¢ e cos t quando 0 < ¢ < 2m para determinar o valor exato de
cada um dos seguintes: (a) sen i 7; (b) cos + 7; (c) sen ¥ 7; (d) cos (—+ 7)
Solugdo

(a) seniln =sen(in + 2 - 2m) (b) cos 3n = cos(§n + 2n)

=senin =cos in
=12 =1

(c) seni2n =sen@n +3-2n)  (d) cos(—Zn) = cos[2n + (—1)2x]
=senin =cos2n

=1 =33

Vamos definir agora mais quatro fungdes trigonométricas. Elas sao defini-
das em termos do seno e co-seno.

As fungGes tangente ¢ secante s3o definidas por

sen ¢ ¢ = 1
cos secf = Cos 7

tgt =

para todo nimero real ¢ para o qual cos ¢ # 0.
As fungGes co-tangente e co-secante sio definidas por

cos ¢ cosec t =
sen ¢ T sent

para todo numero real ¢ para o qual sen ¢ # 0.

cotg t =

As fungGes tangente e secante nio estdo definidas quando cos 1 = 0. Assim
sendo, o dominio das fungdes tangente e secante é o conjunto de todos os nu-
meros reais exceto os nimeros da forma + # + i, onde k é qualquer inteiro.
Analogamente, como cotg ¢ e cosec ndo estdo definidas quando sen ¢t = 0, o
dominio das fungdes co-tangente e co-secante € o conjunto de todos os nime-
ros reais exceto os nimeros da forma km, onde k é qualquer inteiro.

Podemos mostrar que a tangente e a co-tangente sdo periddicas, com perio-
do &, isto é,

tg(t +’7t) = tgtecotg(t + ) = cotgt
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Além disso, a secante e a co-secante sdo periédicas com periodo 27, logo

sec(f + 2m) = sect e cosec(f + 2m). = cosec ¢

Usando a identidade fundamental de Pitagoras (1) € a Defini¢do 1.6.4, obte-
mos duas outras identidades. Uma dessas identidades é obtida quando dividi-
mos ambos os lados de (1) por cos?t, e a outra é obtida ao dividirmos ambos
os lados de (1) por sen?f. Temos

sen? ¢ cos?t 1 sen? ¢ cos¥ 1

= e =
cos? t - cos? t cos? ¢ sen? ¢t sen? ¢ sen? ¢t

tg2t + 1 =sec?t e 1 + cotg?t = cosec? ¢

Essas duas identidades sdo chamadas de identidades de Pitagoras.
Trés outras identidades importantes que seguem da Defini¢do 1.6.4 sdo

sentfcosect =1 costsect =1 tgtcotgt =1

Essas trés identidades, as trés identidades de Pitdgoras, e as duas identidades
na Defini¢do 1.6.4 que definem a tangente € a co-tangente sdo as oito identida-
des trigonométricas fundamentais, as quais, como outras férmulas da Trigono-
metria, aparecem no Apéndice.

Definimos as fung¢ées trigonométricas com dominios no conjunto-dos niime-
ros reais. Existem importantes aplica¢gdes das fung¢des trigonométricas para as
quais os dominios sdo conjuntos de angulos. Para esse propodsito, uma func¢io
trigonométrica do angulo 8 € a fungido correspondente do nimero real ¢, onde
t ¢ a medida de 6 em radianos.

Se 6 for um 4ngulo cuja medida em radianos é ¢, entdo

sen § = sen ¢ cos 6 = cos ¢ tg @ = tgt _
cotg@ = cotgt secH = sect cosec 8 = cosec ¢ M

Quando consideramos uma fungdo trigonométrica de um angulo 8, fregiien-
temente a medida do dngulo € usada em lugar de 8. Por exemplo, se a medida
de um angulo 8 for 60° (ou, equivalentemente, a medida de 6 em radianos for
+), entdo, em lugar de sen 8, poderemos escrever sen 60° ou sen +n. Observe
que quando a medida de um angulo for dada em graus, o simbolo de graus apa-
rece escrito. Mas, quando ndo houver nenhum simbolo, devemos entender que
a medida do 4ngulo é dada em radianos. Por exemplo, cos 2° significa o co-
seno do angulo cuja medida é 2 graus, enquanto que cos 2 significa o co-seno
do dngulo cuja medida é 2 rad. Isso é consistente com o fato de que o co-seno
de um angulo cuja medida em radianos é 2 é igual ao co-seno do ntiimero real 2.

Agora mostraremos como a fungdo tangente pode ser usada em conjunto com
a inclinagdo de uma reta. Primeiro definimos o dngulo de inclinagdo de uma reta.

O éngulo de inclinagdo de uma reta ndo-paralela ao eixo x ¢ o menor dngulo
medido no sentido anti-horario, a partir do sentido positivo do eixo x até a re-
ta. O angulo de inclinagdo de uma reta paralela ao eixo x é definido como sen-

‘do zero.

Se o for o angulo de inclinagdo de uma reta, entdo 0° < a < 180°. A Figura
9 mostra a reta L para a qual 0° < a < 90° e a Figura 10 mostra aquela para
a qual 90° < a < 180°.
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FIGURA 11

y
LZ

o

FIGURA 12
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L' L L' L

P(cos «, sen a) P(cos a, sen o)

AR EVALS AV \

FIGURA 9 FIGURA 10

Se a for o angulo de inclinagdo da reta L, ndo-paralela ao eixo y, entdo a incli-
nag¢do m de L dada por - ‘

m = tga

Prova Veja as Figuras 9 e 10, que mostram a reta dada L, cujo dngulo de in-
clinagdo é a e cuja inclinagdo é m. A reta L’ que passa pela origem e é paralela
a L, também tem inclinagdo m e um angulo de inclinagdo a. O ponto P
(cos a, sen a) € a intersec¢do de L’ com a circunferéncia do circulo unitario
U. Como o ponto (0, 0) também esta em L', segue, da Defini¢do 1.2.2 que

_ sena — 0
cosa — 0

_ _sena
cos o

Se a reta L for vertical, o angulo de inclinagdo de L sera 90° e tg 90° ndo
existe. Isso é consistente com o fato de que a inclinagdo de uma reta vertical
ndo esta definida.

O Teorema 1.6.7 pode ser usado para obter uma formula para encontrar o
angulo entre duas retas concorrentes ndo-verticais. Quando duas retas se inter-
ceptam, formam dois dngulos suplementares com vértice no ponto de intersec-
¢do. Para distinguir esses dois dngulos, seja L, a reta com o maior angulo de
inclinagdo a, e seja L, a outra reta cujo angulo de inclinagdo é a,. Se 6 for o
angulo entre as duas retas, entdo definimos

0 =0, — q

Se L, e L, forem paralelas, entdo a; = a, e o dngulo entre as duas retas sera
0°. Assim, se L, e L, forem duas retas distintas, entdo 0° < 8 < 180°. Veja
as Figuras 11 e 12. O teorema a seguir possibilita-nos encontrar § quando fo-
rem conhecidas as inclinagGes de L, e L,.
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1.6.8 TEOREMA

A prova do Teorema 1.6.8 é proposta como exercicio (veja o Exercicio 34).

LZ
L EXEMPLO 3 Determine o dngulo entre as retas com as inclinagdes: (a) 3+ e
5 " 2. () 2e -2
5 () 2e 5.
Solugdo Quando usamos a formula do Teorema 1.6.8, m, deve ser a in-
. clinacdo mais acentuada da reta. Para a parte (a), veja a Figura 13(a) onde
vl 4 m, =%em, = %. Para a parte (b), veja a Figura 13(b) onde m, = —§em, = 2.
(@) Em cada parte calculamos, com aproximag&o de 1 grau, o dngulo @ entre as retas.
m; —m m;, —m;
ptgf=—"—-— b)tgf=————
L, (@) tg 1 +mm, ®)te 1 +mm,
L et __ 52
’ 1+3°% L+ (-9
_15-8 =210
. S 20+6 - 5-4
/ S o7 = —12
) 26 0 = 95°
FIGURA 13 . 6=15°

O procedimento usado no Exemplo 3 pode ser aplicado para encontrarmos os
angulos em um tridngulo. Veja os Exercicios 41 e 42.

Os exercicios dessa sec¢do destinam-se a revisao de alguns dos conceitos funda-
mentais de trigonometria. Ao fazé-los, vocé podera achar titil consultar um texto
de trigonometria.

EXERCICIOS 1.6

Nos Exercicios 1 e 2, ache a medida equivalente em radianos. 4. (a) 7 rad; (b) 37 rad; (c) 37 rad; (d) — 5= rad; (e) § rad;

(f) —5 rad; (g) 1in rad; (h) 0,2 rad
1. (a) 60% (b) 135°; () 210° (d) — 150 (€) 20°; (£) 450°; (g) —75°

(h) 100° Nos Exercicios de 5 a 12, determine o valor exato da fungdo.
2. Eﬁ; zg"; (6) 120% (c) 240°; (d) —225% (e) 157 (f) 540° (8) 48" 5 (a) senx; (b) cos 4; (c) sen(—37); (d) cos 4n
» 6. (a) cos im; (b) senix; (c) cos(—3m); (d) sen(—2x)
Nos Exercicios 3 e 4,. ache a medida equivalente em graus. 7. (a) cos £m; (b) sen27; (c) cos 3; (d) sen(— 57)
3. (a) 4n rad; (b) 3x rad; (c) 4n rad; (d) —ix rad; (¢) 4 rad; 8. (a) sen 37; (b) cos(—n); (c) sen 7m; (d) cos(—3m)

(f) 3= rad; (g) —2 rad; (h) 1= rad 9. (a) tg 47; (b) cotg im; () sec(—m); (d) cosec in
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10. (a) cotg Lm; (b) tg im; (c) cosec{ —3n); (d) sec n
11. (a) se(—¢m); (b) cosec 37; () tg én; (d) cotg(—3m)
12. (a) cosec( —37); (b) sec £n; (c) tg 3n; (d) cotg 3n

Nos Exercicios de 13 a 20, use a periodicidade das fungées do seno,
co-seno, secante e co-secante, bem como os valores do sen ¢, cos t,
sec t cosec t quando 0 < t 2n, para determinar o valor exato da
" fungdo.

13. (a)sen $7; (b) cos 27; (c) sec Ix; (d) cosec In

14. (a)sen Llm; (b) cos Llm; (c) sec Lox; (d) cosec Ln

15. (a)sen(—3m); (b) cos(—%n); (c) sec(—%n); (d) cosec(—%m)

16. (a) sen(—3m); (b) cos(—3); (c) sec(—3n); (d) cosec(—3m)

17. (a)sen 8x; (b) cos 10m; (c) sec 7n; (d) cosec 9n

18. (a)sen %m; (b) cos 37; (c) sec Lim; (d) cosec In

19. (a)sen(—3m); (b) cos(—3n); (c) sec(—4'n); (d) cosec(—3m)
20. (a) sen(— 8x); (b) cos(— 10r); (c) sec{ — 7n); (d) cosec(—97)

Nos Exercicios de 21 a 24, use a periodicidade das fungées tangente
e co-tangente, bem como os valores de tg t e cotg t, quando
0 < t < 7, para encontrar o valor exato da funcdo.

21. (a) tg Im; (b) cotg Z7; (c) te(—2n); (d) cotg(—2n)

22. (a) tg $7; (b) cotg §7; (c) tg(—4n); (d) cotg(—im)

23. (a) tg 4'x; (b) cotg Ll7; (c) ta(— 5n); (d) cotg(—3n)
24. (a) tg(—%4tn); (b) cotg(—4in); (c) tg 11x; (c) cotg Lin

Nos Exercicios de 25 a 30, encontre todos os valores de t no interva-
lo [0, 2rt) para os quais a equagdo estd satisfeita.

25. (a)sent =1;(b)cost = —1;(c) tgt = 1;(d)sect =1

26. (a) sent = —1;(b)cost = 1;(c) tgt = —1; (d) cosect = 1

27. (a) sent = 0; (b)cost = 0; (c) tgt =0; (d) cotg t = 0

28. (a) sent =4;(b)cost = —4; (c) cotg t = 1; (d) sect =2

29. (a) sent = —4; (b) cost = 1; (c) cotgt = —1; (d) cosect =2

30. (a) sent = —$+/2; (b) cos t = 3v/2; () tgt = —44/3;
(d) cotg ¢ = /3

31. Para que valores de ¢ em [0, 2] temos (a) tg ¢ indefinida e
(b) cosec ¢ indefinida?

32. Para que valores de 7 em [0, 7] temos (a) cotg ¢ indefinida e
(b) sec ¢ indefinida?

33. Para que valores de ¢ em [, 27) temos (a) cotg ¢ indefinida e
(b) sec ¢t indefinida?

34. Prove o Teorema 1.6.8. (Sugestdo: Use a férmula para tg
(u — v) encontrada no Apéndice.)

Nos Exercicios de 35 a 38, ache a tg 6 se 8 for o éngulo entre
as retas com as inclinagdes dadas.

3[5.@leq;(b)de—3
3.@ -3 e 35 0
38.(a) —Le2 () —+e-%

36. @5 e -3 FeT

s 7
—% €

Nos Exercicios 39 e 40, ache, com aproximagdo de 1 grau, a me-

dida do angulo entre as retas com as inclinagcées dadas.

39.@S5e -4 -2 -2

40. (@) -3e2;(b) T et

41. Ache, com aproximagio de 1 grau, as medidas dos dngulos
internos do tridngulo formado pelas retas que tém as equa-
¢oes2x + y—6=0,3x-y-4=0e3x+4y+8=0.

42. Ache, com aproximacgdo de 1 grau, as medidas dos angulos
internos do tridngulo com vértices em (1, 0), (- 3, 2) e (2, 3).

43. Ache a equagdo de uma reta que passa pelo ponto (-1, 4),
formando um angulo de %7: rad com a reta cuja equagdo
€2x + y — 5 = 0 (duas solugdes).

44. Encontre uma equagdo de uma reta que passa pelo ponto
(-3, -2), formando um angulo de -;— 7 rad com a reta cuja

equacgdo é 3x — 2y — 7 = 0 (duas solugdes).

Nos Exercicios de 45 a 48, defina a fungdo f o g e determine o seu
dominio.

45. (a) f(x) = senx, g(x) = 3x; (b) f(x) = tg x, g(x) = ;—c

46. (a) f(x) = cos x, g(x) = x% (b) f(x) = cosec x, g(x) = 2x

1 1
47. (a) f(x) = cotg x, g(x) = o (b) f(x) = sec o g(x) = o=

48. (a) f(x) = senx, g(x) = %; b)fx)=tgx,gx)=x+n

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 1

Nos Exercicios de 1 a 12, ache e mostre na reta numeérica real,
0 conjunto-solucdo da desigualdade.

1. 3x —7<5x—-17 2.8<5x+4<10

x 1 3 2
3'x—l 4 4'x+4<x—5
5 2x2 +x<3 6 |x—2|<4
7. 3+4x|<9 8 |5—-2x<3

9. |4 —3x| <8 10. 2x - 5> 7

2-3x| 1
11. |2 7>5 12. > -
[2x + 71> ‘3+x =2
Nos Exercicios de 13 a 15 resolva para x.
2x — 1
13. 3 —4x| = 15 14. |= ‘:4
x+3

15. [3x — 4| = |6 — 2x]

16. Ache todos os valores de x para os quais \/x2 + 2x - 15
-€ real.
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17. Ache as abscissas dos pontos tendo ordenada 4 e que estido
a uma distancia de \/IF do ponto (5, —2).

18. Ache uma equagdo que seja satisfeita pelas coordenadas de
qualquer ponto cuja distincia ao ponto (-1, 2) seja o do-
bro da distancia a (3, —4). Faca um esbogo do seu grafico.

19. Ache uma equacdo que seja satisfeita pelas coordenadas de
qualquer ponto cuja distincia ao ponto (-3, 4) é 10.

20. Defina os seguintes conjuntos de pontos por uma equacéo
ou uma inequagdo: (a) o ponto (3, —5); (b) o conjunto de

. todos os pontos cuja distdncia ao ponto (3, —5) seja menor
do que 4; (c) o conjunto de todos os pontos cuja distancia
ao ponto (3, —5) seja no minimo 5.

Nos Exerci’cioé de 21 a 26, desenhe um esbogco do grdfico da
equacdo.

2l y2=x—4 22. y=|x—4
23. y=x%2—-4 24 y=+4—x
25. y =16 — x? 26. xy =16

27. Prove que o quadrildtero com vértices em (1, 2), S, -1,
(11, 7) e (7, 10) é um retangulo.

28. Prove que o tridngulo com vérticesem (-8, 1), (-1, — 6) e
(2, 4) ¢ isOsceles e ache sua 4rea.

29. Prove que os pontos (2, 4), (1, —4) e (5, —2) sdo vértices
de um tridngulo retangulo e ache a 4rea do tridngulo.

30. Prove que os pontos (1, —1), (3, 2) e (7, 8) sdo colineares
de duas maneiras: (a) usando a férmula da distancia;
(b) usando inclinacGes.

31. Dois vértices de um paralelogramo sdo (— 3, 4)e (2, 3)eseucen-
tro estd em (0, —1). Ache os outros dois vértices.

32. Os vértices opostos de um quadrado estio em (3, -4)e
(9, —4). Ache os outros dois vértices.

33. Prove que os pontos (2, 13), (=2, 5), 3, -1 e (7, 7) sao
vértices de um paralelogramo.

34. Ache uma equagiao da circunferéncia com centro em (-2,9
e raio V5. Escreva a equacdo na forma geral.

35. Ache uma equagio da circunferéncia onde os pontos (- 3, 2)
e (5, 6) sdo extremos de um didmetro.

36. Ache uma equagio da circunferéncia que passa pelos pontos
B, -1, 2,2 e(-4,5).

37. Ache o centro ¢ o raio da circunferéncia com a equagdo
4x? + 492 — 12x + 8y + 9 = 0.

38. Ache uma equagio da reta que passa pelos pontos 2, -9
e (7, 3) e escreva a equagdo na forma intercepto-inclinaggo.

39. Ache uma equagio da reta que passa pelo ponto (-1,6)¢
tem inclinagio 3.

40. Ache uma equagdo da reta perpendicular a reta que passa
pelos pontos (— 1, 5) e (3, 2) no ponto médio desse segmento
da reta.

41. Ache uma equagio da reta que passa pelo ponto (5, —3) e
¢ perpendicular a reta cuja equagio é 2x — Sy = 1.

42. Ache uma equagio da circunferéncia cujo didmetro ¢é a corda
comum as circunferéncias x2 + y2 + 2x — 2y — 14 = 0
ex?+ y?—4x + 4y — 2 = 0.

43. Ache uma equagio da circunferéncia que circunscreve o trian-
gulo cujos lados estdo sobre as retas x — 3y + 2 = 0,
3x -2y +6=0e2x+y—3=0. :

44. Ache a menor distancia do ponto (2, —5)areta3x + y = 2.

45. Ache uma equagdo da reta que passa pelo ponto de intersec-
cdodasretas 5x + 6y — 4 = Oex — 3y + 2 = Oeé perpen-
dicular & reta x — 4y — 20 = 0, sem determinar o ponto
de interseccdo das retas. (Sugestdo. veja o Exercicio 58 nos

" Exercicios 1.2). ,

46. Os lados de um paralelogramo estio sobre as retas x + 2y =
=10,3x ~y=-20,x+ 2y = 15¢3x — y = —10. Ache
as equagdes das diagonais sem determinar os vértices do pa-
ralelogramo. (Sugestdo: veja o Exercicio 58 nos Exercicios
1.2)) : :

47. Determine todos os valores de k para os quais os graficos
das equacdes x2 + y2 = ke x + y = k interceptam-se.

48. Determine os valotes de k e hse 3x + ky + 2 = O e

_ 5x — y + h = 0 forem equagbes da mesma reta.

49. Dada fix) = 3x2 — x + 5, ache (a) f(=3); (b) f(—x?;
© S{x +h) — f(x)

h#0.
h A%
. h) —
§50. Dada g(x) = /x — 1, ache M,‘h #0.

h
§1. Determine se a fungdo ¢ par, impar ou nem par e nem impar.
(@) f(x) = 2x® — 3x; (b) g(x) = 5x* +2x* — 1;

2
1
(©) hlx) = 3x5 — 2x* + x* — x; (d) F(x) = - x
PR

Nos Exercicios de 52 a 56, para as fungdes dadas f e g defina
as seguintes fungées e determine o dominio da funcdo resultan-

te: (@) f + g; (b)f — g; S8, (NS/9; () 9/f; (N fo g; () go f.

52 f()=vx+2 € g(x)=x*+4
53. f(x)=x>—-4 e g(x)=4x—3
54. fx)=x-9 e gx)=+x+5

e glx)=—

55. f(x) = S

1
x—3

56. /(0= e g(x) =

X

Nos Exercicios de 57 a 64, determine o dominio e a imagem da
Jungdo e desenhe um esbogo de seu grdfico.

57. /() =3 — x| 58. f(x) =3 —|x|
x*+2x—38 X+4 sex#2

9. = 60. G(x) =

B o) =——3 ) {1 sex =2 -
xP—1 gex<| x3+3x2—4x—12

61. = 62. =

S {2x+3 sel <x 4(x) x2+x—6

x+3 sex< =2

63. F(x) =<4 —x? se ~2gxg?2
3—x se2<x

64. f(x) =2x — [x]
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Nos Exercicios 65 e 66, determine o valor exato da fungao.

65.

66.

(a) sen 37; (b) cos 3m; (c) tg(—gn); (d) cotg 13m; (e) secm;
(F) cosec(—47)

(a) cos m; (b)sen( —Fm); (c) cotg(—im); (d) tg 37; () sec( — 157);
(f) cosec $n

Nos Exercicios 67 e 68, ache todos os valores de t no intervalo
[0, 2rt) para os quais a equagdo dada é satisfeita.

67.

68.

69.

70.

(a)sent =1;(b)cost=1;(c)tgt = —1; (d) cotg t = /3;
(e) sect = —2;(f) cosect=\/2g '

(a)sent = 3/3;(b)cost = —1;(c)tg t = —/3;(d)cotg t = I;
(e) sect = —ﬁ; (f) cosect =2

Ache, com aproximagdo de 1 grau, as medidas dos quatro
angulos internos do quadrilatero com vértices em (5, 6),
(—2,4),(-2,1)e(3,1)e verifique que a soma deles é 360°.
Ache uma equagio da reta que passa por (2, 5) e faz com
areta3x — 4y + 7 = 0 um angulo cuja medida em radianos
é % 7. (duas solugdes).

71. Ache as equagdes das retas que passam pela origem e séo tan-

gentes A circunferéncia com centro em (2, 1) e raio 2.

72. Prove que as duas retas

Ax+By+C, =0 e A x+Byy+Cy,=0

sdo paralelas se e somente se A;B, — A,B, = 0.

73. Prove analiticamente que se as diagonais de um retdngulo

forem perpendiculares, entdo o retdngulo serd um quadrado.

74. Prove analiticamente que o segmento de reta que liga os pon-

tos médios de qualquer par de lados de um tridngulo é para-
lelo ao terceiro lado e seu comprimento ¢ a metade do com-
primento do terceiro lado.

75. Num tridngulo, o ponto de intersec¢do das medianas, das al-

turas e o centro da circunferéncia circunscrita sdo colinea-
res. Ache esses trés pontos e comprove que eles sao colinea-
res no tridngulo com vértices (2, 8), (5, —1) e (6, 6).

76. Prove analiticamente que o conjunto de pontos equidistan-

tes de dois pontos dados é a perpendicular pelo ponto médio
do segmento que liga os pontos.

71. Prove que se x for qualquer nimero real, |x| < x? + 1.
78. Prove analiticamente que as trés medianas de um triangulo

encontram-se num ponto.



