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5

SolucOes em Serie para
EquacOes Lineares de
Segunda Ordem

Encontrar a solucao geral de uma equaciio diferencial linear depende da determinaciio de um conjunto
fundamental de solucOes da equac5o homogenea. Ate agora so vimos um procedimento sistematico para
a construc5o de solucOes fundamentals no caso de coeficientes constantes. Para tratar a classe muito
major de equac -Oes com coeficientes variziveis é necessario estender nossa procura de solucOes alem das 
funciies elementares usuais do Calculo. A ferramenta principal de que precisamos é a representacao de
uma Iuncao dada em serie de potencias. A ideia basica e semelhante ao metodo dos coeficientes indeter-
minados: supomos que a solucäo de uma equacäo diferencial dada tem'expansäo em set-ie de potencias e,
depois, tentamos determinar os coeficientes de modo a satisfazer a equacdo diferencial.

5.1 Revisdo de Series de Potencias

Neste capitulo vamos discutir a utilizaciio de series de poténcias para construir conjuntos fundamentals
de solucOes para equaeties diferenciais lineares de segunda ordem cujos coeficientes sao tune -6es da

independente. Comecamos resumindo, muito rapidamente, os resultados pertinentes sobre series
de potencias que precisaremos. Os leitores familiarizados corn series de potencias podem it diretamente
para a Se:0o 5.2. Os que precisarem de mais detalhes do que os contidos aqui devem consultar um livro
de Calculo.

Uma serie de potencias E a„(x — x0 )" converge em um ponto x se
n=0

lim Ea,,(x — xor
"—X

n=0

existe para esse x. A serie certamente converge cm x = x 0; pode convergir em todox ou pode convergir para
alguns valores de x e nao convergir para outros.

A serie E a„(x — x0 )" converge absolutamente em urn ponto x se a serie
n=0 00

Eia„(x — xo)"I = E Ian lix — X0In

n=0	 n=0

converge. Pode-se mostrar que se a serie converge absolutamente, entao cla converge; no entanto, a reel-
proca n5- o 6 necessariamente verdadeira.

3. Um dos testes mais titeis para a convergencia absoluta de uma serie de potencias e o teste da raz5o. Se a„

# 0 e se, para urn valor fixo de x,

191



192 CAPITULO CINCO 

an+1 (x - xo)n +l
a,,(x - x0)"    

lim
11—•

=Ix-x0l lrm
a„+1

an
= Ix - xolL,      

entäo a serie de potencias converge abso utamente naquele valor de x se lx - x,,IL < 1 e diverge se
Ix - xolL > 1. Se Ix -.inl = 1/L, o teste nao 6 conclusivo.

EXEMPLO

1

Para quais valores de x a serie de potencias
00

E(-1)n+I n(x - 2)"
n=1

converge?
Vamos usar o teste da razdo para testar a convergencia. Temos

(-1)"+2 (n + 1)(x - 2)n+1

(-1r I n(r - 2)"
lim

n—• 00 11—.0C

n + 1
= Ix -n=	 21 lim

De acordo corn o item 3, a serie converge absolutamente para Ix - 21 < 1, ou 1 < x < 3. e diverge para Ix - 21 > 1.
Os valores de x para os quais lx - 21 = 1 sit° x 1 e .v = 3. A serie diverge para cada um desses valores de x, ja
que o n-esimo termo da serie nao tende a zero quando n ->

Se a serie de potencias E €7,,(x - x0)" converge em x = x,. entiio ela converge absolutamente para Ix -x„1 <
n=0

Ix t -x„1; e se cla diverge em x = x,, entao diverge para Ix - x„I > Ix, -
Existe um mimero nao negativo p, chamado de raio de convergencia, tal que E a,,(x - x0 )” converge abso-

n-,0
lutamente para Ix - x„I < p e diverge para Ix - x„I > p. Para uma serie que converge apenas em x,,,definimos
p como zero: para urna serie que converge em todo x, dizemos que p e intinito. Se p> 0,o intervalo lx -x„1 <
p 6 chamado de interval() de convergencia:e indicado pelo trecho hachurado na Figura 5.1.1. A serie pode
convergir ou divergir quando	 = p.

A serie
diverge

A serie
I	 converge 	

absolutamente

A serie
diverge

X0 — p	 xo	 Xo + p
	

x

A serie pode /
convergir ou divergir

FIGURA 5.1.1 0 intervalo de convergencia de tuna serie de potencias.

EXEMPLO

2
Determine o raio de convergencia da serie de potencias

E
(x+1)n

n2”n-1

Vamos aplicar o teste da razzio:

lirn
/I

(x + 1)" 4-1	n2” Ix +
lim -n Ix + 11

(n	 1)24+1 (x + 1)" 2 /1—.0c n 1 2

Assim, a serie converge absolutamente para Ix + 1I < 2, ou -3 <x < 1, e diverge para Ix + 11 > 2. 0 raio de con-
vergencia da serie de potencias e p = 2. Finalmente, vamos verificar os extremos do intervalo de convergencia.
Em x = 1, a serie 6 a serie harmtinica

,
1

n=1
que diverge. Em x = -3, temos

(-3 + 1)" =	 	 (—on
n2"

n=1	 n=1
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que converge, mas nä° converge absolutamente. Dizemos que a set-le converge condicionalmente em x = -3.
Para resumir, a serie de potencias dada converge para -3 < x < 1 e diverge caso contrario. Ela converge abso-
lutamente em -3 < x < 1 e tern raio de convergencia 2.

DO

Suponha que E a „(x - x0)" e E bn(x — xo)" convergem para f(x) e g(x), respectivamcnte, para Ix
-x01 < p, p > 0. n=°	 n=0

As series podem ser somadas ou subtraidas termo a termo c
00

f (x) ± g(x) = Dan bn)(x - xOn;
r1=0

a serie resultante converge pelo menos para Ix -x„1 < p.
As series podem ser multiplicadas formalmente e

f (x)g(x) = E a„(r - x0)"
[

n-0
b„(x - A-0 )"1 = E c„Cr - x0)",

n=0

	

onde c„ = a„b„ + a,b,, , +	 + (1,,b„. A serie resultante converge para pelo menos Lr -s„1 < p. Alem disso, s‘:
g(x„) * 0, as series podem ser formalmente divididas e

f (x) .E d„(x - x0)".
g(x) n=o

Na maioria dos casos, os coeticientes d„ podem ser obtidos mais facilmcnte igualando-se os coelicientes
correspondentes na relacäo equivalente

E 11„(X — x0)" = f E dn (x-x0 )" 1	 E bn(x - x())"
n=0	 n=0	 n=0

=	 kbn-k	 — X0 r •

n=0 k=0

No caso da divisAo,o raio de convergencia da serie de potencias resultante pode ser menor do que p.

A funcaofe continua e tern derivadas de todas as ordens para lx - x ol < p. Alem disso,f ',f".... podem ser
calculadas derivando-se a serie termo a termo, ou seja,

	

f	 al + 2a2 (x - x0 ) + • • • + na„(x - xo)" + • • •

= E na,,(x - xo)n-1,

f (X) = 2a2 + 6a3 (x - xo) + • • + n(n - 1)an(x - x0 ) n-2 + • • •

= E n(n - 1)agx - X0)"
n=2

e assim por diante, e cada uma dessas series converge absolutamente no intervalo Lv - x 0I < p.

0 valor de a" e dado por

f() (x0)
a„ -

n!

A serie e chamada de serie de Taylor' para a func5o f ern torno de x = xo.
x	 00

10. Sc > a„(x - xo)" = E bn(x - x0)" para todo x em algum intervalo centrado em xo, entdo a, = b„ para n =
n=0	 n=0

0, 1,2,3, ... Em particular, se E an (x - x0)" = 0 para todo x, entdo a„ - a, -	 - a, -	 - 0.

n=0

'Brook Taylor (1685-1731) foi o matematico inglês mais importante da geracao seguinte a de Newton. Em 1715, publicou
uma verso geral do teorema de expansao que leva scu nome, urn resultado fundamental em todos os ramos da analise. Foi,
tambem, um dos fundadores do calculo de diferencas tinitas e o primeiro a recorthecer a existéncia de solucees singulares de
equacOes diferenciais.



194 CAPITULO CINCO

Uma funcdof que tern uma expansito em serie de Taylor em torno de x = xo

	

f (x) =	 f (n) (4) (x - xo)"
it=o

com raio de convergencia p> 0 c dita analitica em x = xo .Todas as funcOes usuais do Cdlculo sato analfticas,
talvez corn a excecdo de alguns pontos facilmente reconhecfveis. For exemplo, sen x e e' sao analfticas em
todos os pontos, 1/x é analftica exceto em x 	 0 e tan x e analitica exceto em mdltiplos Impares de rri2. De
acordo corn as afirmacOes 6 e 7, se f e g forem analfticas em .vo , entâo f g, f • g e fig [desde que g(x0)
0] tambem serdo analfticas em = .vo.

Deslocamento do indice de SomatOrio. 0 Indice de somatOrio em uma serie infinita a uma variavel muda,
da mesma forma que a variavel de integracOo cm uma integral definida é uma variavel muda. Logo, nOo
importa a letra usada para o Indice de urn somatOrio. For exemplo,

 •	 •
2"x"	 21x/

	

E 	 = E

	

n=0	 j=0

Da mesma forma que podemos mudar a variavel de integracao em uma integral definida,e convcnien-
te fazer mudancas no fndice de somatOrio ao se calcular solucaes em serie para equagOes diferenciais.
Vamos ilustrar atraves de diversos exemplos como mudar o indice de somatOrio.

EXEMPLO	 Escreva E anx" como uma serie cujo primeiro termo corresponde a n = 0, em vez de n = 2.
n=2

3	 Seja in = n - 2; então n = in + 2 e n = 2 corresponde a = 0. Logo.

	

E an xn = E a,„	 (1)

	

n=2	 m

Escrevendo alguns termos iniciais de cada uma dessas series pode-se veriticar que elas content precisamcnte
os mesmos termos. Finalmente, na serie a direita do sinal de igualdade na Eq. (1) podemos substituir a variavel
muda in por n, obtendo

E anx„ 	E	 f2f+2. (2)

	

n=2	 n=0

De fato, deslocamos o indice de 2 para cima e compensamos comecando a contar 2 nfveis mais baixos do que
originalmente.

EXEMPLO

	 Escreva a serie

4	 + 2)(n + pa„(x - xo)" 2	 (3)
n=2

como uma serie cujo termo geral envolve (x - x„)", em vez de (.v - x„)"-2.
Novamente, deslocamos o fndice de somatOrio por 2. de modo que n c substituldo por + 2 e comecamos a

contar de 2 unidades abaixo. Obtemos

	

(n + 4)(n + 3 ) a,i+2(x - xo)".
	

(4)

Voce pode verificar facilmente que os termos nas series (3) e (4) sat, exatamente os mesmos.

EXEMPLO

5

Escreva a expressfio

x2 E (r + n)a,,,e+n-1 (5)
n.0

como uma serie cujo termo geral envolve x'*".
Coloque, primeiro, x' dentro do somatOrio, obtendo

00
E(r n)aax""1-1.	 (6)
n=0



x'E an.v" = ao E - aoe',
n!

n	 n=o
onde seguimos a convencao usual dc clue 0! = 1.

6.
r.50

n=1

(x — zo)11

n

n!x"
8. E

n=1 n

=
5.	

(2x 4- I)"
En_ .	 n2

— On /1 2 (X + 2)"
7. E

n=1	 3n

X0 = 0

= I

X0 = 0

x0 = —1

xo = 0

x0= 2

9. senx,

x,

13. 111x,	 xo = 1

8	 xo = 0
1 x
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A seguir, mude o Indite do somatOrio por 1 e comece a contar 1 acima. Assim,

E(r + n)a„xr±n+1 =	 	 (r + n — 1 )ar'n •	 (7)
n=0	 n.1

Novamente, voce pode verificar que as duas series na Eq. (7) sac) idE. 'nticas e que ambas sao exatamente iguais
a expressao em (5).

Suponha que

Enanx"-I = E a,x"	 (8)
n=1	 n=0

para todo x, e determine o clue isso implica sobre os coeficientes a,,.
Queremos usar a afirmacâo 10 para igualar os coeficientes correspondentes nas duas series. Para lazer isso

precisamos, primciro. escrever a Eq. (8) de modo que as duas series tenham a mesma potencia de .r cm sews
termos gerais. Por exemplo, podemos substituir n por n + 1 na serie a esquerda do sinal do io.ualdade na Eq. (8)
e comecar a contar de 1 a menos. Assim, a Eq. (8) fica

E (n + 1)an+	 = E anxn •	 (9)
n=0	 n=0

De acordo coin a afirmacao 10, podemos concluir que

(n + 1 )a„,. 1 = a„,	 n = 0. 1. 2, 3, ...

OU

an+1 — 
a„	

n = 0,1,2,3 	 	 (10)
n + 1'

Logo, escolhendo valores sucessivos de n na Eq. (10), temos
C(1	 ao	 a2	 a0

a 1 = (10,	 a• = — =	 a3	 =
2	 2	 3	 3!

e assim por diante. Em geral.
ao

a„ = n = 1,2,3 	 	 (11)
n!
—j

 a relacao (8) determina todos os coeficientes a seguir em funcao de ao. Finalmente, usando os coeft-
cientes dados pela Eq. (11), ohtemos

EXEMPLO

6

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de I a 8, determine o raio de convergéncia da serie de potencias dada.
,.:	 'x'. n
E(v— 3)"	 2. E x''
=0	 n=0 2"

=x2"	 ,
E ___	 E 2"x"
n.0 n!	 n=0

Fm cada um dos Problemas de 9 a 16, determine a serie de Taylor da funcao dada em torno do ponto x„. Deter-
mine, tambem, o raio de convergéncia da serie.
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00

Dado que y	 E	 calcule v' e ) e escreva os quatro priineiros telanos de cada uma das series, assim

como o coeficiente de x" no termo geral.

Dado que y = E a„x", calcule v' e y" e escreva os quatro primeiros terms de cada uma das series, assim
n=0

como o coeficiente de x" no termo geral. Mostre que se y" = y, entao os coeficientes a„ e a, silo arbitrzirios;
determine a, e a, em funk* de a„ e a,. Mostre que a„,, = a„l(n + 2)(n + I), n = 0.1,2,3, ....

Em cada um dos Problemas 19 e 20. veritique a equacao dada.
CO	 OC

E a„(x — 1)" +1 = E a„_ 1 (x — 1)"
n=0	 n=1

E ak+ ,? + E akxk ' l = a l + E(ak.,1 + ak-Oxk
k=o	 1(.0	 k

Em cada um dos Problemas de 21 a 27, escreva a expresso dada coma uma serie cujo termo geral envolve x".
00
E n(n — 1)a„.r" 2

oc
23. x E na„x"-- I + E akx'

k=0

gE a„x"' 2
n -0

0	
co

(1 — .v 2 ) E n(n — 1)a„x"-2
,i.2

00	 x	 00	 00

25. E mon — i )a,„x"' -2 +x E kak xk - 1	 26. E 110 „X" -I +x E anxn
m=2	 A =:	 n=1	 n=0

Ca;

E	 — 1)a„x" -2	E a„x"
n.2	 n-O

28. Determine a,, de mod() que a equacao

Ena„x" -I 4- 2 E a„x" = 0
li=0

seja satisleitit.Tente identiticar a Itincilo representada pela sem E a„.v".
n

5.2 Soluciies em Serie Perto de um Ponto Ordinario, Parte I
•

No Capit Lilo 3 descrevemos maodos para resolver equagOes diferenciais lineares de segunda ordem corn
coeficientes constantes. Vamos considerar, agora, m6tados para resolver equagOes lineares de segunda or-
dem quando as coeficientes saolunciies da variavel inclependente. Neste capitulo denotaremos a variavel
indepenclente par .v. Basta considerar a equacao homogenea

dy
P(x)

dX2 
+ Q(x) 

(Ix 
+ R(x)y 0,

ja que o procedimento para a equacao mu) hamogenea associada e semelhante.
Nluitos problem as em fisica matematica levam a equaciies da forma (1) corn coeficientes polinomiais;

exemplos incluem a equac5° de Besse'

x2y, Ay, + (x2 v2)y = 0 , —

onde v 6 uma constante, e a equac5o de Legendre,

(1 — x2 )y" — 2.ry' a(a + 1)y = 0,

onde a 6 constante. Por essa raz5o. assim como para simplificar os calculos algebricos, vamos considerar
principalmente o caso em que as funcaes P, Q e R s5o palinOmios. No entanto, como veremos, o mdtodo
de solucii° tambem 6 apliezivel quando P, Q e R sat.) funcOes analiticas genericas.

Por cnquanto, entdo, vamos super que I', Q e R sao polinOmias e que nao tem fatores comuns.Supo-
nha. tain1)6m, que queremos resolver a Eq. (1) em uma vizinlianca de um ponto x„. A solucao da Eq. (I)
em urn intervalo contendo x„ esta intimamente associada ao comportamento de P nesse intervalo.

Um ponto x0 no qual P(x„) * 0 6 chamado de ponto ordimirio. Como P é continuo, segue que existe
um interval() em torso de x 0 no qual P(x) nunca se anula. Nesse intervalo, podemos dividir a Eq. (I) por
ITO para obtcr

(1)



SOLLICOES EM SERIE PAM EQUACOES LINEARES DE SEGUNDA ORDEM 197

y" P(x)Y1 + q (x)y 0,	 (2)

onde p(x) Q(x)I P(x) e q(x) = R(x)/P(x) sac) func -Oes continual. Logo, pelo Teorema 3.2.1 de existencia
e unicidade existe uma tinica solucao da Eq. (1) nesse interval° que tamhem satisfaz as condicaes iniciais

	

Y(-vo) = Yo,Y(x0) = y,' para valores arbitrdrios de yo e	 Nesta e na prOxima seciio vamos discutir solucOes
da Eq. ( 1 ) na vizinhanca de um ponto ordinario.

Por outro lado, se P(.v,,) = 0, enta° (5. chamado de ponto singular da Eq. (1 ). Nesse caso, pelo menos
um entre Q(.v„) e R(x„) é diferente de zero. Em consequencia, pelo menos urn dos coeficientes p e q na Eq.
(2) torna-se ilimitado quando x —> x, e, portant°. o Teorema 3.2.1 nao se aplica nesse caso. As Secties de
5.4 a 5.7 tratam do problema de encontrar solucOes da Eq. (1) na vizinhanca de trio ponto singular.

Vamos comecar o prohletna de resolver a Eq. (1) em uma vizinhanca de um ponto ordindrio x„. Pro-
curamos solucOes da forma

	

y au a i (x — xu) + • • + an	 — xor ± • • • = E a„(x— xo)n
	

(3)

	

c supomos que a serie converge no intervalo Ix —	 < p para alpm p > 0. Enquanto, a primeira vista,
pode nao parecer atraente procurar uma solucão em forma de serie de potencias. essa e. de fato, uma
forma conveniente e titil para uma solucao. Dentro de scu intervalo de convergencia, series de potencias
se comportam de maneira muito semelhante a polinOmios e silo facets de manipular tanto analitica quar-
to numericamente. De fato, mesmo se obtivermos uma solucao em termos de fur-10es elementares, tais
como funcOes exponenciais on trigonomëtricas, precisaremos, provavelmente. dc uma serie de potencias
ou expressao equivalente se quisermos calculi-la numericamente ou desenhar sett gi

0 modo mars prAtico do determinar os coeficientes a„ e substituir a serie (3) e suns dcrivadas por y, y'
e y" na Eq. ( I). Os exeinplos a seguir ilustram esse processo. As operaceies envolvidas nos procedimentos,
comp a diferenciac5o, s5o just ificaveis desde que permanecamos no intervalo de convergencia. As equa-
cOes di fe renciais nesses exemplos tambem tem tuna importancia consideravel por si mesmas.

Encont re uma soluciio cm serie para a equac5o

y" + y = 0,	 —00 < X < 00.	 (4)

Como sabemos, um conjunto fundamental de solucOes para essa equacdo C. compost° por sen .v e cos v. de modo
que os metodos de expansAo em serie nao  sao necessarios para resolver essa equacao. No entanto.esse exemplo
ilustra o use de series de potencias em urn caso relativamente simples. Para a Eq. (4). Po ) = 1. Q(x) = 0 c
R(x) = I, logo todo ponto c um ponto ordinario.

Vamos procurar tuna solucao em forma de serie de potencias em torno de xo = 0

y ao + a l x + a 2 .v 2 + • • + anx" + • • • = E an X"	 (5)

e supor que a serie converge em algum intervalo tvl < p. Diferenciando a Eq. (5) termo a termo, °Memos

= a I + 2a2x + • • • + na„x" e + • • = E na„x'",	 (6)
n=1

nc

y" = 2a2 + • • • + (11 — 1 )00'2 + • • • = E n(n — 1 )a„x" .	 (7)
n=2

Substituindo y e y" pclas series (5) e (7) na Eq. (4) fornece

E n(n — 1 )anx" 2 + E a„„n = 0.
n =„

Para combinar as duas series precisamos reescrever pelo menos uma delas de modo que ambas tenham o mes-
mo termo geral. Assim. mudamos o Indice do somatOrio na primeira serie subst it tiindo n por n + 2 e cornecando

a soma em 0 em vez de 2. Obtemos

>(n + 2)(n + 1)an+2xn + E a•:" = 0

n =0	 n=0

ou

E [(n +2)(n + 1)ani.2 +	 x" = 0.
n=0

EXEMPLO

1
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Para que essa equacao seja satisfeita para todo x e preciso que o coeficiente de cada potencia de seja nulo;
logo. podemos concluir que

(n + 2)(n + 1)a„, 2	 a„ = 0.	 n = 0,1,2,3 .....

A Eq. (8) e conhecida como uma relac5o de recurrencia. Os coeficientes sucessivos podem ser calculados
um a um escrevendo-se a relaciio de recorrencia primeiro para n = 0, depois para n = 1 e assim por diante.
Neste exemplo, a Eq. (8) relaciona cada coeficiente corn o que esta dois antes dole. Assim, os coeficientes corn
indices pares (a„, a„ a,, ...) e os corn indices impares (a 1 , a,, a5, ...) são determinados separadamente. Para os
pares, temos

	

ao	 a0	 a2	 aoao
a2 = —

2 • 1 
=	

2!
,	a4 =	

4 • 3
—	 = +-

4!
,	 a6= - 6-5 =	 6! 	

Esses resultados sugerem que. em geral, se n = 2k, ent5o
(-1)k

k = 1,2,3 .....a„ = azk = (2k)!	 ao,	 (9)

Podemos provar a Eq. (9) por inducäo maternatica. Observe, primeiro, que ela é valida para k = 1. A seguir,
suponha que e valida para urn valor arbitrario de k e considere o caso k + 1. Temos

a2k	 (-1)
k	 (_1)k+1

	

a2k+2 — — 	 no — 	
(2k + 2)! au.2k + 2)(2k + 1)	 (2k + 2)(2k + 1)(2k)!

Portanto, a Eq. (9) tambem é verdadeira para k + 1 e, em consequencia, d verdadeira para todos Os inteiros
positivos k.

Analogamente, para os coeficientes con) indices impares.

	

a,	 at	 a3	 at	 a5	 al

	

a5 = — — = + — ,	 a7 = — — = — -- 	

	

2 • 3	 3!	 5 • 4	 5!	 7 • 6	 7!

e, em geral, se n = 2k I . ent5o:
( _ 1) k

a„ = a2k+I	
(2k + 1)!

al, k= 1,2 3 (10)

Substituindo esses coeficientes na Eq. (5). temos

a0 ,a,	 1	 aoa l	s

	

v = a0 + n i x —
!	3!

—	 +
!
A" +

•	
Sr x.

	

2„	 	 iral	 n i-I± •	 + 	 x	 x	 -1- • • •

	

(2n)!	 (2n + 1)!

	

X
2	

X 4

	

= ao [1 — — +	 +	 (-1)!+ 	 n X2n + • • •1
	2! 	 4!	 (2n)

	

X3	 X5
+	 [x	 (-1)"  x.2„+ I ±

	3! 	 5!	 (2n + 1)!

oo

	 x2,1 +	 'N1‘-')	 	 (— O 	 	 2r

	

1—•Y=0 ((-2n1)Y;	

n 

= (2n + 1)!xn0

Agora que obtivemos formalmente as duas solucaes em serie da Eq. (4), podemos testa-las quanto a con-
vergencia. Usando o teste da ra75o, é facil mostrar que cada uma das series na Eq. (11) converge pant todo x, e
isso justified, de forma re t roa iva, todos Os passos usados para se ohter as soltiOes. De fato, reconhecemos que a
primeira serie na Eq. (11) 6 exatamente a serie de Taylor para cos x em torno de .v = 0 e que a segunda é a serie
de Taylor para sen x em torno de x = 0. Assim, como esperado, obtivemos a solucrio y = a„ cos x + a, sen x.

Note que näo foram impostas condicOes sobre a„ e a,: portant°. etas s5o constantes arbitrarias. Das Eqs. (5) e
(6) vemos que y e y' calculadas em x = 0 tomam os valores a„ e a,, respectivamente. Como as condicries iniciais
y(0) e y'(0) podem ser escolhidas arbitrariamente, segue que a, e a, devem ser arbitrarias ate que sejam dadas
condicOes iniciais especificas.

As Figuras 5.2.1 e 5.2.2 mostram como as somas parciais das series na Eq. (11) aproximam cos x e sen x.
A medida que cresce o mimero de termos, o intervalo no qual a aproximacäo a satisfatOria torna-se maior e,
para cada x nesse intervalo, a precis5o da aproximacäo melhora. No entanto, voce sempre deve se lembrar de

resultado dado na Eq. (10) e outras formulas antilogas neste capitulo podem ser provadas por um argument° de induct-10
semelhante ao que acabamos de dar para a Eq. (9). Supomos que esses resultados sao plausiveis c omitimos o argument° de
inductio daqui para a frente.

(8)

1

4



n = 4 n = 8 n = 12 n = 16 n = 20 n = 5 n = 9 n = 13 n = 17 n = 21

y = cos x

.n = 2 n = 6 n = 10 n = 14 n = 18

FIGURA 5.2.1 AproximacOes polinomiais de cos x. 0
valor de n é o grau do polinomio na aproximacao.

10

y =se.nx

n = 3 n '= 7 n = 11 n = 15 n = 19

FIGURA 5.2.2 AproximacOes polinomiais de sen .v. 0
valor de n é o grau do polinOnno na aproximacao.
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que uma serie de potencias truncada fornece apenas uma aproximacao local da soluciio cm uma vizinhanca do
ponto inicial x = 0: ela nao pode representar adequadamente a solucao para valores grandes de Ix!.

No Exempt() I sabiamos desde o inicio que senx e cos x formavam urn conjunto fundamental de solu-
cOes eta Eq. (4). No entanto, se nao soubessemos disso e tivessemos ten tado simplesmente resolver a Eq.
(4) usando expansao em serie ainda assim teriamos obtido a solucao (11). Em reconhecimento do fato
de que a Eq. (4) ocorre corn frequencia em aplicacOes, poderiamos decidir dar names especiais as duas
solugöcs da Eq. (11). talvez

(_1)" ,	 	 „E 	

	

C(x) = E 	 	 S(x) =
(2n + 1)!

x	 .	 (12)
(2,0!

	

n=0	 n=0

Poderiamos,entao, perguntar quids as propriedades dessas funcOes. Por exemplo, podemos ter certeza de
que C(x) e S(x) formam urn conjunto fundamental de solucOes? Segue imediatamente da expansao em
serie que C(0) = 1 e S(0) = O. Di ferenciando as series para C(x) e S(x) termo a termo, vemos que

S'(x) 	C(x),	 C'(x) = —S(x).	 (13)

Assim, em x = 0 temos que S'(0) = 1 e (0) = 0. Em consequencia, o wronskiano de C e S em .v = 0 6

I 0
W(C, S)(0) =0 1 = 1,	 (14)

de modo que essas funcOes formam, de fato, urn conjunto fundamental de solucaes.Substituindo x por —x
em calla uma das Eqs. (12), vemos que C(—x) = C(x) e que S(—x) = —S(x). Alem disso, calculando a serie
infinita 2 podemos mostrar que as funcOes C(x) e S(x) tem todas as propriedades analiticas e algebricas
das funcOes cosseno c seno, respectivamente.

Embora voce tenha visto, provavelmente, as funcOes seno e cosseno pela primeira vez de urn modo
mais elementar em termos de triangulos retangulos, a interessante que essas funcOes podem ser defini-
das coma solucOes de certas equagOes diferenciais lineares de segunda ordem simples. Para ser preciso,
a fungi-to sen x pode ser definida coma a Unica solucao do problema de valor inicial y" + v = 0.v(0) = 0,

	

C(0) = 1: analo amente, cos .v .ode ser definido como a Unica solu .ao do	 roblema de valor inicial v" + y
0,y(0) = 1,y'(0) = 0. Muitas outras functies importantes em fisica matematica tambem sac) definidas como
soluciies de determinados problemas de valor inicial. Para a maioria dessas funcOes nao existe maneira
mais simples ou mais elementar de se estudri-las.

EXEMPLO Encontre uma solucao em serie de potencias de x para a equacao de Airy'

2 
y" — xy = 0, —CO < X < 00. (15)     

3Tal analise feita na Se:0o 24 do livro de K. Knopp. Theory and Applications of Infinite Series (Nova York: Hafner, 1951).
'Sir George Biddell Airy (1801-1892), astrOnomo e matematico ingles, foi diretor do ObservatOrio de Greenwich de 1835 a
1881. Uma das razOes pelas quaffs a equacäo de Airy é interessante a que as solucoes sao oscilatOrias para x negativo, seme-
Ihante as funcOes trigonometrical, e monOtonas para x positivo, semelhante as funcOes hiperbOlicas.Vocé pode explicar por

que e razoavel esperar um tal comportamento?
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Para essa equacão, P(x) = 1, Q(x) = 0 e R(x) = –x, logo todo ponto e um ponto ordindrio. Vamos supor que

Y = E (1,,X4	 (16)
n=0

e quc a set-le converge em algum intervalo !xi < p. A set-le para y" é dada pela Eq. (7); como explicado no exem-
plo precedente, podemos reescreve-la como

	

Y" = E(n + 2)(n + 1)a„+ 2x".	 (17)
n.0

Substituindo y e y" na Eq. (15) pelas series (16) e (17), obtemos

E (n + 2)(n + 1)a„.+. 2x" x E aux" = E a„x11+1 	 (18)

n=0	 n.0	 n=0

A seguir, mudamos o indice da Ultima serie a direita na Eq. (18) substituindo n por n – 1 e comecando a somar
a partir de 1 em vez de zero.Temos, ent5o.

2 . lag + E(n +2)(n +1)an+2x" = E
n=1	 n.I

Novamente, para que essa equacao seja satisfeita para todo x é preciso quc os coeficientes das potencias iguais
de x sejam iguais; portanto, a2 = 0, e obtemos a relacao de recorrencia

(n +2)(n + 1 )n„, 2 = a,_ 1	 para	 n = 1, 2, 3, .	 (19)

Como a„.2 d dado em funcäo de a„. 1 . os coeficientes s5o determinados de tres em tres. Assim. a„ determina a,.

que por sua vez determina a6, ...; a, determina a,. que determina a,, ...; e a2 determina a,. que determina a5, ...

Como a, = 0, concluimos imediatamente que a, = a ,, = a„ =	 = 0.
Para a sequencia a,,, as, an , a„,	 fazemos n = 1, 4.7. 10, ... na relacao de recorrencia:

no	 a3	 no	 a6	 ao
a3 = 2. 3 ,
	

at,–
5 . 6 

• 

2 . 3 • 5 • 6'	
a9 =

8 • 9 - 2 • 3 • 5 • 6 • 8 . 9 '

Esses resultados sugerem a fOrmula geral
no

a3„ = 	 n > 4.
2 • 3 • 5 • 6... (3n – 1)(3,)'

Para a sequencia a,,a,,a,,a,,,,..., fazemos n = 2, 5,S. It,	 na relacdo de recorrencia:

(14	 al	 (17	 (11
a 7 =6
	 7- 3 4 • 6 • 7'

a lo = 	  _– 	

	

9 • 10	 3 . 4 • 6 • 7 • 9 • 10• 

Em geral, temos
al

a3n 1 — 3 . 4 . 6 . 7 . -- (311)(3n + 1)'

Assim, a solucdo geral da equacao de Airy 6

	

r
X 3	 X6	

X3n

= (1()	 2—. 3 + 2 • 3	 5 • 6 ± . 1- 2.3••• (3,:- 1)(3n) 4-

x3/14-1
x4	 x

7

	

+ a [X + 	
3 • 4 + 3 . 4 • 6 • 7	

+ 
3 • 4 . • • (3n)(3n +1)

Tendo obtido essas duas so urines em serie, podemos investigar agora sua convergencia. Devido ao cresci-
mento rapid° dos denominadores dos termos na serie (20), poderiamos esperar que essas series tivessem um
raio de convergencia grande. De fato, e fãcil usar o teste da razão para mostrar que ambas as series convergem
para todo x; veja o Problema 20.

Suponclo, por um instante, quc as series convergent para todo x, sejam y, e y2 as funcOes definidas pelas expres-
saes no primeiro e no segundo par de colchetes, respectivamente, na Eq. (20). Entäo, escolhendo primeiro a„ = 1,
a, = 0 e depois a„ = 0, a, = 1, segue que y, c y, sdo soluciies da Eq. (15). Note que y, satisfaz as condOes iniciais

= 1,y;(0) = 0, e que y, satisfaz as condicOes iniciais y 2(0) = 0, AO) = 1. Portanto, 1,17(y i , y2 )(0) = 1	 0 e, em
consequencia, y, e y, formam urn conjunto fundamental de solucOes. Logo, a soluc'do geral da equacao de Airy é

y = no,vt (x) + ni.v2(x),	 –00 < x < 00.

As Figuras 5.2.3 e 5.2.4 mostram os graficos das soluceies y, e y2 , respectivamente, da equacao de Airy, assim
como os grdficos de diversas somas parciais das duas series na Eq. (20). Novamente, as somas parciais forne-

al
a4 =

3 • 4 '

n > 4.

(20)
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cem aproximacOes locais para as solucOes em uma vizinhanca da origem. Embora a qualidade da aproximacdo
melhore a medida que aumenta o numero de termos, nenhum polinOmio rode representar de modo adequado
y i e y2 para valores grandes de Ixl. Um modo pratico de estimar o interval() no qual uma soma parcial dada 6
razoavelmente precisa e comparar os graficos daquela soma parcial e da prOxima.obticla incluindo-se mais urn
termo. Assim que se puder notar a separacão dos graficos, pode-se ter certeza de que a soma parcial original
nao 6 precisa. Por exemplo, na Figura 5.2.3 Os gracos para n	 24 e n = 27 comegain a se separar em torno de
x = —9/2. Portanto. alzm desse ponto a soma parcial de grau 24 n5o serve cones ulna aproximacao da

Observe que ambas as funcOes y, e yz sac) nionOtonas para x > 0 e oscilatorias para .v < 0. Voci; tamb6m pode
ver das figuras que as oscilacOes n5 0 stio uniformes, mas decaem em amplitude c aumentain ent frequacia
quando aumenta a distlincia da origem. Em contraste corn o Exemplo I, as solticOes y, c y, da equacao de Airy
rulo sao funcOes elementares que voce ja encontrou em Calculo. No entanto, pela sua importancia cm algumas
aplicacaes %leas essas funcOes tern silo estudadas extensamente, e suns propriedades 	 bein conhecidas
entre matematicos aplicados e cientistas.

n = 48\	
i	 i

bd	 24\ 	ỳ121.	 n = 3

	

4Z 1301	18 	 i, 6
1 

A,

	

A AI.	 Ay = yi(x)

V

FIGURA 5.2.3 AproxiniacOes polinomiais da solucilo y i (x) da equacao de Airy. 0 valor de n e 0 grau do
polinOmio na aproximac5o.

n = 46 1 11 34	 122

11 40	 28,

Y = Y2(x)

n =	 13	 25
	

1131

31	 191	 I 7 2

FIGURA 5.2.4 AproximacOes polinomiais da solucdo y2(x) da equaciio de Airy. 0 valor de n é o grau do
polinOmio na aproximaciio.

EXEM PLO

3

Encontre uma solucao da equacCio de Airy em poténcias de x — 1.
0 porno x = 1 6 um ponto ordinario da Eq. (15) e, portant°, procuramos por uma soluca- o da forma

y =Ea,,(x - i)n,

n=0

onde supomos que a sdrie converge em algum intervalo Ix — Il< p. Ent5o

—10 I	 —4
r

;

11I
1 391	 1271	 1&

i

n = 45I1 
I
.33	

1
21

1	

I
	 9

1. 
31

1	 1 

2

16

110

4
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y' = E na„(x — 1)" -1	 E(n + 1)a,". 1 (x — 1)"
n=1	 n=0

y" = E n(n — 1)a„(x — 1)n =	 (n + 2)(n + 1)an÷2(x — 1)".
n=2	 n=0

Substituindo y e y" na Eq. (15), obtemos

E(n + 2)(n + 1 ) (1n1-2(X — 1)" = x	 a„(x — 1)".	 (21)
n=0	 n=0

Para igualar os coeficientes das potencies iguais de (x — 1) precisamos escrever x, o coeficiente de y na Eq. (15),
em potencias de (x — 1); ou seja, escrevemos x = 1 + (x — 1). Note que essa é precisamente a serie de Taylor de
x em torno de x = 1. Enta'o, a Eq. (21) fica

E(n + 2)(n + 1)a„4. 2 (x — 1) n = [ 1 + (x — 1)]E a„(x —
n=o

=E a„(x —	 Ea„(x-
n=0	 n-- 11

Mudando o Indice da Ultima serie a direita. obtemos

E(a + 2)(n + 1)an+2(x — 1)" = E a„(x — 1)" +	 a,_ 1 (x — 1)".
n=0	 n=0	 n=1

Igualanclo os coeficientes das potencias iguais de x — 1. encontramos
2a2 = au,

(3 • 2)a3 = a 1 + au.

(4 . 3)a4 = (12 + al,

(5 • 4)a3 = a3 +

•

A relacilo de recorrencia geral e

(n + 2)(n + 1)a„ 4., = a„ + para n > 1.	 (22)

Resolvendo para os primeiros coeficientes em funcAo de a„ e a,. vemos que

	

a0	 a,	 a l	ao	 a l	 a3	 a,	 a0	al

	

— , a3 = — + —	 	 + 	 +	
ac
	 — + = +

2	 6	 6	 12	 12	 24	 12	 20	 20	 30	 120

Portanto,

— 1) 2	—	 — 1)4	— 1)5

	

y = no[l + 	
2	 6 24 30

+ a 1 (x — 1) F 
(x — 1) 3	 (x — 1)4	— 1)5

[ 
6 12 120

(23)

Em geral, quando a relacäo do recorrencia tem mais de dois termos, como na Eq. (22), a determinacao de
uma formula para a„ em funcao de a„ e a, e bent complicada, se ndo impossfvel. Neste exemplo, tal fOrmula não
parece ser Neil. Sem tal formula nao podemos testar a convergencia das duas series na Eq. (23) por metodos
diretos, como o teste da razao. No entanto, mesmo sem ter LIMN fOrmula para a„ vamos ver na Sec5o 5.3 que é
possivel mostrar que as duas series na Eq. (23) convergent para todo x. Alcor disso, elas definem functies y 3 e y4
que formam um conjunto fundamental de solucOes da equacão de Airy (15). Assim,

y = aoy3 (x) + a (x)

é a solucilo geral da equacdo de Airy para —oo < x < oo.

Vale a pena enfatizar que,como vimos no Exemplo 3, se procurarmos uma solticdo da Eq. (1) da forma
oc

y -=-	 a„(x — xo)n , teremos, tambem, que expressar os coeficientes P(x), Q(x) e R(x) em potencias de
n=0
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(x - x„). De outro modo, podemos fazer uma mudanca de variavel x - x„ t, obtendo ulna nova equacão
cc

diferencial para y em funcão de t e depois procurar solucOes desta nova equacao da forma E a„t n • Ao
terminar os calculos, substitulmos t por - x, (veja o Problem 19). 	 n=o

Nos Exemplos 2 e 3 encontramos dois conjuntos de solucöes da equagno de Airy. As funcOes y, e y2
definidas pelas series na Eq. (20) formam urn conjunto fundamental de solucfies para a Eq. (15) para todo
x, o que tambern é verdade para as funcees y3 e y, definidas petits series na Eq. (23). De acordo corn a
teoria geral de equacbes lineares de segunda ordem, cada uma entre as duas primeiros funcOes pode ser
expressa como comhinac5o linear das duas tiltimas funcOes e vice-versa — urn resultado que,certamente.
nao e Obvio examinando-se apenas as series.

Finalmente, enfatizamos que nao e terrivelmente importante se n50 forums capazes de determinar o
coeficiente genii a„ em funcäo de a„ e a,, coma no Exemplo 3.0 essencial e podermos determinar quantos
coeficientes quisermos. Assim, poclemos encontrar quantos termos quisermos nits dims soltiOes cm serie,
mesmo sem conhecer o termo geral. Embora a tarefa de calcular diversos coeficiciites cm uma soluciio
em serie de potencias nao seja dificil, pode ser tediosa. Um pacote de manipulacao simhiilira pode aiudar
aqui; alguns s5o capazes de encontrar urn ntimero de termos especificado cm unia solucilo cm serie de po-
tencias em resposta a um nnico comando. Com um pacote grafico apropriado pods-se, tam hem. produzir
gnificos como os que aparecem nas figural desta sec5o.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problems de 1 a 14:
(a) Procure solucees em series de potencias da equaciio diferencial dada cm torn() do ponto dado x„:encontre

a relacAo de recorrencia.
(11) Encontre os quatro primeiros termos em cada uma das duas solacees y, e y, (a menus que a serie tcrmine

antes).
C7.alculando o wronskiano W(y,, y2 )(x„). mostre que y, e y, formam urn conjunto fundamental de solucOes.
Se possivel, encontre o termo geral em cada solucäo. 

r•-• „(.1y - y = 0,	 xo = 0
3. y" - xy - y = 0,	 xo =1
5. (1 - x)y" + y	 0,	 xo = 0

y" + xy' + 2y = 0,	 .vo = 0
9. (1 + x2 )y" - 4xy' + 6y = 0,	 xo = 0

11. (3 - x2 )y" - 3xy - y	 0,	 xo = 0
13. 2y" + xy' + 3y = 0,	 xo = 0

2.y" - xy' -y=0,	 x-0=0

g

4. y" + k 2x2y = 0,	 x0 = 0,	 k constitute

(2 + x2 )y" - xy' + 4y = 0.	 xo = 0

8. '"+y'+xy= 0,	 x„ = 1

(4 - x2 )y" + 2y = 0,	 xo = 0
2. (1 - x)y" + xy' - y = 0,	 xo =0

14. 2y" + (x + 1)y' + 3y = 0, 	 xo = 2

Em cada urn dos Problemas de 15 a 18:
(a) Encontrc Os cinco primeiros termos nao nulos na soluc5o do prohlema de valor Uncial dado.
(h) Rica graficos das aproximacOes da soluc5o corn quatro e cinco termos no mesmo conjunto de eixos.
(c) Estime, a partir dos graficos no item (h), o intervalo no qual a aproximacao corn quatro termos e razoavel-

mente precisa.

y" - xy' - y = 0,	 y(0) = 2, y'(0) = 1; Veja o Problema 2

16. (2 + x2 )y" - xy' + 4y = 0,	 y(0) = -1. y'(0) = 3; Veja o Problema 6

y" + xy' + 2y = 0,	 y(0) = 4, y'(0) = -1; Veja o Problema 7
(1 - x)y" xy' - y	 0,	 y(0) = -3, y'(0) = 2; Veja o Problem 12

(a) Fazendo a mudanca de variiivel x - x„ = t e supondo que y tern uma serie de Taylor em potencias de t,
encont re duas solucOes de

y" + (x - 1)2 + (X2 - 1)y = 0

em series de potencias de x - 1.
(b) Mostre que voce obtem o mesmo resultado diretament e supondo que y e dado por uma serie de Taylor

em potencias de x - 1 e expressando o coeficiente x 2 -1 ern potencias de x - 1.

Mostre diretamente, usando o teste da raz5o, que as duas solucees em serie em torno do ponto x 0 da
equacao de Airy convergem para todo x; veja a Eq. (20) do texto.

21. A Equacao de 'termite. A equacão

y" - Zry' + Ay = 0, -00 < X < CO,
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onde	 constante, e conhecida como a equa0o de Hermite.' Esta é uma cquacao importantc na fisica
matenitica.

Encontre os quatro primeiros termos em cada 11111Z1 de duas solucOes linearmente independentes em
torno de x = 0.
Note que se for um inteiro par nAo negativo, ennio uma ou outra das solucOes em serie termina
e torna-se urn polinômio. Encontre as solucOes polinomiais para = 0, 2, 4. 6. 8 e 10. Note que cada
polininnio é determinado a menos de uma constante nwltiplicativa.

(c)	 0 polinOmio de I lermite 11„(x) é definido como a solt100 polino ► ial da cquacäo de Hermite corn A
= 2,/ para a qual o coeliciente de x" é 2". Encontre 1.1„(x), 	H,(x).

22.	 Considers o problema de valor inicial y' =	 - y2 . y(0) = 0.

Mostre que y = sett x 6 a soltt45o dcste problem de valor inicial.
Procure uma soluciio do problema de valor inicial em forum de serie de potencias em torno de x = 0.
Encontre os coeficientes dessa serie ate o termo contendo x'.

Em cada um dos Problemas de 23 a 28, faca o grafico de diversas somas parciais da solucAo cm serie do pro-
blema de valor inicial dado cm torno de x = 0, obtendo. assim, graficos analogos aos ilustrados nas Figuras 5.2.1
ate 5.2.4.

23. y" —	 — y 0,	 y(0) = 1, y . (o) = 0: Veja o Problema 2

24. (2 + i2 )y" — xy' + 4y = 0,	 y(0) = 1, y'(0) = 0: Veja o Problema 6

y" + xy' + 2y = 0,	 y(0) = 0, y'(0) = Veja o Problema 7

(4 —	 + 2y 0.	 y(0) = 0, y'(0) = 1: Veja o Problema10

y" + x2y = 0,	 y(0) = 1, y'(0) = 0; Veja o Problema 4

(1 — x)y"+ xy' — 2y = 0,	 y(0) = 0, y'(0) = 1

5.3 Soluciies em Serie Perto de um Ponto Ordinario, Parte II

Consideramos, na sey;io precedente. o problema de encontrar solucOes de

P(x)y' Q(x)y' + R(.0y = 0,	 (1)
onde P, Q e R Sao polinOmios, na vizinhanca de mn ponto ordimirio xo.Supondo que a Eq. (1) tem, de fat°,
uma	 y = c>5(x) c que tem unta serie de Taylor

y = (x) =

	

	 A-0",	 (2)
n=o

que converge para Ix —xol< p. onde p > 0, n imos que a„ pode ser determinado substituindo-se, diretamen-
te, y na Eq. (1) pela serie (2).

Vamos considerar, agora. comb justificar a alirmacAo de que se .t .0 6 um ponto ordimirio da Eq. (1),
entAo existent solucOes da forma (2). Vamos considerar, tambem, a questao do raio de convergencia de tal
serie. ,\„ fazer isso, seremos levados a uma generalizacilo da definicao de ponto ordindrio.

Suponha, ent5o, que exists uma soluciio da Eq. (1) da forma (2). Diferenciando a Eq. (2) la vezes e
fazendo x igual a x0, segue que

m!a„, = 0") (r0).

Logo, para calcular a„ na serie (2) precisamos mostrar que podemos determinar 0"(x„) para n = 0, I, 2, ...
a partir da equacao di ferencial (1).

Suponha que y 0(x) e ulna soluc5o da Eq. (1) satisfazendo as condicOes iniciais y(x„) = y„, y'(ro) =
a,. y„ e a, y,',. Se estivermos in teressados apenas em encontrar uma sol tick) da Eq. (1) sem espe-

cifit:ar condicaes iniciais, entiio a„ e a, permanece ► arbitrarios. Para detcrminar 0"(x„) e os coeficientes
correspondcntes a„ para a = 2, 3, ..., voltamos para a Eq. (1 ). Como 6 uma solu0o da Eq. (1). temos

`Charles Her mite (1822-1901) foi urn analista e algebrista francês intiucnte. Introduziu as funt;Oes de Hermite em 1864 e
mostroti,em 1873, que e e um ntimero transcendental (ou seja, e n5o 6 raiz de nenimma equactio polinomial com coeficientes
racionais). Seu nome tainhin ► out associado As matrizes hermitianas (veja a Secrto 7.3), algumas de cujas propriedades
descobriu.
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P(x)(r(x) + Q(x)cp'(x) R(x)0(x) 0.
No interval° cm torn() de x0 onde P nunca se anula. podcmos escrever essa equacao na forma

0" (x) = —P(x)0 ' (x) g(x)95(x),	 (3)
onde p(x) = Q(x)/P(x) e q(x) = R(x)1P(x). Fazendo x igual a x„ na Eq. (3). tem°,

0"(xo) = — P(xo).(b'(x0) — g(xo)(15(xo).

Portant°, a, ë dado por

2!a2 = 0" (x0) = —P(xo)ai — q(xo)an.	 (4)

Para determinar 	 diferenciamos a Eq. (3) e depois fazemos x igual a xo, ()blend()

3!a3 r(xo) —[p0" + (p' + q)4;
.1

—2!p(xo)a 2 — IP'(x0) q(x0 )1a — Oxo)al. 	 (5)
A substituicao de a 2 pela expressao obtida da Eq. (4) fornece a, em termos de a, e a„. Com() P,Q c R sao
polinOmios c P(x„) 0 0, toda y as derivadas de p e q existem em X. Logo. podemos continual- a diferenciar
a Eq. (3) indetinidamente, determinando, apOs cada diferenciacao. os coeficientes sucessivos a,. a.....
fazendo x igual a x„.

Note que a propriedade importante que usamos na determinacao de a„ e que podemos calcular uma
inlinidade de derivadas das funcOes p e q. Pode parecer razolivel relaxar nossa hip(itese cie que as fun-
cOes p e q sao quocientes de polinOmios c supor, simplesmdite, que sejain inlinitamente diferenciaveis
em uma vizinhano de x„. Infelizmente, essa condicao e muito fraca para garantir que podemos provar a
convergencia da expansao em serie resultante para y = (,6(.v). E necessario supor que as funcOes p c q sao
analaicas cm x,: ou seja, que clas tetra expansbes em serie de Taylor que convergem cm arum interval()
en) torno do ponto .v„:

P(x ) = po + pi(x — .V0) + • • • + P„	 XOn • ' • =Ep,,(A----.")",
„=0

(6)

g (x ) = go +	 — xo) + • • • + q,;(x — x ) 1' 1 + • =	 qn(x — X0 )" .	 (7)

Teorema 5.3.1

n=0

( 'om essa ideia cm mente, podemos generalizar as deflnic.6.:s de porno ordinario e pont 0 singular da Eq.
( I ) da seguinte mandril:  se as funi;Oes p =Q/P e q = RIP ford)) analiticas em x,,, entao 0 ponto x„ c  dito
um port() ordinario da equacilo diferencial ( I ):caso contrario, e um pont() singular.

Vamos agora considerar 0 problema do interval° de convergencia da solucao em serie. Lima possibili-
(lade e calcular, explicitamente, a sot Lica() cm s.iric para cada problem,' c usar um dos testes de convergen-
cia de unia serie inlinita para determinar sett raio de convergencia. Infelizmente, esses testes requerem
que obtenhamos unia expressao para o coeficiente geral a,, em funciio de a, uma tarcfa muito dificil, se
nao impossfvel, coin frequencia: lembre o Exempt() 3 na Seca° 5.2. No entanto, essa questa() pode ser
respondida imediatamente para uma classc a mpla de problemas pelt) teorema a seguir.

Se x„ for um port() ordinario da equacao diferencial (1)

P(x)yY " + Q(x)y i + R(x)y = 0,

ou seja, se p = QIP e q = RIP forem analfticas em x0, entao a solucao geral da Eq. (1) sera
oc

y = E 11, 1 (X — xO)" = aoYi (x) + alY2(x), 	 (8)
n=r)

onde a, e a, sac) arbitrarios, e y, e y2 sao duas solucOes em series de Macias que sao analfticas em xo.

As soluce)es y, e y2 formam urn conjunto fundamental de solucaes. Alem disso, o raio de convergencia

de cada uma das solucOes em serie y, e y, e pelo menos tao grande quanto o minim° dos raios de con-

vergencia das series para p e q.      
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Para ver que y, e y2 formam um conjunto fundamental de solucties, note que eles tern a forma y,(x) = 1
+ 1) 2 (x - .0 2 +	 e y 2(x) (x - xo ) + c 2 (.k. - x„) 2 +	 onde h, + c2 = a,. Logo, y, satisfaz as condicOes iniciais
y,(x„) = 1, y;(x„) = 0 e y 2 satisfaz as condicOes iniciais y 2 (x0) = 0, y,'(-r o) = 1. Logo, W(y,,y,)(x„) = 1.

Note tambern que embora o calculo dos coeficientes atraves de diferenciacOes sucessivas da equacao
diferencial seja excelente do ponto de vista teOrico, nao e, em geral, urn procedimento computacional
pratica Em vez disso, é melhor substituir y na Eq. (1) pela serie (2) e determinar os coeficientes de modo
que a equacao diferencial seja satisfeita, como nos exemplos da secao precedente.

Nao demonstraremos esse teorema que, em uma forma ligeiramente mais geral, e devido a Fuchs.' 0
que importa para nossos propOsitos e que existe uma solucao em serie da forma (2) e que o raio de con-
vergencia dessa solucao em serie nao pode ser menor do que o menor entre os raios de convergencia das
series para p e q; logo, precisamos apenas determinar esses raios.

Isso pock ser feito de duas maneiras. Novamente, uma possibilidade 6 calcular as series de potencias
para p e q e depois determinar seus raios de convergencia usando um dos testes de convergencia para
series infinitas. No entanto, existe urn modo mais fácil quando P, Q e R sac) polinOmios. Na teoria de
funcOes de uma variavel complexa mostra-se que a razao de dois polinOmios, digamos QIP, tern uma
expansfio cm serie de potencias que converge em tomb de um ponto x„ se P(x„) # 0. Alcor disso, supondo
que todos os fatores comuns entre Q e P foram cancelados, o raio de convergencia da serie de potencias
para QIP cm torno do ponto x, c exatamente a distancia de x0 a raiz mais prOxima de P. Ao determinar
cssa distancia, precisamos lembrar que P(x) = 0 pode ter raizes complexas, e elas tambem tern que ser
levadas em consideraciio.

1 + .V2

Pode-se verificar, entao, pelo teste da razao, que p = I. Outra abordagem notar que os zeros de 1 + .v = sao x =
±i. Como a distancia de 0 a i ou a -i no piano complexo a 1. o raio de convergencia da serie de potencias em
torno de = 0 é 1.

Qua! 6 o raio de convergencia da serie de Taylor para (x = - 2 r + 2) ' cm torno de x = 0? E em torn() de x = 1?
Em primeiro lugar, note que

.V2 — 2x + 2 = 0

tern solucOes x = 1 f i. A distfincia de x 0 a x = I +i on a x = I - i no piano complexo 6 4, logo, o raio de

convergéncia da expansao em serie de Taylor E a„x" em tomb de x = 0 e 4.
n=0

A distancia no piano complexo de x= 1 ax=1+i ou ax=1-ié 1; logo o raio de convergincia  da expansão

em serie de Taylor E 13„(x - 1)" em torno de x = 1 e 1.
n=0

De acordo corn o Teorema 5.3.1, as solucaes em serie da equacao de Airy nos Exemplos 2 e 3 da secao
precedente convergem para todos os valores de x, ja que, em cada um dos problems, P(x) = 1 e, portanto,
nunca se anula.

Uma solucao em serie pode convergir para outros valores de x, alem dos indicados no Teorema 5.3.1,
de modo que o teorema fornece, de fato, apenas uma cota inferior para o raio de convergencia da solucao
em serie. Isso e ilustrado pelos polinOmios de Legendre. que satisfazem a equacao de Legendre dada no
prOximo exemplo.

Determine uma cota inferior para o raio de convergéncia das solucOes em serie em torn() de x = 0 da equacao
de Legendre

"Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902) foi estudante e, mais tarde. professor na University of Berlim. Provou o resultado
do Teorema 5.3.1 em 1866. Sua pesquisa mais importante foi sobre pontos singulares de equagOes difcrenciais lineares. Ele
reconheceu a importância dos pontos singulares regulares (Seca() 5.4),e as equacties cujas dnicas singularidades, incluindo o
ponto no infinito,sâo pontos singulares regulares; sâo conhecidas como equaciies de Fuchs.

	Qua! 6 o raio de convergéncia da serie de Taylor para (1 +	 em tomb de x = 0?
Urn modo de proceder e encontrar a serie de Taylor em questiio. a saber.

	

= _ x 2 ± x4 x6 ±	 (— )"x2n

EXEMPLO

3

EXEMPLO

1
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(1 — x2 )y" — 2xy' + a(a + 1)y ----- 0,

onde a é constante.
Note quc P(x) = 1 — x', Q(x) =	 e R(x) = a(a + I) sac, polinOmios e quc os zeros de P. a saber, x = ± I,

distam 1 de x = 0. Logo, uma solucao em serie da forma E a„x" converge pet() menos para I.vl < 1 c,

mente, para valores maiores de x. De fato. pode-se mostrar que se a e urn inteiro positivo, uma das solucCies
em serie termina ape's urn runner° finito de termos e, portanto, converge para todo x e nao apenas para 1.vl< I.
For exemplo, se a = 1.a solucao polinomial é y = x. Veja os Problemas 22 ate 29, ao final desta se45o. para uma
discussao ma's completa da equa45o de Legendre.

Determine uma cota inferior para o raio de convergencia da solucao em serie da equac5o

(I + x 2 )y" + 2xy' + 4x 2y = 0

em torno do ponto x = 0 e ern torn° do pont() x —i.
Novamente. Q, P e R s5o polinOmios e P tern rains x= ±i. A distância no piano complex° de 0 a ti e lea

0,)
distAncia de —1 a fie 1.11 + a= VS/2.Assim, no primeiro caso, a serie E a,,x" converge pelt) menos para 1.vl<

I c, no segundo caso, a serie E b„ + 1,)" converge pelo menos para ix + i I < iS/2.
n=r)

Uma observac5o interessante que podemos fazer sobre a Eq. (9) segue dos leoremas 3.2.1 c 5.3.1. Suponha
que s5o dadas as condicOes iniciais y(0) = y„ e y'(0) = y,'„ Como I +.1c2 # 0 para todo .v. sabemos, do "leorema
3.2.1, que o problema de valor inicial tem uma Unica solucao em —cc < x < 	 Por outro lido, o Teorema 5.3.1

garante apenas uma solucao em serie da forma E a„x" (corn a„ = y,, a, = y,',) para —I <.v < 1.A soluc5o Unica no
n=o

interval() —cc < x < 1 pocle n10 ter uma expansao em serie de potencias em torno do .v = 0 quc convirja para
tuc) x.

Podemos determinar uma solucao em serie em torno de x 0 para a equac5o diferencial

y" + (senx)y' + (1 +x 2 )y = 0,

e, se for o caso, qual o raio de convergencia?
Para esta equacao diferencial,p(x) = sen x e q(x) = 1 + x 2 . Lembre-se do Calculo clue sen .v tem uma expan-

s5o em serie de Taylor cm tomb de .v = 0 que converge para todo x. Alem disco, q tambem tem uma expansdo
em serie de Ta y lor cm torno de .v = 0, a saber, q(x) = 1 + x = . que converge para todo x. Portant°, a equaciio tern

cc
Until solucao em serie da forma y = E a„x", corn 0,, e a, arbitrarios,e a serie converge para todo x.

n.0

EXEMPLO

4

EXEMPLO

5

(9)

Em cada urn dos Problemas de 1 a 4, determine q5"(x„),Ø"'(x„)e 0")(x 0) para o ponto dado x„, se y = ¢(x„) é uma
solucao do problema de valor inicial dado.

1. y" + xy' + y = 0;	 y(0) = 1, y'(0) = 0

8 y" + (senx)y' + (cos x)y = 0:	 y(0) = 0, y'(0) = 1

.v 2y" + ( 1 + x)y' + 3(In x)y = 0;	 y(1) = 2, y'(1) = 0

4. y" + x2y' + (senx)y = 0;	 y(0) = ao, y'(0) = al

Em cada urn dos Problemas de 5 a 8, determine uma cota inferior para o raio de convergencia da solucão em
serie da equac5o diferencial dada em torno de cada ponto x,,dado.

y" + 4.)/ + 6xy = 0;	 x0 = 0, x0 = 4

6. (x2 — 2x — 3)y" + xy' + 4y = 0;	 x0 = 4, x0

0 (1 + x3 )y" + 4xy' +y = 0;	 x0 = 0, xo = 2

xy" + y = 0;	 x0 = 1

Determine uma cota inferior para o raio de convergencia da solucäo em serie em torno de x 0 dado para

cada uma das equagOes diferenciais dadas nos Problema s de 1 a 14 da Seca° 5.2.

PROBLEMAS

—4, xo= 0
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10. A Equacao de Chebyshev. A equacao diferencial de Chebyshev 7 e

(1 — x2 )y" — xy' + a 2y = 0,

onde a é constants.
Determine duas soluckies em series de potencias de x para Ix' < 1 e mostre que etas formam urn con-
junto fundamental de soluceies.
Mostre que, se a for um inteiro nao negativo n. entao existe uma solucao polinomial de grau n. Esses
polinOrnios, quando normalizados adequadamente. sao chamados de polinOmios de Chebyshev. Eles
sao muito titeis em problemas que necessitam de uma aproximacao polinomial pant uma funcao
nida em —1 < x < 1.

(c) Encontre uma solucao polinomial para cada um dos casos a = n = 0,1,2 c 3.

Para cada uma das equacOes diferenciais nos Problems de 11 a 14, encontre os quatro primciros termos nao
nulos em cada uma de duas solucOes em serie em torno da origem. Qual o valor que voce espera que tenha o
raio de convergencia de cada solucao?

11. y" + (senx)y = 0
	

12. e y" + .ry = 0

13. (cos x)y" + xy' — 2y = 0
	

14. e'y" + ln(1 + x)y' — xy = 0

Sejarn x e x 2 solucOes da equacao diferencial P(x)y' — Q(x)y' + R(x)y = 0. Voce pode dizer se o ponto x =
0 é urn ponto ordinario ou singular? Prove sua resposta.

Equacees tie Primeira Ordem. Os metodos de expansao em series discutidos nesta secao sao diretamente
aplicaveis a equacao diferencial linear de primeira ordem P(x)y' + Q(x)y = 0 em urn ponto x„, se a funcao p
QIP tiver uma expansao em serie de Taylor em torno desse porno. Tal porno e chamado de ponto ordimirio e,

alem disso, o raio de convergencia da set-le y = E a„(x — xo)" e pelo menos tat) grande quanto o raio de con-
n=0

vergencia da serie para QIP. Em cada urn dos Problems de 16 a 21, resolva a equacao diferencial dada por uma
serie de potencias em x e verifique que a„ é arbitrario em cada caso. Os Problemas 20 e 21 envolvem equagOes
diferenciais nao homogeneas para as quais os metodos de expansao em series podem ser estendidos facdniente.
Sempre que possivel, compare a solucao em serie corn a obtida pelos metodos do Capitulo 2.

16. y' — y = 0

18. y' =	 y,	 so tres termos

17. y' — xy = 0

19. (1 —x)y' = y

20. y' — y = x2 	21. y' + xy = 1 + .r

A Equacao de Legendre. Os Problemas de 22 a 29 tratam da equacao de Legendre`

(1 — x2 )y" — 2.ry" + a (a + 1 )y = O.

Como indicado no Exemplo 3, 0 ponto x = 0 c um porno ordinario dessa equacao, e a distancia da origem ao
zero mais prOximo de P(x) = 1 — x 2 e 1. Logo, o raio de convenzencia da solucao em serie em torn() de x = 0
pelo menos 1. Note, tambem,que Basta considerar a > —1. pois, se a < — 1, entao a substituicao a = —(I + y), onde
y 0,1eva a equacao de Legendre (1 — x 2 )y" — 2.vy . + y(y + 1)y = 0.
22. Mostre que duas solucOes da equacao de Legendre para Ix' < 1 sao

a(a + I) , a (a — 2)(a ± 1)(or + 3) 4

2y i (x) = 1	 	 x- + 4

CC

E(_i )1,1

ni=3 

a — 2m + 2)(a + 1) • • • (a + 2m — 1) 2n,
X

(2m)! 

(a — 1)(a + 2) 
x
	 (a — 1)(a — 3)(a + 2)(a + 4) 5

Y2 (X)	 ±X	 x-
3!	 5!

— 1) • • • (a — 2m + 1)(a + 2) • • • (a + 2m) 
X

20,+1

M=3	
(2n1	 1)!

7 Pafnuty L. Chebyshev (1821-1894), professor da Petersburg University durante 35 arms e o matematico russo mais influence
do sëculo XIX, fundou a chamada escola de Sao Petersburgo, que produziu uma longa linhagem de matematicos importantes.
Seus estudos sobre os polinömios de Chebyshev comecaram em torno de 1854, como parte de uma investigacao de aproxima-
cao de fungi:5es por polinOmios. Chebyshev tanibt3m e conhecido por seu trabalho em teoria dos mimeros e prohahilidade.
'Adrien-Marie Legendre (1752-1833) teve varias posicties na Academie des Sciences francesa a partir de 1783. Seus trahalhos
principals foram nos campos de functies eliticas e teoria dos nUmeros. As funcees de Legendre, solucties da equacao de Le-
gendre, apareceram pela primeira vez em 1784 em seu estudo sobre a atracao de esferoides.
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23. Mostre que se a for zero ou urn inteiro positivo par 211, a solticao em serie y, se rcduz a urn polinOmio
de grau 2n contendo apenas potencias pares de x. Encontre os polinômios correspondentes a a = 0, 2 e 4.
Mostre que, se a for um inteiro positivo Impar 2n + 1, entao a solucii° cm serie y2 se rcduz a urn polinOinio
de grau 21i + 1 contendo apenas potencias impares de x. Encontre os polinOmios correspondentes a a = I,
3 e 5.

4V, 24. 0 polinOmio de Legendre P „(.r) é dermido como a solucáo polinomial da equacAo de Legendre coin = 0
que satisfaz, tamNim, a condic,io P „( 1) = I.

Usando os resultados do Problema 23, encontre os polinOmios de Legendre P„(x),..., P,(x).
Faca os graticos de P„(x),	 P 5(x) para -1 < < 1.

(c) Encontre os zeros de Po(x),	 P;(x).

Pode-se mostrar que a fOrmula geral para P„(x)

	

`"1211 	(-1)k (21t - 2k)!

	

2"	 k!(,1 - k)!(it - 2k)!„,. 
-2kP,i(x) —

k=0

onde	 denota o major inteiro menor ou igual a 1112. Observando a forma de P „(x) para it par e impar,
mostre que P„(A) = (-1)".
Os polinOmios de Legendre tens um papel importante em fisica mateinntien. Por exemplo, no se resolver a
equacao de Laplace (equacdo do potencial) em coordenadas esfericas,encontrnmos a equacao

d 2 F (co)	 d F (co) 
+cot cp + It(n + 1)F (4;) = 0.	 0 < co <

((cc

onde n 6 um inteiro positivo. tvlostre que a mudanca de variavel x = cos cp leva a ulna equacao de Legend re
coin a = n para r = fix) = Rarceos x).

-1_21 Mostre que, para n = 0,1,2, 3, o polinOrnio de Legendre correspondente e dado por

1	 d"
P„(x) = —	 (x- - 1)".

2"n! fix"

Esta fOrmula, conhecida como fOrmula de Rodrigues , 9 6 vAlida para todos os inteiros positivos it.

Mostre que a equacao de Legendre tambem pode ser escrita como

1(1 - .v 2 ) .y7 = -a (a + 1)y.

Segue. ent5o, que

1(1 - x2 )P„(x)1" = -n(n + 1)1),(x)	 e	 [(1 - x-2)P;„(x)I = 'Witt + 1)P„,(x).

Niultiplicando a primeira equacao por P„,(x), a segunda por P „(x). integrando por partes e depots subtrain-
do ulna equacao da outra, mostre que

P„(x)P,„(x) fix = 0 se n ni

Esta propriedade dos polinOmios de Legendre e conhecida como a propriedade de ortogonalidade. Se
nt = n, pode-se mostrar que o valor fiesta integral é 21(2n + 1).
Dado um polinOmiof de grau n,	 possIvel expressarf como ulna combinacao linear de P. P I , P2 , P„:

r.

f	 = EakPk(x).
k =0

Usando o resultado do Problema 28, mostre que

ak =
2k + 1	

f (x)Pk (x) fix.
2	 _1

5.4 Equaciies de Euler; Pontos Singulares Regulares

Nesta secdo vamos comecar considcrando como resolver equagOes da forma

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 	 (1)

'Olin& Rodrigues (1794-1851) puhlicou este resultado como parte de sua tese de doutorado na teole Norntale em Paris em

1816. Mais tarde tornou-se banqueiro e reformador social.
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na vizinhanca de urn ponto singular x0. Lembre-se de que se as funceies P, Q e R sac) polinOrnios sem fa-
tores comuns. os pontos singulares da Eq. (1) s5o os pontos nos quais P(x) = 0.

EquagOes de Euler. Uma equacao diferencial relativamente simples que tern um ponto singular 6 a equa-
c5o de Euler"

L[y] = x2y" + cacy' + ty =0,	 (2)

onde a e beta sao constantes reais. Neste caso P(x) = x2, de modo que x = 0 6 o nine° ponto singular re-
gular da Eq. (2); todos os outros s5o pontos ordiniirios. Por conveniencia, vamos considerar, primeiro, o
intervalo x > mais tarde estenderemos nossos resultados para o intervalo x < 0.

Note que (x')' = rx'-' e (x')" = r(r — 1)x-2 . Logo, se supusermos que a Eq. (2) tern uma solucao da for-
ma

obtemos

y = xr, (3)

L[xr] 
= x2 (xr ) l + ax (xr )' Art

= x r [r(r — 1) +ar + /3].

Sc r 6 raiz da equacao de segundo grau

F(r) = r(r — 1) + ar + /3 = 0,

então L[xle zero e y = x" é uma solucao da Eq. (2). As rafzes da Eq. (5) silo

	

—(a — 1) ± (a — 1) 2 —	 t3
r , r2 =

2

e F(r) = (r — r,)(r — r,). Como para equagOes diferenciais lineares de segunda ordem corn coeficientes
constantes, a necessario considerar separadamente os casos nos quais as rafzes s5o reais e diferentes. reais
e iguais, e complexas conjugadas. De fato, a discussao inteira sobre equagOes de Euler é semelhante ao
tratamento de equagOes diferenciais lineares de segunda ordem corn coeficientes constantes no Capitulo
3, corn e" substituido por x'.

	

Raizes Reais e Distintas. Se F(r) = 0 tem rafzes reais r, e r, Com r,	 r,. entao y,(x) =	 e y 2(x) = x' : são
solucOes da Eq. (2). Como

W(xr1 , xr2 ) = (r2 —).0.r -1-r2 -

nao se anula se r,	 e x > 0. segue que a solucao geral da Eq. (2) 6

y = Ct Yrr + c2xr2 ,	 x > 0.

Note que, se r näo for racional. cntao x' 6 definida por x' =

EXEMPLO
Resolva

1

	

	
2x2y" + 3xy' — y 0.	 x > 0.

Substituindo y = x' na Eq. (8). obtemos

x' [2r(r — 1) + 3r — 1] = x'(2r2 + r — 1) = x' (2r — 1 )( r + 1)	 0.

Logo r, = i e r2 = —1, de modo que a solucao geral da Eq. (8) 6

y = cix 1/2 c2x.-	 > 0.

Razes Iguais. Se as raizes r, e r, sao iguais, obtemos apenas uma solucäo y,(x) = xr, da forma proposta.
Pode-se obter uma segunda solucao pelo metodo de reducao de ordem, mas vamos considerar, para nossa
discussäo futura, um mátodo alternativo. Como r, = r,, F(r) = (r — r 1 ) 2 . Assim, nesse caso, alem de F(r,) =

l 'Esta equacao e chamada algumas vezes de equacilo de Cauchy-Euler ou equac5o equidimensional. Ela foi estudada por
Euler em cerca de 1740, mas sua solucdo jA era conhecida por Johann Bernoulli antes de 1700.

(6)

(9)
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0, temos, tambem, F'(r,) = 0. Isso sugere a di ferenciacdo da Eq. (4) cm relacao a r e, depots, a atribuicdo r
igual a r,. Diferenciando a Eq. (4) cm relacdo a r, temos

a	 a
— L[xr ] =[xrF(r)].

Substituindo F(r), trocando as ordcns de integracdo em relacdo a x e em relacdo a r, c notando que
a(Allar = x' In r, obtemos

L[x' In = (r - r i ) 2xr In x + 2(r - ri )xr	 (10)

A crpressdo a direita do sinal de igualdade na Eq. (10) 6 0 para r = r,: portant:),

	

Y2(x) = xri In x,	 x > 0

uma segunda solucdo da Eq. (2). Calculando o wronskiano, vemos que

W (xr' xr ' In x) = x2r i - 1.

Logo, x" , e xr, In x formam urn conjunto fundamental de solucOes para .r > 0, c a solucdo geral da Eq. (2)
6

v = ( c 1 + C2 In -0x'',	 x > 0.	 (12)

EXEMPLO
	 Resolva

2

	

	 x2y” + 5xy' + 4y = 0, 	 x > 0.	 (13)

Substituindo y = x' na Eq. (13). obtemos

xr [r(r - 1) + 5r + 41 = xr (r2 + 4r + 4) = 0.

Portanto, r, = r2 = -2 c

6 a solucdo geral da Eq. (13).

y =	 + c2 In x),	 x > 0 (14)

Raizes Complexes. Fi nal men te, suponha que as raizes r, e r2 sac) complexas conju gadas. digamos, r, = + e
r, = A - iu, Corn p 0. Precisamos explicar agora o significado dc x' quando r é complexo. Lembrando que

xr = er Irv(	 (15)

quando x>0er e real, podemos usar essa equacao para definir x' quando r 6 complex°. Entdo, usando a
formula de Euler para	 obtemos

eo,.+01n.t. = eA In x eitt Inx = xA eitt In x

= x;'I'cos(p, In x) + isen(p. In x)), 	 x > 0.

Corn essa definicao de x' para valores complexos de r, pode-se verificar que as regras usuais da Algebra e
o calculo difcrencial continuam vdlidos, logo x r, e x' sdo, de fato, solucOes da Eq. (2). A solucdo geral da
Eq. (2) 6

y cixA+4` + c2xA'"
	

(17)

A desvantagem clessa expressdo e que as fur-10es x""" e x"" tomam valores complexos. Lembre-se de
que tivemos uma situacdo semelhante no estudo de equagOes diferenciais lineares de segunda ordem corn
coeficientes constantes quando as raizes eram complexas. Da mesma forma que fizemos anteriormente,

	

podcmos observar que as partes real c imaginaria de 	 a saber,

	

xA cos(p. In x)	 e	 sen(kt In x)	 (18)

tamb:3rn sdo solucC)es da Eq. (2). Um calculo direto mostra que

	

W[xA cos(kt In x),	 sen(it In x)] = itx2A-1.

Portanto, essas solucOes formam um conjunto fundamental de solucOes para x > 0, e a solucdo geral da
Eq. (2) é

	

y = ci xA cos(u In x) + c2xA sen(it In x),	 x > 0.	 (19)

(16)
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FIGURA 5.4.1 Solticaes de lima equacao de Euler: raizes reais.
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EXEMPLO
	 Resolva

3

	

	 x2y" +	 + y = 0.	 (20)

Substituindo y = na Eq. (20), obtemos

x1r(r — 1) + r + 1] = x' (r2 ± 1) 0.

Logo, r = ±i e a solucao geral e

	

y = c 1 cos(In x) + c2 sen (In x),	 x > 0.	 (21)

0 fator x' nao parece explicitamente na Eq. (21) porque, neste exemplo, i. = 0 e = 1.

Vamos considerar, agora, o comportamento qualitativo das soluceics da Eq. (2) perto do ponto singu-
lar x 0. Isso depende inteiramente da natureza dos expoentes r, e r,. Em primeiro Lugar, se r for real c 
positivo, x' —> 0 quando tende a zero assumindo aetp Jaslalores positivos. Por outro !ado. se r for real e
negativo, entdo	 tornar-se-a ilimitado. Finalmente, se r = 0, xr = I. Essas possihilidades estäo ilustradas
na Figura 5.4.1 para cliversos valores de r.  Se r for comP1exo, uma solucao tipica sera	 cos(// In .v). Essa
funcilo torna-se ilimitada ou tende a zero se ?. for, respect vamen te, negat Ivo ou positivo, e, tambem, °sell
la cada vez mats rapidamente Yuan o .v 	 0. Esses comportamentos estao 1 ustrac os nas Figuras 5.4.2 e
5.4.3 para valores selecionados de ti e de jt.. Se A = 0. a oscila0o tern amplitude constante. Finalmente, se
as raizes sao repetidas, entao uma das solucOes tem a forma .v' In .v. q tie tende a zero se r > 0 e e ilimitada
se r < 0. Um exemplo de cada caso aparece na Figura 5.4.1.

FIGURA 5.4.2 Solucao de uma equacao de
Euler: raizes complexas corn parte real negativa.

FIGURA 5.4.3 Solucao de uma equacao
de Euler; raizes complexas corn parte real

positiva.

FIGURA 5.4.4 Segundas solucOes tfpicas
de uma equacao de Euler corn raizes

iguais.

A extensao das solucOes da Eq. (2) para o interval() x < 0 pode ser feit a de modo relativamente direto.
A dificuldade esta em compreender o signilicado de xr quando re negativo e nao c inteiro; analogamente,
In .v nao esta definido para .r < 0. As solucôes da equacao de Euler que encontramos para > 0 sao validas

'para x < 0 mas sao, em geral, complexas. Assim, no Exempt() 1, a solucao x 1.:= e imaginaria para x < 0.
Sempre e possfvel obter solucnes reais da equacao de Euler (2) no intervalo x < 0 fazendo a mudanca

de variavel a seguir. Seja .v = 	 onde > 0, e seja y = ti(0. Temos, en tact,
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dv	 A	 du
—

dx A dx
d2y 	 d	 (111)A = d2u
dr2 	(-17 	 •

(22)

Assim, para x < 0, a Eq. (2) Pica na forma

2 d 2 u	 du
(42 ± a	 + #11 = o,

alas, exceto pelos nomes das varitiveis. esta é exatamente igual 5 Eq. (2), das Eqs. (7), (12) c (19) temos .

c iE rl + c2V''

{u() = (c 1 + c2 In )V./

(.. 1 ;. cos(i.t. In ) + c2 ). sen(i( In ),

dependendo de os zeros de 1(r) = r(r - 1) + ar + 13 serem reais e cliferentes, reais c iguais ou complexos
conjugados. Para otter u em funcao de x, substitufmos por -x nas Ems. (24).

Podemos combinar os resultados para x > 0 e .v < 0 lembrando que Ix! = x quando x > 0 e Ix I = -,: quando
x < 0. Logo, precisamos apenas substituir x por lxl nas Eqs. (7), (12) e (19) para ohter solucties reins validas
ern q wilq tier interval° que nao content a origem.

Portant°, a solu450 geral da equacao de Euler (2)

x-y + cay' + f3y = 0

eni qua lquer interval() que nao content a origem 6 determinada pelos rafzes r e r, da cquaca°

I • (r) = r(r - 1) + ar + 13 = 0

coin() segue. Sc as rafies forem reais e diferentes,então

y = nix I t ' + c2ki r2.	 (25)

Se as raizes forem iguais, ent5o

y = (C 1 + c2 In I xp l x 1 r1.	 (26)

Se as ran/es ['mein complexas. ent5o

Y = Ix i ` [c 1 cos(u In Ixl) + c2 sen(i.t In lx1)) .	 ( 27)

onde	 .

As soluciies de It ma equacrio de Euler da forma

xo) 2Y" + a	 = 0	 (28)

sfio semelhantes. Sc procurarmos solucires da forma y = (x - xo) r,ent5o a solucao geral e dada por uma das
Eqs. (25), (26) ou (27) corn (x -xo) no lugar de .v. De outro modo, podemos reduzir a Eq. (28) a forma da
Eq. (2) fazendo unia mudanca da variavel independente t = x -

Pontos Singulares Regulares. Agora vamos voltar a considerar a equaczio gent!

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0

onde x„ é um ponto singular. Isso significa que P(x„) = 0 e que pelo menos um entre Q e I? nao se anula
cm

Infelizmente, se tentarmos usar os metodos das duns secOes precedentes para resolver a Eq. (1) na
∎ izinhanca de urn ponto sin gular x„, descobriremos que esses mdtodos nao funcionam. 1sso se deve ao
fat() de que frequentemente as solucires da Eq. (1) nao sao analiticas em x„ e, portant°, nao podem ser
representadas por tuna serie de Taylor em potencias de x -x„. Os Exemplos 1, 2 e 3 anteriores ilustram
esse fah): em cada urn desses exemplos a solti45() nao tern Lima expansão em series de potencias em torn()
do onto singular .v = O. Portanto, para ter alguma chance de resolver a Eq. (1) na vizinhanca de urn ponto
singular precisamos usar um tip() de expansäo em serie mais geral.

Como uma equa45o diferencial tern, em geral, poucos pontos singulares, poderfamos especular se eles
nao poderiam ser simplesmente ignorados, uma vez que ja sabemos como construir solucOes em torn() de
pontos ordinzirios. No entanto, isso nao c possfvel porque os pontos singulares determinam as caracteris-
ticas principals das sollicaes de forma 'mato mats profunda do que poderfamos suspeitar primeira vista.
Ent unta vizinhanya de um ponto singular a solucäo torna-se, muitas vczcs, muito grandc em modulo ou 
experinienta mudancas rapidas em sen modulo. Assim, o comportamento de urn sistema ffsico modela-.

> 0.
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do por uma equacao diferencial 6, corn frequencia, mais interessante cm uma vizinhanca de urn ponto
singular. Muitas vezes, singularidades geometrical em urn problem fisico, como bicos ou arestas, geram
pontos singulares na equacao diferencial correspondente. Entao, embora queiramos inicialmente evitar
os poucos pontos onde uma equacao diferencial e singular, e precisamente nesses pontos que a necessario
est udar a equagao corn mais cuidado.

Como alternativa aos metodos analfticos poderia ser considerada a utilizacdo de metodos numericos,
que serao discutidos no Capitulo 8. Ent retanto, esses metodos nao sao adequados para o estudo de solu-
goes na proximidade de urn ponto singular. Dessa forma, mesmo adotando uma abordagem nunne'rica e
vantajoso combing-la corn os metodos analfticos deste capitulo para que se possa exam inar o comporta-
mento das solugOes na proximidade de urn ponto singular.

Sem c ualquer informagao adicional sobre o comportamento de QIP e RIP na vizinhanca do ponto sin-
gular 6 impossfvel descrever o comportamento a as so ucoes 	 a • q. ( ) perto e x = x„. Pode acontecer de
existirem duas solucOes distintas da Eq. (T) que permanecem limitadas quando x --x0 (como no Exemplo
3); ou uma delas pode permanecer limitada enquanto a outra se torna ilimitada quando x -> 	 (como
no Exempt() 1); ou ambas podem tornar-se ilimitadas quando .v -> x„ (como no Exempla 2). Se a Eq. (1)
tern solugOes que se tornam ilimitadas quando x -.> xo, muitas vezes é importante determinar como essas
solucaes se comportam quando .v -> x„. Por exemplo, y	 oc do mesmo modo que (x -x0)- 1 , ou como (x
- x0)	 ou de alguma outra maneira?

Nosso objetivo e estender o ni6todo ja desenvolvido para resolver a Eq. (1) perto de urn porno ordina-
rio de modo que elc possa tambem scr aplicado na vizinhanga de um ponto singular x„. I Yara fazer isso de
mo	 c sin-1p es e necessario nos restringirmos a casos one e as siriti andades das funcOes
QIP e RIP em x = .v„ nao sao muito severas - ou seja, o que poderiamos chamar de "singularidades fracas".
Neste porno nao é claro o que seria exatamente Luna singularidade aceitavel. No entanto, ao desenvolver-
mos o metodo de solugao voce very que as condigOes apropriadas (veja tambem o Problem 21 na Segao
5.6) para distinguirmos "singularidades fracas" sac)

	

lim	
Q.(x) 

(x XO) 
P(x)	

finito
x—x„

e

R(x)
	lim 	 - x0 ) 2	e finito.

P(x)

Isso signilica que a singularidade em Q/Pnao pode ser pier do que (.v - x0)- 1 e a singularidade em RIP nao
pode ser pair do que - x0 ) 'Jai porno e chamado de ponto singular regular da Eq. (1). Para equagOes
corn coeficientes mais gerais do que polinOmios,x„ 6 urn porno singular regular da Eq. (1) se for urn ponto
singular e Sc ambas as fur-10es"

Q(x)
Cr	

P(x)

e	 x0)2 Rp((:))
(31)

tiverem series de Taylor convergentes em torno de x„ - ou seja, se as fungOes na Eq. (31) forem analf-
ticas em x x„. As Eqs. (29) e (30) implicam que isso sera verdade quando P,Q c I? forem polinomios.
Oualquer ponto singular da Eq. (1) que nao seja urn ponto singular regular e chamado de ponto singular
irregular da Eq. (1).

Note que as condicOes nas Eqs. (29) e (30) sao satisfeitas pela equacao de Euler (28). Logo, a singula-
ridade em uma equacao de Euler 6 urn ponto singular regular. De fato, veremos que todas as equagOes da
forma (1) se comportam de modo muito parecido corn as equagOes de Euler perto de urn ponto singular
regular. Ou seja, solugOes perto de urn panto singular regular podem incluir potencias de .v corn expoentes
negativos ou que nao sejam inteiros, logari tmos ou senos ou cossenos corn argumentos logarftmicos.

Nas segOes a seguir discutiremos como resolver a Eq. (1) na vizinhanca de um ponto singular regular.
Uma discussao de solucOes de equagOes diferenciais na vizinhanca de pontos singulares irregulares e mais
complicada e pode ser encontrada em livros mais avangados.

Determine os pontos singulares da equacao de Legendre

(1 - x2 )y" - 2xy' + a(a 1)y = 0
	

(32)

e determine se eles sao regulares ou irregulares.

"As funcOes dadas na Eq. (31) podem ntho estar definidas em x 0; nesse caso, sao atribufdos setts valores em x, como seus
limites quando x —n x„.

EXEMPLO

4
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Neste caso P(x) =1 –x2 , de modo que os pontos singulares sZio x = 1 e x = –1. Observe que quando dividimos
a Eq. (32) por 1 – x 2 os coeficientes de y' e de y ficam iguais a –2x1(1 – x 2 ) c a(a + 1)/(1 – x 2 ), respectivamente.
Vamos considerar primeiro o ponto x 1. EntAo,das Eqs. (29) e (30) calculamos

–2x	 (x – 1)(-2x) = lim 2xlim	 — 1
X

lirn(x	 1) 	  –
1 –X`	 (1 – x)(1 + x)	 x- 	 I +.Y

e

lim(x – 1)2
a

.(
a + 1) – . (x – 1) 2 a(ce + 1) 

lun
x - 1 1 – x-	 x--. 1 (1 – x)(1 + x)

= lint(x – 1)( –a)(a ± 1) _ 0.
A -41	 1 + X

Como esses limites sdo finitos, o ponto x = 1 é urn ponto singular regular. Pode-se mostrar, de maneira seme-
lhante, que x = –1 tamb6m 6 urn ponto singular regular.

Determine os pontos singulares da equacdo diferencial

2x(x – 2)2y" + 3xy' + (x – 2)y = 0

e classitique-os como regulares ou irregulares.
Diviclindo a equacao diferencial por 2x(x – 2) 2, temos

3 
y + 

2(x – 2)
2y' + 2x(x

1

– 2)Y 
= 0,

de modo que p(x) = Q(x)1P(x) = 3/2(x – 2) 2 e q(x) = R(x)1P(x) = 112x(x – 2). Os pontos singulares sao x = 0 c
.v = 2. Considers .v = 0.Temos

3 
urn xp(v) = urn x

x--.0 2(x – 2) 2 =•0

1
Iim x-q(x) = lim x 2 	 	 – 0.

x•O 2x(x – 2)

Como esses lim nes s5o finitos.x = 0 6 um ponto singular regular. Para x = 2, temos

3 
Iim(x – 2)p(x) = lim(x 2)

2(x –

3 

2)2 
= 

x
li
–
m

x-2	 2 2(x – 2)

de modo que o limits nao existe: portanto„v = 2 6 um ponto singular irregular.

EXEM PLO

5

EXEM PLO

6

Determine os pontos singulares de

(x— 2)
\ 2 

y" + (cos x)y' + (senx)y = 0

e classilique-os como regulares ou irregulares.
0 unico ponto singular 6 .v = 7r/2. Para estuda-lo, vamos considerar as funcaes

/	 Jr \	 /	 \ Q(x) =

p(x) =	 -

(1. 7r ) q(X) = (X-
	 R;(:))

2

A partir da serie de Taylor para cos x em torno de x 7r/2 encontramos

COS .V
	  .= –1 + 

(x — 7r/2) 2	 (x – 7r/2)4
—

x – 7/2	 3!	 5!

que converge para todo x. Analogamente, sen x e analitica em x = 7r/2. Portanto, concluimos que 7r12 6 urn ponto

singular regular para esta equacdo.

cos X

x – 7/2

= senx.
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PROBLEMAS 
Em cada urn dos Problemas de 1 a 12, determine a soluezio geral da equacao diferencial dada, valida em qual- •

69., 13. 2x2y"+xy' - 3y = 0, y(1) = 1,

4x2y" + 8xy' + 17y = 0, y(1) = 2,

x2y" - 3.vy' + 4y = 0, y(-1) = 2,

$•?., 16. x2y" + 3xy' + 5y = O. y(1) = 1,

x2y" - xy' + y = 0	 0 (x - 1) 2y" + 8(x - 1)y' + 12y = 0

x2y., 6xy' - y = 0	 8. 2x2y" - 4xy' + 6y = 0

9. x2y" - Sxy' + 9y = 0	 10. (x - 2) 2y" + 5(x - 2)y' + 8y = 0

111. x2y" + 2xy' + 4y = 0	 12. x2y" - 4xy' + 4y = 0

Em cada urn dos Problemas de 13 a 16. encontre a solucão do problema de valor inicial dado. Rica o grafico da
solu45o c descreva como ela se comporta quando x --> 0.

y(1) = 4

y'(1) = -3

y'(-1) = 3

y'(1)= -1

Em cada urn dos Problemas de 17 a 34. encontre todos os pontos singulares da equacao dada e determine se
cada urn deles é regular ou irregular.

17. xy" + (1 - x)y' + xy = 0	 g .v2 (1 - x) 2y" + 2xy' + 4y = 0

x2 (1 - x)y" + (x - 2)y' - 3xy = 0	 20. x2 (1 - x2 )y" + (2/x)y' + 4y = 0

21. (1 - x2 ) 2y" + x(1 - x)y.' + (1+ x)y = 0

x2y" + xy' + (x2 - v'-)y = 0,	 equacao de Bessel

+ 3)yv' - 2xy' + (1 -x2 )y = 0

x(1 - x2 ) 3y" + (1 - x2 ) 2y + 2(1 + .v)y = 0

(x + 2)2 (x - 1)y." + 3(x - 1)y' - 2(x + 2)y = 0

x(3 - x)y" + (x + 1)y' - 2y = 0

(r2 + x - 2)y" + (x + 1)y' + 2y = 0

29. y" -I- ( In l x 1)y + 3xy = 0

0)) x2y" - 3(senx)y' + (1 + x 2 )y = 0

33. (senxly" + xy' + 4y = 0

quer intervalo que nao inclui o ponto singular.

.v 2y" + 4xy' + 2y = 0 	 2. (x + 1) 2y"+ 3(x + 1)y'+ 0,75y = 0

4. x2y" + 3xy' + 5y = 0x2y." - 3xy' + 4y = 0

28. xy" +	 + (3 cos x)y = 0

30. x2y" + 2(er - 1)y' + (e' cosx)y = 0

32. .vv" + y' + (cot x)y = 0

34. (.vsenx)y" + 3y' + xy = 0

35. Encontre todos os valores de a pa ra os quais todas as solucOes de x 2y" + axy' + ( 5/2)y = 0 tendem a zero
quando x -> 0.
Encontre todos os valores de fi para os quais todas as solucOes de x2y" + fly = 0 tendem a zero quando x	 0.
Encontre y de modo que a soluc5o do problema de valor inicial x2y"- 2y = 0, y(1) = 1, y' (1) = y permaneca
limitada quando x -> 0.
Encontre todos os valores de a para os quais todas as soluciies de x 2y" + axy' + ( 5/2)y = 0 tendem a zero
quando.v	 00.

39. Considcrc a equacão de Euler x2y" + axy' + fly = 0. Encontre condici.ies sobre a e fi para que:
Todas as solucOes tendam a zero quanclo x -> 0.
Todas as solucOes permanecam limitadas quando x -> 0.
Todas as solucOes tendam a zero quando x 	 cc.
Todas as solucOes permanecam limitadas quando x ->

(e) Todas as solucaes permanecam limitadas quando x -> 0 e quando .v 	 oo.
40. Usando o metodo de reduc5o de ordem, mostrc que se r, é um raiz repetida de

	

r(r - 1) + ar	 = 0,

entao	 e x' l In x sat solucOes de x 2 v" + axy' + fly = 0 para .r > 0.

Em cada urn dos Problemas 41 e 42, mostre que o ponto x = 0 é um ponto singular regular. Tente, em cada

problema, encontrar solucOes da forma E a„x''. Mostre que (exceto por nuiltiplos constantes) existe apenas
n.o

uma soluciio nä° nula dessa forma para o Problema 41 e que Mio existem solucaes n5o Hulas dessa forma para
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o Problema 42. Assim, em nenhum dos casos a soluc5o geral pode ser encontrada desse modo. Isso e tfpico de
equagOes corn pontos singulares.
41. 2xy" + 3y + xy = 0

2x2y" + 3xy' — (1 + x)y = 0

43. Singularidades no Infiniti). As detinicOes de ponto ordinario c ponto singular regular dadas nas secOes
precedentes SO se aplicam se o ponto .v„ e finito. Em trabalhos mail avancados de equacOes diferenciais e

	

necessario, muitas vezes, discutir o ponto no infinito. Isso é kilo atraves da inudanca dc 
V;Iri:o. el	 lix e

estudando-se a equacao resultante em = 0. Mostre que, para a equack) direrencial

P(x)Y" + Q(x))/' + R(x)y = 0,

o ponto no inlinito é um ponto ordinario se

I	 2P(1/4)	 Q(1/)1
P(1/0 I_	 4

R(1/0 
013(1/0

tern expansOes em serie de Taylor em torno de	 = 0. Isilostre,tambem, que o panto no inlinito um ponto
singular regular se pelo menos uma dessas fungi -5es nil() tern expansao cm serie de Thylor. was ambas as
funcOes

1-2P(1/)	 Q(1/01	 c	 ROA)
P(1/) el3(1/)

tern tais expansOes.

Em cada um dos Problems de 44 a 49, use os resultados do Problema 43 para determinar se 0 pontes no inlinito
e urn porno ordinario. singular regular ou singular irregular da CqUaga0 clifercncial dada.

y" + y = 0

x2y"+ xy' — 4y = 0
(1 — x'-)y" — 2xy' + CY + 1)y = 0, Equacão de Legendre

47. x 2).- xy' + (x2 — v2 )Y = 0. Equacâo de Besse!

629 y" — 2xy' + by = 0, Equacão do Hermite

49. y" — xy 0, Equaciio de Airy

5.5 Solusiies em Serie Perto de um Ponto Singular Regular, Parte I

Vamos considerar, agora, o prohlcma de resolver a equacäo geral linear de segunda ordem

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0	 (1)

em uma vizinhanca de um ponto singular regular x = x„.Vamos supor, por conveniencia, que x„ = 0. Se xo
0, podemos transformer a equac5o,em uma equac5o para a qual o ponto singular regular esta na origem
igualando x —x„ a 1.

0 fato de que x = 0 6 um ponto singular regular da Eq. (1) significa que xQ(x)/P(x) = xp(x) e x'R(x)/

P(x) = .v2q(x) tem limites finitos quando.v	 0 e sao analfticas em x = 0. Logo, tem expansao em series de

potencias convergentes da forma
00

xp(x) = Ep,ix", X2 q(x) -=
,i=0

(2)

em algum intervalo lx1 < p em torno da origem, onde p> O. Para fazer corn que as funcOes xp(x) e x2q(x)

aparecam na Eq. (1), e conveniente dividi-la por P(x) e depois multiplicA-la por x 2 , obtendo

x2 y" + x[xp(x)ly' + Ex
2 q(X)1Y = 0 ,	 (3)

OU

x2y" + x(po + p i x + • • • +Pn-el + • ')Y

+ (go + i x + • • • + q„-xn + -)y = 0.	 (4)

Se todos os coeticientes e q, forem nulos, corn a possivel excecao de
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EXEMPLO

=Jim
	 (x)	 x2

Po =	 go = lim 
R(x)

	x-40 P(x)	 P(.x)	 '

entdo a Eq. (4) se reduz a equacAo de Euler

x2Y + PoxY + goy = 0,

que foi discutida na secdo precedents. E claro que, em geral, alguns dos pn e q„, n > 1 nao sao nulos. En-
t retanto, o  caräter essencial das solucoes da Eq. (4) c identico ao das solucbes da equacâo de Euler (6YA:
presenca dos termos p +	 + Art." +	 e q ,x +	 + q„x" +	 s6 complica os calculos. •

Vamos restringir nossa discussilo principalmente ao intervalo x > 0.0 intervalo x < 0 pode ser tratado,
como para a equac5o de Euler, pela mudanca de variAvel x = 4 e posterior resolucao da equacao resul-
tante para > 0.

Como os coeficientes da Eq. (4) sao "coeficientes de Euler' . multiplicados por serie de potencias,
natural procurar solucOes da forma "solticOes de Euler" multiplicadas por serie de potencias. Supomos,
entdo, que

oc

y= xr (ao + n i x + • • • + anxn + • • -) = xr E anxn = E a„x r— " ,	 (7)
n=0	 n0

onde a„ 0. Em out ras palavras, r 6 o expoente do primeiro termo da serie e
parte da solucdo, temos que determinar:

Os valores de r para os quais a Eq. (1) tern uma soluciio da forma (7).
A relacdo de recorrencia para os coeficientes a „.

3. 0 raio de convergencia da serie E a„.v"
n=„

A teoria geral é devida a Frobenius,'' e é razoavelmente complicada. Em vez de ten tar zipresen tar essa
teoria vamos supor,simplesmente,nesta e nas duas prOximas secOes, que existe uma solucao da forma es-
pecilicada. Em particular. vamos supor que qualquer serie de potencias em uma express5o para a solucäo
tent raio de convergencia Mio nulo e vamos nos concentrar em mostrar C01110 determinar os coeficientes
em tal serie. Para ilustrar o metodo de Frobenius, vamos considerar primeiro um exemplo.

Resolva a equaciio diferencial

n„ é seu coeficiente. Como

1

	

	 2x2y" —xy' + (1 + x)y = O.	 (8)

E Neil most ra r que x = 0 um onto singular regular da Eq. (8). Alen) disso, xp(x) —1/2 e x =q(x) = (1 + x)/2.
Assim,p„ = —1/2, „ = 1/2.
de Euler correspondente

todos os outros coeficientes pn c (i„ sao nulos. Entao. da Eq. (6), a equaciio
Cl . ( 8)

2x2y" — xy' + y = 0.

Para resolver a Eq. (8), vamos supor que existe uma soluc5o da forma (7). Logo. y' e y" silo dados por
ro

y = E an (r + t)xr+"--1
n=0

e

y' =	 a„(r 12)(rt+ — 1 )1J-4-I1-2

n=0

Substituindo as expressOes para y, y' e y" na Eq. (8), obtemos
eo

2x2y" — xy' + (1 + x)y = E2a„(r + n)(r + n — 1).v r+" —
n=0

co

Et
oxr+n	 E a,,xr+n	E anxr+n+I

n.0	 n=0	 n=o=o

(12)

O Ultimo termo na Eq. (12) pode ser escrito como E	 de modo que, combinando os termos na Eq.
00

/I=I(12). obtemos

2x2y" — xy' + (1 + x)y = ao[2r(r — 1) — r + 1J.0

00

 1[2(r + n)(r + n — 1) — (r + n) + 11 an + a „_ i l	 " = 0.	 (13)
n=1

°Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) foi (como Fuchs) estudante e depois professor na University of Berlim. Mostrou
como construir solucOes em serie cm torno de pontos singulares regulares cm 1874. Seu trabalho mais importante, no entanto,
foi em algebra, onde foi urn dos expoentes entre os primeiros a desenvolver a teoria dos grupos.
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Como a Eq. (13) tern que ser satisfeita para todo x, o coeficiente de cada potencia de .v na Eq. (13) tem que ser
zero. Como a„ 0, obtemos do coeficiente de x'

2r(r — 1) — r + 1 = 2r 2 — 3r + 1 = (r — 1)(2r — 1) = 0. 	 (14)

A Eq. (14) 6 chamada de equaciio indicial para a Eq. (8). Note que ela é exatamente a equacao polinomial que
obterfamos para a equacäo de Euler (9) associada a Eq. (8). As raizes da equac5o indicial s5o

r l = 1,	 r2 = 1/2.	 (15)

Esses valores de r s5o chamaclos de expoentes na singularidade para o pont° singular regular .v = 0. Eles deter-
minam o comportamento qualitativo da solucao (7) na vizinhanca do ponto singular.

Vamos voltar, agora, para a Eq. (13) e igualar o coeficiente de x"" a zero. Isso nos fornece a relaczio

[2(r + n)(r + n — 1) — (r + n) + 11 a „ + a„_ 1 = 0,	 n > 1.	 (16)

ou
an -1

2(r + n) 2 — 3(r + n) + 1

[(r + n) — 1][2(r + n) — 1]' 	
n > 1.	 (17)

a „ _ 1

Para cada raiz r, e r, da equac5o indicial, usamos a relac5o de recorrencia (17) para determinar um conjunto de
coeficientes a,, a 2 . .. Para r = r, = I, a Eq. (17) fica

a„ — 
(2n + 1)11

an_i	
n > 1.

Logo,
ao

= —
3 • 1

a l	 no
a2 — 5 • 2 — (3 • 5)(1 2)'

e
	a 2	 ao

	

a3-- 77 • 3	 (3 5 • 7)(1 • 2 • 3•

Ern geral, temos

a n > 4.	 (13)
= 13 • 5 • 7 • • • (2n + 1)1/i!a°'

(-1)" 

Multiplicand° o numerador e o denominador da expressào a direita do sinal de igualdade na Eq. (18) por 2 •4
• 6 ... 2n = 2",z!, podemos reescrever a„ comp

(-1)^2" a	 n > 1.
an — (2n + 1)!

Portanto, se omitirmos a constants multiplicativa a,1 . uma solucäo da Eq. (8) é

(x) = x [1 +	 (2,1 + 1)!
Xn •	 x > 0.	 (19)

(-1)"2n

n=1

Para determinar o raio de convergencia da serie na Eq. (19). usamos o teste da razao:  

an+ixn+1 2Ixl 
lim	 = 0

(2n + 2)(2n + 3)lira   
anx"          

para todo .v. Logo, a serie converge para todo x.
Vamos proceder de modo analog() para a segunda raiz r = r, = Z. Da Eq. (17), temos

an -1
a„ — 	

2n (n —  
n > 1.

n(2n — 1)'

Portanto,
ao

at =

a1	 no

a2 = 2 • 3 — (1 2)(1	 3)'

a2 	 a()
a3 =	 = (1 • 2 3)(1 •3 • 5)'

a„ —
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e, em geral.

n„ =	 	 ao,	 /1 > 4.

	

n!l1 • 3 • 5 • • (2n — 1)]	
(20)

Como no caso da primeira raiz r 1 , multiplicamos o numerador e o denominaclor por 2 • 4 • 6... 2n = 2"n!. Tem
entiio,

(-1)"2"
= 	 at),	 n> 1.

(2n)!
Omitindo novamente a constante multiplicativa a„, obtemos a segunda soluc5o

[
0.)	 ,

Y2(x) = x	 I +1/2	 E ‘72n); 1 n xn_i n ,

Como anteriormente, podemos mostrar que a serie na Eq. (21) converge para toclo .v. Como y, e y, se compor-
tarn comox e x'' 2 , respectivamente, pert() de .v = 0. estas funceies formai)) um conjun to fundamental de solucOes,
I.ogo, a soluciio geral da Eq. (8) é

y	 (x) + czy2 (x),	 x > 0.

O exemplo precedente ilustra o fato de que se x = 0 for um ponto singular regular, ent50 algumas vezes
existirao duas solucOes da forma (7) em uma vizinhanca dessc ponto. Analogamente, se existir urn ponto
singular regular em x = .v 0, poder5o existir duas solucaes da forma

Y =	 — xor Ean(x — x0)"	 (22)
n=0

que são vzilidas perto de x x„. No entanto, assim canto uma equaciio de Euler pode Mio ter duas solucOes
da forma y = x', uma equacilo mais genii corn um ponto singular regular pude n5o ter duas solucOes da
forma (7) ou (22). En) particular, vamos mostrar na prOxima se45() (me se as raizes r, c r, da equacao in-
dicial forem iguais on diferirem por um inteiro, entao a segunda soluciio sera normalmente uma estrutura
mais complicada. Em todos Os casos, no entanto, c possivel encon t rat- polo memos tuna solucAo da forma
(7) ou (22); se r, c r, di ft:61-cm por urn inteiro, essa soluc5o correspondera ao major valor de r. Se existir
apenas uma dessas solu4eies,ent50 a segunda solucão envolverzi urn term() logarittnico,como na equacao
de Euler quando as rafzes da equacäo caracterIstica sac) iguais. 0 me todo de reducao de ordeal ou algum
outro procedimento pode ser usado para se determinar a segunda solucão nesse caso. Isso sera discutido
nas SecOes 5.6 e 5.7.

Se as rafzes da equacdo j udicial forem complexas, entzio elan Mio poderao ser iguais nem diferir por
um inteiro, de modo que sempre existirao duas solucOes da forma (7) ou (22). E clam que essas solucOes (1.
sao funcOes complexas de x. No entanto, comb para a equacao de Euler, e possivel obter solucOes reais
tomando-se as panes real c imaginziria das solucaes complexas.

Finalmente, vamos mcncionar tuna quest5o pratica. Se P, Q e I? forem polinOmios, sera bem melhor,
muitas vezes, trabalhar diretamente corn a Eq. (1) do que corn a Eq. (3). Isso evita a necessidade de ex-
pandir xQ(x)/P(x) e x2/?(.v)//)(x) cm series de potencias. For exemplo, c mais conveniente considerar a
equacao

x(1 + x)y" + 2y' + xy = 0

do que escreve-la na forma

2x	 x2
x2 y" + 	 Y' + 	  = 0,

1 + x	 1 + x"

0 que implicaria expandir 2x/(1 + x) c x 2/(1 + x) em series de potencias.

PROBLEMAS Em cada um dos Problems de 1 a 10:
N1ostre que a equacão diferencial dada tens um ponto singular regular em x = 0.
Determine a equacão indicial, a relac5o de recorrencia e as rafzes da equack) indicial.
Encontre a soluc5o em serie (x > 0) corresponclente a major raiz.
Se as rafzes forem diferentes e n5o cliferirem pOF um inteiro, encontre, tambem, a soluc5o em serie corres-
pondente a menor raiz.

x > O.	 (21).



1 2xy" + y' + xy = 0
xy" + y = 0

5. 3x2y" + 2.vy' + x2y = 0
7. xy" + (1 — x)y' — y =

9. x2y" — x(x + 3)y' + + 3)y = 1)

11. A equacdo de Legendre de ordem a é
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0x2y xy + (x2	 y = 0

4. xY + y — = 0
6. x2y" + xy' +(x— 2)y = 0
8. 2x2y" + 3xy' + (2x2 — 1)y = 0

10. 1.2y, (x2 + y = 0

(1 — x2 )y" — 2xy' + a(a + 1)y , = 0.

A solucao desta equaciio perto do ponto ordindrio x = 0 foi discutida nos Problemas 22 	 da Seciio 5.3.
0 Exemplo 4 da Seciio 5.4 mostrou que .v = ±1 são pontos singulares regulares.

Determine a equaciio indicial c suas raizes para o ponto x = 1.
Encontre uma solucilo em serie de potencias de x — 1 para x — I > 0.

Sugesteio: cscrcva 1 + x = 2 + (x — I) e.v = I + (x — I). Outra maneira é fazer a mudarica de vari:ivel .v — I =
e determiner uma solucao em set-le de potencias de t.

12. A equacao de Chebyshev é

(1 — A- 2 )y" — xy' + a2y = 0,

onde a e constante: veja o Prohlema 10 da Seciio 5.3.
(a) Mostre que x = 1 e.r = -I silo pontos singulares regulares e encontre os expoentes em calla uma dessas

singularidades.

6 (b) Encontre duas solucOes em torso de .v = I.
A eqUi1C50 diterencial de Laguerre" e

xy" + ( —	 Xy -=

Mostre que x = 0 e um ponto singular regular.
Determine a equac5o judicial. suas raizes e a relacâo de recorrencia.

(c) Encontre uma soluciio (x > 0). Mostre que se A. = nz for urn inteiro positivo, essa solucäo se reduzira a
um polinOmio.Quando normalizado apropriadamente, esse polintimio e conhecido como o polinOmio
de Laguerre. /.„,(x).

14. A equacao de Bessel de ordem zero é

x2y" + xy' + x2y = 0.

Mostre que x = 0 e um ponto singular regular.
Mostre que as raves da equacno indicial siio r, = r, = 0.

(c) Mostre que tuna soluci •to para x > 0

(-1)"x2"
J0 (x) = l + E 	 22,1(02

ri=1

(c1) Mostre que a serie para J„(x) converge para todo x. A funciio J„ é conhecida como a (wick) de Bessel
de primer ra especie de ordem zero.

15. Corn referencia ao Problema 14, use o metodo de reducao de ordem para mostrar que a segunda soluciio
da equaciio de Bessel de ordem zero content um termo logaritmico.
Ssigesulo: se y2 (x) = J„(x)u(x), entao

dx
.Y2(x) = Ju(x)	 -Wo(x)12 •

Encontre 0 primeiro termo na expansiio em serie de 1/x[J„(x)12.
16. A equac •zio de Bessel de ordem um é

x 2yri xyi + (x2 _ 1)), = 0.

(a) Mostre que x = 0 e um ponto singular regular.
(h) Mostre que as rains da equac5o indicial são r, = 1 e r2 = —1.

"Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886). urn geinnetra e analista frances, estudou os polinOmios que levam seu nome em
tomb de 1879.



XP =	 Pn-ei
n=0

x2 q(x) =	 nxn

n=0
(2)

e ambas as series convergem em um intervalo Ix' < p para algum p > 0. 0 ponto .v = 0 e um ponto singular
regular, e a equacâo de Euler correspondente 6

x2y" + poxy' + goy = 0.	 (3)

Procuramos uma soluciio da Eq. (1) para x > 0 e supomos que ela tem a forma

y q5(r,x) =	 E a,,x" = E anx"-",	 (4)
n=(1	 n=0

onde ao 0, e escrevemos y = 0(r. .v) para enfatizar que (/) depende tanto de r quanta de x. Segue que

= 

CX) 

(r + n)a„.v"+"-1
	

y" = E (r n)(1. n -	 )anxri-n-2	
(5)

n=0	 n=0

Ent5o,substituindo as Eqs. (2), (4) c (5) na Eq. (1), obtemos

aor(r - 1)1 + (r + 1 )rx'+I + • + a„(r + n)(r + n -1)xr+" + • • •

(Po +	 + • • • + PnXn + • • •)

x [aorxr + a 1 (r + 1)xr+1 + • • • +	 (r + n)zr-rn + • • • I
(go +	 + • • • + gnxn + • • .)

x (aoxr aix r+1	 anxrin	 = 0.

Multiplicando as series inlinitas e depois juntando os termos semelhantes, temos

aoF(r)xr + [a l F(r + 1) + au(Pi r +	
+1

la2 F(r + 2) + ao(P2 r +q2) + a lIP1(r + 1) + chi} X r +2

+ „ F (r + n) + ao(P + (10+ a t[/3n-1( r + + (1,11

+	 + n -	 +	 xr+n + • • • = 0,

ou,em forma mais compacta,

}IF (r + rz)a,, +	 a k[(r + k )Pn-k + (I n— k 1 xr+n = 0,	 (6)
k =0

L[C(r,x) = aoF(r)xr

n= I

onde

n-1
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Mostre que uma solucdo para x > 0 e

x	 (-1),. x2,1

31(0 = 2	 (n + 1)! n! 22n
n=()

Mostre que a set-le converge para J,(x) para todo x. A funcâo J, é conliecida como a funcäo de Besse!"
de primeira esp6cie de ordem urn.

(e) Mostre que e impossivel determinar uma segunda solucdo da forma

x -1	 b„ x",	 x > 0.
n=0

5.6 Solusiies em Serie Perto de um Ponto Singular Regular, Parte II

Vamos considerar, agora, o problema geral de determinar uma soluciio da equacilo

L[y] x2y" + x[xp(x)]y/ + [x2q(x)]y = 0,

onde

(1)
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F(r) = r(r - 1) +por + go.	 (7)
Para que a Eq. (6) seja satisfeita para todo x > 0, o coeficiente de cada potencia de x tem que ser igual a
zero.

Como no 0 0, o termo envolvendo	 leva a equacão F(r) = 0. Esta equac5o e chamada de equacao
indicial; note que é exatamente a equacdo que obterfamos procurando por solucites da forma y = .v' da
equacdo de Euler (3).Vamos denotar as raizes da equacao indicial por r, e r,,com r. > r, se as raizes forem 
reais. Se as raizes forem complexas, nao importa sua desi gnac5o. So podemos esperar encontrar solucites
da Eq. (1) da forma (4) para esses valores de r. As raizes r, e r, sit° chamadas de expoentes na singulari-
dade; elas determinam a natureza qualitativa das solucOes em uma vizinhanca do ponto singular.

Igualando a zero o codiciente de x''" na Eq. (6), obtemos a relacao de recorrencia
n- I

F(r + a)a,,	 ak[( r + k )Pn-k + qn-k] = 0,	 a > 1.	 (8)
k=0

A Eq. (8) mostra que, em geral, a„ depende do valor de r e de todos os coeficientes anteriores 	 11„, 
Ela mostra, tambem, que podemos calcular sucessivamente os valores de a l , u,, ...,a„,... em funcao do a„c 
dos coeficientes das series para xp(x) e para x'g(x) desde que F(r +	 n5o sejam

-hulos. Os unicos valores de r para os quais F(r) = 0 sdo r = r, e r = r2 ;	 r,, segue que r, + it tido e

	

2, if!,u711 a r, nem a r, se n > I . Em consequencia. 	 + n) * 0 para n > 1. Logo, sempre pock mos dcterminar
uma solucdo da Eq. (1) da forma (4), a saber,

cc
y i (x) = .rrI [1 + E a„(ri )xni, x > 0.	 (9)

n=1

Int roduzimos a notaczio a„(r,) para indicar que a„ foi determinado da Eq. (8) com r = r,. Para especilicar
a constante arbitrziria na solucao, escolhemos a„ como 1.

Se r, nfto for igual a r, c se r, - r, nä° for um inteiro positivo. entzio r, + n sent diferente de r, para todo
valor de a > portanto, F(r, +	 * 0 e sempre podemos obter ulna segunda solucao

y2(x) =	 [i E an(r2)x"1, X > 0.	 (10)
n.1

Da mesma forma quc para as solucOcs em s6rie em tomb de um ponto ordinzirio, discutidas na
Secao 5.3. as st3ries nits Eqs. (9) c (10) co tvergem pelo memos no intervalo lx1 < p onde ambas as se-
ries para xp(v) e	 converg2.11-22. Dentro de seus ratos tre convergencta, as series de potenctas

cc,
I + E a„(r i )x" e I + E an(r2)xn detinem funcOes analfticas cm x = 0. Assim, o  comportamento sin-

gular das funcites v, c y,, se existir, sera devido aos fatores 	 c	 quc multipliczim essas duas funcLes
anztliticas. A segui r, para 	 sttlucites reais para x < 0 podemos fazer a substituicito x = - 	 coal	 > 0.
Como poderiamos esperar da nossa discussäo sobre a equacdo de Euler, basta substituir x' n na Eq. (9) e
xr: na Eq. (10) por lx1' ∎ e lx1'2 , respect ivamente. Finalmente, note que se r, e r2 forem nit meros complexos,
entao sera() necessariamente complexos conjugados e r, * r, + N para qualquer inteiro positivo N. Assim,
nesse caso sempre podemos encontrar duas solucties em serie da forma (4); no entanto, elas sat) funcaes
complexas de .v. SolucOes reais podcm ser obtidas tomando-se as partes real e imaginziria das solucOes
complexas. Os casos excepcionais em que r, = r, ou r, - r2 = N, onde N é urn inteiro positivo, necessitam

de uma discussâo major e sera() considerados mais tarde, nesta secâo.
E importante compreender que r, e r„ os expocntes no ponto singular, säo Weis de encontrar e que

eles determinam o comportamento qualitativo das solucOes. Para calcular r, e r2 , basta resolver a equacao

indicial de segundo grau

r(r - 1) + por go = 0,	 (11)

cujos coeficientes sat) dados por

po = lim xp(x),	 go = lim x2 q(x)•	 (12)

	

x-0
	 x-4,0

Note que esses sao exatamente os limites que precisam ser calculados para se classificar o ponto singu-
lar como ponto singular regular; assim, cm geral eles ja foram determinados em urn estAgio anterior da
investigacao.

Alem disso, se x = 0 é urn ponto singular regular da equacdo

P(x)y'' + Q(x)y' + R(x)y = 0,	 (13)
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onde as funcOes P, Q e R sao polinOmios, entao xp(x) = xQ(x)/P(x) e x2q(x) = x2 R(x)IP(x). Entao,

po ilm X
Q	

go = lim x2 no	 (14)o	
(x) 

	

P(x)	 x- o	 P(x)

Finalmente, os raios de converencia das series nas Eqs. (9) e (10) sac), pelo menos, iguais a distancia da
origem ao zero mais prOximo de P(x) diferente do prOprio x = 0.

Discuta a natureza das solucoes da equacao

2x(1 + x)y" + (3 + x)y' - xy = 0

perto dos pontos singulares.
Esta equacdo e da forma (13) com P(x) = 2x(1 + x). Q(x) = 3 + x e R(.r) = -x. Os pontos x = 0 e x -1 sao os

Unicos pontos singulares. 0 ponto .v = 0 6 urn ponto singular regular, ja que

lim x 	
3 +	 3

= limx 	  =
P(x)	 2x(1 + x)	 2

,	, 	 -x
lim x

R(x)
-- = iim.v- 	  = 0.

x-o P(x) x-0	 2x(1 + x)

Alem disso, da Eq. (14), po = e (h. 0. Logo, a equagfio indicial c r(r - 1) + = 0 e as raizes sao r, = 0. r, =
Como essas raizes na g sao iguais nem diferem por um inteiro, existem duas solucOes da forma

EXEMPLO •

1

(x) 1 + E a„(0)x" e = 1.11-1/2 [1 + E a„	 )
n=1

para 0 < 1.v1 < p. Uma c• to inferior mra o raio de convergencia de cada s6rie é 1, a distlincia de .v = 0 a x = -1, o

	

outro zero de P(x). Note que a solucilo y,(x) permanece limitada quando .v 	 0, C. de law, analitica al, c que a
segunda solucäo y2 torna-se ilimitada quando .v -* 0.

0 ponto x = -1 tambiim é um ponto singular regular, pois

0.1")	 .	 	 1)(3	 -T) 
Inn (x + 1) 	  =	 	  =

P(x)	 2x(1 +x)

I j m (x + 1) 2 R(x) 
= lirn 	 + 1)2(-x) 0.

P(x)	 x-. - II	 2x(1 +

Nesse caso, p„ = -1. q„= 0, de modo que a equaclio indicial e r(r - 1) - r 0. As razes da equac5o indicial
= 2 e r, = 0. Correspondendo a major raiz existe uma soluciio da forma

	

y i (x) = (x+ 1) 2 [1
	 00 

a„(2)(x + 1)'1

A serie converge pelo menos para Ix + ii < 1 e y, e uma funcfio analitica al. Como as duas raizes diferem por urn
inteiro positivo, pode existir nu nag uma segunda soluclio da forma

Y2(x) = 1 + E an (0)(x +

Nao podemos dizer mais nada sem uma analise mats profunda.
Note que não foram necessarios calculos complicados para se descobrir informaceies sobre as solucOes apre-

sentadas neste exempt°. So precisamos calcular alguns limites e resolver duas equagOes de segundo grau.

Vamos considerar, agora, os casos nos quids a equacao indicial tern raizes iguais ou que diferem por
urn inteiro positivo, r, - r2 = N. Como mostramos anteriormente, sempre existe uma solucao da forma (9)
correspondente a major raiz r, da equacão indicial. Por analogia corn a equacao de Euler, poderfamos
esperar que, se r, r2 , entao a segunda solucao conteria um term° logarftmico. Isso tambeni podera ser
verdade se as raizes diferirem por um inteiro positivo.

Raizes iguais. 0 metodo para encontrar a segunda solucao é essencialmente o mesmo que usamos para
encontrar a segunda solucdo da equacao de Euler (veja a Seca° 5.4) quando as raves da equacao indicial
cram iguais. Vamos considerar r como uma variavel continua e determinar a„ em funcao de r resolvendo
a relacao de fecorrencia (8). Para essa escolha de a„(r) para n > 1, a Eq. [6) se reduz a



00a=
ar

r=ri r=r1

ao E an(r).ell
n_ 1

ao(r,x)
Y2 (X) =

ar
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L[01(r,x)	 aoF(r)x r 	ao(r —	 (15)
ja que r, é uma raiz repetida de F(r). Fazendo r = r, na Eq. (15), encontramos que L[0](r,, x) = 0; logo,
como ja sabfamos,y,(x) dado pela Eq. (9) 6 uma solucäo da Eq. (1). Mas, mais importante, segue tambem
da Eq. (15), da mesma forma que para a equaedo de Euler, que

	

L[a1

aqs	 a
(r i ,x) = ao 

ar
— kr (r — )2]

=

	

r	 rri

ao[(r — ri ) 21 In x + 2(r — rj).C. 1 	 = 0.	 (16)
.r=ri

Portanto, uma segunda solucâo da Eq. (1) e

OC	 1	 Ca)

()Cri In x) I (10 + E an(r1)x jn +x''	 a,t(ri)xn

	

L	 n=1

	= y i (x) In x +	 x > 0,	 (17)
n=1

onde a,',(r,) denota a derivada daldr calculada em r = r,.
Pode ser diffcil determinar a„(r) como fulled° de r a partir da reified° de recorrencia (8) c depois dife-

renciar a expressfio resultante em reified° a r. Outro maneira é simplesmente supor que y tern a forma da
Eq. (17). Ou seja, suponha que

= yi(x) In + Xr E b„.1- ,	 X>0,	 (18)
n-=

onde y,(x) ja foi encontrado. Os coeficientes b szio calculados, como de lifibito, substituindo na equaciio
diferencial, juntando os termos corres ondentes e igualando Os coeficientes de cada otencia de x a zero.
Uma terceira possibilidade 6 usar o metodo de reduciio do ordem para encontrar y 2(x) uma vez conhe-
cido y,(x).

Raizes r i e r2 Diferindo por urn Inteiro N. Nesse caso a deducdo da segunda soluedo é ben) mais complica-
da, e nao sera dada aqui. A forma dessa solucdo 6 dada pela Eq. (24) no prOximo teorema. Os coeficientes
c„(r2 ) na Eq. (24) sit() dados por

c,,(r2 ) = dr—[(r — r2 )a,,(r)]	 ,	 n = 1,2,...,	 (19)
r=r2

onde a„(r) é determinado da relacäo de recorrencia (8) corn no = 1. Alen) disso, o coeficiente de a na Eq.
(24)

a = lim (r — r2 )a,v(r).	 (20)
r—or2

Se aN(r2 ) for finito, então a = 0 e Y2 nao tem termo logarftmico. Uma deducdo completa das formulas (19)
e (20) pode ser encontrada no livro de Coddington (Capftulo 4).

Na pratica, a melhor maneira de determinar se a = 0 na segunda solucdo é tentar simplesmente calcu-
lar os a„ correspondentes a raiz r2 e ver se é possfvel determinar a .,-(r2 ). Se for, nao ha problema. Se nao,
precisamos usar a forma (24) corn a � 0.

Quando r, — r2 = N existem, novamente, tr'es maneiras de se encontrar uma segunda soluedo. Primeiro,
podemos calcular a e c„(r2 ) diretamente, substituindo y pela expressao (24) na Eq. (1). Segundo, podemos
calcular c„(r2) e a da Eq. (24) usando as formulas (19) e (20). Se esse for o procedimento planejado, ao
calcular a solucao correspondente a r r, nao se esqueca de obter a fOrmula geral para a„(r), em vez de
encontrar apenas a„(r,). A terceira maneira a usar o metodo de reducdo de ordem.

Teorema 5.6.1 Considere a equacâo diferencial (1),

x2 y" + x[xp(x)ly' + [x2q(x)b, = 0,n 	 ..
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onde x = 0 é urn ponto singular regular. Entdo, xp(x) e x2q(x) sdo analfticas ern x = 0 corn expansdo em
series de potencias convergentes

	

00	 00

xp(x) =	 p„xn ,	 x2q(x) = E „x"

	

n=0
	

n=0

para Ix' < p, onde p > 0 e o minim() entre os raios de convergencia das series de potencias para xp(x)

x2q(x). Sejam r, e r2 as rafzes da equacdo judicial

F(r) = r(r — 1) +por + go = 0,

corn r, > r,, se r, e r, forem reais. Entdo, em urn dos intervalos —p < x < 0 ou 0 < x < p, existe uma solucdo
da forma

co

	

y, (x) =	 [1 + a„(r 1 )x"	 (21)
n=l

onde os a„(r,) sdo dados pela relacdo de rccorrencia (8) corn a„ = 1 t, r =
Sc r, — r, ndo é zero nem urn inteiro positivo, entdo em urn dos intervalos —p < .v < 0 ou 0 < x < p existe

uma segunda solucdo da forma

mx) Ixr [1 +	 an(r2)x11 (22)

Os a n (r,) tambem sdo determinados pela relacdo de recorréncia (8), corn ao = 1 e r = r2. As series de
potencias nas Eqs. (21) e (22) convergem pelo menos para 'xi< p.

Sc r, = r2,entdo a segunda solucdo
00

y2(x) = y t (x) In lx1 + Ixr E b„(ri)x"
	

(23)
n=1

Se r, — r2 = N, urn inteiro positivo, entdo
00

y2(x) = ay, (x) In lx1 + lx1 r= I 1 + E c„(r2 )x"	 (24)
n=1

Os cocficientes a„(r,),	 c„(r2) c a constante a podem ser determinados substituindo-se a forma da
solucdo em serie y na Eq. ( 1 ). A constante a pode ser nula, caso em que a solucdo (24) ndo tern termo
logarftmico. Cada tuna das series nas Eqs. (23) e (24) converge pelo menos para Ix' < p e define uma
funcdo analftica em alguma vizinhanca de x 0.

Em todos os tres casos as duas solucaes y,(x) c y 2 (x) formam um conjunto fundamental de solucOes
para a equacdo diferencial dada.

00

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas dc 1 a 12:
	  (a) Encontre todos os pontos singulares regulares da equaciio diferencial dada.

(b) Determine a equacdo judicial e os expoentes na singularidade para cada ponto singular regular.

1. xy" + try' + 6ery = 0	 a2y" — x(2 + x)y' + (2 + x2 )y = 0

3. x (x — 1)y'' + 6x2y' + 3y = 0	 y" + 4xy' + 6y = 0

5. x2 y" + 3(senx)y' — 2y = 0 	 6. 2x(x + 2)y" + y' — xy = 0

7. x2 y" + 1(x + sen x)y' + y 0	 8. (x + 1) 2y" + 3(x2 — 1)y' + 3y = 0

9. x2 (1 — x)y" — (1 + x)y' + 2xy = 0	 Il. (x — 2) 2 (x + 2)y" + 2xy' + 3(x — 2)y = 0

11. (4 — x 2 )y" + 2xy' + 3y = 0	 12. x(x + 3) 2y" — 2(x + 3)y' — xy = 0

Em cada um dos Problemas de 13 a 17:
Mostre que x = 0 c urn ponto singular regular da equacdo diferencial dada.
Encontre os expoentes no ponto singular x = 0.

(c) Encontre os Wes primeiros termos n5o nulos em cada uma das duas solucOes (que rid() sac) natiplas uma
da outra) em torno dc x = 0.
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13. xy" + y' — y = 0

xy" +	 + y = 0; Veja o Problema 1

x(x - 1)y" + 6x2y1 + 3y =	 Veja o Problema 3
xy" + y = 0

x2y" + (senx)y' - (cos x)y = 0

18. (a) Mostre que

(In x)y" +	 + y = 0

tern um ponto singular regular em x = 1.
Determine as raizes da equacao indicial em x = 1.
Determine os tres primeiros termos nao nulos na serie E a„(x - 1)'" correspondente a raiz major.
Tome x - 1 > 0.	 n=0

(d) Qual o valor que voce esperaria para o raio de convergencia da serie?
Em diversos problemas em fisica matematica é necessario estudar a equacao diferencial

x(1 - x)y" + [y - (1 + a + fi).vjy' - afiy = 0,

onde a. f3 e y sao constantes. Essa equacao é conhecida cone equacao hipergeometrica.
Mostre que x = 0 e um porno singular regular e que as rafzes da equacao indicial sac) 0 e I -
Mostre que .v = 1 e urn porno singular regular e que as rafzes da equacao indicial sac) 0 e y- a - 13.
Supondo que I - y nao é. um inteiro positivo, mostre que uma solucao da Eq. (i) em uma vizinhanca
de x = 0 6

all	 a (a + One + I) 2
V1(.17) = 1	

y • fl
x +	 x +...

y(y + 1)2!

Qual o valor que voce esperaria para o raio de convergencia desta serie?
Supondo que I - y nao	 inteiro, mostre que ulna segunda solucao para 0 < x < I é

i _ y	 (a - y 2r. ho - y -I- 1) + (a - y + 1)(a - y + 2)(fi - y + 1)(fi - y +I)	[
(2 - y)1!	 (2 - y)(3 - y)2!	

x2y2(x) = x	 1 + 	 + ...

(e) Mostre que o ponto no intinito 6 um ponto singular regular e que as rafzes da equacao indicial sat) a
e Veja o Problema 43 da Secao 5.4.

20. Considere a equacao diferencial

x3y" + axy' + f3y = 0,

onde a c f3 sao constantes reais e a 0 0.
Mostre que x = 0 e urn ponto singular irregular.

Ao tentar encontrar uma solucao da forma E a„xr+", mostre que a equacao indicial para r é linear e,
n=0

portanto, existe apenas uma solucao formal desta forma suposta.
(c) Mostre que se /3.'a = -1.0. 1,2, ..., entao a solucao formal em serie termina e é. portanto, uma solucao

de fate. Para os outros valores dc Pia mostre que a solucao formal em serie tern raio de convergencia
nub°, logo nä° representa tuna solucäo de fate em nenhum intervalo.

21. Considere a equacao diferencial

Y' +

	

a	 f3

	

xs	 xi-Y + -Y =

onde a � 0 e /3 � 0 sao ruhmeros reais eset sat-) inteiros positives, arhitrarios por enquanto.

Mostre que, se s > 1 ou t > 2, entao o ponto x = 0 é urn ponto singular irregular.

Tente encontrar uma solucao da Eq. (i) da forma
CO

y = E	 x > 0.	 (ii)

Mostre que se s = 2 e t = 2, entao existe apenas urn valor possivel para r para o qual existe uma solucao

formal da Eq. (i) da forma (ii).
Mostre que se s = 1 c t = 3, entao nä° existem solucOes da Eq. (i) da forma (ii).
Mostre que os valores maximos de s e de t para as quais a equacao indicial é de segundo grau em r [e,
portanto, podemos esperar encontrar duas solucOes da forma HI sao s = 1 e t = 2. Estas sac) precisa-

(i)

(i)
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mente as condicOes que distinguem uma "singularidade fraca", ou um porno singular regular, de urn
ponto singular irregular, coma definimos na Secdo 5.4.
Corno aviso, deverfamos esclarecer que embora seja possfvel, algumas vezes, obter uma solucao for-
mal em s6rie da forma (ii) em urn ponto singular irregular, a serie pode nä° ter rain de convergëncia
positivo. Veja o Problema 20 para urn exemplo.

5.7 Equasao de Bessel

Nesta secao vamos ilustrar a cliscussao na Seca° 5.6 consideranclo tres casos especiais da equacâo de
Bessel,14

x2y"
	 + (x2	 v2

onde v é uma constants. 	 mostrar que x = 0 é urn ponto singular regular da Eq. (1). Temos

Po = hmx
Q(x)
	 lim x -

1 
-= 1,

P(x)	 X

go lim x2 R(x) =	
X2x2 v 2
	  = — V2.

P(x)	 x-00	 x2

Logo, a equacdo indicial é

F(r) = r(r - 1) + por -F go = r(r - 1) + r - v2	 r2 _ v2 = 0,

corn rafzes r = +v. Consideraremos os tres casos v = 0, v = z c v = 1 para o intervalo x > 0.

Equaciio de Bessel de Ordem Zero. 	 Neste caso v = 0, de modo que a Eq. (1) fica reduzida a

L [yI x2y" + xy' + x2y = 0,

e as rafzes da equacão indicial sit° iguais. Substituindo

Y	 (r	 = a0Xr

na Eq. (2), obtemos

L[q'1(r,x) =	 „[(r + n)(r + n - 1)	 (r + a)j.Vr+n
	 anxr+11+2

n=0	 n=0

= a0 [r(r - 1) + rix r +	 (r -4- 1)r + (r + 1)]xr+1

00

E la„1(r + a)(r +	 - 1) + (r + a) I +	 xr+" = 0.	 (4)
n=2

Como ja observamos, as rafzes da equac5o indicial 1(r) = r(r - 1) + r = 0 sac) r, = 0 e r, = 0, logo temos o
caso de rafzes iguais. A relacão de recorr6ncia é

a„-2(r)an_2(r)
an (r)? 2.	 (5)(r + n)(r + n — 1) + (r + n)	 (r + n)2

Para determinar y,(x) fazemos r igual a 0. Entao, da Eq. (4) segue que, para clue o coeficiente de xr. ' 4
seja zero, temos que escolher a, = 0. Portanto, da Eq. (5). a 3 = a5 = a, =	 = 0. Alern disso,

a„(0)	 -an-2(0)/ tf2 ,	 n = 2, 4, 6,8, ... ,

ou, fazendo n = 2m, obtemos

"Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) comecou uma carreira em negOcios quando jovem, mas se interessou logo por astro-
nomic e matematica. Foi designado diretor do observatbrio em KOnigsberg em 1810 e manteve essa posicao ate sua morte.
Sett escudo de perturbacOes planetärias levou-o, em 1824, a fazer a primeira analise sistematica das solucaes da Eq. (1),
conhecidas como lung -6es de Besse' E famoso, tarnb(;m. por fazer o primeiro ctilculo preciso da distlincia da Terra a ulna
estrela em 1838.

(1)

n

n=1



n = 4 n = 8 n = 12 n = 16 n =202

10 x

Y = Jo(x)

n = 2 n = 6 n = 10 n = 14 n = 18

FIGURA 5.7.1 AproximacOes polinomiais de Jo(x). 0 valor de n é o grau do polinOmio na aproximac5o.
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a2,„(0) = — a2m -2 OW (2M) 2 ,	 = 1, 2, 3, ... .
Assim,

e, ern geral,

Portanto,

ao	 ao
a2 (0) =

22 	a4(0) = 2422

(-1)mao
= 	

22' (m!)2'

a6(0) = 
ao

26 (3 2)2'

— 1, 2, 3, . . .

[oc ( _ i) n x2m

1 +	
i

y i (x) = ao	 E 22m (102
In.1

x > 0.

A funcao entre colchctes e conhecida como a funciio de Bessel de primeira espixie de ordem zero, e é
denotada por Jo(x). Segue do Teorema 5.6.1 que a serie converge para todo x c que J„6 analitica em x =
0. Algumas das propriedades importantes de Jo estao discutidas nos problernas. A Figura 5.7.1 MOSI ra os
graficos de y = J„(x) e de algumas das somas parciais da sërie (7).

Para determinar y,(x), vamos calcular a'„ (0). 15 Primeiro, note que devido ao coeficiente de x' • ' na Eq.
(4) (r + 1) 2a (r) = 0 Logo, a,(r) = 0 para todo r prOximo de r = 0. Entdo, ndo so a,(0) = 0, mas tanibem a, (0) = 0.
Da relacao do recorrencia 0) segue que a' 3 (0) = a'5 (0) =	 = a '2n.1 (0) =	 = 0; logo, precisamos apenas
calcular a' 2,,, (0), in = 1, 2, 3, .... Da Eq. (5), temos

a2m (r) = —a2m-2(r)/(r 2m) 2 ,	 m = 1, 2,3,....

Resolvendo esta relacao de recorrencia, obtemos
ao	 ao

a2 (r) — 	 a4 (r) = 	
(r + 2) 2	 (r + 2) 2 (r + 4)2

e, em geral,
(— m1 )

a2„,(r) —
(r + 2) 2 • • • (r

ao 

+ 2m)2	
m > 3.	 (8)

Podemos efetuar os calculos de a' 2,,, (r) de maneira mats conveniente notando que, se

f(r) = (x — ce l ) fil (x — a2 ) 1'2 (x — a3 )'63 	• (x —

e se x for diferente de a,, a 2 ,	 a„, ent5o

f'(x)/mil P2 	 fin 
_=

f (x)	 x - al X — ce2	 X —

150 Problema 10 esquernatiza urn procedimento alternative no qual simplesmente substitufmos a fOrmula (23) da Seca° 5.6
na Eq. (2) e depois determinamos os b„.



FIGURA 5.7.2 As funceies de Bessel e Yo.   

230 CANTULO CI NCO  

Apficando este resultado a a2,„(r) na Eq. (8), vemos que

a2',H (r)
= —2 (  1	 1	 1

+ • ..
a2,„(r)	 r + 2 r + 4	 r + 2m

e fazendo r igual a 0, obtemos      

d2„,(0) -2 [-
1 

+4
-
1 

+ • • +
2m
—
1 

a2m (0).
2 

Substituindo a 2„,(0) dado pela Eq. (6) e fazendo

1	 1	 1
H „, = 1 + + + • • +

obtemos. finalmente,

(— 1 )"' ao
d2m (0)	 1-1,n 22m ( Ili ! )2

A segunda soluc5o da equacao de Bessel de ordem zero é encontrada fazendo-se no= 1 e substituindo-se,
na Eq. (23) da Seca° 5.6,y,(x) e b 2„,(0) = a,'„,(0). Obtemos

(-1)"'+1H,„ 2

Y2 (X ) = (X ) In X -	 	 x`

PH=1

Em vez de y 2 , a segunda solucAo considerada, em geral, 6 uma determinada combinacäo linear de J,

e y2 . Ela e conhecida como a funcao de Bessel de segunda especie de ordem zero, e e denotada por Y0.
Seguindo Copson (Capftulo 12). definimosth

Yo(x) = —
2 

ly2 (x) (y — In 2)4)(x)).
Jr

Aqui, ye uma constante, conhecida como a constante de Euler-Nlrischeroni:" ela e definida pela equacao

y = lim (II„ — In n) 0,5772.
n— DO

Substituindo y2 (x) na Eq. (1 1). obtemos

Yo(x) = — [(y + In 
2
—) AO) +

7 m=1 
22m on !).2
	 x > 0.	 (13)

2	 , x	
00 ( 1 1

\ — . In + 1 I-IM x2m .

A soluciio geral da equacAo de Bessel de ordem zero para x > 0 e

y =	 0 (x) + c2Y0(x).

Note que J „(x)	 1 quando x	 e que Yo(x) tern tuna singularidade logaritmica em x = 0, ou seja,
Yo(x) se comporta como (2/7r)In x quando x 	 0 por valores positivos. Ent5o. se estivermos interessados
em solucaes da equacdo de Bessel de ordem zero que sejam finitas na origem, o que ocorre muitas vezes,
winos que descartar Y,. Os grrificos das funcOes Jo(x) e 110(x) estao ilustrados na Figura 5.7.2.

''Outros autores usam outras definicOes de Yo. Esta escolha para Y„ tarnbam é conhecida como funcäo de Weber, em home-
nagem a I leinrich Weber (1842-1913), clue ensinou em diversas universidades alemzis.
"Lorenzo Mascheroni (1750-1800) era um padre italiano que foi professor na University of Pavia. Ele calculou corretamente
as 19 primeiras casas decimais y em 1790.

In

22? on D2
x > 0.	 (10)

(12)



Aproximacäo assintOtica y = (21rx) 112 cos(x - n14)

y = Jo(x)

11=2
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E. in teressante observar na Figura 5.7.2 que para x grande, ambas as functiesio(x) e Y0(x) oscilam. Po-
derfamos ter antecipado tal comportamcnto a partir da equaciio original; de fato, isso a verdade para as
solucOes da equac5o de Bessel de ordem u. Dividinclo a Eq. (1) por x 2 , obtemos

,2
y" + 

1
— y' + (1 — :4) = O.

x-

Para x muito grande é razoavel suspeitar que os termos (11x)y i c (v2/x 2 )y sao pequenos e,portanto,podem
ser desprezados. Se isso for verdade, entilo a equacäo de Bessel de ordem pode ser aproximada por

y" + y = 0.

As solucOes desta equacäo Sao sen x e cos x; poderfamos,entao,antecipar que as solucOes da equacilo de 
Bessel para valores grander de x sâo semelhantes a combinacOes lineares dc sen .v e cos .v. isso esta corre-
to no sentido em que as funcOes de Bessel sac) oscilatOrias; no entanto, esta apenas parcialmente correto.
Para x grande, as funcOcs J„ e	 tamb6m decacm quando x aumenta; assim, a cquacao y" + y = 0 nâo
fornece uma aproximacâo adequada para a equacao de Bessel para valores grandes de x, e e necessiirio
uma analise mais delicada. De fato, e possfvel mostrar que

2 \
J0(x)	

(max )
—) cos (A: 

r.) 
quando x —> oo,	 (14)

2 )1/2
sen x — \

x 4 )
quando x —> oo. 	 (15)

Essas aproximacOes assintOticas. quando .v —> DO, Sao, de fato, muito boas. Por exemplo, a Figura 5.7.3
mostra que a aproximacao assintOtica (14) para Jo(x) é razoavelmente precisa para todo .v > I. Assim,
para aproximar J„(x) em todo o intervalo de zero a infinito podemos usar dois ou tres termos da srie (7) 
para x < 1 e a aproximacilo assintOtica (14) para .v > 1.

Equaccio de Bessel de Ordem Melo. Este caso ilustra a situacão na qual as rafzes da equacao indicial dife-
rem por um in te iro posi t 0. nuts a segunda solucilo nab tem termo logaritmico. Fazendo v = na Eq. (1),
obtemos

L[y] x2y" + xy' + (x2 — y = 0.

Substituindo y = 4)(r, x) pela sërie (3), obtemos
00

	

L 101(r , x) =-- E	 n)(r + n — 1) (r + n) — Id a „x r '''	 E a„x"-n+2

	

n=o	 n=o

(r-
,
 — aox r +	 + 1) 2 — JJ a1 xr+1

00

4-ER (r 11) 2 — an a„_ 2 I Xr+" -= O.

FIGURA 5.7.3 Aproximacäo assintOtica de Jo(x).



Logo,

[ 
	--( onx2"

y2(x) = x- Ii2 a() E 	 + a1(2n)! n=

onx2n+1

0 (211 + 1)!

cc

n=0
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As raizes da equaciio indicial são r, = e r2 = - J2-. ; logo, as raizes diferem por um inteiro. A relacâo de re-

corréncia é

n > 2.	 (18)

Correspondendo a raiz maior r, = Z, pelo cocticiente de x"' na Eq. (17) vemos que a, = 0. Logo, da Eq. (18),

= a 5 = • • • =	 = 0. Alem disso, para r =

an-2
a„ - 	 	 1,	 I = 2, 4, 6 ..

n(n + 1)

ou, fazendo n = 2m, obtemos
abn-2

a2m — 2m (2m + 1)'
m = 1,2, 3,....

Resolvendo a relacao de recorrencia, encontramos
ao	 ao

a2 =	 a4 =
3!	 5!

e, em geral,

(-1)"ao
a2„` 	 (2m + 1)!'

Portanto, fazendo a 0 = 1, obtemos

m = 1,2, 3,....

2 1 (___1)nx2,n 1

(2m	 + 1)! = x
-1/2 E '

_ j y

„,...

00

(2m + 1)! 	
x > 0.	 (19)[	

rnx2m+1

y 1(x) =x/2 1 + E

A segunda set-le de potCmcias na Eq. (19) é precisamente a serie de Taylor para sen x: logo, uma solucab
para a equaciio de Bessel de ordem meio e x 1 /2 sen x. A funcilo de Bessel cc.1715 -1	 ira espdcie de ordem
meio, J,,,, e definida como (2/7r)tr2y1.Assim,

2 )1/2
J i 2 (X) = (— senx,

7EX	
> 0.	 (20/	 )

Correspondendo a raiz r = -	 possivel que encontremos cliticuldade em calcular a,, ja que N
r, - r, = I. No entanto, da Eq. (17) para r = - Z, os coeficientes de x' e de x''' sao ambos nulos, inclependente
da escolha de a„ c a,. Portanto, a„ e a, podem ser escolhidos arbitrariamente. Da relaVio de recorrcncia
(18) obtemos urn conjunto de coeficientes corn indices pares correspondendo a a, e urn conjunto de coe-
ficientes corn indices impares correspondendo a a,. Entdo niio é necessario um termo logaritmico para se
obter uma segunda solucâo nesse caso. Deixamos como exercfcio mostrar que, para r

(- 1 )"a0 
a2n

(2n)!

(-1)"a1
a2n+1 = (2n + 1)!'

n =

cos x	 senx
= ao 1 2 ± at

X /	 X	
x > O.

A constante a, simplesmente introduz urn maltiplo de y,(x). A segunda solucäo da equacao de Bessel dc
ordem meio é escolhida, em geral, como a solucao para a qual a, = (2/7r)'" e a, = 0. Ela e denotada por

Entdo

(21)

J-1/2 (X) = (—
7TX	

COS X, x > 0. (22)    

A soluciio geral da Eq. (16) é y = c,J12(x) +
Comparando as Eqs. (20) c (22) corn as Eqs. (14) e (15), vemos que, exceto por urn deslocamento de

fase de 7r/4, as funcaes./_,,2 e J12 se parecem corn e Yo, respectivamente, para valores grandes de x. Os
graficos de J12 e .1. 1 r2 estão ilustrados na Figura 5.7.4.
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FIGURA 5.7.4 As funcees de Bessel J, 2 e _,

Equaciio de Bessel de Ordem Urn. Este caso ilustra a situacão na qual as rafzes da equacilo indicial dife-
rem por urn inteiro positivo e a segunda solucao envolve urn termo logaritmico. Fazendo I . = I na Eq. (1).
temos

L[y] = x2 y" + xy' + (x2 - 1)y = 0.	 (23)

Substituindo y = (1)(r, x) pela serie em (3) e juntando os termos como nos casos precedentes. obtemos

	

1.[C(r,x) = ao(r2 - 1).rr + a, I (r + 1) 2 — 11X r+1	 E {[(r	 n) 2 - 1] an + an-2 xr+" = 0.	 (24)
n=2

As rafzes da equagno indicial sAo r, = 1 e r, = -1.A relacao de recorrencia

+ n)2 - 11a„(r) = -an-2(r),	 n > 2.	 (25)

Correspondendo a rail major r = 1. a relacilo de recorrencia fica

an-2
a n =

	

(n + 2)n
,	 n	 2,3,4,....

Pelo coeficiente de x'-' na Eq. (24), vemos também que a, = 0: logo, pela relacdo de recorrencia, a, = a, =

= 0. Para valores pares de n. seja n = 2m: cntao

a2m	 a2m-2
a 2nt =	

(2m + 2)(2,n)	 22(m	
1,2,3,....

22 (m + 1)m'

Resolvendo essa relacrio de recorrencia, obtemos

(-1)"' ao
a 2nn =

	

	 in = 1,2, 3, ....	 (26)
2-"' (In + I )!m!'

A funcao de Bessel de primeira espécie de ordem um, denotada por J,, é obtida escolhendo-se a, = 1/2.

Portanto,
(-1)m .2m

J i (A) = -	 27
2 E 22m on +	 )!tn! •	 ( )

A serie converge absolutamente para todo x, de modo que J, é analitica em toda parte.
Ao determinar uma segunda solucao da equacao de Besse) de ordem um vamos ilustrar o metodo de

substituiciio direta. 0 cAlculo do termo geral na Eq. (28) abaixo e bastante complicado, mas os primeiros
poucos coeficientes podem ser encontrados facilmente. De acordo corn o Teorema 5.6.1, vamos supor que

Calculando y' 2 (x), Y"2(x),
obtemos

[Y2(x) = (LI 1 (x) ln x + x-1 1 +	 cnxn	 x > 0.	 (28)
n=1

substituindo na Eq. (23) e usando o fato de que J, é uma solucao da Eq. (23),

CC

2ax.li(x) + E [(n - 1)(n - 2)c, + (n - 1)c, - cn] xn-1	 E cx1

=0	 n=0

(29)
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onde c, = 1. Substituindo J,(x) por sua expressao na Eq. (27), mudando os indices dos somatOrios nas duas
series e efetuando diversos alculos algebricos, chegamos a

00	 (-1)m (2m + 1).x.2"

-c i ± [0 c2 + co]x + E [(n2 - 1)cn-F t + c»-avn = -a .v E 	 	 . (30)
22'n (m + 1)!m!

n=2	 L	 ,n=1

Da Eq. (30) notamos primeiro que c, 0 e a = -c, = -I. Alen) disso, como a expressäo a direita do sinal
de igualdade contem apenas potencias impares de x, o coeficiente de cada potencia par de x na expressao
a esquerda do sinal de igualdade tens que ser nulo. Então, como c, = 0, temos c, = c5	= 0. Correspon-
dendo as potencias impares de .v, obtemos a relacão de recorrencia [seja a = 2m + 1 na serie a esquerda • ..
do sinal de igualdade na Eq. (30)]

(- 1 )"' (2rn + 1) 
[(2m + 1)2 - 1]c2n:+2 + C2»1 =	 m = 1,2,3,... .	 (31)2 2 'n (m + 1)! m! '

Fazendo m = 1 na Eq. (31), obtemos

(32 - 1)c4 + c2 = (-1)3/(22 . 2!).

Note que c2 pode ser escolhido arbarariamente,c esta equacao, enta), determina c4 . Note, tambem, que na
equacao para o coeficiente de .v, (-2 aparece multiplicado por 0, e essa equagOo foi usada para determinar a.

Näo 6 surpreendente que c2 seja arbitr6rio, jä que c, é o coeficiente de x na expressao .v -1 [ I + E cnx" .
n.=_-1

Em consequencia, c2 gera simplesmente um imiltiplo de J, c y2 se esta determinado a menos de natiplos
de J,. De acordo corn a pnitica usual, escolhemos c, = 1/2 2 . Obtemos, ent5o,

2)
1	 ± 1]

E possivel mostrar que a solucão da relacao de recorrencia (31) e

	

(-1)7: (1!11(int	 HoT - 

	

C2 'n =	 72'	 n

corn a convenciio de que	 = 0. Assim,

	

y2(x) = Ji (x) .v	
- Yn	+ H -1) /

2 2"' m!(rn - 1)!
tn.!

0 calculo de y2 (x) usando outro procLdimento [veja as Eqs. (19) e (20) ( a Secão 5.6]. no qual deter-
minamos c„(r2 ),(5 ligeiramente mais f icil. Em particular, este ultimo procedi nento fornece uma fOrmula
geral para c2„, sem a necessidade de se resolver uma relacao de recorrencia (1 •  forma (31) (veja o Proble-
ma 11). Nesse aspect() voce pode querer, tambem, comparar Os cOlculos da segunda solucao da equacao
de Bessel de ordem zero no texto e no Problema 10.

A se gunda solucão da Eq. (23), a funcao de Bessel de segunda especie de ordem um,  1/ 1 , c escolhida,
em geral, como uma determinada combinacao linear de J, e y Seguindo Copson (Capitulo 12), Y, é
definida como

	

Yi	 = [-y2(x) +	 - In 2 Vi	 (33)
7r

onde y 6 definido pela Eq. (12).A solucao geral da Eq. (23) para x >0 6

y =	 (X) +- C2 Y1 (X).

Note que enquanto J, e analitica cm x = 0, a segunda solucao Y, torna-se ilimitada do mesmo modo que
1/x quando x	 0. A Figura 5.7.5 mostra os grvificos de J, c Y,.

e4 -1 r 3 + 1 1

L 2	 i

-1
L	 1+24 • 2 24 2!

1)

2

(
(H, + Hi).

4	 !• 2

in = 1, 2_

x > 0.	 (32)
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FIGURA 5.7.5 As funcOes de Bessel J, e Y,.

Em cada um dos Problems de 1 a 4, mostre que a equacäo diferencial dada tern um ponto singular regular em
x = 0 e determine duas solucOes para x > 0.

	

1. x2y" + 2xy' + xy = 0	 2. x2y" + 3xy' + (1 + x)y = 0

	

x 2y" + xy' + ?Ay = 0	 4. x2y" + 4.ry + (2 + x)y = 0

5. Encontre duas soluceies para a equac5o de Bessel de ordem

x2y" + xy' + (x2 - )y = 0,	 x > 0.

OMostre que a equac5o de Bessel de ordem meio

x2 y" + xy' + (x2 - y = 0,	 x> 0

pode ser reduzida a equac5o

v" + v = 0

pela mudano da variiivel dependente y = x-''2 v(x). Conduit disso que y,(x) = x- I '2 cos x e y2 (x) = x- 112 sen x
sao solucOes da equac5o de Bessel de ordem meio.
Mostre diretamente que a serie para J„ (x), Eq. (7), converge absolutamente para todo x.
Mostre diretamcnte que a s6rie para J,(x), Eq. (27), converge absolutamente para todo x e que Jo' (x) =
--Ji(x).
Considere a equac5o de Bessel de ordem v,0

x2y ,	 xy + (x2 + v 2 )y =	 x > 0,

onde v e real e positivo.
Mostre que x = 0 é urn porno singular regular e que as rafzes da equacäo indicial sdo v e

Correspondendo a raiz major v, mostre que uma solucito

1	 	 x \ 2	 1 	 (X y	 	 (-1)"	 x
)1(x) = x' [I -

1!(1 + v) 1/2) + 2!(1 + v)(2 + v) l2/ +	 m !(1 + v) • •	 + v)\2) •

Se 2v nil° for inteiro, mostre que a segunda solucao sera
e,

1	 (x \ 2 +	 1	 	 t x ) 4	 	 (-1r"	 I x \ 21"

	

Y2(X) = ,r-I' [i - 	
1!(1 - v) k.)	 2!(1 - v)(2 - v) 1/2) +	 nr!(1 - v) • • - (m - v) \2/ 1'm=3

Note que y,(x) ---* 0 quando x -* 0 e que y2(x) torna-se ilimitado quando x -* 0.

Verifique, por metodos diretos, que as series de potencias nas expressOes para y,(x) e y2(x) convergem
absolutamente para todo x. Verifique, tambem, que Y 2 6 uma soluc5o, bastando apenas que v rtho seja
inteiro.

10. Mostramos, nesta secao, que uma solucao da equacão de-Bessel de ordem zero

L[y] = x2y" + xy' + x2y = 0



a0	
a4(r) = 

a()

(r + 1)(r + 3)(r + 3)(r + 5)
a2 (r) =

a2,,,(r) =
(r + 1) • • • (r + 2m — 1)(r + 3) • • • (r + 2m + 1)'

e que
m > 3.

(r +	 +

(-1)"' ao
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J,,, onde Jo(x) e dada pela Eq. (7) corn a„ = 1. De acordo corn o Teorema 5.6.1, tuna segunda solucao tern
a forma (x > 0)

Co

Y2(x) = Jo(x) In x + Eb,,x".
n=1

(a) Mostre que

	

L [Y21(x) > n (n — 1)b„x" + E	 + E b,, f+2 + 2xJ,;(x).

	

n=2	 n=1	 n=i

(h) Substituindo a representacäo em serie de J0(x) na Eq. (i), mostre que

(-1)"2rix2"
b i x + 22 b 2x2 + E (n2 b„+ b„ 2 )x" = —2(ii

	

2 2" (11!) 2 	•
ti.3	 n=1

(c) Note que apareccm apenas potencias pares de x na expressão a direita do sinal de igualdade nit Eq.

	

(ii). Mostre que b, = b 3 = bs =	 = 0, b2 = 1/22(1!) 2 e quc

(2n) 2 b 2„ + b 2„_ 2 = —2(-1)"(20/2 2"(n!) 2 ,	 n = 2,3,4 , 	

b4 = 22
1

42 (1+ 1 )	 e	 22 42 62
b6 —	 ( 1 + 2— + ) .

1	 1	
31

A solucao geral da relacao de recorrencia é b,„= (-1)"' 1 11„12'"(n!) 2 . Substituindo b„ na expressdo para y2(x),
obtemos a solucito dada na Eq. (10).

I I . Encontre uma segunda solucao da equac5o de Bessel de ordem um calculando os c„(r2 ) e a da Eq. (24) da
Sec5o 5.6 de acordo corn as fOrmulas (19) e (20) daquela secão. Algumas diretrizes para esse calculo silo
as seguintes. Primeiro, use a Eq. (24) desta secilo para mostrar que a 1 (-1) e a,'(-1) silo iguais a 0. Depois
mostre que c 1 (-1) = 0 e, da relacâo de recorrencia, que c„(-1) = 0 para n = 3, 5, .... Finalmente, use a Eq.
(25) para mostrar que

Depois mostre que

c2„,(— 1) = (— 0'11+1 (H„, + H„,_ 1 )122m n1!(In — 1)!,	 m > 1.

Atraves do ulna mudanca adequada de varizivel é possfvel, algumas vezes, transformar outra equacao dife-
rencial em ulna equac5o de Bessel. Por exemplo, mostre que uma solucao de

x2y,	 (a 2 fi 2x2,6	 122,82) y = 0,	 x > 0

ë dada por y = x v2f(cr.r fl), onde	 uma solucao da equacilo de Bessel de ordem v.

Usando o resultado do Prohlema 12, mostre que a solucäo geral da equacao de Airy

y" — xy = 0,	 x > 0

y = x1/2[c1f1(31x3/2) C2f2( iX 3/2 )j, onde	 e f2( ) formam um conjunto fundamental de soluceies da
equacao de Bessel de ordem urn terco.

14. Pode-se mostrar que J„ tem uma infinidade de zeros para x > 0. Em particular, os tres primeiros zeros silo
aproximadamente iguais a 2,405; 5,520 e 8,653 (veja a Figura 5.7.1). Denote por 	 = 1,2, 3.... os zeros de
J0 ; segue que

j° (") =	 0,	 X = 1.
11, x = 0,

Verifique que y = J„(X.rx) satisfaz a equacdo diferencial

1 2
y" + 7r- + Aj.Y = 0,	 x > 0.

Mostre que, portanto,

(i)

Deduza quc
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Esta propriedade importante de J„(X,x), conhecida como propriedade de ortogonalidade, a util na resolu-
cão de problems de valores de contorno.

Sugesttio: escreva a equacäo diferencial para J„(A.,x). Multiplique-a pot x./„(X,r) e a subtraia de .r../P.,r)
vezes a equaciio diferencial para J„(ti,x). Depois integre de 0 a 1.
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