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CAPITULO s
5

Solucoes em Série para
F.quacoes Lineares de

Segunda Ordem

Encontrar a solugio geral de uma equagio diferencial linear depende da determinagao de um conjunto
fundamental de solu¢des da equagiio homogénea. AL¢é agora s6 vimos um procedimento sistemitico para
a construgao de solugdes fundamentais no caso de coeficientes constantes. Para tratar a classe muito
malor de equagoes com coeficientes varidveis € necessidrio estender nossa procura de solugoes além das
fungdes elementares usuais do Cilculo. A ferramenta principal de que precisamos € a representagio de
uma Tuncao dada em série de poténcias. A ideia bidsica ¢ semelhante ao método dos coeficientes indeter-
minados: supomos que a solugio de uma equagio diferencial dada tem'expansao em série de poténcias e,
depois, tentamos determinar os coeficientes de modo a satisfazer a equagio diferencial.

5.1 Revisao de Séries de Poténcias

Neste capitulo vamos discutir a utilizagio de séries de poténcias para construir conjuntos fundamentais
de solugdes para equagdes diferenciais lincares de segunda ordem cujos coeficientes sdo fungdes da va-
ridvel independente. Comegamos resumindo, muito rapidamente, os resultados pertinentes sobre séries
de poténcias que precisaremos. Os leitores familiarizados com séries de poténcias podem ir dirctamente
para a Segio 5.2, Os que precisarem de mais detalhes do que os contidos aqui devem consultar um livro
de Cilculo.

&
I.  Uma série de poténcias 3 a,(x — x)" converge em um ponto x se

n=0 m

lim Z a,(x —xp)"
m—2xx

n={
exisle para essc x. A série certamente converge em x = X pode convergir em todo x ou pode convergir para
alguns valores de x e ndo convergir para outros.

R - a2 cérie
2. Asérie Y a,(x — xo)" converge absolutamente em um ponto X S€ a Serie

n=0 = L=
n
Z la,(x — ,\.‘n‘“l = Z |ﬂ,,||.l' — xol
n=0

n=i)
converge. Pode-se mostrar que se a série converge absolutamente, entdo ela converge; no entanto, a reci-
proca nio € necessariamente verdadeira. ) o
3. Um dos testes mais tteis para a convergéncia absoluta de uma série de poténcias € o teste da razo. Se a,
# () e se, para um valor fixo de x,

191




192
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Ay (X = xg)"H1
ay(x — xg)"

% Aps1
lim ik

H=s2C

= |x — xp| lim = |x = xo|L,
n—+2C

n

entdo a série de poténcias converge absolutamente naquele valor de x se lx - x|l < 1 e diverge se
lx —x /L > 1.Se lx = x;| = 1/L, o teste ndo é conclusivo.

Para quais valores de x a série de poténcias

n=1
converge?

Vamos usar o teste da razio para testar a convergéncia. Temos
()" (n+ 1) (x = 2)"!
(—1}’”'”(.‘ it 2)n

lim

n=—0g

. on+1
=Jx-2] lim — =[x = 2|.
nss n

De acordo com o item 3, a série converge absolutamente para lx -2/ < l,ou | <x <3, e diverge paralx -2/ > 1,
Os valores de x para os quais v -2/ = 1 sdo x = 1 e x = 3. A série diverge para cada um desses valores de x, j4
que o n-ésimo termo da série nio tende a zero quando n — x.

oc
4.  Se asérie de poténcias 2 a,(x = x;)" converge em x = x,.entio ela converge absolutamente para |lx - x| <
n=l)

Ix, = x,l; e se ela diverge em x = x,, entdo diverge para lx - x| > Ly, — x|

5. Existe um nimero nio negativo p,chamado de raio de convergéncia, tal que Z a,(x — xp)" converge abso-
n=(
lutamente para |x — x,| < p e diverge para lx — x| > p. Para uma série que converge apenas em x,, definimos

p como zero; para uma série que converge em todo x, dizemos que p € infinito. Se p > 0,0 intervalo lx - x| <
p é chamado de intervalo de convergéncia: ¢ indicado pelo trecho hachurado na Figura 5.1.1. A série pode
convergir ou divergir quando v - x| = p

A séri A série A série
- d_s e 4 converge —t— d 5? "L —_

Werge absolutamente | WEFge
xo—”b\ -tu' . Xp+p x

X Asdrietiods /.

convergir ou divergir
FIGURA 5.1.1 O intervalo de convergéncia de uma série de poténcias.

EXEMPLO Determine o raio de convergéncia da série de potéﬁcias
9 Z (x+1)"
ot n2n
Vamos aplicar o teste da razio:
(x 4+ 1)t 20 x+1] n x4+ 1]
im = lim = .
n—x [ (n+1)2" (x + 1)" 2 n=xn+l 2

Assim, a série converge absolutamente para lx + 11 < 2,0u -3 < x < 1, e diverge para lx + 11> 2. O raio de con-
vergéncia da série de poténcias € p = 2. Finalmente, vamos verificar os extremos do intervalo de convergéncia.
z Em x = 1, a série € a série harmoénica

que diverge. Em x = -3, temos

o RSPt

e Tt .23
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que converge, mas nao converge absolutamente. Dizemos que a série converge condicionalmente em x = -3,
Para resumir. a série de poténcias dada converge para -3 <x<1e diverge caso contririo. Ela converge abso-
lutamente em -3 < x < 1 e tem raio de convergéncia 2.

(=¥ 20
Suponha que 3 a,(x —x)" € 3 bu(x — x0)" convergem para f(x) e (). respectivamenite, para Ly
= Inl <p,p> 0. n={) =0

6. As scries podem ser somadas ou subtraidas termo a termo e

=¥}
flx)y+£glx) = Z(a,. + by)(x = xy)";

n=0

a série resultante converge pelo menos para lx - x| < p.
7. Asséries podem ser multiplicadas formalmente e

< o oo
f(_x)g(x) = Zan(-" - -"0)" Z: bn(x = -"O]" = Z Cplx — xo)".

n=0 n=0 n=0

onde ¢, =ab, +a\b,, + .. +a,b, A série resultante converge para pelo menos v - x| < p. Além disso, se
glx,) = 0, as s¢ries podem ser formalmente divididas e

o0
;% = Zd,,(.t —xg)".

n=l)

Na maioria dos casos, os coeficientes d, podem ser obtidos mais facilmente igualando-se os coclicientes
correspondentes na relagdo equivalente

iu” (x—x)"= [i dy(x — .\'o)"] [i bulx — .rn)"]
n=0

n=0 n=0

= E (Zd"'b"““) (x = xq)".

n=0 \k=0

No caso da divisio, o raio de convergéncia da série de poténcias resultante pode ser menor do que p.
8. A fungdo f ¢ continua e tem derivadas de todas as ordens para lx - x| < p. Além disso, f', f”, ... podem ser
calculadas derivando-se a série termo a termo, ou seja,

f(x) =a) 4 2a:(x — xp) + -+ na,(x —xo)" ' +---

N
= Z na(x — x)"
n=|

f'(x) = 2a; + 6as(x — xg) + -+ +n(n — Da,(x —xg)" e

Cox 2
= Zn(ﬂ — Dan(x — x)"7,

n=2
¢ assim por diante, e cada uma dessas séries converge absolutamente no intervalo by —x,! < p.
9. O valor de a, ¢ dado por
f'"’(xu)
= TA
A série é chamada de série de Taylor' para a fungdo fem torno de x = x,.

ay

o o ‘ =
10. Se Y an(x —xp)" = Y bu(x — xy)" para todo x em algum intervalo centrado em x,, entdo a, = b, paran =
n={ n=0

oo
0,1,2,3, ... Em particular,se Y a,(x — xo)" = 0 para todo x,entdo a,=a, = ... =@, = ... =0.

n=0)

. ; EEAEta - i inte & de Newton. Em 1715, publicou
'Brook Taylor (1685-1731) foi o matemtico inglés mais importante da geragdo seguinte + P! _
uma versio geral do teorema de expansiio que leva seu nome, um resultado fundamental em todos os ramos da andlise. Foi,

também, um dos fundadores do cilculo de diferengas finitas ¢ 0 primeiro a reconhecer a existéncia de solugdes singulares de
equagdes diferenciais.
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Uma fungdo f que tem uma expansio em série de Taylor em torno de x = x,
X pln)
foy =3 80 gy,
n=(0 n!
com raio de convergéncia p > 0 ¢ dita analitica em x = x,. Todas as fungoes usuais do Cilculo sio analiticas,
talvez com a excegdo de alguns pontos facilmente reconheciveis. Por exemplo, sen x e e* sao analiticas em
todos os pontos, 1/x ¢ analitica exceto em x = 0 ¢ tan x ¢ analitica exceto em multiplos impares de /2. De
acordo com as afirmagdes 6 e 7, se f e g forem analiticas em x,, entdo f + g. f - g ¢ flg [desde que g(x,) #
0] também serdo analiticas em x = x|,

Deslocamento do Indice de Somatério. O indice de somatério em uma série infinita ¢ uma varidvel muda,
da mesma forma que a varidvel de integragdo em uma integral definida ¢ uma variavel muda. Logo, nio
importa a letra usada para o indice de um somatdrio. Por exemplo,

.t U
) =
w j=0 I

Da mesma forma que podemos mudar a varidvel de integragdo em uma integral definida, ¢ convenien-
te fazer mudangas no indice de somatério ao se calcular solugdes em série para equagoes diferenciais.
Vamos ilustrar através de diversos exemplos como mudar o indice de somatdrio.

e

ia

- “ . . -
EXEMPLO Escreva 3 a,x" como uma série cujo primeiro termo corresponde a n = 0, em vez de n = 2. x
n=1 !
3 Sejam =n-2;entdion =m+ 2 e n =2 corresponde a m = ). Logo. i
> ot = Yo 0
n=2 m=()

st LN T

Escrevendo alguns termos iniciais de cada uma dessas séries pode-se verificar que ¢las contém precisamente

os mesmos termos. Finalmente, na série a direita do sinal de igualdade na Eq. (1) podemos substituir a varidvel l’
muda m por n, obtendo 3
oo oc i

z::,,_\"’ - Zﬂ".g,fh—?. (2) }

=l n=0 ;.

De fato, deslocamos o indice de 2 para cima e compensamos comegando a contar 2 niveis mais baixos do que |
originalmente. :\
L

s

i ?

EXEMPLO Escreva a séric ) ;
2 b

4 3 1+ 200 + Da(x — x)" 3 1
n=2 iJ

como uma série cujo termo geral envolve (x - x,)", em vez de (x - x,)"", 8
Novamente, deslocamos o indice de somatério por 2. de modo que n ¢ substituido por n + 2 ¢ comegamos a i
contar de 2 unidades abaixo. Obtemos K,
- :

Y 1+ )+ Banax — x0)". DN °

n=( ’195

Vocé pode verificar facilmente que os termos nas séries (3) e (4) sdo exatamente 0s mesmos. :

EXEMPLO Escreva a expressio

2 > r+n-1
5 ) (r+ magx

n=0
como uma série cujo termo geral envolve x™*".
=) Coloque, primeiro, x* dentro do somatdrio, obtendo

-+
Y+ ma L

n={}
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A seguir, mude o indice do somatdrio por 1 e comece a contar 1 acima. Assim,
= =]

Yo rma =¥ (g = 1ya, 2, (7)

n=ll n=|

Novamente, vocé pode verificar que as duas séries na Eq. (7) sdo idénticas e que ambas sao exatamente iguais
a expressdao em (35).

Suponha que

iarm.,.r"'I B ian.\" (8)
n=l nw=i)

para todo x, e determine o que isso implica sobre os coeficientes a,.

Queremos usar a afirmagao 10 para igualar os coeficientes correspondentes nas duas séries. Para (azer isso
precisamos, primeiro. escrever a Eq. (8) de modo que as duas séries tenham a mesma poténcia de x em seus
termos gerais. Por exemplo, podemos substituir # por # + 1 na série & esquerda do sinal de igualdade na Eq. (8)
e comegar a contar de | a menos. Assim, a Eq (8) fica

~
Z (n4 Da,y & Z“w\ﬂ- (V)

=l
De acordo com a afirmagio 10. podemos conclu:r que

(n+ Da,., = a,, n=0.1,23,...

ou
Ay = ——, =012 3 (10)

Logo. escolhendo valores sucessivos de nt na Eq. (10), temos
ay a; ay
ay = ay, = —2- = ?. ay = -T
e assim por diante. Em geral.
g, =2 a=123.... (1)
n!

Portanto, a relagio (8) determina todos os coeficientes a seguir em fungdo de a,. Finalmente. usando os coefi-

cientes dados pela Eq. (11). obtemos
x 0 v
Zaq.l‘ =ay Z E = 4ot ,

n=0 n=ll

onde seguimos a convengio usual de que 0! = L.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de | a 8, determine o raio de convergéncia da série de poténcias dada.

o x n
z[.\' - 3}" 2 =
n={ n=l} 2‘
Qs 5o
n=( n! n=0
2+ 1)" = _x_—rnl
g n’ z
= (=1)"n*(x +2)" . &t
[P 8 Lw

Em cada um dos Problemas de 9 a 16. determine a série de Taylor da fungio dada em torno do ponto x,. Deter-
mine, também. o raio de convergéncia da série.

9.senx, xp=0 e, x=0
@ Xy xp =1 12, x5, x=-1
13. Inx, x=1 14. = xo=0

1 _1_ xn=2
1-—-}" xl]={) l,_x. o
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oo

17. Dado que y = Y~ nx". calcule ' e ¥" e escreva os quatro primeiros termos de cada uma das séries, assim §
=l

como o coeficiente de x" no termo geral, i

oc
18. Dado que y = Y a,x", calcule v' ¢ v" e escreva os quatro primeiros termos de cada uma das séries, assim |
=

como o coeficiente de x” no termo geral. Mostre que se v" = y, entdo os coeficientes a, € a, sdo arbitrdrios;
determine a, e a, em fungio de a, e a;. Mostre que a,., = a,/(n+ 2)(n + 1), n=0.1,2.3, ...
Em cada um dos Problemas 19 e 20. verifique a equagio dada.

19. i ap(x = 1" =3 apy(x = 1)"

n=0 n=1

. “ = *
Yapaxt + Y et =ap + Y (g +agy)x
kmt) k=0 k=1

Em cada um dos Problemas de 21 a 27, escreva a expressao dada como uma série cujo termo geral envolve y7,

oo o
21) 3 n(n — Da,x"? @ b el

n=2 n=l)
a0 x 0
23, x Y na "'+ 3 agxt @ (1=x) Y nin-a,x"?
n=1 k=0 n=3
a0 ~x o0 -~
25 Y mim = Da,x" 7 +x Y kagx*! 26. Y na, " a0y anx”
m=2 k=1 n=l n=0

N x
@ Y i = Da x4 3 a,x"
n=2 n=il

28, Determine a, de modo que a equagio

a0 S
Zmr,,_\" Y42 Za,,.\"’ =10

n=| ne=l)

g
seja satisfeita. Tente identificar a fungdo representada pela série 3 a,x".
n=l]

5.2 Solucdes em Série Perto de um Ponto Ordinario, Parte I

No Capitulo 3 descrevemos métodos para resolver equagoes diferenciais lineares de segunda ordem com
coclicientes constantes, Vamos considerar, agora, métodos para resolver equagoes lineares de segunda or-
dem quando os coeficientes sio fungoes da varidvel independente. Neste capitulo denotaremos a varidvel
independente por x. Basta considerar a equagio homogénea
)
dy dy .
P(x)—5 + Q(x) == + R(x)y = 0, (1)
dx* dx
jd que o procedimento para a equagdo nio homogénca associada € semelhante.
Muitos problemas em fisica matematica levam a equagoes da forma (1) com coeficientes polinomiais;
exemplos incluem a equagio de Bessel

2y +xy + (= vhy =0,
onde v é uma constante, e a equagio de Legendre,
(1=x)y" =22y +a(@+ 1)y =0,

onde & ¢ constante. Por essa razio, assim como para simplificar os cdlculos algébricos, vamos considerar
principalmente o caso em que as fungdes P, Q e R sdo polindmios. No entanto, como veremos, o método
de solugao também ¢ aplicdivel quando P, Q ¢ R sdo fungdes analiticas genéricas.

Por enquanto, entdo, vamos supor que P, Q ¢ R sdo polindmios e que ndo tém fatores comuns. Supo-
nha, também, que queremos resolver a Eq. (1) em uma vizinhanga de um ponto x,. A solugio da Eq. (1)
em um intervalo contendo x, esta intimamente associada ao comportamento de P nesse intervalo,

Um ponto x, no qual P(x,) # 0 ¢ chamado de ponto ordindrio. Como P € continuo, segue que existe
um intervalo em torno de x, no qual P(x) nunca se anula. Nesse intervalo, podemos dividir a Eq. (1) por
P(x) para obter
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Y+ Py + goy =0, ()

onde p(x) = Q(x)/P(x) e g(x) = R(x)/P(x) sdo fungdes continuas. Logo, pelo Teorema 3.2.1 de existéncia
e unicidade existe uma unica solugao da Eq. (1) nesse intervalo que também satisfaz as condiges iniciais
¥(xy) = yo, ¥'(x,) = y; para valores arbitrdrios de y, ¢ v/, Nesta ¢ na proxima segio vamos discutir solugoes
da Eq. (1) na vizinhanga de um ponto ordinario.

Por outro lado, se P(x;) = 0, entio x, € chamado de ponto singular da Eq. (1). Nesse caso, pelo menos
um entre Q(x,) e R(x,) é diferente de zero. Em consequéncia, pelo menos um dos coeficientes p e ¢ na Eq.
(2) torna-se ilimitado quando x — v, ¢, portanto, 0 Teorema 3.2.1 nio se aplica nesse caso. As Segoes de
54 a 5.7 tratam do problema de encontrar solugoes da Eq. (1) na vizinhanga de um ponto singular.

Vamos comegar o problema de resolver a Eq. (1) em uma vizinhanga de um ponto ordindrio x,. Pro-
curamos solugoes da forma

y=ap+a(x —xy)+---Fayx —xp)" +-0 = Eu,,(r - xa0)! (3)
n=0

€ supomos que a scrie converge no intervalo [v - x| < p para algum p > 0. Enquanto. a primeira vista,
pode ndo parecer atraente procurar uma solugio em forma de série de poténcias. essa ¢, de fato, uma
forma conveniente ¢ util para uma solugao. Dentro de seu intervalo de convergéncia, séries de poténcias
se comportam de maneira muito semelhante a polindmios e sdo fdceis de manipular tanto analitica quan-
to numericamente. De fato, mesmo se obtivermos uma solugao em termos de fungoes clementares, tais
como fungdes exponenciais ou trigonométricas, precisaremos, provavelmente, de uma série de poténcias
ou expressiao equivalente se quisermos caleuld-la numericamente ou desenhar seu giiilico.

O modo mais pritico de determinar os coelicientes a, é substituir a séric (3) ¢ suas derivadas por v,y
ey na Eq. (1). Os exemplos a seguir ilustram esse processo. As operagoes envolvidas nos procedimentos,
como a diferenciagio, sio justificaveis desde que permanegamos no intervalo de convergéneia. As equa-
goes diferenciais nesses exemplos também tém uma importincia considerdvel por si mesmus.

Encontre uma solugio em serie para a equagao
Vi =0, —00 < X < 0. (4)

Como sabemos, um conjunto fundamental de solugoes para essa equagao € composto por sen v ¢ cos v, de modo
que os métodos de expansio em série ndo sio necessirios para resolver essa equagio. No entanto, esse exemplo
Tustra o uso de séries de poléncias em um caso relativamente simples. Para a Eq. (4). P(1) = 1. Q(x) =0 ¢
R(x) = 1, logo todo ponto ¢ um ponto ordinario.

Vamos procurir uma solugio em forma de série de poténcias em torno de x, = 0

x
Y=y +apx N+ at = Za,,f' (5)
n=ll
e supor que a série converge em algum intervalo (v < p. Diferenciando @ Eg:]. (3) termo a termo, obtemos
' L nel
Vo= ay + 208 o+ -+ nax” R Zrm,,.\" i (6)
n=1
~
2
V' =2u:+ - +nn—1a,x = zuln — Da "= (7)
=l

Substituindo y e y” pelas séries (5) ¢ (7) na Eq. (4) fornece

-~ oo

Zu(u — ax" 2 + Za,..t" =0:

n=2 =0
Para combinar as duas séries precisamos reescrever pelo menos uma delas de nmfjo que ambas tenham o mes-
mo termo geral. Assim, mudamos o fndice do somatdrio na primeira séric substituindo n por n + 2 e comegando
a soma em () em vez de 2. Obtemos

RS > =]
Z (n+2)(n+ Day2x" + Za,.,t" =0

a=l) n=0

ou
ad

Z [tn+2)(n + Dania + a,|x" = 0.

n=0
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Para que essa equagio seja satisfeita para todo x ¢ preciso que o coeficiente de cada poténcia de x seja nulo;
logo, podemos concluir que

(n+2)n+Dap2 +a, =0, n=0123,.... (8)

A Eq. (8) é conhecida como uma relagio de recorréncia. Os coeficientes sucessivos podem ser calculados
um a um escrevendo-se a relagio de recorréncia primeiro para n = 0, depois para n = 1 ¢ assim por diante,
Neste exemplo, a Eq. (8) relaciona cada coeficiente com o que estd dois antes dele. Assim. os coeficientes com
indices pares (a,. a,, a;, ...) ¢ 05 com indices impares (a,, a;. as, ...) sio determinados separadamente. Para os
pares, temos

a @ o @ | QD fic i 4 _ay
ﬂ:'_u2_~_]_ 21' 4 4‘_"3 4!. 0 65 6' .....
Esses resultados sugerem que. em geral, se n = 2k, entdo
(=D .
ay =dy = mﬂu, k = ‘.2,3 ..... [J)

Podemos provar a Eq. (9) por indugdo matemadtica. Observe, primeiro, que ela ¢ vilida para k = 1. A seguir,
suponha que € vilida para um valor arbitrério de k e considere o caso k + 1. Temos
ay (—llk (—l)k.l
M2 =TIk D) | k+2@k+ D2k T k+ 2

Portanto, a Eq. (9) também € verdadeira para k + 1 ¢, em consequéncia, € verdadeira para todos os inteiros
positivos k.
Analogamente, para os cocficientes com indices impares,

i ap = a3 +ﬂ| . das a
T e—— i —— T — ' Ay = —= = —— ...
B="323 3 =754 7S 7.6 7
e.em geral, se n =2k + 1, entdo
(-1* ; )
ay =us) = TZk-]-—I}!"I' c=1,2.13..... llﬂ)

Substituindo esses coeficientes na Eq. (5), temos

ay 5 Ay o4l oy ay <
Y=ay+aX — =X — =X + —X + =X

2! 3! 41 5! :
{‘-1 )"ﬂtl 2n ( 5 l r‘“' 2+l ' il:l
Bl © ComanlT T :
rE tl (_l}u »

P o D" 5.
X s — s i — L
+"‘[r atst o taen” }

e (-1 D" e
_GUZ:{Z !’ Z:("th+lj' ’ (1)

Agora que obtivemos formalmente as duas solugoes em série da Eq. (4), podemos testd-las quanto i con-
vergéncia. Usando o teste da razdo, é ficil mostrar que cada uma das séries na Eq. (11) converge para todo x. e
isso justifica, de forma retroativa, todos os passos usados para se obter as solugoes. De fato, reconhecemos que a
primeira série na Eq. (1T) ¢ exatamente a série de Taylor para cos x em torno de x = 0 e que a segunda € a séric
de Taylor para sen x em torno de x = 0. Assim, como esperado, obtivemos a solugiio y = a, cos x + a, sen x.

Note que nio foram impostas condigdes sobre a, e a,: portanto, elas sdo constantes arbitrdrias. Das Egs. (5) e
(6) vemos que y e y' calculadas em x = 0 tomam os valores g, € a,, respectivamente. Como as condigdes iniciais
y(0) e y'(0) podem ser escolhidas arbitrariamente, segue que a, ¢ a, devem ser arbitrérias até que sejam dadas

-« condigdes iniciais especificas.

As Figuras 5.2.1 e 5.2.2 mostram como as somas parciais das séries na Eq. (11) aproximam cos x e sen .x.
A medida que cresce o niimero de termos, o intervalo no qual a aproximagio ¢ satisfatoria torna-se maior e.
para cada x nesse intervalo, a precisdo da aproximagio melhora. No entanto, vocé sempre deve se lembrar de

4 A s AT B e NS 10 1 B S R
-

20 resultado dado na Eq. (10) e outras férmulas andlogas neste capitulo podem ser provadas por um argumento de indugio
semelhante ao que acabamos de dar para a Eq. (9). Supomos que esses resultados sio plausiveis e omitimos o argumento de
indugdo daqui para a frente.
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que uma série de poténeias truncada fornece apenas uma aproximagio local da solugio em uma vizinhanga do

ponto inicial x = 0; ela ndo pode representar adequadamente a solugio para valores grandes de Lxl.

> aed Bal Wiz Bnd A= ’ n=5 n=9 n=13 n=17 n=21
| | /' ! I 2
1 1=
1
|
-1 o =
\ - \
-2 , ~, \ 2F o\ |
n=2 n=6 n=10 n=14 n=18 n=3 n=7 n=11 n=15 n=19

FIGURA 5.2.1 Aproximagoes polinomiais de cos x. O FIGURA 5.2.2 Aproximagoes polinomiais de sen x. O
valor de i ¢ o grau do polindmio na aproximagio. valor de n € o grau do polindmio na aproximagio.

EXEMPLO

No Exemplo | sabiamos desde o inicio que sen v ¢ cos x formavam um conjunto fundamental de solu-
¢oes da Eq. (4). No entanto. s¢ ndo soubéssemos disso e tivéssemos tentado simplesmente resolver a Eq.
(4) usando expansio em série ainda assim teriamos obtido a solugao (11). Em reconhecimento do fato
de que a Eq. (4) ocorre com frequéncia em aplicagdes, poderiamos decidir dar nomes especiais as duas
solugoes da Eq. (11), talvez

= (=1 . oG,
Cix) = “,_n. Six) = Ll .n+]_ 2
v Z (2n)! ) Z (2n + l)!x (12)

n=_ n=0

Poderiamos. entdo, perguntar quais as propriedades dessas funcées. Por exemplo, podemos ter certeza de
que C(x) e S(x) formam um conjunto fundamental de solugdes? Segue imediatamente da expansio em
scric que C(0) = 1 e S(0) = 0. Diferenciando as séries para C(x) e S(x) termo a termo, vemos que

S'(x) = Clx), C'(x) = =8(x). (12)

Assim,em x =0 temos que §'(0) = 1 e C'(0) = 0. Em consequéncia, o wronskianode Ce Semuy=0¢

W(C.5)(0) = =1, (14)

0 1

de modo que essas fungdes formam., de fato, um conjunto fundamental de solugdes. Substituindo x por —x
em cada uma das Egs. (12), vemos que C(-x) = C(x) e que S(-x) = -5(x). Além disso, calculando a série
infinita’ podemos mostrar que as fungdes C(x) e S(x) tém todas as propriedades analiticas e algébricas
das fungdes cosseno e seno, respectivamente.

Embora vocé tenha visto, provavelmente, as fungdes seno e cosseno pela primeira vez de um modo
mais elementar em termos de tridngulos retangulos, ¢ interessante que essas fungoes podem ser defini-
das como solugdes de certas equagoes diferenciais lineares de segunda ordem simples. Para ser preciso,
a fungio sen x pode ser definida como a tnica solugdo do problema de valor inicial y” + y = 0. y(0) = 0,
v'(0) = I;analogamente, cos x pode ser definido como a tnica solugao do problema de valor inicial y" + y =

0.v(0) = 1,y(0) = 0. Muitas outras fungoes importantes em fisica matemdtica também sio definidas como

solugoes de determinados problemas de valor inicial. Para a maioria dessas fungdes nao existe maneira
mais simples ou mais elementar de s¢ estudd-las.

Encontre uma solugao em série de poténcias de x para a equagdo de Airy'

y' —xy=0, —-00 <X < 00. (15)

"Tal andlise € feita na Segdo 24 do livro de K. Knopp, Theory and Applications of Infinite Series (Nova York: Hafner, 1951).
“Sir George Biddell Airy (1801-1892), astronomo e matemdtico inglés. foi diretor do 0bser\{aldnq de Greenwlch‘de 1835a
1881. Uma das razdes pelas quais a equagdo de Airy é interessante € que as solugdes sdo oscilatbrias para x negativo, seme-
lhante as fungdes trigonométricas, e mondtonas para x positivo, semelhante as fungdes hiperbélicas. Vocé pode explicar por
que ¢ razodvel esperar um tal comportamento?
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Para essa equagdo, P(x) = 1, Q(x) = 0 e R(x) = —x, logo todo ponto ¢ um ponto ordindrio. Vamos supor que
Y=Y an" (16)
=0

e que a série converge em algum intervalo Lyl < p. A série para y" ¢ dada pela Eq. (7); como explicado no exem-
plo precedente, podemos reescrevé-la como

Y =) (n+2)n+ Dagax". (a7
n=0
Substituindo y e y” na Eq. (15) pelas séries (16) e (17), obtemos
= =} oo (=]
Z{ﬂ+2}(n+ Dag.2x" :.rz:a.,x" = Za,,,r""_ (18)
=) n=0 n=(

A seguir, mudamos o indice da tltima série a direita na Eq. (18) substituindo n por n - 1 e comegando a somar
a partir de 1 em vez de zero. Temos, entio,

b e
2.1a; + Z{u +2)(n+ Day2x" = Zan_l.r".

n=1 n=1

Novamente, para que essa equagio seja satisfeita para todo x € preciso que os coeficientes das poténcias iguais
de x sejam iguais; portanto, a, = 0, e obtemos a relagdo de recorréncia

(n+2)n+ a,.»=a,., para n=123,.... (19)

Como a,,, ¢ dado em fungio de a, ,, 0s coeficientes sio determinados de trés em trés. Assim. a, determina a;,
que por sua vez determina a,, ...; a; determina a,, que determina a,, ... ¢ a, determina a., que determina ay, ...
Como a, = 0, concluimos imediatamente que a; = a, = a, = ... =0.

Para a sequéncia a,, a,, @, a,, ..., fazemos n = 1,4,7.10, ... na relagdo de recorréncia:

ap iy ay ag ay

=53t M5 5T 7.3.56° P 8.5 2:3-56:8.9

ay

Esses resultados sugerem a férmula geral

(7]
Ay = n=4

2.3.5.6:--(3n=1)(3n)" -

Para a sequéncia a,,a,, a;,a,, ..., fazemos n = 2,5.8. 11, ... na relagio de recorréncia:

_m _t!_;_ ay e (2] ____”I
W34 TTGT - 3A67 TR 3467900
Em geral, temos
ay 4
= 3 1 = &.
Gl = 374767 GmGn+ 1) =
Assim, a solugdo geral da equagio de Airy ¢
o 0 x? x° " xh 4
y=m|l+ts3ta 356" T 23 Bn-1D0W
X x’ ® Saitik
L ——m e . 2
+“‘[‘”+3.4+3‘4-6-?+ Y3 e+ ] (20)

Tendo obtido essas duas solugdes em série, podemos investigar agora sua convergéncia. Devido ao cresci-
mento rdpido dos denominadores dos termos na série (20). poderiamos esperar que essas séries tivessem um
raio de convergéncia grande. De fato, ¢ ficil usar o teste da razio para mostrar que ambas as séries convergem
para todo x; veja o Problema 20.

Supondo, por um instante, que as séries convergem para todo x, sejam y, € y, as fungoes definidas pelas expres-
soes no primeiro e no segundo par de colchetes, respectivamente, na Eq. (20). Entao, escolhendo primeiro a, = 1.
a, = 0 e depois a, = 0,a, = 1, segue que y, e y, sdo solugdes da Eq. (15). Note que y, satisfaz as condigoes iniciais

y,(0) = 1, y[(0) = 0, e que y, satisfaz as condigoes inicias y,(0) = 0, y1(0) = 1. Portanto, W(y,, v,)(0) = 1 # 0 e,em
consequéncia, y, e ¥, formam um conjunto fundamental de solugdes. Logo, a solugio geral da equagao de Airy é

¥y = agy(x) +ay2(x), —00 < X < 00.

As Figuras 5.2.3 e 5.2.4 mostram os grificos das solugdes y, € 1, respectivamente, da equagio de Airy, assim
como os grdficos de diversas somas parciais das duas séries na Eq. (20). Novamente, as somas parciais forne-
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cem aproximagoes locais para as solugdes em uma vizinhanga da origem. Embora a qualidade da aproximagao
melhore a medida que aumenta o nimero de termos, nenhum polindmio pode representar de modo adequado
v, ¢ ¥, para valores grandes de lxl. Um modo pritico de estimar o intervalo no qual uma soma parcial dada é
razoavelmente precisa € comparar os grificos daquela soma parcial e da proxima, obtida incluindo-se mais um
termo. Assim que se puder notar a separagio dos gréficos, pode-se ter certeza de que a soma parcial orizinal
ndo ¢ precisa. Por exemplo, na Figura 5.2.3 os graficos para n = 24 ¢ n = 27 comegam a se separar em torno de
x =-9/2, Portanto, além desse ponto a soma parcial de grau 24 ndo serve como uma aproximagio da solugio.

Observe que ambas as fungdes v, ¢ v, sio mondtonas para x > 0 e oscilatérias para x < 0. Vocé também pode
ver das figuras que as oscilagdes ndo sao uniformes, mas decaem em amplitude ¢ aumentam em frequéncia
quando aumenta a distincia da origem. Em contraste com o Exemplo 1, as solugocs y, ¢ v, da equagio de Airy
néio sao fungdes elementares que vocé ji encontrou em Céleulo. No entanto, pela sua im.piirh'mci-.t em algumas
aplicagdes fisicas essas fungdes tém sido estudadas extensamente, e suas propricdades sio bem conhecidas
entre matemadticos aplicados e cientistas,

Y /
2'_ ﬂ=3
nz6
1 | |
2 x
. 3 I

FIGURA 5.2.3 Aproximagdes polinomiais da solugdo y,(v) da equagiio de Airy. O valor de n ¢ o grau do
polinémio na aproximagao.

nzd

N -
=Y

1
n
!

FIGURA 5.24 Aproximagoes polinomiais da solugio y,(x) da equagdo de Airy. O valor de n € o grau do
polindmio na aproximagao.

Encontre uma solugio da equagio de Airy em poténcias de x - ¥
O ponto x = 1 é um ponto ordindrio da Eg. (15) ¢, portanto, procuramos por uma solugio da forma

y= ia,(x -1,

n=0

EXEMPLO

3

. onde supomos que a série converge em algum intervalo lx - 1l < p. Entdo
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2 -
.\.l" = Zﬂﬂn(.l' —_ 1)"-[ = Z{n o= I}an+] (x — I)n.

n=l n=0
-]
V= Z: nin—Da,(x —1)""% = Z(n +2)(n + Dayea(x = 1)".
n=2 n=0

Substituindo y e y" na Eq. (15). obtemos

o0 o
Y+ 2)n+ Dagea(e =1 =x Y an(x = 1)". (21)
n={} n=0
Para igualar os coeficientes das poténcias iguais de (x — 1) precisamos escrever x, o coeficiente de y na Eq. (15),
em poténcias de (x - 1); ou seja, escrevemos x = | + (x — 1). Note que essa ¢ precisamente a série de Taylor de
x em torno de x = 1. Entdo, a Eq. (21) fica

o0

Z(n +2)(n+ Dagax—1D"=[1+(x—1)] Zﬂn(x -1

=0 n=0

AL IR oy & v

= itl,(,’( -1+ iﬂ,,l.t — )+,

n=0 n=l)
Mudando o indice da tiltima série a direita, obtemos

o0 ~ = =l
Z[n +2)(n+ Dayalx = 1)" = Za,.(x - D"+ Za.,_ﬂx - 1",
=()

n=0 n=|

Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x — 1. encontramos
2:‘13 =y,
(3-2)ay = a, + ay.
(4-3)a; =a+ay,

(5-Nas = as + a1,

A relagiio de recorréncia geral ¢
(n+2)(n+ Day,2 =a,+a,-y para n=1. (22)

Resolvendo para os primeiros coeficientes em fungio de a, € a;, vemos que

_a B T S A TR TN R} -
W=Zn BRFgTE WERPTETU R TTH B30 120 3
Portanto,
=12 -1 -1 (x-=1)°
yass +
i a“[l+ 3 + 6 + 74 30 +

+a1[(.r—l)+' 3 -+ T 150

Em geral, quando a relagdo de recorréncia tem mais de dois termos, como na Eq. (22), a determinagio de

uma férmula para a, em fungio de a, e a, ¢ bem complicada, se ndo impossivel. Neste exemplo, tal férmula nio

parece ser fdcil. Sem tal férmula ndo podemos testar a convergéncia das duas séries na Eq. (23) por métodos

diretos, como o teste da razdo. No entanto, mesmo sem ter uma férmula para a, vamos ver na Segio 5.3 que ¢

possivel mostrar que as duas séries na Eq. (23) convergem para todo x. Além disso, elas definem fungdes y, e y,
que formam um conjunto fundamental de solugdes da equagio de Airy (15). Assim,

3 _1y4 BETT:
x=-1) (x=1) (x—=1) ] 23)

y = apys(x) + ayys(x)

e e L e e

¢ a solugdo geral da equagio de Airy para —o0 < x < 0o,

Vale a pena enfatizar que,como vimos no Exemplo 3,se procurarmos uma solugao da Eq. (1) da forma

o0
y= Y au(x — Xxp)", teremos, também, que expressar os coeficientes P(x), Q(x) e R(x) em poténcias de
n=0
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(x = x;). De outro modo, podemos fazer uma mudanga de varidvel x — X, = ¢, oblendo uma nova equagao
oo

diferencial para y em fungdo de r e depois procurar solugoes dessa nova equagio da forma Y. aut". Ao

terminar os cdlculos, substituimos ¢ por x - x, (veja o Problema 19), =l

Nos Exemplos 2 e 3 encontramos dois conjuntos de solugdes da equagio de Airy. As fungoes y, ¢ v,
definidas pelas séries na Eq. (20) formam um conjunto fundamental de solugoes para a Eq. (15) para todo
X, 0 que também ¢ verdade para as fungoes y; e y, definidas pelas séries na Eq. (23). De acordo com a
teoria geral de equagoes lineares de segunda ordem, cada uma entre as duas primeiras fungdes pode ser
expressa como combinagao linear das duas tltimas fungoes e vice-versa — um resultado que, certamente,
nao ¢ obvio examinando-se apenas as séries.

Finalmente, enfatizamos que nao € terrivelmente importante se nio formos capazes de determinar o
coeficiente geral a, em fungdo de a, € a,.como no Exemplo 3. O essencial é podermos determinar guantos
coeficientes quisermos. Assim, podemos encontrar quantos termos quisermos nas duas solugoes em série,
mesmo sem conhecer o termo geral. Embora a tarefa de calcular diversos coeficicntes em uma solugao
em série de poténcias ndo seja dificil, pode ser tediosa. Um pacote de manipulagio simbolica pode aiudar
aqui; alguns sdo capazes de encontrar um nimero de termos especificado em uma solugio em séric de po-
téncias em resposta a um tnico comando. Com um pacote grifico apropriado pode-se. também. produzir
grificos como os que aparecem nas figuras desta secdo,

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 14:

(a) Procure solugdes em séries de poténcias da equagdo diferencial dada em torno do ponto dado v, encontre
arelacao de recorréncia,

(b) Encontre os quatro primeiros termos em cada uma das duas solugdes v, e v. (a menos que a série terming
antes).

(¢) Calculando o wronskiano W(v,, v.)(x, ). mostre que v, e v, formam um conjunto fundamental de solugoes.

(d) Se possivel, encontre o termo geral em cada solugao

@1 —y =0, =0 2.y —xy —v=0, xp=0
oy —xy—y=40, =1 Vo kY =0, xo=0, k constante
S5.l=x)y"+y=0, xy =10 Q2+ X2y —xy +4y =0, xg=10

Vi + 2y =0, xp=0 8. x4+ y +xy=0, xn=1

9. (14 X))y —dxy +6y=0, x=0 -2y +2y=0. x=0
13— = 3xy —y =0, xg =10 763 (1—x)y"+xy —y=0, xp =10
13. 2"+ xy' 4+ 3y =0, =0 14, 2v" + (x+ 1)y +3y =0, xXg=2

Em cada um dos Problemas de 15 a 18:
(a) Encontre os cinco primeiros termos nio nulos na solugao do problema de valor inicial dado.
(b) Faca graficos das aproximagoes da solugao com quatro e cinco termos no mesmo conjunto de eixos.
(c) Estime, a partir dos gréficos no item (b). o intervalo no qual a aproximagao com quatro termos ¢ razoavel-
mente precisa.
."?, Vi -xy—-y=0, y(0)y =2, y(0)=1; VejaoProblema?2
§'0 16, 2+ 10y —xy +4y =0, y(0) = —1, y'(0) =3: Veja o Problema6
Y4y +2y =0, y(0) =4, y'(0)=—1;Vejao Problema?7
(1 —x)y" +xy —y=0, y(0) = =3, y'(0) =2; Veja o Problema 12

19. (a) Fazendo a mudanga de varidvel x —x, = t e supondo que y tem uma série de Taylor em poténcias de r,
encontre duas solucoes de

Y+ = DY+ =1y=0

em séries de poténcias de x — 1.
(b) Mostre que vocé obtém o mesmo resultado diretamente suponc!o que y € dado por uma série de Taylor
em poténcias de x — 1 e expressando o coeficiente x* — 1 em poténcias dex-1.
20. Mostre diretamente, usando o teste da razao, que as duas solugdes em série em torno do ponto x = 0 da
equagdo de Airy convergem para todo x: veja a Eq. (20) do texto.
21. A Equagiio de Hermite. A equagao
y' =20y + Ay =0, —00 < X < 00,
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onde & é constante, é conhecida como a equagao de Hermite.* Esta € uma equagio importante na fisica

matemdtica.

(2) Encontre os quatro primeiros termos em cada uma de duas solugoes linearmente independentes em
torno de x = 0.

(b) Note que se A for um inteiro par niio negativo, entio uma ou outra das solugdes em série termina
e torna-se um polindmio. Encontre as solugdes polinomiais para 7 = 0, 2.4.6.8 ¢ 10. Note que cada
polindmio é determinado a menos de uma constante multiplicativa.

(¢) O polindémio de Hermite H,(x) é definido como a solugio polinomial da equagio de Hermite com 4
= 2n para a qual o coeliciente de x" é 2", Encontre H(x). ... H(x).
22. Considere o problema de valor inicial y' = JT =Ly =0.
(a) Mostre que y = sen x € a solugio deste problema de valor inicial.
(b) Procure uma solugio do problema de valor inicial em forma de série de poténcias em torno de x = 0,
Encontre os coelicientes dessa série até o termo contendo x',

Em cada um dos Problemas de 23 a 28, faga o grdfico de diversas somas parciais da solugio em série do pro-
blema de valor inicial dado em torno de x = 00, obtendo. assim, graficos andlogos aos ilustrados nas Figuras 5.2.1
até 5.2.4.

& LBy —xy —y=0, y(0)y =1, v'(0) = 0: Veja o Problema 2

& 214 24X —xy+4y=0, yih=1, ¥(0)=0: VejaoProblema6

6‘.;% Yo+xy +2y=0, y(0)y =0, ¥(0)=1: Vejao Problema?

& A20) (4 - Xy +2y =0, Vi) =0, v(0)=1: Vejao Problemal(

& 21y +xy=0, vy =1, ¥(0)=0; Vejao Problema 4

o

¢ 28 (l—xp' +xy' =2y =0, v =0, vio)y=1

5.3 Solucdes em Série Perto de um Ponto Ordinério, Parte 11

Consideramos, na se¢iio precedente. o problema de encontrar solugoes de
Py + Q' + Ry =0, (1)

onde . Q ¢ R sio polindmios, na vizinhanga de um ponto ordindrio x,. Supondo que a Eq. (1) tem. de fato,
uma solugdo v = ¢(x) e que ¢ tem uma série de Tavlor

A
y=00) =) alx—x)", )

n=0 v

que converge para lx —x,| < p, onde p > 0, vimos que a, pode ser determinado substituindo-se. dirctamen- '

te, ¥ na Eq. (1) pela série (2). i

Vamos considerar, agora, como justilicar a afirmagao de que se x, ¢ um ponto ordindrio da Eq. (1),
entio existem solugoes da forma (2). Vamos considerar, também, a questao do raio de convergéneia de tal
série. Ao fazer isso, seremos levados a uma generalizagio da defini¢do de ponto ordindrio.

Suponha, entiio, que existe uma solugio da Eq. (1) da forma (2). Diferenciando a Eq. (2) m vezes e
fazendo x igual a x,. segue que

mla,, = o (xy).

Logo, para calcular a, na série (2) precisamos mostrar que podemos determinar ¢"'(x,) paran =0,1.2, ...
a partir da equagio diferencial (1).

Suponha que y = ¢(x) ¢ uma solugiio da Eq. (1) satisfazendo as condigoes iniciais y(x,) = v, v'(x,) = ¥/
Entio, a, = y, e a, = y/. Se estivermos interessados apenas em encontrar uma solugao da Eq. (1) sem espe-
cificar condigdes iniciais, entio a, € a, permanecem arbitrarios. Para determinar ¢''(.x,) e os coeficientes
correspondentes a, para n = 2,3, ..., voltamos para a Eq. (1). Como ¢ ¢ uma solugio da Eq. (1), temos

*Charles Hermite (1822-1901) foi um analista e algebrista francés influente. Introduziu as fungoes de Hermite em 1864 ¢ %
mostrou, em 1873, que e € um nimero transcendental (ou seja, e ndo € raiz de nenhuma equagao polinomial com coeficientes '
racionais). Seu nome também estd associado ds matrizes hermitianas (veja a Segdo 7.3), algumas de cujas propriedades ele
descobriu.
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P(x)¢"(x) + Q(x)8'(x) + R(x)p(x) = 0.

No intervalo em torno de x, onde /” nunca se anula, podemos escrever essa cquagao na forma

¢ (x) = —=p)d'(x) — g(x)P(v), (3)

onde p(x) = Q(x)/P(x) ¢ q(x) = R(x)/P(v). Fazendo v igual a x, na Eq. (3). temon
‘b”(-\'u) = "Pf-\'(l}{ﬁ".\‘n} = q(_\'nirﬁ (Xp).

Portanto, a, é dado por
2y = (ﬁ”fl'u) = —=plxpa; — qxga. (4)

Para determinar a,. diferenciamos a Eq. (3) ¢ depois fazemos x igual a x,, obiendo

3lay = ¢ (x0) = ~[pd" + (p' + Q)¢ + ¢'p)
A=

Yo

= =2pxp)ay = [p'(xp) + gxp)ay — ¢’ (xp)a. ()

A substituicio de a. pela expressio obtida da Eq. (4) fornece a, em termos de a, ¢ u,. Como 2, Q¢ Rsio
polinomios e P(x,) # 0. todas as derivadas de p e g existemem x,,. | 0go, podemos continuar a diferenciar
a Eq. (3) indefinidamente, determinando. apios cada diferenciacao, os coclicientes sucessivos . .. ...
fazendo vigual a x.

Note que a propriedade importante que usamos na determinagio de a, ¢ que podemos caleular uma
infinidade de derivadas das fungoces p ¢ ¢. Pode parecer razodvel relaxar nossa hipatese de que as fun-
¢oOes p e ¢ sdo quocientes de polinomios ¢ supor, simplesmente, que sejam infinitamente dilerenciiveis
em uma vizinhanga de x. Infelizmente, essa condigdo ¢ muito fraca para garantir que podemos provar a
convergencia da expansao em scrie resultante para v = (). E necessario supor que as funcoes p e ¢ sio
analiticas em x 2 ou seja, que clas tem expansoes em série de Taylor que convergem em algum intervalo
em torno do ponto x,;:

pXy=pp+mX—xg)+---F+p.x— ) 4= ZP"“- - )", (6)
=}
~

Q) = qgo+ quIx —=Xg) + - F gy —x )" o= Zq“u L (7)
n=0

Com essiideia em mente, podemos generalizar as definigdes de ponto ordinario e ponto singular da Eq.
(1) da seguinte maneira: se as fungdes p = O/P ¢ ¢ = RIP forem analiticas em v, entdo o ponto v, € dito

um ponto ordindrio da equacio diferencial (1):caso contririo, ¢ um ponto singular.

Vamos agora considerar o problema do intervalo de convergéncia da solugao em scrie. Uma possibili-
dade ¢ caleular. explicitamente, a solugiao em série para cada problema e usar um dos testes de convergén-
cia de uma série infinita para determinar seu raio de convergéncia. Infelizmente, esses testes requerem
ue obtenhamos uma expressio para o coeficiente geral a, em fungdo de n, uma tarefa muito dificil, se
nio impossivel. com frequéncia: lembre o Exemplo 3 na Segao 5.2. No entanto, essa questao pode ser
respondida imediatamente para uma classe ampla de problemas pelo teorema a seguir.

Se x, for um ponto ordindrio da equacao diferencial (1)
P(x)y" + Q()y + R(x)y =0,
ou seja, se p = Q/P ¢ q = RIP forem analiticas em x,, entdo a solugio geral da Eq. (1) serd

oo
e Z a,(x — x0)" = aoy1(x) + ary2(x), ®)
n=0
onde a, e a, sdo arbitrdrios, e y, e y, sio duas solugbes em séries de poténc?as que s§0 analiticas em Xo-
As solugdes y, e y, formam um conjunto fundamental de solugoes. Além disso, 0 raio df_{.!,ﬂpfl_\'er_génma
de cada uma das solugdes em série y, ¢ y, € pelo menos tao grande quanto o minimo dos raios d‘? con-

- vergéncia das séries parap e q. : SR SRR
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EXEMPLO

1

EXEMPLO

I EXEMPLO

Para ver que y, e y, formam um conjunto fundamental de solugbes, note que eles tém a forma y,(x) = |
+ by(x = x) + ... e ya(x) = (x = %) + cx(x - x)* + ...,onde b. + ¢, = a,. Logo, y, satisfaz as condigdes iniciais
vi(x,) = 1, yi(x,) = 0 e y, satisfaz as condigoes iniciais y5(x,) = 0, vi(x,) = 1. Logo, W(y,, v.)(x,) = 1.

Note também que embora o cdlculo dos coeficientes através de diferenciagoes sucessivas da equagio
diferencial seja excelente do ponto de vista tedrico, ndo ¢, em geral, um procedimento computacional
pritico. Em vez disso, ¢ melhor substituir y na Eq. (1) pela série (2) e determinar os coeficientes de modo
que a equagio diferencial seja satisfeita, como nos exemplos da se¢do precedente.

Nio demonstraremos esse teorema que, em uma forma ligeiramente mais geral, ¢ devido a Fuchs." O
que importa para nossos propdsitos € que existe uma solugio em série da forma (2) e que o raio de con-
vergéncia dessa solugao em série néo pode ser menor do que o menor entre os raios de convergéncia das
séries para p e ¢; logo, precisamos apenas determinar esses raios.

Isso pode ser feito de duas maneiras. Novamente, uma possibilidade € calcular as séries de poténcias
para p e g e depois determinar seus raios de convergéncia usando um dos testes de convergéncia para
séries infinitas. No entanto, existe um modo mais facil quando P, Q e R sdo polindbmios. Na teoria de
fungoes de uma varidvel complexa mostra-se que a razao de dois polindmios, digamos Q/P, tem uma
expansao em série de poténcias que converge em torno de um ponto x; se P(x,) # 0. Além disso, supondo
que todos os fatores comuns entre Q e P foram cancelados, o raio de convergéncia da série de poténcias
para Q/P em torno do ponto x, ¢ exatamente a distancia de x, a raiz mais proxima de P. Ao determinar
essa distincia, precisamos lembrar que P(x) = 0 pode ter raizes complexas, ¢ elas também t¢m que ser
levadas em consideragao.

Qual ¢ o raio de convergéncia da série de Taylor para (1 + 1°)" em torno de x = (0?
Um modo de proceder é encontrar a série de Taylor em questdo, a saber,
1
T+
Pode-se verificar, entio, pelo teste da razio, que p = 1. Outra abordagem ¢ notar que os zerosde 1 + v*sdox =
=i, Como a distancia de 0 a { ou a — no plano complexo ¢ 1.0 raio de convergéncia da série de poténcias em
tornodex=0¢ 1.

6

1=t =ab o (S 3

Qual ¢ o raio de convergéncia da série de Taylor para (x* = 2v + 2) ' em torno de x = 0?7 E em torno de x = 1?
Em primeiro lugar, note que

X =2x+2=0
tem solugoes x = 1 + i. A distanciade x =0ax =1 +iouax = 1-ino plano complexo ¢ V2, logo, o raio de
convergéncia da expansio em série de Taylor }:_; a,x" em torno de x = 0 é V2.
n=(}
A distincia no plano complexodex=lax=1+iouax=1-i¢ 1;logo o raio de convergéncia da expansio

em série de Taylor 3 by(x — 1) emtornode x =16 1.
n=0

De acordo com o Teorema 5.3.1, as solugdes em série da equagio de Airy nos Exemplos 2 ¢ 3 da segao
precedente convergem para todos os valores de v, jd que, em cada um dos problemas, P(x) = | e, portanto,
nunca se anula.

Uma solugdo em série pode convergir para outros valores de x, além dos indicados no Teorema 5.3.1,
de modo que o teorema fornece, de fato, apenas uma cota inferior para o raio de convergéncia da solugao
em série. Isso € ilustrado pelos polindmios de Legendre, que satisfazem a equagio de Legendre dada no
préximo exemplo.

Determine uma cota inferior para o raio de convergéncia das solugdes em série em torno de x = 0 da equagdo
de Legendre

*Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902) foi estudante e, mais tarde. professor na University of Berlim. Provou o resultado
do Teorema 5.3.1 em 1866. Sua pesquisa mais importante foi sobre pontos singulares de equagdes diferenciais lineares. Ele
reconheceu a importancia dos pontos singulares regulares (Segdo 5.4), e as equagdes cujas tinicas singularidades, incluindo o
ponto no infinito, sdo pontos singulares regulares; sdo conhecidas como equagoes de Fuchs.
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A=)y — 20y + afe + Ly =0,
onde « € constante.
Note que P(x) =1 -x, Q(x) = -2v e R(x) = e + 1) sdo polindmios e que os zeros de P, a saber, x = £ 1,
distam 1 de x = 0. Logo, uma solugdo em série da forma )E a,x" converge pelo menos para bl < 1 e, possivel-

n={)

mente, para valores maiores de x. De fato. pode-se mostrar que se « ¢ um inteiro positivo, uma das solugdes
em série termina apos um nimero finito de termos e, portanto, converge para todo x ¢ ndo apenas para lxl < 1.
Por exemplo, se « = 1. a solugiio polinomial € y = x. Veja os Problemas 22 até 29, ao final desta se¢io, para uma
discussdo mais completa da equagio de Legendre,

EXEMPLO Determine uma cota inferior para o raio de convergéncia da solugio em série da equagio diferencia!
4 (1+xNy +2xy + 4y =0 (9)

em torno do ponto x = 0 ¢ em torno do ponto x = —

Novamente. Q. P ¢ R sdo polindbmios ¢ P tem rai

LT

es x = +i. A distancia no plano complexo de la +i¢ lea
e 'L
distancia de —3a +i é V1+ 1 = V/5/2. Assim, no primeiro caso, a série Y a,x" converge pelo menos para Ll <

™~

~ n=ll
I e, no segundo caso. a série 3 b, (x + 1)" converge pelo menos parajx + 1| < V5/2.

r=ll
Uma observagio interessante que podemos fazer sobre a Eq. (9) segue dos Teoremas 3.2.1 ¢ 5.3.1. Suponha
que sdo dadas as condigoes iniciais y(0) = v, e v'(0) = y;. Como 1 + x* # 0 para todo v, sabemos, do Teorema
3.2.1, que o problema de valor inicial tem uma tnica solugio em —o¢ < x < ~o. Por outro lado. o Teorema 5.3.1

¢
garante apenas uma solugio em série da forma }_ a,x" (coma, = v,.a, = v;) para-1 < x < |, A solugiio tinica no

n={)
intervalo —-a¢ < x < a¢ pode nio ter uma expansao em série de poténcias em torno de x = () que convirja para
todo x.
Podemos determinar uma solucio em série em torno de x = 0 para a equagdo diferencial
EXEMPLO 3 - A nasolugs p quac
5 y' 4+ (senx)y’ + (1 +x%)y =0,

¢, se for o caso, qual o raio de convergéncia?

Para esta equagio diferencial, p(x) = sen x e g(x) = | + v’. Lembre-se do Cilculo que sen x tem uma expan-
sdo em série de Taylor em torno de x = 0 que converge para todo x. Além disso, ¢ também tem uma expansio
em série de Taylor em torno de x = 0, a saber, g(x) = 1 + x°. que converge para todo x. Portanto, a equagio tem

=

uma solugio em série da forma y = 3 @,x", com a, ¢ a, arbitrdrios, e a série converge para todo x.
n=ll

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, determine ¢"(x,), ¢"(x,) € ¢"/(x,) para o ponto dado x,, s¢ y = ¢(x,) € uma

— solugao do problema de valor inicial dado.
L y'+xy+y=0; yi)=1, y0) =0
(2)y" + Genx)y + (cosx)y =0;  y(0)=0, y(©0)=1
Q By 4+ (14 0y 4+3(nx)y=0; y)=2 yd)=0
4. y" +x3y + (senx)y = 0 y=a. Y0 =a
Em cada um dos Problemas de 5 a 8. determine uma cota inferior para o raio de convergéncia da solugdo em
série da equacdo diferencial dada em torno de cada ponto x, dado.
@ y'+4y +6xy =0: xx=0 x=4
6. (¥ —2c=3)y' +xy+4y=0; xo=4, xo=-4, x=0
A+ +dxy +y=0; =0 x=2
8. xy'+y=0; Xxx=1
9. Determine uma cota inferior para o raio de convergéncia da solugio em série em tomo de x, dado para
cada uma das equagdes diferenciais dadas nos Problemas de 1 a 14 da Segaon 5.2.
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10. A Equagiio de Chebyshev. A equacio diferencial de Chebyshev’ e

(1=x)y" —xy +a?y =0,

onde « € constante.

(a) Determine duas solugdes em séries de poténcias de x para lx|l < | e mostre que elas formam um con-
junto fundamental de solugdes.

(b) Mostre que, se « for um inteiro ndo negativo n. entdo existe uma solugao polinomial de grau n. Esses
polindmios, quando normalizados adequadamente, sao chamados de polindmios de Chebyshev. Eles
sdo muito tteis em problemas que necessitam de uma aproximagio polinomial para uma fungio defi-
nidaem-1 <x<1.

(¢) Encontre uma solugdo polinomial para cada um dos casose=n=20,1.2¢ 3.

Para cada uma das equagdes diferenciais nos Problemas de 11 a 14, encontre os quatro primeiros termos nio
nulos em cada uma de duas solugdes em série em torno da origem. Qual o valor que vocé espera que tenha o
raio de convergéncia de cada solugao?

11. y" + (senx)y =0 12. e'y" +xy =0
13. (cosx)y"+xy =2y =0 14, ey +In(1 +x)y —xy =0

@ Sejam x e x” solugdes da equacio diferencial P(x)y' = Q(x)y" + R(x)y = 0. Vocé pode dizer se o ponto x =
0 é um ponto ordindrio ou singular? Prove sua resposta.

Equagoes de Primeira Ordem. Os métodos de expansdo em séries discutidos nesta secdo sdo diretamente

aplicdveis & equagao diferencial linear de primeira ordem P(x)y’ + Q(x)y = 0 em um ponto x,, se a fungio p =

Q/P tiver uma expansdo em série de Taylor em torno desse ponto. Tal ponto ¢ chamado de ponto ordindrio e,
ax

além disso, o raio de convergéncia da série y = ¥~ a,(x — xy)" é pelo menos tio grande quanto o raio de con-

n=ll
vergéncia da série para Q/P. Em cada um dos Problemas de 16 a 21, resolva a equagao diferencial dada por uma
série de poténcias em x e verifique que a, ¢ arbitrario em cada caso. Os Problemas 20 e 21 envolvem equagdes
diferenciais nao homogéneas para as quais os métodos de expansio em séries podem ser estendidos facilmente.
Sempre que possivel, compare a solugio em série com a obtida pelos métodos do Capitulo 2.

16. y' =y =0 17. v —xy =0
18. y' =%y, sO trés termos 19. (l—xn'=vw
20. y —y=2x° 2L ¥y ay=1+x

A Equacio de Legendre. Os Problemas de 22 a 29 tratam da equagdo de Legendre?
(1 =xy" —2xy' +a(a+ Dy =0.

Como indicado no Exemplo 3, 0 ponto x = 0 é um ponto ordindrio dessa equagio, e a distincia da origem ao
zero mais proximo de P(x) = 1 - x* é 1. Logo, o raio de convergéncia da solugio em série em torno de x =0 é
pelo menos 1. Note, também, que basta considerar & > —1. pois, se @ < ~1, entio a substituigdo « = —(1 + y), onde
y = 0,leva a equagdo de Legendre (1 —x)y" = 2xy" + {y + L)y = 0.

22, Mostre que duas solugdes da equacio de Legendre para [x] < | sdo

ale+1) 5,  ale—2)(a+ D(a+3) |,
X+ 5

2! 4!

nx)=1-

= m (@ =2m+2) @+ 1) (a+2m—1) 5,
¥ E(_” (2m)! =

m=3

AT = e

(@ — 1)(« +2)¥3 + (@ —D(a —3)(e+2)(a +4)x5

ViRl 2= 3 51

=, (=1 (a=2m+Da+2)---(a+2m) 5, .,
— m «m
T ,,,zzj( b 2m+1)! RS

AP L g

"Pafnuty L. Chebyshev (1821-1894), professor da Petersburg University durante 35 anos e 0 matematico russo mais influente
do século XIX, fundou a chamada escola de Sio Petersburgo, que produziu uma longa linhagem de matemiticos importantes.
Seus estudos sobre os polindmios de Chebyshev comegaram em torno de 1854, como parte de uma investigagio de aproxima-
¢io de fungdes por polindmios. Chebyshev também ¢ conhecido por seu trabalho em teoria dos nimeros e probabilidade.
"Adrien-Marie Legendre (1752-1833) teve viirias posigoes na Académie des Sciences francesa a partir de 1783. Seus trabalhos
principais foram nos campos de fungdes eliticas e teoria dos nimeros. As fungoes de Legendre, solugoes da equagio de Le-
gendre, apareceram pela primeira vez em 1784 em seu estudo sobre a atragio de esferoides.
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23. Mostre que se « for zero ou um inteiro positivo par 2z, a solugio em série y, se reduz a um polindmio
de grau 2n contendo apenas poténcias pares de x. Encontre os polindmios cu'rrcspondcnlcs aa=02e4
Mostre que, se a for um inteiro positivo fmpar 21 + |, entio a solugdo em séric vy se reduz a um polindmio
de grau 2n + 1 contendo apenas poténcias impares de x. Encontre os polindmiovs correspondentes a @ = 1,
3es.

o

@
e}
s

O polindémio de Legendre P,(x) € definido como a solugao polinomial da equagio de Legendre coma =n
que satisfaz, também, a condigio P, (1) = 1.

(a) Usando os resultados do Problema 23, encontre os polinémios de Legendre £,(x). .... .(x).

(b) Faga os grificos de Py(x), ... Pi(x) para-1 < x < I,

(¢) Encontre os zeros de Py (x), ..., Pi(x).

25. Pode-se mostrar que a férmula geral para P,(x) ¢

n/2)

=12 = 24y
P-:(-”:L ( “("” 2k)! -2k

2" & Kin = k)l — 2k
onde [ #/2 | denota o maior inteiro menor ou igual a n/2. Observando a forma de P,(x) para nn par ¢ impar,
mostre que P,(-1) = (-1)".
26. Os polindomios de Legendre tém um papel importante em fisica matemiitica. Por exemplo, 1o se resolver a
equagdo de Laplace (equagio do potencial) em coordenadas esféricas, encontramos a equagio
d*F(g) dF(

) )
— +colg iz +ntn+DF(g) =0, <y <m,
dy? dy

onde # ¢ um inteiro positivo. Mostre que a mudanga de vanivel v = cos ¢ leva a uma equagio de Legendre
coma = n para y = flx) = Flarccos v),
27) Mostre que, paran = 0.1,2, 3, 0 polindmio de Legendre correspondente € dado por

n
-

P.(x) = — -1)",

2””’ (‘l-? o
Esta formula, conhecida como férmula de Rodrigues,” € vdlida para todos os inteiros positivos i,
28. Mostre que a equagio de Legendre também pode ser escrita como
[(1 =)y = —ale+ Dy.
Segue. entdo. que
[(1 —)P ()] = —n(n+ DP(x) e [(1- VP, ()] = —mim + 1)P,,(x).
Multiplicando a primeira equagio por P, (x),a segunda por P,(x),integrando por partes ¢ depois subtrain-

do uma equagio da outra, mostre que

|
f Pox)Pyu(x)dv=0 se n#m.
=

Esta propriedade dos polinomios de Legendre ¢ conhecida como a propriedade de ortogonalidade. Se
m = n, pode-se mostrar que o valor desta integral € 2/(2Zn + 1).
29. Dado um polindmio f de grau n, ¢ possivel expressar f como uma combinagdo linear de Py, Py, Py, ... P,:
n

Fl%y = Z ay Pr(x).

k=1
Usando o resultado do Problema 28, mostre que
2k +1 [
o= f f(x)Pi(x) dx.
-1

5.4 Equacdes de Euler; Pontos Singulares Regulares

Nesta se¢io vamos comegar considerando como resolver equagdes da forma

Px)y" + Q)Y + Ry = 0 (1)

*Olinde Rodrigues (1794-1851) publicou este resultado como parte de sua tese de doutorado na Ecole Normale em Paris em
1816. Mais tarde tornou-se banqueiro ¢ reformador social.
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na vizinhanga de um ponto singular x,. Lembre-se de que se as fungoes P, Q ¢ R sao polindmios sem fa-
tores comuns, os pontos singulares da Eq. (1) sdo os pontos nos quais P(x) = 0.

Equagdes de Euler. Uma equagio diferencial relativamente simples que tem um ponto singular ¢ a equa-

¢iao de Euler”
Liyl =Xy +axy’ + By =0, (2)

onde @ e beta sdo constantes reais, Neste caso P(x) = x*, de modo que x = 0 é o tinico ponto singular re-
gular da Eq. (2); todos os outros sdo pontos ordindrios. Por conveniéncia, vamos considerar, primeiro, o
intervalo x > 0: mais tarde estenderemos nossos resultados para o intervalo x < ().
Note que (x)" =r'e (x)" = r(r- 1)x"%. Logo, se supusermos que a Eq. (2) tem uma solugio da for-
ma
y=x, (3)
obtemos
LIx) = ()" + ax(x) + px’
=x"[r(r—1) +ar+ B]. (4)
Se r ¢ raiz da equacio de segundo grau
Firy=rir—=1)+4ar+p =0, (5)

entdo L[x] é zero e vy = x" é uma solugio da Eq. (2). As raizes da Eq. (5) sao

—(@-1x/(@-12-48
5 :

r.rn=

(6)

e F(r) = (r - r))(r = r,). Como para equagoes diferenciais lineares de segunda ordem com cocficientes
constantes, € necessirio considerar separadamente 0s casos nos quais as raizes sio reais e diferentes, reais
e iguais, e complexas conjugadas. De fato, a discussio inteira sobre equagoes de Euler ¢ semelhante ao
tratamento de equagdes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes no Capitulo
3, com e" substituido por x",

Raizes Reais e Distintas. Se F(r) = 0 tem raizes reais r, e r. com r, # r..entdo y,(x) = x" ¢ y.(x) = ¥ sdo
solugdes da Eq. (2). Como

W, x2) = (r; — n)x"*7!
ndo se anula se r; # ry e x > 0. segue que a solugio geral da Eq. (2) ¢

y=c1x" 4+ cx", x> 0. (7)

Note que, se r nio for racional, entio x* é definida por x" = e'".

Resolva
28y +3xy —y=0, x>0. (8)
Substituindo y = x” na Eq. (8), obtemos
XR2rr =D 4+3r—1=XQ2r +r—-)=xQr-=1(r+1)=0.
Logo r =} e r,=~1,de modo que a solugio geral da Eq. (8) ¢

y=cx'P+ext, x>0 9)

Raizes fgllms. Se as raizes r, e r, sdo iguais, obtemos apenas uma solugdo y,(x) = x" da forma proposta.
Pode-se obter uma segunda solugio pelo método de redugio de ordem, mas vamos considerar, para nossa
discussio futura, um método alternativo. Como ry = ry, F(r) = (r - r;)’. Assim, nesse caso, além de F(r,)) =

""Esta equagio ¢ chamada algumas vezes de equagiio de Cauchy-Euler ou equagio equidimensional. Ela foi estudada por
Euler em cerca de 1740, mas sua solugiio ji era conhecida por Johann Bernoulli antes de 1700

s yﬁf

e
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0, temos, também, F'(r,) = 0. Isso sugere a diferenciagio da Eq. (4) em relagio a r e, depois, a atribuigdo r
igual a r,. Diferenciando a Eq. (4) em relacao a r, temos

d a

—L[x]| = —[x

a7 [x'] r'ir[x Fn)l.

Substituindo F(r), trocando as ordens de integragao em relagio a x e em relagio a r, ¢ notando que
a(x")/dr = x" In r, obtemos

LIX"Inx] = (r = r)’X" Inx +2(r — r)x". (10)
A expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (10) é O para r = r; portanto,
va(x) =x" Inx, x>0 (11)
¢ uma segunda solugao da Eq. (2). Calculando o wronskiano, vemos que
W, x" Inx) = x¥1-1,

Logo, x" e x"" In x formam um conjunto fundamental de solugdes para x > 0, ¢ a solugio geral da Eq. (2)
P £

y=(c; + ¢ lnxxt, x>0. (12)

Resolva
Xy 4 5xy +4y =0, x =0 (13)
Substituindo y = x"na Eq. (13). obtemos
Xlrir=1)+5r+4] =x'(r" +4r +4) = 0.
Portanto,r,=r,=-2¢
y=xe; + ¢ Inx), x>0 (14)
¢ a solugio geral da Eq. (13).

Raizes Complexas. Finalmente. suponha que as raizes r, ¢ r, sdo complexas conjugadas, digamos,r, = 2 + it e
ry= k= ipe,com e # 0. Precisamos explicar agora o significado de x” quando r é complexo. Lembrando que
X =£"|"'r “5}

quando x > 0 e r é real, podemos usar essa equagio para definir x” quando r € complexo. Entiio, usando a
formula de Euler para ¢ ™, obtemos

xi.+:'_u - (,Il+l,u‘||n.t — ekln,temln.r - xle

i lnx

= x*[cos(p Inx) + isen(p Inx)], x > 0. (16)

Com essa defini¢ao de x* para valores complexos de r, pode-se verificar que as regras usuais da dlgebra e
o céleulo diferencial continuam validos, logo x* € x” sdo, de fato, solugdes da Eq. (2). A solugdo geral da
Eq.(2) ¢

y=cux* ¥ 4 e}, (17)

A desvantagem dessa expressio ¢ que as fungdes x*** e x* tomam valores complexos. Lembre-se de
que tivemos uma situagdo semelhante no estudo de equagdes diferenciais lincares de segunda ordem com
coeficientes constantes quando as raizes eram complexas. Da mesma forma que fizemos anteriormente,
podemos observar que as partes real e imagindria de x***, a saber,

Ycos(ulnx) e x‘sen(ulnx) (18)
também sdo solugoes da Eq. (2). Um cdlculo direto mostra que
Wix* cos(u Inx), x* sen(p Inx)] = =1,

Portanto, essas solugdes formam um conjunto fundamental de solugbes para x > 0, e a solugdo geral da
Eq.(2) é

y = ¢y cos(u Inx) + cox* sen(p Inx), x> 0. (19)
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3

Resolva

Y 4 xy +y=0. (20)

Substituindo y = x" na Eq. (20), obtemos

Xirr=D+r+11=x¢*+1)=0.
Logo, r = +i e a solugdo geral ¢

v=ccos(lnx) 4+ ¢z sen(Ilnx), | (21)

O fator x* nido parece explicitamente na Eq. (21) porque, neste exemplo, 2 =0 e x’ = 1.

Vamos considerar, agora, o comportamento qualitativo das solucoes da Eq. (2) perto do ponto singu-
lar x = 0. Isso depende inteiramente da natureza dos expoentes r, ¢ ro. Em primeiro lugar, se r for real ¢
positivo, v — 0 quando x tende a zero assumindo apenas valores positivos. Por outro lado, se r for real e
negalivo, entdo x” tornar-se-i ilimitado. Finalmente, s¢ r = 0,47 = [. Essas possibilidades estio ilustradas
na Figura 5.4.1 para diversos valores de r. Se r for complexo, uma solugao tipica serd x* cos(p In x). Essa
fungio torna-se ilimitada ou tende a zero se A for, respeclivamente, negativo ou positivo, ¢, lambem, OScr-

“la cada vez mais rapidamente quando x — 0. Esses comportamentos ¢stao Tustrados nas Figuras 5.4.2 ¢
5.4.3 para valores selecionados de 2 e de j¢. Se & = 0, a oscilagio tem amplitude constante. Finalmente, se
as raizes sio repetidas, entdo uma das solugoes tem a forma x” In x, que tende a zero se r> O e ¢ ilimitada
se r < 0. Um exemplo de cada caso aparece na Figura 5.4.4.

y
=R\ y g
21 ¥
2 | y=x"cos(5Inx)
— /i O\
: ! | |
y=xi2 o.liy 025 037505 *
Y =232
| | | [ -2
0.5 1 1.5 2 «x

FIGURA 5.4.1 Solugoes de uma equagio de Euler: raizes reais.

FIGURA 5.4.2 Solugio de uma equagio de
Euler; raizes complexas com parte real negativa,

Y ¥

1

[\I 1 1 ! | | |
W 1 5 2x 0 1

y=xInx
1} =¥

y =x2cos(5 In x) y=x"linx

FIGURA 5.4.3 Solugio de uma equagao
de Euler; raizes complexas com parte real
positiva.

FIGURA 5.4.4 Segundas solugdes tipicas
de uma equagdo de Euler com raizes
iguais.

A extensio das solugoes da Eq. (2) para o intervalo x < 0 pode ser [eita de modo relativamente direto.
A dificuldade estd em compreender o significado de x” quando r € negativo ¢ nio € inteiro; analogamente,
In x niio estd definido para x < 0. As solucdes da equagdao de Eulerque encontramos para x > 0 siio validas
‘para x < 0 mas sio, em geral, complexas. Assim, no Exemplo 1, a solugao x'* ¢ imagindria para x < (.

Sempre é possivel obter solugdes reais da equagio de Euler (2) no intervalo x < 0 fazendo a mudanga
de varidvel a seguir. Seja x = -§, onde £ >0, e seja y = u(&). Temos, entdo,

a
.

T

- taly

e

g
!
i
3
2
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dy _dudf _ du d’y d ( du\dt du (22)
dx  dE dx dg’ dx? dE —';E {T-E = de?’ =
Assim, para x < 0,a Eq. (2) fica na forma
yd'u du
§ e +G§E+ﬁ"=0‘ £ >0, (23)

Mas, exceto pelos nomes das varidveis. esta € exatamente igual 3 Eq. (2); Jas Egs. (7). 012) ¢ (19) temos
16" + k"
w(E) = (e +ezlng)en (24)
ciE cos(pIné) + 2  sen(je In &),
dependendo de os zeros de Fir) = r(r - 1) + ar + f serem reais e diferentes, reais ¢ iguais ou complexos
conjugados. Para obter i« em fungdo de x. substituimos & por —x nas Eqs. (24),
Podemos combinar os resultados para x >0 e x < 0 lembrando que v = v quando x > 0 ¢ la! = -y quando
x < 0. Logo, precisamos apenas substituir x por lxl nas Eqs. (7), (12) ¢ (19) para obter solugoes reais viilidas
em qualquer intervalo gue nao contém a origem,
Portanto, a solugio geral da equagiao de Euler (2)
v oxy + By =0
em qualquer intervalo que ndo contém a origem € determinada pelas raizes r, ¢ r, da equagio
Firy=rir=l)+oar+g=10

como segue. Se as raizes forem reais e diferentes, entdo

y=qlx|" +calx]”. (25)
Se as raizes forem iguais. entio
y=(cp+elnlxpxlm. (26)
Se as raizes forem complexas, entio
v = |x]" [e) cosipe In |[x]) 4 €2 sen(ye In |x])], (27)

onde ri. =2+ .
As solugoes de uma equagio de Euler da forma

(¥ —x)’y +alx —xp)y +By=0 (28)

sio semelhantes Se procurarmos solugoes da forma y = (x - x,), entdo a solugio geral ¢ dada por uma das
Egs. (25).(26) ou (27) com (x - x,) no lugar de x. De outro modo, podemos reduzir a Eq. (28) & forma da
Eq. (2) lfazendo uma mudanga da varidvel independente = x — x,.

Pontos Singulares Regulares. Agora vamos voltar a considerar a equagio geral
P(x)y" + Qx)y' + R(x)y =0

onde x, ¢ um ponto singular. [sso significa que P(x,) = 0 e que pelo menos um entre Q ¢ R nio se anula
em X

Infelizmente, se tentarmos usar os métodos das duas secdes precedentes para resolver a Eq. (1) na
vizinhanga de um ponto singular x,. descobriremos que esses mt-él.odos ndo funcionam. lszfo se deve ao
fato de que frequentemente as solugoes da Eq. (1) ndo sio analiticas em x, €, portanto, nio po_dcm ser
representadas por uma série de Taylor em poténcias de v - x,. Os Exemplos 1-_2 el anteriores ilustram
esse fato; em cada um desses exemplos a solugiio ndo tem uma expansiao em sérles‘dfz poténcias em torno
M@ﬂ Portanto, para ter alguma chance de resolver a Eq. (1) na vizinhanga de um ponto
singular precisamos usar um tipo de expansdo em série mais gera!. )

Como uma equagio diferencial tem, em geral, poucos pontos singulares, poder'lamos especular se eles
ndo poderiam ser simplesmente ignorados, uma vez que jd sabemos como construir solugdes em torno de
pontos ordindrios. No entanto, isso ndo ¢ possivel porque 0s pontos singulares detcn‘pmam as caracteris-
licas principais das solugdes de forma muito mais profunda do que poderiamos suspeitar a primeira vista.
Em uma vizinhanga de um ponto singular a solugao torna-se, muitas vezes, muito grande em médulo ou
experimenta mudangas rapidas em seu modulo. Assim, 0 comportamento de um sistema fisico modela-
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do por uma equagio diferencial €, com frequéncia, mais interessante em uma vizinhanga de um ponto
singular. Muitas vezes, singularidades geométricas em um problema fisico, como bicos ou arestas, geram
pontos singulares na equagao diferencial correspondente. Entao, embora queiramos inicialmente evitar
o0s poucos pontos onde uma equagao diferencial € singular, € precisamente nesses pontos que € necessério
estudar a equagdo com mais cuidado.

Como alternativa aos métodos analiticos poderia ser considerada a utilizagdao de métodos numéricos,
que serdo discutidos no Capitulo 8. Entretanto, esses métodos nao sao adequados para o estudo de solu-
¢oes na proximidade de um ponto singular. Dessa forma, mesmo adotando uma abordagem numérica ¢
vantajoso combind-la com os métodos analiticos deste capitulo para que se possa examinar 0 comporta-
mento das solugdes na proximidade de um ponto singular.

Sem qualquer informagéo adicional sobre o comportamento de Q/P ¢ R/P na vizinhanga do ponto sin-
’g_wossweﬁescrever o comportamento das solugoes da Eq. (1) perto de x = x,. Pode acontecer de
existirem duas solugoes distintas da Eq. (T) que permanecem limitadas quando x —X; (como no Exemplo
3): ou uma delas pode permanecer limitada enquanto a outra se torna ilimitada quando x — x, (como
no Exemplo 1); ou ambas podem tornar-se ilimitadas quando x — x;, (como no Exemplo 2). Se a Eq. (1)
tem solugdes que se tornam ilimitadas quando x — x,, muitas vezes ¢ importante determinar como essas
solugdes se comportam quando x — x,,. Por exemplo, y — oo do mesmo modo que (x —x,) ', ou como (v~
—x,;) '? ou de alguma outra maneira?

Nosso objetivo € estender o método ja desenvolvido para resolver a Eq. (1) perto de um ponto ordind-
rio de modo que ele possa também ser aplicado na vizinhanga de um ponto singular x. Para fazer issode

Tmodo razoavemente simples ¢ necessario nos restringirmos a casos onde as singularidades das fungoes
Q/P e R/P em x = x, ndo s30 muito severas — ou seja, 0 que poderiamos chamar de “singularidades fracas”,
Neste ponto ndo é claro o que seria exatamente uma singularidade aceitavel. No entanto, ao desenvolver-
mos o método de solugdo vocé verad que as condigoes apropriadas (veja também o Problema 21 na Segio
5.6) para distinguirmos “singularidades fracas™ sio

ke R

. Qx) o
X ¢ t 2 .
_,ll.r_‘,},,(t Xq) ) finito 29) &
v :
, R(x )
,‘{iﬂ“,(t ¥0)* P; i ¢ finito, (30)

Isso significa que a singularidade em Q/P ndo pode ser pior do que (v - x,) ' e a singularidade em R/P nao
pode ser pior do que (x - x;) %, Tal ponto € chamado de ponto singular regular da Eq. (1), Para equagoes
com coeficientes mais gerais do que polindémios, x, ¢ um ponto singular regular da Eq. (1) se for um ponto
singular e se ambas as fungoes'

Q) . zR(‘

—x0) 0= P € (x—Xp) Pl (31)
tiverem séries de Taylor convergentes em torno de x, — ou seja, se as fungdes na Eq. (31) forem anali-
ticas em x = x,. As Eqgs. (29) e (30) implicam que isso serd verdade quando P, Q e R forem polindbmios.
Qualquer ponto singular da Eq. (1) que ndo seja um ponto singular regular é chamado de ponto limgular
irregular da Eq. (1).

Note que as condigdes nas Eqs. (29) e (30) sao satisfeitas pela equagio de Euler (28). Logo, a singula-
ridade em uma equagdo de Euler ¢ um ponto singular regular. De fato, veremos que todas as equagdes da
forma (1) se comportam de modo muito parecido com as equagoes de Euler perto de um ponto singular
regular. Ou seja, solugdes perto de um ponto singular regular podem incluir poténcias de x com expoentes
negativos ou que ndo sejam inteiros, logaritmos ou senos ou cossenos com argumentos logaritmicos.

Nas segoes a seguir discutiremos como resolver a Eq. (1) na vizinhanga de um ponto singular regular.
Uma discussio de solugdes de equagdes diferenciais na vizinhanga de pontos singulares irregulares ¢ mais
complicada e pode ser encontrada em livros mais avangados.

A

1 SENE.

3 e Ay

Determine os pontos singulares da equagio de Legendre
4 (1=x%)y —2xy +af@+1)y=0 (

. .. .. edetermine se eles sdo regulares ou irregulares.

B A T T e o et

"As fungdes dadas na Eq. (31) podem nio estar definidas em x; nesse caso, sio atribuidos seus valores em x, como seus
limites quando x — x,,.
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Neste caso P(x) = 1 -7, dg modo que os pontos singulares sio x = 1 ¢ x = -1, Observe que quando dividimos
a Eq. (32) por | - x* os coeficientes de y' e de y ficam iguais a -2x/(1 - x?) ¢ ae(ar + 1)/(1 - x%), respectivamente.
Vamos considerar primeiro o ponto x = 1. Entdo, das Egs. (29) ¢ (30) calculamos

: —2x . =120 2x
limx—1)—— =lm ——— — |lim — —
w1 T o A=) e Tag |

2 1 . (x=1)?
lim(x — 1|~ﬂ+_1) — lim h_M
x-sl 1 — ¥ Xl [l - tHl +X)

L= Di—a)(a + 1
= lim ¢ ) =0
x—=l l4x
Como esses limites sio finitos, o ponto x = 1 € um ponto singular regular. Pode-se mostrar. de maneira seme-
Thante. que x = -1 também € um ponto singular regular.

Determine os pontos singulares da equagdo diferencial
2e(x =27y +3xy' + (x = 2)y =0
e classifique-os como regulares ou irregulares.
Dividindo a equagio diferencial por 2x(x - 2), temos
3 5 1
- =y + v=10
2(x -2y 2x(x-2y

de modo que p(x) = Q(x)/P(x) = 372(x - 2)* e g(x) = R(x)/P(x) = 1/2x(x - 2). Os pontos singulares sdo v =l ¢
1 =2. Considere x = 0. Temos

lil‘l‘l'.l'p(,t) = liné_r 0,

s Ax—27

limx?qx) = limx’ s ——— =
il o0 2x(x —2)
Como esses limites sio finitos, x = 0 ¢ um ponto singular regular. Para x = 2, temos
3 i g
5 = lim 4
2x =2 =22(x—2)

lim(x — 2)p(x) = lim(x — 2)
=2 T2

de modo que o limite nio existe; portanto, x = 2 é um ponto singular irregular.

Determine os pontos singulares de
(x = %)L\ + (cos )y + (senx)y =0

e classifique-os como regulares ou irregulares.
O tnico ponto singular € x = /2. Para estudd-lo, vamos considerar as fungoes

Q(x) COS
R =

(x - J—;-)’ qlx) = (.r - 1): g—m = Sendx.

2/ Px)
A partir da série de Taylor para cos x em torno de x = /2 encontramos
COs X y (x — :rr,z‘j!lJ _ = n/2) P
x—m/f2 = 3 5!

que converge para todo x. Analogamente, sen x € analitica em X = /2. Portanto, concluimos que /2 € um ponto
singular regular para esta equagao.
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PROBLEMAS Em

cada um dos Problemas de 1 a 12, determine a solugdo geral da equagio diferencial dada, valida em qual-*

———  quer intervalo que ndo inclui o ponto singular.

Q
0

9,
1.
Em

Xy 4 dxy +2y =0 2. (x4 1)%y"+3(x + 1)y+ 075y =0

Xy = 3xy' +4y =0 4, Xy +3xy +5y =0

2y —xy+y=0 (=1 +8x=1)y+12y =0

By 4 6xy —y=0 8. 2%y —dxy +6y =0

Xy =5xy' 49y =0 10. (x =23 +5(x=2)y' +8y =0

Py 42y 4y =0 12, ¥y —dxy +4y =0

cada um dos Problemas de 13 a 16. encontre a solugdo do problema de valor inicial dado. Faga o gréfico da

solucio e descreva como ela se comporta quando x — 0.

&’ 13
¢ DB
@D
&'’ 16.

Em

2y +xy =3y=0, yD=1 y()=4
4y +8xy' +17y =0, y()=2, y()=-3
2y =3xy +4y=0, y(-1)=2, ¥(-1)=3
By +3xy+5y=0. yh=1, y=-1

cada um dos Problemas de 17 a 34, encontre todos os pontos singulares da equagio dada ¢ determine se

cada um deles € regular ou irregular.

17.

21.

O

25,
26.
27.

33,

37.
38.

39.

40,

Em

o' +(1=x)y +xy=0 @ Pl =x)P2y +2xy +4y =0
A=)y + (@ =2y =3xv=0 20. x*(1 =)y + 2/x)y' +4y =0
(1=x)y" +x(l =0y +(1+x)y=0

By xy + (= vy =0, equagio de Bessel

x4+ —2xy' + (1 —xH)y =0

Cx(1=22Py + (1 =)y +201+x)y =0

(+2)Mx =1y +3x—1)y —2x+ 21y =0
XB—x)y'+(x+1)y =2y=0

W Hx =2 +(x+ 1y +2¢y=0 28, vw' 4 ey + (3cosx)y =0

Vo (nx)y + 3y =0 30. v +2(e" — 1y + (e "cosx)y =0
Xy =3enx)y + (1 +x)y =0 32, x4y +(cotx)y =0

(senv)y” +xy +4y =0 34, (vsenx)y' + 3y +xy =0

. Encontre todos os valores de « para os quais todas as solugdes de x°y" + axy’ + (5/2)y = 0 tendem a zero

quando x — 0.
Encontre todos os valores de # para os quais todas as solugoes de x*y" + By = 0 tendem a zero quando x — 0.

Encontre y de modo que a solugio do problema de valor inicial x’y" =2y =0, y(1) = 1. v'(1) = y permanega
limitada quando x — 0.

Encontre todos os valores de @ para os quais todas as solugoes de 2°y" + axy’ + (5/2)y = 0 tendem a zero
quando x — oo.

Considere a equagio de Euler X’y" + axy’ + fy = 0. Encontre condigoes sobre « e f para que:
(a) Todas as solugoes tendam a zero quando x — 0.

(b) Todas as solugoes permanegam limitadas quando x — 0.

(c) Todas as solugdes tendam a zero quando x — oc.

(d) Todas as solugdes permanegam limitadas quando x — oo.

(e) Todas as solugdes permanegam limitadas quando x — 0 ¢ quando x — ~c.

Usando o método de redugio de ordem, mostre que se r, ¢ uma raiz repetida de

rir=1)+ar+p=0,
entdo x" e x" In x sio solugdes de x°y" +axy’ + fy = 0 para x > 0.

cada um dos Problemas 41 e 42, mostre que o ponto x = 0 ¢ um ponto singular regular. Tente, em cada

-
problema, encontrar solugdes da forma ¥~ a,x". Mostre que (exceto por multiplos constantes) existe apenas

uma

n={
solugdo ndo nula dessa forma para o Problema 41 e que ndo existem solugdes niio nulas dessa forma para

L L
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0 Problema 42. Assim, em nenhum dos casos a solugdo geral pode ser encontrada desse modo. Isso € tipico de
equagdes com ponltos singulares.

41. 20y +3y +xy =0

42) 2% +3xy' — (1 +x0)y =0

43. Singularidades no Infinito. As definigdes de ponto ordindrio ¢ ponto singular regular dadas nas segoces
precedentes s6 se aplicam se 0 ponto x, € finito. Em trabalhos mais avangados de equagoes diferenciais ¢
necessirio, muitas vezes, discutir o ponto no infinito. Isso ¢ feito através da mudanga de varidvel £ = U e
estudando-se a equagdo resultante em § = 0. Mostre que, para a equagio diferencial

Px)y" + Q) + Rx)y = 0,

o ponto no infinito € um ponto ordindrio se

1 [EP(UE) - Q(l!E]] . R(1/&)
P(1/&) § £ E*P(1/8)

tém expansoes em série de Taylor em torno de & = 0. Mostre, também, que o ponto no infinito ¢ um ponto
singular regular se pelo menos uma dessas fungdes nio tem expansio em série de Taylor. mas ambas as
fungoes

3 [2?(1;51 - QlUEJ] e R
P(1/8) § & E2P(1/8)

tém lais expansoes.
Em cada um dos Problemas de 44 a 49, use os resultados do Problema 43 para determinar se o ponto no infinito
¢ um ponto ordindrio, singular regular ou singular irregular da equacao diferencial dada,

@\ +y=0

45. XV 4 xy —dy =0

46. (1 — xM)y" — 2xy' + a(e + iy = 0, Equagao de Legendre
47. Xy 4 xy' + (¥ —v?)y = 0. Equagido de Besscl

@ v —2xy' + Ay = 0, Equagao de Hermite

49, y" —xy =0, Equagio de Airy

5.5 Solucdes em Série Perto de um Ponto Singular Regular, Parte I

Vamos considerar, agora, o problema de resolver a equagao geral linear de segunda ordem
Py + Q(x)y' +R(x)y =0 (1)
em uma vizinhanga de um ponto singular regular x = x,, Vamos supor, por conveniéncia, que x, =0, Se x, #

0. podemos transformar a equagio em uma equagao para a qual o ponto singular regular estd na origem
igualando x —x, a .

O fato de que x = 0 ¢ um ponto singular regular da Eq. (1) significa que xQ(x)/P(x) = xp(x) ¢ .\‘.‘T‘R(I)f
P(x) = ¥’g(x) tém limites finitos quando x — 0 ¢ sdo analiticas em x = 0. Logo, tém expansio em séries de
poténcias convergentes da forma

xp(x) = Zp,..r", qx) = Z‘?n»""~ (2)

n=0 n=0
em algum intervalo lxl < p em torno da origem, onde p > 0. Para fazer com que as fungdes xp(x) € °g(x)
aparegam na Eq. (1), é conveniente dividi-la por P(x) e depois multiplicd-la por x*, obtendo

Xy 4 x[xp(0ly + [Zgq(x)ly =0, 3)
ou
By 4 x(po+ prx+ e Hpax" + o 9y
+(o+qix+-+ g +--)y=0. @)

Se todos os coeficientes p, e g, forem nulos, com a possivel excegao de
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EXEMPLO

L xQ(x) . X*R(x)
Pe=lll o ¢ Ge=Hmg (5)

entdo a Eq. (4) se reduz a equagao de Euler

22y + poxy’ +qoy =0, (6)
que foi discutida na segio precedente. E claro que, em geral, alguns dos p, ¢ ¢,.n = | nio siao nulos. En. |
tretanto, o cardter essencial das solugdes da Eq. (4) € idéntico ao das solugoes da equagio dqu_Edu_li%}'K b

Mrmos PX+ e 4 PX" 4. €QXF .. + X"+ ... 56 complica os calculos. I
Vamos restringir nossa discussio principalmente ao intervalo x > 0. O intervalo x < 0 pode ser tratado, J!
como para a equacio de Euler, pela mudanga de varidvel x = - e posterior resolugio da equagio resul-
tante para & > 0. !
Como os coeficientes da Eq. (4) sdo “coeficientes de Euler” multiplicados por série de poténcias, ¢
natural procurar solugdes da forma “solugdes de Euler™ multiplicadas por série de poténcias. Supomos,
entao, que

6K oo
y= .t’(ﬁﬂ +ax+--- + ﬂ“xﬁ 4 ee) = _\‘r ZHH.\'” = Z a,,.t"". (?}
n=>0 n=>0
onde a, # 0. Em outras palavras, r ¢ o expoente do primeiro termo da série ¢ @, ¢ scu coeficiente. Como
parte da soluciio, temos que determinar:

1. Os valores de r para os quais a Eq. (1) tem uma solugio da forma (7).
2. A relagdo de recorréncia para os coeficientes a,,.
=Y

3. O raio de convergéncia da série ) a,x".
=0

A teoria geral é devida a Frobenius.” e € razoavelmente complicada. Em vez de tentar apresentar essa
teoria vamos supor, simplesmente, nesta e nas duas proximas segoes, que existe uma solugio da forma es-
pecificada. Em particular, vamos supor que qualquer série de poténcias em uma expressiio para a solugiao
tem raio de convergéncia ndo nulo e vamos nos concentrar em mostrar como determinar os coeficientes
em tal série. Para ilustrar o método de Frobenius, vamos considerar primeiro um exemplo,

Resolva a equagio diferencial
2%y —xy + (1 +x)y = 0. (8)

E facil mostrar que x = 0 ¢ um ponto singular regular da Eq. (8). Além disso, xp(x) = =1/2 ¢ X’g(x) = (1 + x)/2.
Assim,p,=-112,q,= If‘2 todos os outros cocficientes p, e ¢, sdo nulos. Entao, da Eq. (6). a equagdo

de Euler correspondente a Eq. (8) ¢

o A I NS E A s o s T SR SR L RO S e S

22" —xy' +y=0. (9) |
Para resolver a Eq. (8), vamos supor que cxislexumil solugio da forma (7). Logo, y' e v" siio dados por
Y=Y aur+mx! (10)
§ ) n=0
)-"zzaﬂ(r+n)(r+n — Dt (11)
=0

Substituindo as expressoes para y, v' e ¥v" na Eq. (8), obtemos

o x a0 =
2% —xy + L+ x)y =Y 20,r + m(r+n—DX™ = 3 a,(r+mx" + Y a4+ Y a7 (12)
=0

n=0 n=0 n=(

oo
O 1ltimo termo na Eq. (12) pode ser escrito como ) a,.1x"*", de modo que, combinando os termos na Eq.
(12), obtemos n=1

23y —xy + (1 +x)y=ap[2r(r = 1) —r 4+ 1’

o0
+ Z[[2(r+n)(r+n ~1)—(r+n)+ l]ﬂ,,—l—ﬂ,,_l].t"" =0, (1

n=1

3)

“Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) foi (como Fuchs) estudante e depois professor na University of Berlim. Mostrou
como construir solugdes em sériec em torno de pontos singulares regulares em 1874, Seu trabalho mais importante, no entanto,
foi em dlgebra, onde foi um dos expoentes entre os primeiros a desenvolver a teoria dos grupos.
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Como a Eq. (13) tem que ser satisfeita para todo x, o coeficiente de cada poténcia de x na Eq. (13) tem que ser
zero. Como a, # 0, obtemos do coeficiente de x’

(=1 =r+1=2"=3r+1=(r-H2r-1)=0. (14)

A Eq.(14) € chamada de equagio indicial para a Eq. (8). Note que ¢la é exatamente a equagdo polinomial que
obteriamos para a equagio de Euler (9) associada & Eq. (8). As raizes da equagio indicial sio

r Zl. Fzzlfz‘ (]ﬁ]

Esses valores de r sdo chamados de expoentes na singularidade para o ponto singular regular x = 0. Eles deter-
minam o comportamento qualitativo da solugdo (7) na vizinhanga do ponto singular.
Vamos voltar, agora, para a Eq. (13) e igualar o coeficiente de v a zero, Isso nos fornece a relagio

[2r+n)r4+n—-1—(r+nm+1]a,+a,; =0, n>1. (16)

ou
Iy
200r+n)? =3(r+n)+1

y = —

s an-] . l 7
ST lrrm-Rrem-1 "=t (47)

Para cada raiz r, ¢ r, da equagio indicial. usamos a relagio de recorréncia (17) para determinar um conjunto de
coeficientes a,. a,, ... Parar=r, = l.a Eq. (17) fica

dy—y
ji BT, 1
8 @n+lns "7
Logo,
s s ay
=730
ay ay
)= = =
5:2 (3-5(1-2)
[
as ap
iy = — o A e ———— .
' 7-3 (3-5-7¢(1-2-3)
Em geral, temos
=g a4 (13)

3.5.-7---(2n+ 1!

Multiplicando o numerador ¢ o denominador da expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (18) por 2 - 4
-6 ... 2n = 2'n!, podemos reescrever a, como

Ay = (—11"2"a n>1
ST TS | -
Portanto, se omitirmos a constante multiplicativa a,. uma solugio da Eq. (8) ¢
(__l)ﬂzﬂ
] = i (19 x =0, 19
yilv) = nc[1+zt_m_|_“I (19)
Para determinar o raio de convergéncia da série na Eq. (19). usamos o teste da razdo:
o |apax™ 2|x|
lim | = | = M G e+

para todo x. Logo, a série converge para todo x. ) |
Vamos proceder de modo andlogo para a segunda raiz r =r, = 3. Da Eq. (17), temos
an_y An-)

y=————7=""3 17’ n=l.
2,,(,1_%) n2n—1)
Portanto,
ay
“l =:—-—i—f.
ay ay
= ——==

2= "7 (1-2)1-3)°

a ay
M="35T"@-2-11-3-9’
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e, em peral,

(-0 . 4
a, = iy, n=4a
"TaN-3-5.--2n—-1)]
Como no caso da primeira raiz r,, multiplicamos o numerador e o denominador por 2 -4 - 6... 2n = 2"n!. Temg

entio,

(20)

[ I)nzn
Q=
"T@n)!
Omitindo novamente a constante multiplicativa a,, obtemos a segunda solugio

— o, n=l.

)uzu
) g F . -
i)y =x" 1+ E “an ¥ x = 0. 2ne

n=1

Como anteriormente, podemos mostrar que a série na Eq. (21) converge para todo x. Como y, e v, se compor-
tam como x e x'?, respectivamente, perto de x = 0, estas fungoes formam um conjunto fundamental de solucoes,

et e U e S
Logo, a solugdo geral da Eq. (8) ¢

y = c1vi(x) + cavalx), x>0

O exemplo precedente ilustra o fato de que se x = 0 for um ponto singular regular, entao algumas vezes
existirdo duas solugdes da forma (7) em uma vizinhanga desse ponto. Analogamente, se existir um ponto
singular regular em x = x,, poderio existir duas solugdes da forma

PP, Ma _

oo
y=(@—xp) Z"N(-" - xg)" (22)

n=()
que sao vilidas perto de x = x,. No entanto, assim como uma equagao de Euler pode nio ter duas solugoes
da forma y = x", uma equagio mais geral com um ponto singular regular pode nio ter duas solugoes da
forina (7) ou (22). Em particular, vamos mostrar na proxima segao gue se as raizes r; e r, da equagao in-
dicial forem iguais ou diferirem por um inteiro, entdo a segunda solugio terd normalmente uma estrutura
mais complicada. Em todos os casos, no entanto, € possivel encontrar pelo menos uma solugio da forma
(7) ou (22); se r; e r, diferirem por um inteiro, essa solugao corresponderd ao maior valor de r. Se existir
apenas uma dessas solugdes, entdo a segunda solugdo envolvera um termo logaritmico, como na equagao
de Euler quando as raizes da equagio caracteristica sio iguais. O método de redugio de ordem ou algum
outro procedimento pode ser usado para se determinar a segunda solugdo nesse caso. Isso sera discutido

nas Segdes 5.6 e 5.7.

Se as raizes da equagio indicial forem complexas, entio elas nio poderio ser iguais nem diferir por
um inteiro, de modo que sempre existirdo duas solugdes da forma (7) ou (22). E claro que essas solugdes
sdo fungdes complexas de x. No entanto, como para a equagio de Euler, € possivel obter solugdes reais
tomando-se as partes real e imagindria das solugdes complexas.

Finalmente, vamos mencionar uma questdo pratica. Se P, (0 ¢ R forem polindmios, serd bem melhor,
muitas vezes, trabalhar diretamente com a Eq. (1) do que com a Eq. (3). [sso evita a necessidade de ex-
pandir xQ(x)/P(x) e X*R(x)/P(x) em séries de poténcias. Por exemplo, ¢ mais conveniente considerar a
equagao

T o S . P ER
—

x(1+0)y" +2y +xy=0

do que escreve-la na forma

e R S, e I S e L S e

3

x! n+ 2x :’+ 4 -
Y l+x3 148

o que implicaria expandir 2x/(1 + x) ¢ x*/(1 + x) em séries de poténcias.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 10:

(a) Mostre que a equagio diferencial dada tem um ponto singular regular em x = 0.

(b) Determine a equagio indicial, a relagao de recorréncia e as raizes da equagao indicial.
(c) Encontre a solugdo em série (x > 0) correspondente @ maior raiz.

(d) Se as raizes forem diferentes e nao diferirem por um inteiro, encontre, também, a solugio em série corres-
pondente & menor raiz.
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%?_ty" +V+xy=0 @_t‘:_v" +xy + [’.‘.2 _ %)y -0
X 4y=0 4 x4y —y=0

5. 322" +2xy' +xy =0 6. Xy 4 xy + (x=2)y =0
7.xy"+(1-x)y'—y=0 8. 2%y" 4 3y .H;)_t!'_ Dy =0
9. ¥y —x(x 43y +(x+3)y=0 10. ¥y + (P + Hy=0

1. A equagao de Legendre de ordem « ¢

15.

2 " "

(1 =X ) =20y + ela+ 1)y =0.
A solugdo desta equagio perto do ponto ordindrio x = 0 foi discutida nos Problemas 22 ¢ 23 da Segin 5.3,
O Exemplo 4 da Segio 5.4 mostrou que v = £1 sdo pontos singulares regulares.
(a) Determine a equagiio indicial ¢ suas raizes para o pontox =1,
(b) Encontre uma solugio em série de poténcias de v - 1 parax -1 > 0.
Sugestdo: escreva l +x =2+ (x-1)ex =1+ (x— 1), Outra maneira é fazer a mudanga de varidvel x - | =
e determinar uma solugiio em série de poténcias de t.
A equagio de Chebyshev ¢

3 " ¥
(1= —xy +e’y=0.
onde « ¢ constante: veja o Problema 10 da Segio 5.3,
(1) Mostre que x =1 e v = -1 sio pontos singulares regulares e encontre os expoentes em cadi uma dessas
singularidades.
(b) Encontre duas solugdes em torno de x = 1.

A cquagio diferencial de Laguerre' ¢

Xl =x)y +hy =0,
(a) Mostre que v = 0 ¢ um ponto singular regular.
(b) Determine a equagio indicial, suas raizes ¢ a relagio de recorréncia,
(¢) Encontre uma solugio (x > 0). Mostre que se & = m for um inteiro positivo, essa solugio se reduzird o
um polindmio. Quando normalizado apropriadamente. esse polindémio € conhecido como o polindmio
de Laguerre, L, (x).

A equagio de Bessel de ordem zero ¢

2y +xy + 27y =0.
(a) Mostre que x =0 ¢ um ponto singular regular,
(b) Mostre que as raizes da equagio indicial sao ry = r, = 0.
() Mostre que uma solugio parax >0 ¢

oc —1 nxln
Bl = 145 A
n=1

2 (nt)?
(d) Mostre que a série para J,(x) converge para todo x. A fungio J, € conhecida como a fungio de Bessel
de primeira espécie de ordem zero.
Com referdéncia ao Problema 14, use 0 método de redugao de ordem para mostrar que a segunda solugio
da equagio de Bessel de ordem zero contém um termo logaritmico.

Sugestao: se v,(x) = J,(x)v(x).entdo

o f -
yax)y=Jol¥) | iR

Encontre o primeiro termo na expansio em série de Vx[Z,(x) .
A equagio de Bessel de ordem um ¢

Ay 4 xy + (6 =Dy =0.

(a) Mostre que x = 0 ¢ um ponto singular regular.
(b) Mostre que as raizes da equagdo indicial sdo r, = ler,=-1

PEdmond Nicolas Laguerre (1834-1886). um geometra e analista francés, estudou os polindmios que levam seu nome em
torno de 1879.
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(c) Mostre que uma solugdo parax >0 ¢

X o {__l)nxﬁn
Hoy=5) s
2nnﬂ(n-+ 1)!n!2

(d) Mostre que a série converge para J,(x) para todo x. A fungao J, é conhecida como a fungao de Besscl
de primeira espécie de ordem um.
(e) Mostre que € impossivel determinar uma segunda solugio da forma

oo
x1Y b, x>0
n=(l

5.6 Solucdes em Série Perto de um Ponto Singular Regular, Parte II

Vamos considerar, agora, o problema geral de determinar uma solugéo da equagio

Lly] = x*y" + x[xp()]y + [’ q(0)]y = 0, (1) ¥

onde
aplx) = Z:p..,f'. .l'zq(-r) = Zq,,x", (2)
n=0 n=I0 3

¢ ambas as séries convergem em um intervalo lxl < p para algum p > 0. O ponto x = 0 ¢ um ponto singular
regular, e a equagio de Euler correspondente €
Xy + poxy’ + qoy = 0. (3)

Procuramos uma solugio da Eq. (1) para x > 0 e supomos que ela tem a forma

y=¢(rx)=x") anx" = Zanx”". (4) 1
=0 n=() .

onde a, # 0, e escrevemos v = ¢(r, x) para enfatizar que ¢ depende tanto de r quanto de x. Segue que

0g o
Y=Y (r+max*t, Y= D rEmr+n— a2, (5)
n=0 n=0

Entao, substituindo as Eqgs. (2), (4) e (5) na Eq. (1), obtemos
ar(r — DX +ay(r+ Ve + - a(r+n)(r+n— x4
+@Po+pix+-+pax"+--0)
x [aorx” +ay(r + DX 4 a,(r 4+ m)x " 4o
+(@o+qx+-+gux"+ )
x (@x +axX 4+ +axt" 4. =0.
Multiplicando as séries infinitas e depois juntando os termos semelhantes, temos
apF(N)x" + [a F(r + 1) + ag(pyr + g1
+ {@F(r +2) + ao(par + g2) + arlpi(r + 1) + i1} x+
+ o+ {anF(r+n) + ap(pur + qn) + a1[pa1(r + 1) + gn 11

+ ot apalpr+n =D+ @} 4. =0,
ou, em forma mais compacta,
o0 n-1
Li¢)(r,x) = agF (Nx" + 3" L F(r + may + Y al(r+ K)pni + qn il { X =0,
n=1 k=0

onde
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F(r) =r(r—1) + por + q. (7)
Para que a Eq. (6) seja satisfeita para todo x > 0, o coeficiente de cada poténcia de x tem que ser igual a
Z2ET0.

Como a, # 0, o termo envolvendo x” leva a equagio F(r) = 0. Esta equagio ¢ chamada de equagio
indicial: note que ¢ exatamente a equagao que obteriamos procurando por solugoes da forma y = x* da
equagio de Euler (3). Vamos denotar as raizes da equacao indicial por r, e r,,com r, > ryse as raizes forem
reais. Se as raizes forem compléxas, nio importa sua designagio. S6 podemos esperar encontrar solugoes
da Eq. (1) da forma (4) para esses valores de r. As raizes r, ¢ r, sio chamadas de expoentes na singulari-
dade: elas determinam a natureza qualitativa das solu¢des em uma vizinhanga do ponto singular.

Igualando a zero o coeficiente de x*" na Eq. (6), obtemos a relacio de recorréncia

n—1
F(r+ma,+ Y al(r+kpusi+qusl =0, n2z1. (8)
k=0
A Eq.(8) mostra que,em geral. a, depende do valor de r e de todos os coeficientes anteriores ay. a,. . oty
Ela mostra, também, que podemos calcular sucessivamente os valores de ay, a,, ..., a,, ... em fungao de a, e
dos coeficientes das séries para xp(x) ¢ para x’g(x) desde que F(r + 1), F(r + 2. ..., F(r + n). ... no scjam _

7 'fllglgg_()s tinicos valores de r para os qu-ais.f-'(r‘) =0s30r=r e r=ricomor, > r,, scgue que r, + 71 NAO ¢
{ igualar,nemar.sen > |.Emconsequéncia. F(r, + n) # 0 paran > 1. Logo, sempre podemos determinar
uma solugio da Eq. (1) da forma (4), a saber,

o0
i) =x" |1+ Za,,[_n).\'" . x> 0. 9)
n=]
Introduzimos a notagio a,(r,) para indicar que a, foi determinado da Eq. (8) com r = r,. Para especificar
a constante arbitraria na solugao, escolhemos a, como 1.
Se r, ndo for igual a r, ¢ se r, - r, ndo for um inteiro positivo, entdo r, + n serd diferente de r, para todo
valor de n = 1; portanto, F(r, + n) # 0 ¢ sempre podemos obter uma segunda solugio

[+ ¥
va(x) = x| 14 Z a (ra)x" |, x> 0. (10)

n=]
Da mesma forma que para as solugdes em série em torno de um ponto ordindrio, discutidas na
Segdo 5.3, as séries nas Eqgs. (9) e (10) convergem pelo menos no intervalo lxl < p onde ambas as sé-
ries para xp(x) ¢ vglx) convergem. Dentro de seus raios de convergéncia, as scéries de poténcias

fo oo
14+ 3 au(rpx"e 14 3 a,(r2)x" definem fungdes analiticas em x = ). Assim, o_comportamento sin-
=

n=1
gular das fungdes v, ¢ v.. se existir, serd devido aos fatores x” ¢ x* que multiplicam essas duas fungdes
analilicas. A seguir, para obter solugoes reais para x < 0 podemos Tazer a substituigdo x = —§ com £ > 0.
Como poderiamos esperar da nossa discussao sobre a equagio de Euler, basta substituir x" na Eq. (9) e
¥ na Eq. (10) por IxI" ¢ LI, respectivamente. Finalmente, note que se r, e r, forem nimeros complexos,
entio serdo necessariamente complexos conjugados e r, # r, + N para qualquer inteiro positivo N. Assim,
nesse caso sempre podemos encontrar duas solugoes em séric da forma (4); no entanto, elas sdo fungdes
complexas de x. Solugdes reais podem ser obtidas tomando-se as partes real e imagindria das solugoes
complexas. Os casos excepeionais em que rp=r, our, = = N, onde N é um inteiro positivo, necessitam
de uma discussdo maior ¢ serio considerados mais tarde, nesta segao.
E importante compreender que r, e r,, 0s expoentes no ponto singular, s3o ficeis de encontrar e que
eles determinam o comportamento qualitativo das solugoes. Para calcular r, e r,, basta resolver a equagio
indicial de segundo grau

rir—=1)+por+qo=0, (11)
cujos coeficientes sdo dados por
=i , = lim X*q(x). (12
po= il_:}}]xp(x}. qo=1MXq )
Note que esses sdo exatamente os limites que precisam ser calculados para se classificar 0 ponto singu-
lar como ponto singular regular; assim, em geral eles ja foram determinados em um estdgio anterior da

investigagdo.
Além disso, se x = 0 ¢ um ponto singular regular da equagao

Px)y’ + Q)Y + Ry =0, (13)




224  CarituLo Cinco

EXEMPLO

onde as fungoes P, Q e R sdo polindmios, entdo xp(x) = xQ(x)/P(x) e X’q(x) = X’R(x)/P(x). Entio,
. Q) . 2R
=1 = lim x* ——.
P="P0 =0 P

Finalmente, os raios de convergéncia das séries nas Eqgs. (9) e (10) sdo, pelo menos, iguais a distincia da
origem ao zero mais préximo de P(x) diferente do préprio x = 0.

(14)

Discuta a natureza das solugdes da equagio
(L +x)y" +B+x)y —xy=0

perto dos pontos singulares.
Esta equagdo é da forma (13) com P(x) = 2x(1 +x). Q(x) =3+ xe R(x) = -x. Os pontos x =0 e x = -1 530 0s
tnicos pontos singulares, O ponto x = 0 ¢ um ponto singular regular, ja que

lth{ﬂ imxﬂ— = 3
=0 P(x) 0 x(l1+4+x) 2
lim x? 1ROY l’m.tz——L =
=0 P(x) =0 2x(l+x)
Além disso, da Eq. (14), p, =3 e ¢, = 0. Logo. a equagdo indicial € r(r - 1) + 3 r=0easraizessaor, =0,r,= -1
Como essas raizes ndo sio 1gu.m nem diferem por um inteiro, existem duas solugu-..s da forma

nx)y =1+ Zﬂu({))x" e yav)=x|""? I:l ¥ Z“u ('%)'t'r]

n=1 n=|

para 0 < lx| < p. Uma cota inferior para o raio de convergéncia de cada série € |, adistinciade xy=0ax=-1,0
outro zero de P(x). Note que a solugdo y,(x) permanece limitada quando x — 0, ¢, de Tato, analfm
segunda solugdo y, torna-se ilimitada quando x — 0.

O ponto x = -1 também € um ponto singular regular, pois

Q(x) . (x+ DB +x)

= g ETe+
lim (x + 1l~—P{ D e 2x(14%)

R(x) . (e + “‘3(_—”
.h.“-] (x+1)° P ,ll“_’i 2x(1+x)

Nesse caso, p, = -1, g, = 0, de modo que a equagdo indicial € r(r— 1) - r = 0. As raizes da equagio indicial sdo
r, =2 e r, =0, Correspondendo & maior raiz existe uma solugio da forma

yix) = (x+1)7? [1 - Z:a,.{z_u.z + 1)"] .

=1

A série converge pelo menos para lx + 11 < 1 e y, € uma fungio analitica ai. Como as duas raizes diferem por um
inteiro positivo, pode existir ou ndo uma segunda solugdo da forma

yax) =14 ) a,0)(x+1)".

Nio podemos dizer mais nada sem uma andlise mais profunda.
Note que niio foram necessdrios cdlculos complicados para se descobrir informagdes sobre as solugoes apre-
sentadas neste exemplo. S6 precisamos calcular alguns limites e resolver duas equagdes de segundo grau.

Vamos considerar, agora, os casos nos quais a equagio indicial tem raizes iguais ou que diferem por
um inteiro positivo, r, — r, = N. Como mostramos anteriormente, sempre existe uma solugdo da forma (9)
correspondente & maior raiz r, da equagdo indicial. Por analogia com a equac¢io de Euler, poderiamos
esperar que, se r, = r,, entio a segunda solugdo conteria um termo logaritmico. Isso também podera ser
verdade se as raizes diferirem por um inteiro positivo.

Raizes Iguais. O método para encontrar a segunda solugio ¢ essencialmente 0 mesmo que usamos para
encontrar a segunda solugdo da equagio de Euler (veja a Se¢do 5.4) quando as raizes da equagio indicial

eram iguais. Vamos considerar r como uma varidvel continua e determinar a, em fungio de r resolvendo

a relacao de recorréncia (8). Para essa escolha de a,(r) paran > 1,a Eq.(6) se reduz a

i T

vt T

i

R vl
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L[@)(r,x) = ayF(r)x" = ag(r — ry)%x’, (15)

ja que 7, ¢ uma raiz repetida de F(r). Fazendo r = r, na Eq. (15), encontramos que L[g](r,, x) = 0; logo,
como jd sabiamos, y,(x) dado pela Eq. (9) € uma solugio da Eq. (1). Mas, mais importante, segue também
da Eq. (15), da mesma forma que para a equagao de Euler, que

3 5
L {a—ﬂ (ri, %) = a0 [x'(r - r)?]

r=n

=al(r —r)’x Inx + 2 — r)x')| =0 (16)
Portanto, uma segunda solugdo da Eq. (1) é o
ag(r,x) G =
ya(x) = 3r = Er’ lx 1}1{} + Zlan(r}-rn]
r=r n= r=ry
- =5 oo
= (x""Inx) [ag e Zaﬂ(ri).r"] +x" Za;(n )
n=1 n=1
= y1(x) Inx + x" Zﬂ;{rl)r". x>0, (17)

n=1
onde a,(r,) denota a derivada da,/dr calculadaem r = r,.
Pode ser dificil determinar a,(r) como fungdo de r a partir da relagio de recorréncia (8) ¢ depois dife-
renciar a expressdo resultante em relagéo a r. Outro maneira é simplesmente supor que y tem a forma da
Eq. (17). Ou seja, suponha que

oQ
y=ynwhx+xa" ) bx", x>0, (18)

n=1
onde y,(x) ja foi encontrado. Os coeficientes b, sdo calculados, como de habito, substituindo na equagio
diferencial, juntando os term(mmmntcs de cada poténcia de x a zero.

. . g - - i
Uma terceira possibilidade ¢ usar o método de reducdo de ordem para encontrar y,(x) uma vez conhe-
cido y,(x).

Raizes r, e r, Diferindo por um Inteiro N. Nesse caso a dedugio da segunda solugio é bem mais complica-
da, e ndo serd dada aqui. A forma dessa solugio ¢ dada pela Eq. (24) no proximo teorema. Os coeficientes
¢,(ry) na Eq. (24) sdo dados por

d
cﬂ(rZ) = _[{r_rz}ﬂn(r)] £ n= 1!2y--‘| (lg)
dr r=r;
onde a,(r) é determinado da relagio de recorréncia (8) com a, = 1. Além disso, o coeficiente de a na Eq.
(24) ¢
a= Jl."} (r —r2)an(r). (20)

Se ay(r,) for finito, entdo a = 0 e y, ndo tem termo logaritmico. Uma dedugao completa das férmulas (19)
e (20) pode ser encontrada no livro de Coddington (Capitulo 4).

Na pritica, a melhor maneira de determinar se a = 0 na segunda solugao € tentar simplesmente calcu-
lar os a, correspondentes A raiz r, e ver se é possivel determinar a\(r,). Se for, ndo hd problema. Se nio,
precisamos usar a forma (24) com a # 0.

Quando r, - r, = N existem, novamente, trés maneiras de se encontrar uma segunda solug@o. Primeiro,
podemos calcular a e ¢,(r,) diretamente, substituindo y pela expressao (24) na Eq. (1.). Segundo, podemos
calcular ¢,(r,) e a da Eq. (24) usando as férmulas (19) e (20). Se esse for o procedimento planejado, ao
calcular a solugio correspondente a r = r, ndo se esquega de obter a férmula geral para a,(r), em vez de
encontrar apenas a,(r,). A terceira maneira € usar o método de redugao de ordem.

g

QR 6 s T e 0 AR WA L A il B T+ L 3 b Y
Teorema 5.6.1 - Considere a equagdo diferencial (1),
O -'-.-.-, !;\éa{: i 2 4
" L Lo T sl Y
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x’q(x). Sejam r, e r, as raizes da equagdo indicial

com r, > r,,se r, € r, forem reais. Entdo, em um dos intervalos -p < x <0 ou 0 < x < p, existe uma solugio
da forma

onde os a,(r,) sio dados pela relagdo de recorréncia (8) coma,=ler=r,.

uma segunda solugio da forma

Os a,(r,) também sio determinados pela relagdo de recorréncia (8), com a, = | e r = r,. As séries de
poténcias nas Eqs. (21) ¢ (22) convergem pelo menos para x| < p.

Os coeficientes a,(r,), b,(r,), c,(r;) € a constante a podem ser determinados substituindo-se a forma da
solugiio em série y na Eq. (1). A constante a pode ser nula, caso em que a solugido (24) ndo tem termo
logaritmico. Cada uma das séries nas Eqgs. (23) e (24) converge pelo menos para lxl < p e define uma
fungao analitica em alguma vizinhanga de x = 0.

para a equagdo diferencial dada.

onde x = 0 é um ponto singular regular. Entdo, xp(x) e x’q(x) sdo analiticas em x = 0 com expansio em
séries de poténcias convergentes :

o0 o0
xp(x) = anx" ,  Xq)= anf‘
={)

n=0

3 &
3

para lxl < p, onde p > 0 é 0 minimo entre os raios de convergéncia das séries de poténcias para xp(x) e
Fry=r(r=1)+por+qo =0,

ni@ = " [1 + Zam)x"] ; @1

n=1

Se r, — r, nio é zero nem um inteiro positivo, entdo em um dos intervalos —p < x <0 ou 0 < x < p existe

Vi s s IR - R

y2(x) = |x|"? [1 + Zan(rz)-r”] . (22)

n=1

Se r, = r,, entdo a segunda solugio ¢
y2(x) = yr(x) In x| + [x[" ) bu(ro)x". (23)

n=1

Se r; - r, = N,um inteiro positivo, entio

y2(x) = ay; (x) In |x| + |x|” [1 +> c..(rz)x"] : (24

n=1

Em todos os trés casos as duas solugdes y,(x) e y,(x) formam um conjunto fundamental de solugdes

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 12:
(a) Encontre todos os pontos singulares regulares da equagao diferencial dada.
(b) Determine a equagio indicial e os expoentes na singularidade para cada ponto singular regular.
1. xy" +2xy + 6’y =0 %ﬁy" —x2+x)y +Q2+x)y=0
3oxtx =1y +67% +3y=0 ' +dxy’ + 6y =0
5. X%y + 3(senx)y’ — 2y =0 6. 2x(x+2)y"+y —xy=0
7. Xy + %(x +senx)y’ +y=0 8. (x+ 1%y +3(x* = 1)y’ +3y=0
9. (1l =x)y" —(14x)y +2xy =0 @u —2P(x 42y + 2y +3(x—=2)y=0
1L 4—-x)y" +2xy +3y=0 12. x(x+3)%" —2(x+3)y —xy =0

Em cada um dos Problemas de 13a 17:

(a) Mostre que x =0 ¢ um ponto singular regular da equagao diferencial dada.
(b) Encontre os expoentes no ponto singular x = 0.

(c) Encontre os trés primeiros termos nao nulos em cada uma das duas solugdes (que ndo sio miiltiplas uma

da outra) em torno de x = 0.
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13. xy"+y —y=0
L xy" + 2xy + 6"y =0: Vejao Problema |
x(x —1)y" +6x%y + 3y =0; Vejao Problema 3
16 xv"+y=0
17. X*y" + (senx)y’ — (cosx)y =0
18. (a) Mostre que

(Inx)y"+ 4y +y=0
tem um ponto singular regular em x = 1.
(b) Determine as raizes da equagdo indicial em x = 1. =
(¢) Determine os trés primeiros termos nao nulos na série 3 a,(x — 1)"*" correspondente i raiz maijor.
Tome x -1 > 0. A=y

(d) Qual o valor que vocé esperaria para o raio de convergéncia da série?
@ Em diversos problemas em fisica matemalica € necessdrio estudar a equacio diferencial

X(l—x)y" + [y — (1 +e+p)x]y —afy =0, (1)

onde «, f ¢ ysao constantes. Essa equagdo ¢ conhecida como equagio hipergeométrica.
(a) Mostre que x =0 ¢ um ponto singular regular e que as raizes da equagao indicial saio 0 ¢ 1 - y.
(b) Mostre que x = 1 ¢ um ponto singular regular e que as raizes da equagdo indicial sio 0 ¢ y-a—p.
(¢) Supondo que 1 —ynao é um inteiro positivo. mostre que uma solugio da Eq. (i) em uma vizinhanga
dex=0¢
af wle + DBB+1) ,
N =l4 ——x+ — 2y
y -1 yiy + 12!

Qual o valor que vocé esperaria para o raio de convergéncia desta série?
(d) Supondo que | - yndo ¢ inteiro, mostre que uma segunda solugao paraO<x < 1 é

w—y+hip-—y+1 la—y+la—y+2(B—-y+1)(B— 2)
yafii= 2 | g AT B—vy Vo4 Y Y B—y+DH(B-v+ .
(2—y)t! 2-y)3-y)2!
(e) Mostre que o ponto no infinito € um ponto singular regular e que as raizes da equagio indicial sdo o
¢ A. Veja o Problema 43 da Segio 5.4,
20. Considere a equagao diferencial

2y axy + 8y =0,

onde @ e B sao constantes reais e a # 0.
(a) Mostre que x =0 é um ponto singular irregular.

ren

o0
(b) Ao tentar encontrar uma solugio da forma ) a,x
n=0

portanto, existe apenas uma solugao formal dessa forma suposta.

.mostre que a equacgao indicial para r é linear e,

(c) Mostre que se fle =-1.0,1,2, ..., entdo a solugao formal em série termina e €. portanto, uma solugiio
de fato. Para os outros valores de f/a mostre que a solugdo formal em série tem raio de convergéncia
nulo, logo nio representa uma solugao de fato em nenhum intervalo.

21. Considere a equagao diferencial

gy =0, (i)

onde @ # 0 e B # 0 sio nimeros reais ¢ 5 ¢ [ 30 inteiros positivos, arbitrdrios por enquanto.
(a) Mostre que,se s > 1 our> 2, entdo o ponto x = 0 € um ponto singular irregular.
(b) Tente encontrar uma solugio da Eq. (i) da forma

y=Y) ax*, x>0. (ii)
Mostre que se s = 2 e t = 2, entdo existe a;;;gas um valor possivel para r para o qual existe uma solugdo
formal da Eq. (i) da forma (ii). . B
(c) Mostre que se s = 1 e £ =3, entdo ndo existem solugdes da Eq. (i) da forma (ii).

(d) Mostre que os valores mdximos de s € de 1 para of. quais a equag'a'lo indicial é de segundo grauem r [e,
portanto, podemos esperar encontrar duas solugoes da forma (ji)] s@0 s = 1 e ¢ = 2. Estas sdo precisa-

2yt
y s
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mente as condigdes que distinguem uma “singularidade fraca™, ou um ponto singular regular, de u
ponto singular irregular, como definimos na Secdo 5.4. 3
Como aviso, deverfamos esclarecer que embora seja possivel, algumas vezes, obter uma solugio for.

mal em série da forma (ii) em um ponto singular irregular, a série pode nio ter raio de convergéncia
positivo. Veja o Problema 20 para um exemplo. ’

5.7 Equacéo de Bessel

Nesta segdo vamos ilustrar a discussdo na Segdo 5.6 considerando trés casos especiais da equagio de &
Bessel "

xlyu ‘+-Xy’ il (x2 - UZ}y =), (1) y
onde v é uma constante. E facil mostrar que x = 0 é um ponto singular regular da Eq. (1). Temos
Q0 . 1
=1 —_— X— =
Po xl—»ntIJxP(x} ll—r-%rx L
. R(x
= lim x?
D=0 P "0 2

2 _ .2 b
: X =V i

= Il.]':n.‘.'2 — —]_:2_ i

L]

Logo, a equagao indicial é s

Fy=rir—=D+por+qo=r(r—1)+r—v>=r"—1> =0,

com raizes r = +v. Consideraremos os trés casos v=0,v=1e v=1 para o intervalo x > 0.

Equagio de Bessel de Ordem Zero. Neste caso v =0, de modo que a Eq. (1) fica reduzida a ;

Liyl =%y +xy +x%y =0, 2)

e as raizes da equagdo indicial sdo iguais. Substituindo i
o0

y=¢(r,x) = apx" + Z anx' ™", (3)

n=1

na Eq. (2), obtemos

Lipl(r,x) = Z alr+n)(r+n—1D+F 4+ + 2 a2

 phpinl s =

n=0 n=0 :

= ag[r(r — 1) +rlxX +ai[(r + Dr + (r + Dx"*! :

o i

b

+ Y {anlr+mr+n—1)+ (r+ml+au2} " = 0. 4

n=2 H

Como ja observamos, as raizes da equagdo indicial F(r) =r(r-1) + r=0sdor, =0er, =0, logo temos 0
caso de raizes iguais. A relagdo de recorréncia é k:
an-2(r) an_(r) &

ay(r) = — = A n>2, 5) @&

") (r+n)(r+n—1)+(+n) (r + n)? ©) :

Para determinar y,(x) fazemos r igual a 0. Entdo, da Eq. (4) segue que, para que o coeficiente de x™*'
seja zero, temos que escolher g, = 0. Portanto, da Eq. (5),a; = a; = a, = ... = 0. Além disso, ;

an(0) = —a,_2(0)/n*, n=2468,...,

Al

ou, fazendo n = 2m, obtemos

“Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) comegou uma carreira em negéeios quando jovem, mas se interessou logo por astro-
nomia e matematica. Foi designado diretor do observatério em Konigsberg em 1810 e manteve essa posigio até sua morte.
Seu estudo de perturbagdes planetdrias levou-o, em 1824, a fazer a primeira andlise sistemdtica das solugdes da Eq. (1),

conhecidas como fungdes de Bessel. E famoso, também, por fazer o primeiro cdlculo preciso da distancia da Terra a uma
estrela em 1838.

b
p
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ayn(0) = —azn-2(0)/(2m)?, m=1,23.....

Assim,
$(0) = _% ay
a_[O) _22! a {0} 2422 ' aﬁ{o} = _2"(3 K 2):\
e, em geral,
(—1)"ap
a,(0) = m. m=1,23.... (6)
Portanto,
o (_l}m_‘.}!m
yi(x) =ap [1 -t Z; W] R x> 0. (M)
m=

A fungdo entre colchetes ¢ conhecida como a fungio de Bessel de primeira espécie de ordem zero, e é
denotada por Ji(x). Segue do Teorema 5.6.1 que a série converge para todo x ¢ que J, ¢ analitica em x =
0. Algumas das propriedades importantes de J; estao discutidas nos problemas. A Figura 5.7.1 mostra os
gréficos de y = J (x) e de algumas das somas parciais da série (7).

Y
n=4 n=8 n=12 n=16 n=20

N

e
¥ = Jplx)

n=2 n=6 n=10 n=14 n=18

FIGURA 5.7.1 Aproximagoes polinomiais de J,(x). O valor de n € o grau do polindmio na aproximagio.

Para determinar y,(x), vamos calcular a’, (0).” Primeiro, note que devido ao coeficiente de x' na Eq.
(4) MMH,{!‘) = () para todo r préximo de r = 0. Entdo, ndo s6 a,(0) = 0, mas tambéma;(0) = 0.
Da relagao deTecorrencia (3) segue que a5 (U) = a's (0) = ... =a's,., (0) = ... = 0; logo, precisamos apenas
calculara’y, (0),m =1,2,3,.... Da Eq. (5). temos

Ay (r) = —@2pm—2(r)/(r +2m)%, m=123,....
Resolvendo esta relagio de recorréncia, obtemos
ag ap

e,em geral,

(_i)ma{} m>3.
(r+2)%---(r+2m? -

Podemos efetuar os calculos de a’s, (r) de maneira mais conveniente notando que, se

(8)

ayu(r) =

FO) = (x— )P (x — ) (x — @) - (x —en)™,

e se x for diferente de «,, «,, ..., ,,, €ntdo

fo _ B P .

= o RRER o .
fx) xX—oa X—02 X —ap

150 Problema 10 esquematiza um procedimento alternativo no qual simplesmente substituimos a férmula (23) da Segio 5.6
na Eq. (2) e depois determinamos os b,
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Aplicando este resultado a a,,(r) na Eq. (8), vemos que

@y (r) 1 1 | )
ayn(r) 2(r+2+r+4+”'+r+2m ’

e fazendo rigual a 0, obtemos

1 1 1
ﬂam(o) =-2 [i G e sl o '_] aEm{(})-

4 2m :
Substituindo a,,,(0) dado pela Eq. (6) e fazendo 4
ir
1 1 1 s
Hm=1+§+§+"'+a. (9) |f
obtemos, finalmente,
(_ l)maﬂ

a;,,(0) = — m=1.2.3,....

™ 22m(m!)?’
A segunda solugio da equagio de Bessel de ordem zero € encontrada fazendo-se a, = 1 ¢ substituindo-se,
na Eq. (23) da Segio 5.6, y,(x) e b,,,(0) = a3,,(0). Obtemos

(=]
(—I)mHHm o
ya(x) = Jo(x) Inx + Z 2mm)? )

m=1

x50 (10)

Em vez de y,, a segunda solugdo considerada, em geral, ¢ uma determinada combinagio linear de J,
¢ y,. Ela é conhecida como a fungdo de Bessel de segunda espécie de ordem zero, ¢ ¢ denotada por Y,
Seguindo Copson (Capitulo 12). definimos'®
2
Yo(x) = ;Lyz(.rl + (¥ — In2)Jp(x)]. (11)

Aqui, y ¢ uma constante, conhecida como a constante de Euler-Mdscheroni:'” ¢la € definida pela equagio
y = lim (H, —Inn) = 0,5772. (12)
n—20
Substituindo y,(x) na Eq. (11), obtemos

2 _I} m 1,,,
Yg( X) = — [(}’ +1In: )Ju(\') -+ Z 2’"'(!}!’}‘ X ] B x> 0. (13)

m=

A solugio geral da equagdo de Bessel de ordem zero para x>0¢é

y = cJo(x) + c2Yo(x).

Note que Jy(x) = 1 quando x — 0 e que Y,(x) tem uma singularidade logaritmica em x = 0, ou se¢ja,
Y,(x) se comporta como (2/m)In x quando x — 0 por valores positivos. Entio, se estivermos interessados
em solugdes da equagao de Bessel de ordem zero que sejam finitas na origem, 0 que ocorre muitas vezes,
temos que descartar Y. Os grficos das fungdes J,(x) e Y,(x) estdo ilustrados na Figura 5.7.2,
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FIGURA 5.7.2 As fungoes de Bessel J, e Y.

Outros autores usam outras definigdes de Y,. Esta escolha para Y, também € conhecida como fungiio de Weber, em home- :
nagem a Heinrich Weber (1842-1913), que ensinou em diversas universidades alemas.

""Lorenzo Mascheroni (1750-1800) era um padre italiano que foi professor na University of Pavia. Ele calculou corretamente
as 19 primeiras casas decimais y em 1790.

i
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E interessante observar na Figura 5.7.2 que para x grande, ambas as fungdes J,(x) e Y;(x) oscilam. Po-
derfamos ter antecipado tal comportamento a partir da equagao original; de fato, isso € verdade para as
solucdes da equacdo de Bessel de ordem v. Dividindo a Eq. (1) por x*, obtemos

1 p?
" ! 4
A et A ol I e =
i x}’ ~ y=0.
Para x muito grande € razodvel suspeitar que os termos (1/x)y’ ¢ (17/x%)y sdo pequenos e, portanto, podem
ser desprezados. Se isso for verdade, entdo a equacio de Bessel de ordem v pode ser aproximada por

yY'+y=0.

As solucdes desta equagao sio sen x e cos x; poderfamos, entio, antecipar que Mﬂﬂwﬁ
Bessel para valores grandes de x sdo semelhantes a combinacdes lineares de sen x ¢ cos v, Isso estd corre-
to no sentido em que as funcoes de Bessel sido oscilatérias; no entanto, esta apenas parcialmente correto.
Para x grande, as fungoes J, ¢ Y, também decaem quando x aumenta: assim, a equagio V' + v = 0 nao
fornece uma aproximagao adequada para a equagao de Bessel para valores grandes de x, ¢ ¢ necessirio
uma andlise mais delicada. De fato, ¢ possivel mostrar que

1/2
~ T
Jo(x) = (;) cos (x - :1) quando x — oo, (14)
¢ que
wwms (2) s (x-7) quand 5
alx) = — sen 2 quando X — oc. (13)

Essas aproximagoes assintéticas, quando x — o, sdo, de fato, muito boas. Por exemplo, a Figura 5.7.3
mostra (ue a aproximagio assintotica (14) para Jy(x) é razoavelmente precisa para todo x > 1. Assim,
para aproximar J,(x) em todo o intervalo de zero a infinito podemos usar dois ou trés termos da série (7)
parax < | e a aproximacio assintdtica (14) parax = 1.

Equacao de Bessel de Ordem Meio. Este caso ilustra a situagiio na qual as raizes da equagao indicial dife-
rem por um inteiro positivo. mas a segunda solugdo ndo tem termo logaritmico. Fazendo v = { na Eq. (1),
obtemos

Lyl =x%" +xy' + (& = §)y=0. (16)

Substituindo v = ¢(r. x) pela série (3), obtemos

Lig)(r,x) = Z [(r +n)r+n—14+(r+n)— H a, X" + Zanxr+fl+2

n=I{) n=()

=(r’ = Dax" +[(r+ 1)? — %]“'xrﬂ

““Z[[(””)2 — il an +aa}a™ =0. (17)

n=2

Aproximagdo assintética y = (2/zx)'* cos(x - x/4)

g% ]
So

¥y= JQ(x]

-1+

FIGURA 5.7.3 Aproximagao assintética de Jy(x).
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As rafzes da equagio indicial sio ry =jer, =~ 3 logo, as raizes diferem por um inteiro. A relagio de re.
corréncia ¢

[(r o ﬂ)2 - l]an = —Qan-2, n=2, {18)

Correspondendo 2 raiz maior r, =3, pelo cocﬁc1ente de x*' na Eq. (17) vemos que a, = 0. Logo,da Eq. (18),

3= a5 = ... = @y, = ... = 0. Além dlsso parar=1,
ﬂn_z
B —————, n=24,6...,
i nin+1)
ou, fazendo n = 2m, obtemos
a2m-2
= ——, m=1,273,....
G 2m@2m + 1)
Resolvendo a relagdo de recorréncia, encontramos g
ao _ @ }
a) = —‘i, ay = §. ¥ )
g
e,em geral, ¥
s B
PO i L
2m+ 1!

Portanto, fazendo a, = 1, obtemos

(-1)"x 2m -1 (—1)mx2m+1
yi(x) = x'72 [1+Z(2m+l),] f Z S X0 (19)

A segunda série de poténcias na Eq. (19) ¢ precisamente a série de Taylor para sen x:logo, uma solugio
- . 5 = e i

para a equagdo de Bessel de ordem meio ¢ x ' sen x. A fungio de Bessel d¢ primeira espécie de ordem

meio, J,,, ¢ definida como (2/7)"?y,. Assim,

1/2
Jipx) = (;) senx, x>0. (20)

Correspondendo a raiz r = -}, ¢ possivel que encontremos dificuldade em calcular a,, ji que N =

- r,=1.Noentanto,da Eq. (17) para r = -1, 0s coeficientes de x" e de x"' sdo ambos nulos, independente

da escolha de a, e a,. Portanto, a, € a, podem’ser escolhidos arbitrariamente. Da relacdo de recorréncia

(18) obtemos um conjunto de coeficientes com indices pares correspondendo a @, ¢ um conjunto de coe-

ficientes com indices impares correspondendo a a;. Entdo nédo € necessdrio um termo logaritmico para se
obter uma segunda solugdo nesse caso. Deixamos como exercicio mostrar que, para r = - |,

5.

(—=1)"ag (=1D"a !

= — a = —_— n=1.2... H

= "o T 2n+ 1) 3

Logo, t
( 1)”12" ( l)nI.JHI '_

' — _1"2 H

n=E [““§ @n)! Z @n+1)!

cos X senx .

=a[)_x]ﬂ +al xlﬁ L] X > 0' {21) Y

A constante a, simplesmente introduz um multiplo de ¥i(x). A segunda solugio da equagio de Bessel de "i
ordem meio é escolhida, em geral, como a solugdo para a qual a, = (2/7)'? ¢ a, = 0. Ela ¢ denotada por “
J.m. Entao

172
J—-l{Z(x) = (;;) cosx, x> 0. (22)

A solugdo geral da Eq. (16) é y = ¢,J;,(x) + ¢/ 1(%)-

Comparando as Egs. (20) e (22) com as Eqgs. (14) ¢ (15), vemos que, exceto por um deslocamento de
fase de n/4, as fungdes J_,, € J,, se parecem com J, € Yy, respectivamente, para valores grandes de x. Os
graficos de J,, e J,, estdo ilustrados na Figura 5.7.4.
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FIGURA 5.7.4 As fungbes de Bessel J e J ..

Equagdo de Bessel de Ordem Um. Este caso ilustra a situagio na qual as raizes da equagio indicial dife-
rem por um inteiro positivo e a segunda solugdo envolve um termo logaritmico. Fazendo v = 1 na Eq. (1),
lemos

Liyl=xy"+xy + (> = 1)y=0. (23)
Substituindo y = ¢(r, x) pela série em (3) e juntando os termos como nos casos precedentes, obtemos
LIglr,x) = ap(r® = Dx" +ail(r + D? =1 4 )~ | [r+n)?—1]a,+a,-2 ]r =0. (24)

n=2

As raizes da equagdo indicial sdo ry = 1 e r, = -1, A relagdo de recorréncia é
2
[(r+n)" = 1la,(r) = —az_a(r), n>2, (23)
Correspondendo & raiz maior r = 1. a relagao de recorréncia fica

n=234....

Iy

(42’

ay =

Pelo coeficiente de x na Eq. (24). vemos também que a, = 0: logo, pela relagdo de recorréncia, a; = a; =
... = 0. Para valores pares de noseja n = 2m; entao

Q-2 tam-2

y =—-—— t=1,2,3;....
é (2m + 2)(2m) 22(m + 1)m "
Resolvendo essa relagao de recorréncia, obtemos
o = -—M— m=1,23,.... (26)

22m(m+ 1)!m!’
A fungio de Bessel de primeira espécie de ordem um, denotada por J,, € obtida escolhendo-se g, = 1/2.
Portanto,

o0 2m
x (-1)"x
== —_. 27
.f|{.lf) 2 EO 23'"(m+ l)!m! ( )
m=
A série converge absolutamente para todo x, de modo que J, € analitica em toda parte.
Ao determinar uma segunda solugio da equagio de Bessel de ordem um vamos ilustrar o método de

substituigdo direta. O cdlculo do termo geral na Eq. (28) abaixo € bastante complicado, mas os primeiros
poucos coeficientes podem ser encontrados facilmente. De acordo com 0 Teorema 5.6.1, vamos supor que

ya(x) = aJy(x) Inx Txt [1 + Z:c,,x"] . x>0, (28)
n=1

Caleulando y',(x), y'5(x), substituindo na Eq. (23) e usando o fato de que /, € uma solucdo da Eq. (23),
obtemos

00 oc
2axj(0) + Y [ = Din = Den + (1= Den =l + ) e =0, (29)
=0 n=0

——————
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onde ¢, = 1. Substituindo J;(x) por sua expressdo na Eq. (27),mudando os indices dos somatérios nas duas II
séries e efetuando diversos cdlculos algébricos, chegamos a

oo el —1)"2m + 1) 2m4-1
—cy +[0-c2 +colx + ): [(n* = Depr + cua X = —a [x + Z : 3 = = ] - (30) %
m=1

22m(im+ 1)!m!
n=2

Da Eq. (30) notamos primeiro que ¢, = 0 e a = —, = —1. Além disso, como a expressio a direita do sinal
de igualdade contém apenas poténcias impares de x, o coeficiente de cada poténcia par de x na expressio
a esquerda do sinal de igualdade tem que ser nulo. Entdo, como ¢, = 0, temos ¢; = ¢, = ... = 0. Correspon-
“dendo as poténcias fmpares de x, obtemos a relagio de recorréncia [seja n = 2m + 1 na série a esquerda
do sinal de igualdade na Eq. (30)]

(=1)"2m+1)
[(2m+1)2-1](‘2m+3+62m=m, m=1,23,.... (31)

Fazendo m = 1 na Eq. (31), obtemos

(32 = ey + 62 = (-1)3/(2% - 2Y).

Note que ¢, pode ser escolhido arbitrariamente, e esta equagio, entdo, determina c¢,. Note. também, que na
equagidio para o coeficiente de x. ¢, aparece multiplicado por 0, ¢ essa equagdo foi usada pdl’d dt,lt,rmmar a.

Niio é surpreendente que ¢, seja arbitrdrio, jd que ¢, € o coeficiente de x na expressao x| 1 + Z c,,r"]
n=|

Em consequéncia, ¢, gera simplesmente um multiplo de J, ¢ y, s6 estd determinado a menos de muiltiplos
de J,. De acordo com a pritica usual, escolhemos ¢, = 1/2°. Obtemos, entdo,

e 2 [l =2 (1+1)+l
“G=32|2 7971 2

G
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E possivel mostrar que a solugio da relagio de recorréncia (31) ¢
{_1 ’m+] (Hm + Hm—] )

im — s =l.2,...
Con P — 1)! "

(H, + Hy).

com a convengio de que H, = 0. Assim,

1 = (_l)m(“m t f!m—l) 2 .
— 5 — - 5 ~fm . X 0 32
Ya(x) Ji(x)Inx + 3 l:l E X :| X > (32)

- 22mmt\(m — 1)!

O cileulo de y,(x) usando outro procedimento [veja as Egs. (19) e (20) da Segdo 5.6]. no qual deter-
minamos c,(r,), ¢ ligeiramente mais facil. Em particular, este dltimo procedimento fornece uma formula
geral para c,,, sem a necessidade de se resolver uma relagiio de recorréncia da forma (31) (veja o Proble-
ma 11). Nesse aspecto vocé pode querer, também, comparar os cilculos da segunda solugio da equagao
de Bessel de ordem zero no texto e no Problema 10.

A segunda solugao da Eq. (23), a fung¢do de Bessel de segunda espécie de ordem um. Y. ¢ escolhida,
em geral, como uma determinada combinacio linear de J, e y,. Seguindo Copson {Capnulo 12), Y, é
definida como

Yi(x) = %l#yz(x) +(y = In2)/;(x)], (33) ¢

onde y € definido pela Eq. (12). A solugio geral da Eq. (23) parax >0 ¢ g
y=caix) ke Yi(x). 2

Note que enquanto J, ¢ analitica em x = 0, a segunda solugio Y, torna-se ilimitada do mesmo modo que 5
1/x quando x — 0. A Figura 5.7.5 mostra os grificosde J, e Y. 1
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FIGURA 5.7.5 As fungdes de Bessel J, e Y.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, mostre que a equagdo diferencial dada tem um ponto singular regular em
x = 0 e determine duas solugdes para x > 0.

1 X%y + 2y +xy =0 2.8 430+ (1+x)y=0
3)3%Y +xy + 2y =0 4 2% +40 + 24+ x)y =0
5. Encontre duas solugoes para a equagio de Bessel de ordem %

¥y 4y +(F-3)y=0, x>0

Mostre que a equagio de Bessel de ordem meio
Y +xy+ (P -1)y=0, x>0
pode ser reduzida a equagio
v +e=0

pela mudanga da variavel dependente v = x'*u(x). Conclua disso que y,(x) = x"? cos x e y,(x) = x * sen x
sio solugoes da equagio de Bessel de ordem meio,
7. Mostre diretamente que a série para J,(x), Eq. (7), converge absolutamente para todo x.

8. Mostre diretamente que a série para J,(x). Eq. (27), converge absolutamente para todo x e que J,'(x) =
=J,(x).

Considere a equagio de Bessel de ordem v,
2y x4+ (@ =y =0, x>0,
onde v é real e positivo.

(a) Mostre que x = () ¢ um ponto singular regular e que as raizes da equagao indicial sdo ve -v.
(b) Correspondendo a raiz maior v, mostre que uma solugio €

. 1 2 1 . = (=" X\2m
nx) =x* [l—m(g) +5(1—+m(§) +Zm!(l+v)---(m+0) (%) ]

m=3

(c) Se2vnio for inteiro, mostre que a segunda solugao serd

xye 1 ¥ i (i 2
nto =5 [1- g (3) + mrmma=s @) * Lma=w—e=n ) ]

m=3

Note que y,(x) — 0 quando x — 0 e que y,(x) torna-se ilimitado quando x — 0,

(d) Verifique, por métodos diretos, que as séries de poténcias nas expressoes para y,(x) e y,(x) convergem
absolutamente para todo x. Verifique, também, que y, ¢ uma solugdo, bastando apenas que v nio seja
inteiro.

10. Mostramos, nesta segio, que uma solugao da equagio de-Bessel de ordem zero

Lyl =+ +xy +x'y=0
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14,

¢ J,, onde Jy(x) € dada pela Eq. (7) com a, = 1. De acordo com o Teorema 5.6.1, uma segunda solugao tem
a forma (x > 0)

y2(x) = Jo(x) Inx + Z b,x".

(a) Mostre que
o0 oo oo
Liy)(x) = Zn(n - )b + Eub.,x" + Z baX"*? + 2005 (x). (i)
n=2 n=1 n=1
(b) Substituindo a representacido em série de J,(x) na Eq. (i), mostre que
(- 1}"2nxj
2n(nt)?

oo o0
bix + by + Y (nPby + by = -2
n=3 n=1
(c) Note que aparecem apenas poténcias pares de x na expressio a dircita do sinal de igualdade na Eq.
(ii). Mostre que by = by, =bs= ... =0,b, = (1) e que

(ii)

(2n)bys + bsz = —2(=1)"@2n)/2*(n!)’, n=23.4,. ...
Deduza que
by = 1 1+ : b l 1+ l - 1
‘=g 2) ¢ T age 273)
A solugdo geral da relagdo de recorréncia € b,, = (-1)"*'H /2""(n!)*. Substituindo b, na expressio para v,(x),
obtemos a solugdo dada na Eq. (10).

. Encontre uma segunda solugio da equagio de Bessel de ordem um calculando os ¢,(r,) e a da Eq. (24) da

Segdo 5.6 de acordo com as formulas (19) e (20) daquela segdo. Algumas diretrizes para esse calculo sao
as seguintes, Primeiro, use a Eq. (24) desta se¢ao para mostrar que a,(~1) e a/(-1) sdo iguais a 0. Depois
mostre que ¢,(-1) = 0 e, da relagdo de recorréncia, que ¢,(-1) = 0 para n = 3,5, ... Finalmente, use a Eq.
(25) para mostrar que

ap g

ay(r) =

aN=- e+’ P DY 7 YT Ty

e que

—1ym
(=14 m>3.

@) = Dt 2m =D +3) -+ 2m 1) i

Depois mostre que

Com(=1) = (=1)"V(Hp + Hp1)/2"mi(m = 1), m > 1.
Através de uma mudanga adequada de varidvel € possivel, algumas vezes, transformar outra equagio dife-
rencial em uma equagio de Bessel. Por exemplo, mostre que uma solugio de
2y 4 (@@ + L v y=0, x>0
¢ dada por y = x**f{ax®), onde f(£) é uma solugio da equagio de Bessel de ordem v.
Usando o resultado do Problema 12, mostre que a solugdo geral da equagio de Airy
y' —xy=0, x>0

éy =x”2[c1f1(§£ﬂ"2) + c‘Jz(%ﬁ’”)]- onde fi(£) e fi(§) formam um conjunto fundamental de solugdes da
equagdo de Bessel de ordem um tergo.

Pode-se mostrar que J, tem uma infinidade de zeros para x > 0. Em particular, os trés primeiros zeros sao
aproximadamente iguais a 2,405; 5,520 e 8,653 (veja a Figura 5.7.1). Denote por 4, j = 1,2,3, ... 0s zeros de
J; segue que
1, x=0,

T =10, x=1.

Verifique que y = J,(Ax) satisfaz a equagao diferencial
YLy aay=0, x>0

x

Mostre que, portanto,

1
f o) o(Ax)dx =0 se X, # A,
0

=ve - el 68 -

e s

RS
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Esta propriedade importante de J,(2.x), conhecida como propriedade de ortogonalidade, € \itil na resolu-
¢do de problemas de valores de contorno.

Sugestao: escreva a equagao diferencial para J (2 x). Multiplique-a por x/,(3,x) e a subtraia de x/,(4x)
vezes a equacio diferencial para J,(2.x). Depois integre de 0 a 1,
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