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CAPITULO

3

F.quacoes Lineares de

Segunda Ordem

Equagoes lineares de segunda ordem tém uma importancia crucial no estudo de equagoes diferenciais
por duas razdes principais. A primeira ¢ que equagoes lineares t¢m uma estrutura tedrica rica, subjacente
a diversos métodos sistematicos de resolugio. Além disso. uma parte substancial dessa estrutura e desses
métodos € compreensivel em um nivel matemitico relativamente elementar. Para apresentar as ideias
fundamentais em um contexto o mais simples possivel vamos descrevé-las neste capitulo para equagoes
de segunda ordem. Outra razdo para estudar equagoes lineares de segunda ordem ¢ que elas siio essen-
ciais para qualquer investigagao scria das dreas clissicas da fisica matematica. Nio se pode progredir
muito no estudo de mecinica dos fluidos, condugio de calor, movimento ondulatdrio ou fendmenos ele-
tromagnéticos sem esbarrar na necessidade de resolver equagdes diferenciais lincares de segunda ordem.
Como exemplo, vamos discutir oscilagdes de alguns sistemas mecinicos ¢ elétricos bdsicos no final deste
capitulo,

3.1 Equacoes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Uma equagio diferencial de segunda ordem tem a forma

(f:_\' f .|' d}’) (1)
= =flty.= ).
drr ( o

onde f¢ alguma fungio dada. Em geral, denotaremos a varidvel independente por 1. jd que o tempo ¢, com
frequéncia, a varidvel independente em fenomenos fisicos, mas, algumas vezes, usaremos x em seu lugar.
Usaremos y ou, ocasionalmente, outra letra para denotar a varidvel dependente. A Eq. (1) € dita linear
se a fungdo ftem a forma

dy dy
f (r.y. E) =g(!) — p(r}i —q(t)y, (2)
ou seja, se f ¢ linear em y e dy/dr. Na Eq. (2). g. p ¢ g sdo fungoes especificadas da varidvel independente
., mas nio dependem de y. Nesse caso, reescrevemos a Eq. (1), em geral, como
Y+ p)y + gy = glr), (3)
onde a linha denota diferenciagido em relagio a . No lugar da Eq. (3) encontramos, com frequéncia, a
equagao
P()y” + Qn)y + R(n)y = G(1). (4)
E claro que, se P(r) # 0, podemos dividir a Eq. (4) por P(f), obtendo, assim, a Eq. (3) com

Q(rn) R(1) G(1)

| —— = — - 5
PO’ q(t) PO’ g(t) PO) (5)

pt) =
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EXEMPLO

Ao discutir a Eq. (3) e tentar resolvé-la, vamos nos restringir a intervalos nos quais as fungdes p, g e g
sejam continuas.!

Se a Eq. (1) nao for da forma (3) ou (4). entdo ela € dita ndo linear. Investigagdes analiticas de equa-
¢oes ndo lineares sdo relativamente dificeis, de modo que teremos pouco a dizer sobre elas neste livro.
Abordagens numéricas ou geométricas sio, frequentemente, mais apropriadas, e sao discutidas nos Ca-
pitulos 8 e 9.

Um problema de valor inicial consiste em uma equagdo diferencial, como a Eq. (1). (3) ou (4), junto
com um par de condigdes iniciais

ylto) = Yo, Y (to) = yp, (6)

onde y, e y; sao nimeros dados que descrevem os valores de y e de y’ no ponto inicial r,. Note que as con-
digoes iniciais para uma equagio de segunda ordem nao indicam, apenas, um ponto particular (f,. y,) que
tem que pertencer ao grafico da solugio, mas, também, o coeficiente angular y; da reta tangente ao grifico
naquele ponto. E razodvel esperar que sejam necessdrias duas condigoes iniciais para uma equagio de
segunda ordem, ja que, grosso modo, precisa-se de duas integragdes para se encontrar a solugio, ¢ cada
integragdo introduz uma constante arbitraria. Presume-se que duas condigdes iniciais serdo suficientes
para a determinagao dos valores dessas duas constantes.

Uma equacao linear de segunda ordem é dita homogénea se a fungio g(r) na Eq. (3). ou G(r) na Eq.
(4), for igual a zero para todo r. Caso contrdrio, a equagdo ¢ dita nao homogénea. Em consequéncia, a
fungdo g(r), ou G(r), ¢ chamada, muitas vezes, de termo nio homogéneco. Vamos comegar nossa discussio
com equagoes homogéneas, que escreveremos na forma

P(0)y" + Q)Y + Rty = 0. (7)

Mais tarde, nas Segdes 3.5 e 3.6, mostraremos que uma vez resolvida a equagio homogénea sempre ¢
possivel resolver a equagdo nio homogénea correspondente (4) ou, pelo menos, expressar sua solu¢io em
fungido de uma integral. Assim, o problema de resolver a equagao homogénea € o mais fundamental.

Vamos concentrar nossa atengio, neste capitulo, a equagdes nas quais as fungoes P, Q e R sdo constan-
tes. Nesse caso, a Eq. (7) torna-se

ay" + by +ey =0, (8)

onde a, b e ¢ sdo constantes dadas. Acontece que a Eq. (8) sempre pode ser facilmente resolvida em ter-
mos das fungoes elementares do Céleulo. Por outro lado, ¢ muito mais dificil, em geral, resolver a Eq. (7)
se os coeficientes ndo forem constantes, e vamos adiar um tratamento desse caso até o Capitulo 5. Antes
de atacar a Eq. (8), vamos adquirir alguma expcriéncia analisando um exemplo simples, mas, de certa
forma, tipico.

Resolva a equagio
y'=y=0, 9)
e encontre, também, a solugio que satisfaz as condigoes iniciais
y0)y=2, V() =-1 (10)

Note que a Eg. (9) é simplesmente a Eq. (8) coma = 1,b =0 ¢ ¢ =-1. Em outras palavras, a Eq. (9) diz que
procuramos uma fungio com a propriedade de que a derivada segunda da fungio ¢ igual a ela mesma. Alguma
das fungoes que vocé estudou em Cileulo tem essa propriedade? Um pouco de reflexio produzird, provavelmen-
te, pelo menos uma dessas fungoes, a saber, a fungio exponencial y,(r) = ¢. Um pouco mais de reflexio poderia
produzir, também, uma segunda fungio. y,(r) = ¢*. Um pouco de experimentagio revela que miltiplos constantes
dessas duas solugdes também sio solugdes. Por 'éxemplo. as fungdes 2¢' e Se' também satisfazem a equagio dife-
rencial (9), como vocé pode verificar calculando suas derivadas segundas. Da mesma forma, as fungoes c,y,(1) =
€,¢' e cyy,(1) = c,e satisfazem a equacdo diferencial (9) para todos os valores das constantes ¢, € c..

A seguir, é fundamental que se note que a soma de duas solugoes quaisquer da Eq. (9) também ¢ uma solu-
¢io. Em particular, como c,v,(r) e ¢,v,(¢) sido solugdes da Eq. (9), a fungio

Yy =oyilt) + cayalt) = cref 4 cae”’ (1)

'Hé um tratamento correspondente para equagoes lineares de ordem mais alta no Capitulo 4. Se quiser, vocé pode ler as
partes apropriadas do Capitulo 4 em paralelo com o Capitulo 3,
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também € solugdo, quaisquer que sejam os valores de ¢, e ¢,. Mais uma vez, isso pode ser verificado calculando-
se a derivada segunda y" a partir da Eq. (11). Temos ¥’ = ¢cj¢' - c,e ' e y" = e+ c,e; logo, y" é igual a y e a Eq.
(9) é satisfeita.

Vamos resumir o que fizemos até agora neste exemplo. Uma vez observado que as fungdes y,(f) = ¢ e
¥5(f) = €7 sdo solugdes da Eq. (9), segue que a combinagio linear geral (11) dessas fungdes também € solugio.
Como os coeficientes ¢, e ¢, na Eq. (11) sdo arbitrdrios, essa expressao representa uma familia infinita de solu-
¢bes da equagao diferencial (9).

Vamos considerar, agora, como escolher um elemento particular dessa familia infinita de solugoes que sa-
tisfaga, também, o conjunto dado de condigdes iniciais (10). Em outras palavras, procuramos uma solugio cujo
grifico contenha o ponto (0,2) e tenha reta tangente nesse ponto com coeficiente angular —1. Primeiro, fazemos
t=0ey=2nakEq.(11),0 que nos di a equagao

aq+c=2 (12)
A scguir, diferenciamos a Eq. (11), o que resulta em
‘\" =1 — e
Depois, fazendor=0e y' = -1, obtemos
o —c=-1L (13)
Resolvendo simultancamente as Egs. (12) e (13) para ¢, ¢ ¢..encontramos

0=

rafiad

(14)

Pl

C| =
Finalmente, inserindo esses valores na Eq. (11), obtemos

y=

fdl=—

¢+ ze, (13)

a solugdo do problema de valor inicial que consiste na equagio diferencial (9) ¢ nas condigoes iniciais (10).

O que podemos concluir do exemplo precedente que vai nos ajudar a tratar a equagio mais geral (8),
ay" + by +ev=0,
cujos coeficientes a, b ¢ ¢ sdo constantes (reais) arbitrarias? Em primeiro lugar, as solugoes no exemplo
eram fungoes exponenciais. Além disso, quando identificamos duas solugdes fomos capazes de usar uma
combinagio lincar delas para satisfazer as condigdes iniciais dadas, além da equagio diferencial propria-
mente dita,

Explorando essas duas ideias, podemos resolver a Eq. (8) para quaisquer valores de seus coeficientes
¢ satisfazer, também, qualquer conjunto de condigoes iniciais dado para y e y'. Comegamos procurando
solugdes exponenciais da forma y = ¢”, onde 7 ¢ um pardmetro a ser determinado. Segue que y' = re' e
¥" = re”. Substituindo essas expressoes para y, v’ e v" na Eq. (8), obtemos

(ar’ + br +c)e" =0,
ou,como ¢ # 0,

ar’ +br+c=0. (16)

A Eq. (16) ¢ chamada de equagio caracteristica da equagio diferencial (8). Seu significado reside no fato
de que, se r ¢ uma raiz da equagao polinomial (16), entio y = ¢” ¢ solugio da equagao diferencial (8).
Como a Eq. (16) é uma equagio de segundo grau com coeficientes reais, ela tem duas raizes que podem
ser reais e distintas, reais e iguais, ou complexas conjugadas. Vamos considerar o primeiro caso aqui e 0s
dois dltimos nas Segoes 3.3 ¢ 3.4.

Supondo que as raizes da equagdo caracteristica (16) sdo reais e distintas, vamos denotd-las por r, € 1y,
onde r, # r.. Entdo y,(r) = e"' e y,(r) = €3 sdo duas solugoes da Eq. (8). Como no Exemplo 1, segue que

y=cyi() +caya(r) = (‘18’” —+ Czer;r (17)

também ¢ uma solugio de (8). Para verificar se isso ¢ verdade, podemos diferenciar a expressao na Eq.
(17); portanto,

y =cine + cre’ (18)

e clri"e”' + c:r—fe"r. (19)
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EXEMPLO

Substituindo y, y" e y” na Eq. (8) por essas expressoes e rearrumando os termos, obtemos
ay’ + by +cy = ci(ari + bry + c)e"' + caar? 4 bry + c)e™. (20)

As quantidades entre parénteses a direita do sinal de igualdade na Eq. (20) sdo nulas, pois r, e r, sdo raizes
da Eq. (16); logo, y dado pela Eq. (17) €, de fato, uma solugdo da Eq. (8), como queriamos verificar.

Vamos supor agora que queremos encontrar o elemento particular da familia de solugdes (17) que
satisfaz as condigdes iniciais (6)

y(o) =yo,  Y(to) =y
Fazendor=1,e y = y,na Eq.(17), obtemos
c1€"® + c1e"" = y,. (21)
Analogamente, fazendo t = 1, ¢ y' = y; na Eq. (18), temos
cirie"® + carae = ;. (22)

Resolvendo simultaneamente as Eqgs. (21) e (22) para ¢, e ¢,, encontramos

h

!
yorz _ Yori — =
N2 onbi, gy e 2L 0 000 (23)
n—nrn n-—-n

=

Lembre-se de que r, - r, # 0. de modo que as expressoes na Eq. (23) sempre fazem sentido. Assim, ndo
importa que condigdes iniciais sejam dadas — ou seja. independentemente dos valores de 1, y, ¢ v nas
Eqgs. (6) — sempre ¢ possivel determinar ¢, e ¢, de modo que as condigdes iniciais sejam satisfeitas. Além
disso. existe apenas uma escolha possivel de ¢, e ¢, para cada conjunto dado de condigdes iniciais. Com os
valores de ¢, e ¢, dados pela Eq. (23), a expressdo (17) ¢ a solugio do problema de valor inicial

ay’ + by +cy=0, ¥(to) = yo, y'(t0) = yy. (24)

E possivel mostrar, baseado no teorema fundamental citado na proxima segio, que todas as solugoes
da Eq. (8) estao incluidas na expressdo (17). pelo menos no caso em que as raizes da Eq. (16) sio reais e
distintas. Portanto, chamamos a Eq. (17) de solugido geral da Eq. (8). O fato de que quaisquer condigdes
iniciais possiveis podem ser satisfeitas pela escolha adequada das constantes na Eq. (17) torna mais plau-
sivel a ideia de que essa expressio inclui, de fato, todas as solugoes da Eq. (8).

Vamos considerar mais alguns exemplos.

Encontre a solugio geral de
¥+ 5y +6y =0, (25)
Supondo que y = 7, segue que r tem que ser raiz da equagao caracteristica
r+5r+6=(+2)(r+3)=0.
Assim, os valores possiveis de 7 sdo r, = -2 e r, = -3; a solugio geral da Eq. (25) é

y=cre ™ 4 e, (26)

Encontre a solugio do problema de valor inicial
VA4S +6y=0, y0)=2, y(0)=3. (27)

A solugio geral da equacio diferencial foi encontrada no Exemplo 2 ¢ ¢ dada pela Eq. (26). Para satisfazer
a primeira condigiio inicial, fazemos r = 0 e y = 2 na Eq. (26); assim, ¢, e ¢, tém que satisfazer

Cy -+ C = 2. (28)

Fazendo, agora, =0 e y' = 3, obtemos
~2¢, - 3c; = 3. (29)

Resolvendo as Eqs. (28) e (29). vemos que ¢, =9 e ¢, = 7. Usando esses valores na expressao (26), obtemos a
solugdo
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vy = 9¢ U Te (30)

do problema de valor inicial (27). A Figura 3.1.1 mostra o grifico da solugao,

y

y=9e% -7

l L L
05 1 15 2 t

FIGURA 3.1.1 Solugdode y" + 5y" +6y =0, y(0) =2,y'(0) = 3.

EXEMPLO Encontre a solugio do problema de valor inicial
4 4" =8 +3y =0, y0)=2. y(O)=1. (31)
Se y = ¢", entdo a equagdo caracteristica é
4 —8r+3=0
¢ suas raizes sio r = 3/2 ¢ r = 1/2, Portanto. a solugdo geral da equagio diferencial é
y=ce"? et (32)

Usando as condigoes iniciais, obtemos as duas equagoes seguintes para ¢, € ¢!

(‘|:+C3:2. '_;('[+ %l':: %
A solugio dessas equagdes € ¢, = -+, ¢, = =, de modo que a solugdo do problema de valor inicial (31) é
y=—1e"" 4+ 3 (33)

A Figura 3.1.2 mostra o grilico da solugio,

_lr—

FIGURA 3.1.2 Solugaode 4y"-8y" +3y =0,y(0) =2,y'(0) =0,5.

A solugdo (30) do problema de valor inicial (27) comega crescendo (jd que o coeficiente angular da reta tan-
gente a seu gréfico € positivo, inicialmente), mas acaba tendendo a zero (pois ambas as parcelas contém expo-
nenciais com expoentes negativos). Portanto, a solugio tem que atingir um méximo, e o grafico na Figura 3.1.1
confirma isso. Determine a localizagao desse ponto de maximo.

Pode-se estimar as coordenadas do ponto de maximo através do grafico, mas para er?contré-]as precisamente
procuramos o ponto onde o gréfico da solugio tem reta tangente horizontal. Diferenciando a solugdo (30), y =
9e* —Te¥, em relagdo a 1, obtemos
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y =—18¢% +2le7¥, (34)
Igualando y" a zero e multiplicando por ¥, encontramos o valor critico t,, que satisfaz e = 7/6; logo
tw = In(7/6) = 0,15415. (35)
O valor mdximo correspondente, y,,, ¢ dado por
Vi = 9 — Te~Vm = % = 2.20408. (36)

Neste exemplo o coeficiente angular inicial € 3, mas a solu¢do da equagdo diferencial dada se comporta de
maneira semelhante para qualquer coeficiente angular inicial positivo. O Problema 26 pede que vocé determi-
ne como as coordenadas do ponto de mdximo dependem do coeficiente angular inicial.

Voltando para a equagio ay” + by’ + ¢y = 0 com coeficientes arbitrarios, lembre-se de que, quando
ry # ry, sua solugdo geral (17) é a soma de duas fungdes exponenciais. Portanto, a solugdo tem um com-
portamento geométrico relativamente simples: quando f aumenta, a solugao, em médulo, ou tende a zero
(quando ambos os expoentes forem negativos), ou cresce rapidamente (quando pelo menos um dos ex-
poentes for positivo), Esses dois casos aparecem nos Exemplos 3 ¢ 4, ilustrados nas Figuras 3.1.1 ¢ 3.1.2,
respectivamente. Existe um terceiro caso menos frequente: a solugio tende a uma constante se um dos
expoentes for nulo e o outro for negativo.

Nas Secdes 3.3 e 3.4 voltaremos ao problema de resolver a equagio ay” + by' + ¢y = 0 quando as raizes
da equagdo caracteristica forem, respectivamente, complexas conjugadas ou reais e iguais. Enquanto isso,
na Secdo 3.2, fornecemos uma discussdo sistemadtica da estrutura matematica das solugdes de todas as
equacdes lineares homogéneas de segunda ordem.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 8, encontre a solugdo geral da equagio diferencial dada.

V42 =3y=0 2. y'4+3+2y=0
3.6y =y =y=0 2 =3V 4+y=0
5./)45%' =0 %y" -9y =0
7.y =9y 4+ 9y =0 8. y' =2y =2y =0

Em cada um dos Problemas de 9 a 16, encontre a solugio do problema de valor inicial dado. Esboce o grifico
da solugdo e descreva seu comportamento gquando t aumenta.
@y +y-w=0, y0=1, yO =1
10. y" +4y 43y =0, v =2, y0)=-1
‘p 6y" —5y' +yea0,  y(0)=4, y(0)=0
My +3y =0, y0)=-2, y@0)=3
A3y +5y +3y=0, YO =1, y(© =0
@y +y—4y=0, y0)=0, y©O) =1
15. y" + 8y — 9y =0, yy=1, y1)=0
16. 4y" —y =0, y=-2)=1, y(-2)=-1
17. Encontre uma equagio diferencial cuja solugio geral é y = ¢,¢” + c.e™.
18. Encontre uma equagio diferencial cuja solugdo geral é y = ¢,¢” + c,e™.

“?, 19. Encontre a solugdo do problema de valor inicial

Yi—y=0, y0)=3 y0=-3

Faga o grifico da solugdo para 0 < r < 2 e determine seu valor minimo.

Encontre a solugdo do problema de valor inicial

2y" =3y +y=0, y0)=2, Yy =j.

Depois determine o valor mdximo da solugdo e encontre, também, o ponto onde a solugio se anula.
21. Resolva o problema de valor inicial y* - y* — 2y = 0, ¥(0) = «, y'(0) = 2. Depois encontre « de modo que a
solugdo tenda a zero quando t — =,

22. Resolva o problema de valor inicial 4y" — y = 0, y(0) = 2, y'(0) = . Depois encontre f de modo que a solu-
¢do tenda a zero quando 1 — =.
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Em cada um dos Problemas 23 e 24, determine os valores de a, se existirem, para os quais todas as solugdes
tendem a zero quando 7 — = determine, também, os valores de o, se existirem, para os quais todas as solugdes
(ndo nulas) tornam-se ilimitadas quando  — =,

2.V —Qa-1)y +afe—-y=0

4.V +GB—a)y - 2w-1y=0

“ Considere o problema de valor inicial

2y" 43y =2y =0, i) =1. ¥(0)=-5,

onde f > 0.
(a) Resolva o problema de valor inicial.
(b) Faga o gréfico da solugao quando f = 1. Encontre as coordenadas (¢, v,) do ponto de minimo da solu-
¢do neste caso.
(¢) Encontre o menor valor de g para o qual a solugio nao tem ponto de minimo.
0"?/ 26. Considere o problema de valor inicial (veja o Exemplo 5)

¥4 S5y + 6y =0, vihh =2, V(0) =4,

onde A > (0.
(a) Resolva o problema de valor inicial.
(b) Determine as coordenadas 1, ¢ v,, do ponto de miximo da solugiao como fungoes de £.
(¢) Determine o menor valor de g para oqual v, > 4.
(d) Dectermine o comportamento de «,, ¢ v, quando g — =,
27. Considere a equagido ay” + by’ + cv = d,onde a, b, ¢ ¢ d sdo constantes,
(a) Encontre todas as solugoes de equilibrio, ou constantes, dessa equagio diferencial.
(b) Denote por y, uma solugio de equilibrio ¢ seja ¥ = y — v, Entiio Y ¢ o desvio de uma solugio v da
solugio de cquilibrio. Encontre a equagio diferencial satisfeita por Y.
28. Considere a equagio av” + by + cv = 0. onde a. b e ¢ sio constantes com a > (). Encontre condigoes sobre
a. b e ¢ para que as raizes da equagio caracteristica sejam:
(a) rcais, diferentes e negativas;
(b) rcais com sinais opostos;

(c) reais, diferentes e positivas,

3.2 Solucdes de Equacdes Lineares Homogéneas; o Wronskiano

Na segio precedente, mostramos como resolver algumas equagdes diferenciais da forma

ay" + by + ¢y =0,
onde a, b ¢ ¢ sdo constantes. A partir desses resultados. vamos obter uma visdo mais clara da estrutura
das solugoes de todas as equagdes lineares homogéneas de segunda ordem. Essa compreensio ird nos
auxiliar, por sua vez, a resolver outros problemas que encontraremos mais tarde.

Ao discutir propriedades gerais das equagoes diferenciais lincares ¢ conveniente usar a notagio de
operador diferencial. Sejam p e ¢ fungoes continuas em um intervalo aberto /, isso ¢, para @ <t < f. Os
casos & = - ou B = %, ou ambos, estio incluidos. Entdo, para qualquer funcio ¢ duas vezes diferencidvel
em / definimos o operador diferencial L pela formula

Li¢l=¢" +pd +qé. (1

Note que L[¢] é uma fungio em /. O valor de L[¢] em um ponto t é

LIg)(t) = ¢"(1) + p()e'(1) + q(0)$ (1).
Por exemplo, se p(1) =%, q(1) =1 + te ¢ (1) = sen 3r, entdo

L{p](t) = (sen31)" + r*(sen31)’ 4 (1 + 1) sen 3¢
= —9sen3t + 3> cos 3t + (1 + 1) sen 3¢,

O operador L é, muitas vezes, escrito na forma L = D* + pD + ¢, onde D é o operador derivada.
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Teorema 3.2.1

EXEMPLO

Vamos estudar, nesta se¢do, a equagio linear homogénea de segunda ordem L[¢](r) = 0. Como ¢ cos-
tume usar o simbolo y para denotar ¢ (1), escreveremos, normalmente, esta equagio na forma

Liyl=y"+py +q(t)y = 0. )
Associamos & Eq. (2) um conjunto de condigdes iniciais,
y(to) = Yo, ¥ (to) = yp, (3)

onde £, ¢ qualquer ponto no intervalo I e v,, y; sdo nimeros reais dados. Gostariamos de saber se o
problema de valor inicial (2), (3) sempre tem solugdo e se pode ter mais de uma solugdo. Gostariamos,
também, de saber se é possivel dizer alguma coisa sobre a forma e a estrutura das solugdes que possam
ajudar a encontrar solugdes de problemas particulares. As respostas a essas questoes estio contidas nos
teoremas desta segio.

O resultado tedrico fundamental para problemas de valor inicial para equagdes lineares de segunda
ordem estd enunciado no Teorema 3.2.1, que é andlogo ao Teorema 2.4.1 para equagdes lineares de pri-
meira ordem. Como o resultado também pode ser aplicado a equagdes ndo homogéneas, o teorema estd
enunciado nessa forma mais geral.

(Teorema de Existéncia e Unicidade)
Considere o problema de valor inicial

Y +p@)y +qty=g@0,  ylto) =y, Yto) =y (4)

onde p, g e g sdo continuas em um intervalo aberto / que contém o ponto f,. Entao, existe exatamente
uma solugéo y = ¢ (1) deste problema e a solugdo existe em todo o intervalo /.

Enfatizamos que o teorema diz trés coisas:

1. O problema de valor inicial tem uma solugdo; em outras palavras, existe uma solugio.
2. O problema de valor inicial tem apenas wna solugao; ou seja, a solugio ¢ inica.
3. A solugio ¢ estd definida em todo o intervalo 1, onde os coeficientes sio continuos, e €, pelo menos, duas

vezes diferencidvel ali.

Para alguns problemas, algumas dessas afirmagoes sio ficeis de provar. Por exemplo, vimos no Exem-
plo 1 da Segdo 3.1 que o problema de valor inicial

y'—y=0. y0) =2 (0 =-1 (5)
tem a solugdo
y=1le 4 de. (6)

O fato de que encontramos uma solugio certamente estabelece que existe uma solugdo para esse proble-
ma de valor inicial. Além disso, a solugio (6) é duas vezes diferencidvel, de fato, diferencidvel um nimero
qualquer de vezes,em todo o intervalo (==, =), onde os coeficientes da equagdo diferencial sio continuos.
Por outro lado, ndo ¢ dbvio, ¢ ¢ mais dificil provar, que o problema de valor inicial (5) ndo tem outras
solugoes além da dada pela Eq. (6). Ndo obstante, o Teorema 3.2.1 afirma que essa solugio ¢, de fato, a
tnica solugio do problema de valor inicial (5).

Para a maioria dos problemas da forma (4) ndo ¢ possivel escrever uma expressio ttil para a solugio.
Essa é uma grande diferenca entre equacoes lineares de primeira e de segunda ordens. Portanto, todas
as partes do teorema tém que ser demonstradas por métodos gerais, que nao envolvem a obtengdo de tal
expressdo. A demonstragio do Teorema 3.2.1 ¢ razoavelmente dificil e nio sera discutida aqui.* Aceitare-
mos, entretanto, o Teorema 3.2.1 como verdadeiro e o utilizaremos sempre que necessario.

Encontre o maior intervalo no qual a solugio do problema de valor inicial
=30y +1y —(t4+3)y=0, yhH=2 yh=1

existe com certeza.

*Uma demonstragio do Teorema 3.2.1 pode ser encontrada, por exemplo, no Capitulo 6, Segdo 8, do livro de autoria de
Coddington, listado nas referéncias no final deste capitulo.
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Se a equagdo diferencial dada for colocada na forma da Eq. (4), entio p(r) = 1/(r - 3),q(r) = (1 + 3)/t(t=3) e
g(r) = 0. Os tnicos pontos de descontinuidade dos coeficientessdo r=0e t = 3. Logo, o maior intery.
0 ponto inicial 7 = 1 no qual todos os coeficientes sdo continuos € 0 < ¢ < 3, Portanto, esse é 0 maior intervalo no

“qual o Teorema 3.2.1 garante que a solugao existe.

Encontre a tinica solugido do problema de valor inicial
Vi=pty +qny=0.  yit) =0, y(t) =0,

onde p e g sdo continuas em um intervalo aberto / contendo 1.
A fungio y = ¢ (t) = 0 para todo t em [ certamente satisfaz a equagao diferencial e as condigdes iniciais. Pela
parte referente a unicidade no Teorema 3.2.1. essa € a tnica solug¢do do problema dado.

Vamos supor, agora, que y, e v, sdo duas solugoes da Eq. (2); em outras palavras,
Ly 1=y, +py) +qv =0,

e analogamente para y,. Entao, como nos exemplos na Secio 3.1 podemos gerar mais solugdes formando
as combinagoes lineares de y, e y.. Enunciamos esse resultado como um teorema.

(Principio da Superposicio)
Se y, e y, sdo solugdes da equagao diferencial (2),
LIyl ="+ p)y +q(t)y =0,

entdo a combinagio linear ¢y, + c,y, também € solugdo, quaisquer que sejam os valores das constantes
C, ec,.

Um caso particular do Teorema 3.2.2 ocorre se ¢, ou ¢, for zero, Podemos concluir, entdo, que qualquer
miltiplo constante de uma solugio da Eq. (2) também ¢ solugio.
Para provar o Teorema 3.2.2, precisamos apenas substituir y na Eq. (2) pela expressdao

y=ocyi) +cavalr). (7)
Calculando as derivadas indicadas ¢ rearrumando os termos, obtemos
Llcyyy + cava]l = lepyy + cayal” + plevt + eay2l’ + qlerys + eyl
= (‘:'\"{ -+ (‘:y:: + ¢y p_\", + C:p_\"g + ciqy1 + c2qy2

"

=cly] +py] +gvil + s +pys + qy:l
= L[vi] + c2L[v2].

Como L[y,] =0 e L[y,] = 0.segue que L[c,v, + ¢,v.] = 0. Portanto, independente dos valores de ¢, € ¢;, ¥
dado pela Eq. (7) satisfaz a equagio diferencial (2). ¢ a demonstragdo do Teorema 3.2.2 estd completa.

O Teorema 3.2.2 diz que, comegando com apenas duas solugdes da Eq. (2), podemos construir uma
familia infinita de solugoes através da Eq. (7). A proxima pergunta ¢ se todas as solugoes da Eq. (2) estdo
incluidas na Eq. (7) ou se podem existir solucdes com formas diferentes. Comegamos a estudar essa ques-
fio examinando se as constantes ¢, e ¢, na Eq. (7) podem ser escolhidas de modo que a solugio satisfaga
as condigdes iniciais (3). Essas condigdes iniciais obrigam ¢, e ¢, a satisfazerem as equagdes

avilto) + c2y2(to) = yo,

, 8)
vy (o) + c2v5(to) = vy,
O determinante dos coeficientes do sistema (8) €
() ¥t , ,
= "’I{ D, : :( o) = ¥ (fo)y3(t0) — ¥} (to)y2(to)- )
_\"|“{)) ,":“U}




114 cCarituo Tnt;

Teorema 3.2.3

EXEMPLO

PR T = T -8

Se W # 0,as Egs. (8) tém uma tnica solugdo (¢, ¢,), néo importa quais sejam os valores de y, e de y;. Esta
solugdo ¢ dada por

_ Yoys(to) — ypya(to) 0y = Y0¥ (t0) + yoy1(to) (10)
LT Vit)alto) — v, (l0)y2(t0) | T nilte)ys(to) — vy (to)y2(te) |

ou, em termos de determinantes,

yo yalfo) yittn) o
v, Y5(to) Vi)
(‘1 — _Lyz__— i (_'2 = I_—O " (l].)
vilto)  y2(to) yilto)  ya(tg)

yilto)  y5(1o) vi(to)  ¥5(ro)

Com esses valores para ¢, e ¢, a expressdo (7) satisfaz as condigdes iniciais (3), assim como a equagao
diferencial (2).

Por outro lado, se W = 0, as Egs. (8) ndo tém solugiio, a menos que y, € y; satisfagam uma determinada
condicao adicional; nesse caso, existe uma infinidade de solugdes. o

O determinante W é chamado o determinante wronskiano,' ou, simplesmente, wronskiano. das so-
lugoes y, e y,. Usamos, algumas vezes, a notagdo completa W(y,, y,)(1,) para denotar a expressio mais &
direita na Eq. (9) enfatizando, desse modo, o fato de que o wronskiano depende das fungoes y, e v, e que
¢ calculado no ponto #,. O argumento precedente € suficiente para estabelecer o seguinte resultado.

Sejam y, e y, duas solugdes da Eq. (2),
Liyl=y"+p@y +q)y =0,
e suponha que as condigdes iniciais (3) o
y(to) = Yo, Y(to) =y,
sejam atribuidas. Entdo, sempre ¢ possivel escolher constantes c,, ¢, tais que
y = cyi(t) + c2ya(r)
satisfaca a equacdo diferencial (2) e as condigoes iniciais (3) se, e somente se, 0 wronskiano
W =y1y) = y\»2
nao se anula em 1,

No Exemplo 2 da Segiio 3.1 vimos que y,(1) = e ey (1) = ¢V siio solugdes da equagio diferencial
Yy +5y + 6y =0.

Encontre o wronskiano de y, e v;.
O wronskiano dessas duas fungoes €

-5t

= —¢

Como W ¢ diferente de zero para todos os valores de ¢, as fungdes y, e y, podem ser usadas para se construir
solugdes da equagdo diferencial dada junto com quaisquer condigdes iniciais prescritas para qualquer valor de
1. Um desses problemas de valor inicial foi resolvido no Exemplo 3 da Segao 3.1.

O préximo teorema justifica a expressao “solugio geral™ introduzida na Segao 3.1 para a combinagao
linear ¢y, + ¢,y

'Os determinantes wronskianos recebem esse nome por causa de Jésef Maria Hoéné-Wronski (1776-1853), que nasceu na
Poldnia mas viveu a maior parte da sua vida na Franga. Wronski era um homem talentoso, mas complicado, e sua vida foi
marcada por disputas acaloradas frequentes com outros individuos e instituigoes,
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Suponha que y, e y, sdo duas solugdes da equagio diferencial (2),

Liyl=y"+p®)y +qt)y =0.
Entéo, a familia de solugdes

y=cy(t) + caya(1)

com coeficientes arbitrdrios ¢, e ¢, inclui todas as solugdes da Eq. (2) se, e somente se, existe um ponto
1, onde o wronskiano de y, e y, ndo é nulo.

Seja ¢ uma solugio qualquer da Eq. (2). Para provar o Teorema 3.2.4 precisamos determinar se ¢ esta
incluida no conjunto de combinagdes lineares ¢y, + ¢.y,. Ou seja, precisamos delerminar se existem valores
das constantes ¢, ¢ ¢, que tornam a combinagdo lincar igual a ¢. Seja 1, um ponto onde o wronskiano de y, e
y, € diferente de zero. Calcule ¢ e ¢ nesse ponto e chame esses valores de y, ¢ yj, respectivamente; assim,

Yo = ¢ly). Vi = ¢ (ty).
A seguir, considere o problema de valor inicial
Y+ p)y +qiy =0. y(tg) = yo. Y(to) = Yo- (12)

A fungio ¢ €, certamente, solugio desse problema de valor inicial. Além disso, como estamos supondo
que W(y,, v,)(1,) € diferente de zero, entio € possivel (pelo Teorema 3.2.3) escolher ¢, ¢ ¢, tais que y =
¢y (1) + eovs() também € solugdo do problema de valor inicial (12). De fato, os valores apropriados de ¢,
¢ ¢, sdo dados pela Eq. (10) ou (11). A parte relativa a unicidade no Teorema 3.2.1 garante que essas duas
solugdes do mesmo problema de valor inicial sdo iguais; assim, para uma escolha apropriada de ¢, ¢ ¢,,

() = v+ cavale), (13)

¢. portanto, ¢ esta incluida na familia de fungoes ¢ v, + ¢,v.. Finalmente, como ¢ ¢ uma solugio arbitrdria
da Eq. (2), segue que toda solugio desta equagio estd incluida nessa familia.

Suponha, agora, que ndo existe ponto t, onde o wronskiano niio seja nulo. Logo W(y,. v,)(t,) = 0 qual-
quer que seja o ponto (, selecionado. Entio (pelo Teorema 3.2.3) existem valores de y, e yj, para os quais
o sistema (8) ndo tem solugio para ¢, e ¢,. Selecione tal par de valores e escolha a solugio ¢ (1) da Eq. (2)
que satisfaz as condigOes iniciais (3). Note que o Teorema 3.2.1 garante a existéncia de tal solugao. Entre-
tanto, esta solugio nio estd incluida na familia v = ¢,y, + ¢.v.. Assim, essa combinagio lincar ndo inclui
todas as solugdes da Eq. (2) se¢ W(y,.y,) = 0. Isso completa a demonstragio do Teorema 3.2.4.

O Teorema 3.2.4 diz que a combinagio lincar ¢y, + ¢,v: contém todas as solugoes da Eq. (2) se, e so-
mente se¢, 0 wronskiano de y, e y, ndo ¢ identicamente nulo. E, portanto, natural (¢ ja o fizemos na segiao
precedente) chamar a expressao

y=cyi(0) 4+ cavalr)

com coeficientes constantes arbitrdrios de solugio geral da Eq. (2). Dizemos que as solugdes y, e y, formam
um conjunto fundamental de solugdes da Eq. (2) se. e somente se, seu wronskiano € diferente de zero.

Podemos colocar o resultado do Teorema 3.2.4 em linguagem ligeiramente diferente: para encontrar a
solugdo geral e, portanto, todas as solugdes de uma equagio da forma (2), precisamos, apenas, achar duas
solugdes da equagio dada cujo wronskiano seja diferente de zero. Fizemos precisamente isso em diversos
exemplos na Segdo 3.1, embora ndo tenhamos calculado ali os wronskianos. Vocé deveria voltar e fazer
isso, verificando, assim, que todas as solugdes que chamamos de “solugio geral™ na Segido 3.1 satisfazem,
de fato, a condigdo necessdria sobre o wronskiano. De outro modo, os exemplos a seguir incluem todos os
mencionados na Se¢do 3.1, assim como muitos outros problemas semelhantes.

Suponha que y,(1) = €' ¢ y,(t) = € sao duas solugdes de uma equagdo da forma (2). Mostre que elas formam
um conjunto fundamental de solugdes se r| # r..
Vamos calcular o wronskiano de y, e y;:

et Piel
rie" e

Como a fungdo exponencial nunca se anula e como estamos supondo que r, - r, # 0, segue que W ¢ diferente
de zero para todo valor de . Em consequéncia, y, e y, formam um conjunto fundamental de solugdes.

= (rz — n)expl(r; + r2)r].
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EXEMPLO

5

Teorema 3.2.5

EXEMPLO

Mostre que y,(¢) = "2 e y,(1) = r' formam um conjunto fundamental de solu¢des da equagdo
2!.3},” +3fy"._y:0, =10 (]-”

Mostraremos como resolver a Eq. (14) mais tarde (veja o Problema 34 na Secdo 3.3). No entanto, neste
estagio podemos verificar por substituigio direta que y, € ¥, s30 solugdes da equagao diferencial. Como y/(¢) =
| gPE 1 )

3172 e yi(f) = 3177 temos

20(=17) + 3r(%f_”3) —t=(—3+3-D?=0.
Analogamente, y,(r) = —* e yJ(1) = 27, logo
20 43~ -1 =@=3-1r'=0.
A seguir, vamos calcular o wronskiano W de y, € v,
" %:1‘11 _i_; — 3, (15)

Como W # 0 para ¢ > 0, concluimos que y, e y, formam um conjunto fundamental de solugoes ali.

Fomos capazes de encontrar. em diversos casos, um conjunto fundamental de solugdes e, portanto, a
solugdo geral de uma equagao diferencial dada. No entanto, muitas vezes isso ¢ uma tarefa dificil, e uma
pergunta natural é se uma equagio diferencial da forma (2) sempre tem um conjunto fundamental de
solugdes. O teorema a seguir nos dd uma resposta afirmativa a essa pergunta.

Considere a equacao diferencial (2)
Liyl =y"+p@®)y +q)y =0,

cujos coeficientes p e ¢ sido continuos em algum intervalo aberto I. Escolha algum ponto ¢, em /. Seja y,
a solugio da Eq. (2), que também satisfaz as condigdes iniciais

yto)=1,  y(t) =0,
e seja y, a solugdo da Eq. (2) que satisfaz as condigoes iniciais
' Y(t) =0,  y(t) =1.

Entdo y, e y, formam um conjunto fundamental de solugdes da Eq. (2).

Observe, em primeiro lugar, que a existéncia das fungdes y, ¢ y, ¢ garantida pelo Teorema 3.2.1. Para
mostrar que elas formam um conjunto fundamental de solugdes, sd precisamos calcular seu wronskiano
em fy

vi(fg)  valk
Wy = [ ¥ (to) _‘l 0

= =i
vi(to)  ¥5(t) 0 1‘

Como seu wronskiano ndo se anula no ponto ¢, as fungoes y, e y, formam, de fato, um conjunto funda-
mental de solugdes, completando, assim, a demonstragao do Teorema 3.2.5.

Note que a parte dificil dessa demonstragdo, mostrar a existéncia de um par de solugdes, é obtida
invocando-se o Teorema 3.2.1. Note, também, que o Teorema 3.2.5 nio fala nada sobre como encontrar
as solugdes y, e y, resolvendo os problemas de valor inicial especificados. Nao obstante, pode ser confor-
tador saber que sempre existe um conjunto fundamental de solugoes.

Encontre o conjunto fundamental de solugdes especificado pelo Teorema 3.2.5 para a equagdo diferencial
y' —y= 0, (16)

usando o ponto inicial £, = 0.

Vimos, na Segio 3.1, que duas solugdes da Eq. (16) s@o y,(f) = ¢' e y,(r) = ¢”. O wronskiano dessas solugdes
é W(y,, y,)(t) = =2 # 0, logo elas formam um conjunto fundamental de solugdes. No entanto, nao formam o
conjunto fundamental de solugdes indicado no Teorema 3.2.5, jd que ndo satisfazem as condigoes iniciais men-
cionadas nesse teorema no ponto = 0.
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Para encontrar o conjunto fundamental de solugoes especificado no teorema, precisamos encontrar as solu-
¢Oes que satisfazem as condigdes iniciais apropriadas. Vamos denotar por y.(1) a solugdo da Eq. (16) que satisfaz
as condigoes iniciais

y():=1. Y0y =0. (17)
A solugio geral da Eq. (16) ¢

!

y=ce+oe’, (18)
e as condigdes iniciais (17) sdo satisfeitas se ¢, = 1/2 e ¢. = 1/2, Assim,
yi() = %z" - l( ! = cosht.
Analogamente, se y,(r) satisfaz as condigdes iniciais
Vi) =10, Yy =1, (19)
entao

vy = te' = Le7" =senht.

Como o wronskianode y e y, ¢
W (vs.vs)(t) = cosh’ 1 — senh® 1 = 1.
essas fungdes também formam um conjunto fundamental de solugdes, como enunciado no Teorema 3.2.5. Por-
tanto, a solugio geral da Eq. (16) pode ser escrita como
v = kycosht + kssenht, (20)

assim como na forma (18). Usamos K, ¢ k, para as constantes arbitrdrias na Eq. (20) porque nio sio as mesmas
constantes ¢, ¢ ¢, na Eq. (18). Um dos objetivos deste exemplo € tornar claro que uma equagao diferencial
dada tem mais de um conjunto fundamental de solugoes: de fato. tem uma infinidade deles; veja o Problema 21.
Como regra. vocé deve escolher o conjunto mais conveniente.

Vamos examinar melhor as propriedades do wronskiano de duas solugoes de uma equagio diferencial
lincar homogénea de segunda ordem. O teorema a seguir, talvez de forma surpreendente, fornece uma
formula explicita simples para o wronskiano de duas solugoes quaisquer de tal equagio arbitriria, mesmo
gue as solugoes propriamente ditas ndo sejam conhecidas.

(Teorema de Abel)*
Se y, e y, siio solugdes da equagdo diferencial
Liyl=y"+p)y +q(t)y =0, (21)
onde p e ¢ sdo continuas em um intervalo aberto /, entdo o wronskiano W(y,, y,)(f) é dado por
W(y1,y2)(1) = cexp [— f p(r) dr] X (22)

onde ¢ ¢ uma certa constante que sé depende de y, e y,, mas nao de r. Além disso, W(y,, y,)(f) ou € nulo
para todo f em / (se ¢ = 0) ou nunca se anula em / (se ¢ # 0).

Para provar o teorema de Abel, comegamos observando que y, e y, satisfazem
Yy +p)y) +q)y =0, @)
¥y +p(0)ysy + g0y, = 0.

‘O resultado no Teorema 3.2.6 foi deduzido pelo matemitico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) em 1827, e € conhe-
cido como férmula de Abel. Ele também mostrou que nio existe formula geral para resolver uma equagio polinomial de
quinto grau usando apenas operagdes algébricas explicitas sobre os coeficientes, resolvendo, desse modo, uma questdo em
aberto desde o século XVI. Suas maiores contribuigdes, no entanto, foram em andlise, especialmente no f:studo de fungdes
eliticas. Infelizmente, seu trabalho s6 foi amplamente conhecido depois de sua morte. O eminente matematico francés Legen-
dre chamou seu trabalho de um “monumento mais duradouro do que bronze™.
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EXEMPLO

Se multiplicarmos a primeira equagio por -y, multiplicarmos a segunda por y, e somarmos as equagoes
resultantes, obteremos

(n1ys — ¥iy2) + p(O(1Y; = ¥1y2) = 0. (24)
A seguir, seja W(r) = W(y,, y,)(r) e note que
W' = yiys = y1y2. (25)
Podemos entdo escrever a Eq. (24) na forma
W'+ p(OW = 0. (26)

A Eq. (26) pode ser resolvida imedialamenle,j:é que € tanto uma equacao linear de primeira ordem (Se-
¢d0 2.1) quanto uma equagio separdvel (Segdo 2.2). Logo,

W(t) = cexp [—fpm ch] ; (27)

onde ¢ é uma constante. O valor de ¢ depende do par de solugdes da Eq. (21) envolvido. No entanto, como
a fun¢do exponencial nunca se anula, W(r) nao € zero a menos que ¢ = 0 e, neste caso, W(r) € igual a zero
para todo t, 0 que completa a demonstragio do Teorema 3.2.6.

Note que os wronskianos de dois conjuntos fundamentais de solugdes quaisquer da mesma equagao
diferencial sé podem diferir por uma constante multiplicativa e que o wronskiano de qualquer conjunto
fundamental de solugdes pode ser determinado, a menos de uma constante multiplicativa, sem resolver
a equacio diferencial. Além disso, como, sob as condigoes do Teorema 3.2.6, o wronskiano W ¢ sempre
zero ou nunca € zero, vocé pode determinar qual o caso que ocorre de fato calculando W para um tinico
valor conveniente de 1.

No Exemplo 5, verificamos que y,(r) = 1'% e y,(r) = r' sdo solugdes da equagio
28y 43 —y=0, 1>0. (28)

Verifique que o wronskiano de y, e y, ¢ dado pela Eq. (22).
Do exemplo citado, sabemos que W(y,, y,)(r) = —(3/2)r*". Para usar a Eq. (22). precisamos escrever a equa-
¢io diferencial (28) na forma-padrdo, com o coeficiente de y" igual a 1. Obtemos, entio,

pe3o_ 1. o
Y+ —py=>o

de modo que p(r) = 3/2t. Portanto,

3 3
Wiyi.y2)(1) = c exp [-—j 5 dr] = cexp (_5 In r)

=ct™ 2, (29)

A Eq. (29) fornece o wronskiano de qualquer par de solugdes da Eq. (28). Para as solugoes particulares dadas
neste exemplo, precisamos escolher ¢ = -3/2.

Sumdrio. Podemos resumir a discussdo desta segiio da seguinte maneira: para encontrar a solugio geral
da equacdo diferencial

Vi+py +qy =0, a<t<§p,

precisamos, primeiro, encontrar duas solugdes y, e y, que satisfazem a equacio diferencial em « <t < .
Depois precisamos nos certificar de que existe um ponto no intervalo onde o wronskiano W de y, e y, ndo
se anula. Nessas circunstincias, v, € y, formam um conjunto fundamental de solugdes, e a solugio geral é

y=acayi(t) + caya(r),

onde c, e ¢, sdo constantes arbitrdrias. Se as condigdes iniciais sio dadas em um ponto em « < 1 < §, entdo
¢, e ¢, podem ser escolhidos de modo a satisfazer essas condigoes.

» e il AP
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6, encontre o wronskiano do par de fungdes dado.

— 1 e}; =22
P .

2. cost, sent
3. 7%, e 4, x, xet
@ ¢sent, ¢ cost @os2 6, 14cos20
Em cada um dos Problemas de 7 a 12, determine o maior intervalo no qual o problema de valor iricial dado
certamente tem uma Unica solugio duas vezes diferencidvel. Nio tente encontrar a solugio.
7.0y +3y =1, yih)y=1, ¥(l)=2
8. (r—1)"—=30y +4y=sent, y(-2)=2, y(-2)=1
9. 1(r —4n" 430 +4y =2, y3)=0 y3r=-1
10. y" + (cos )y’ + 3(In |ty =0, y2)=3, y@)=1
L (x =3)" +xy" +(In|x])y =0, yhy=0, ¥y =1

P
3

12, (x =2)v" + v + (x — 2)(tanx)y = 0, ¥y3)=1, ¥

{4

) =2

13, Verifique que y,(r) = £ e y,(1) = r' sdo duas solugoes da equagdo diferencial #y” - 2y = 0 para t > 0. Depois
mostre que ¢,r* + ¢, também é solugio dessa equagio quaisquer que sejam ¢, € ¢,.

14. Verifique que v (1) = 1 ¢ y,(r) = r'? sdo solugdes da equagio diferencial yy" + (y')* = 0 para t > 0. Depois
mostre que y = ¢, + ¢yf'” nao ¢, em geral, solugio dessa equagio. Expligue por que este resultado nio con-
tradiz o Teorema 3.2.2.

15. Mostre que, se v = ¢ (1) € uma solugio da equagao diferencial v" + p(0)v' + q(r)y = g(1), onde g(1) nio é
identicamente nula, entdo y = c¢ (r). onde ¢ é qualquer constante diferente de 1, ndo € solugao. Explique
por que este resultado ndo contradiz a observagdo apos o Teorema 3.2.2.

16. A fungdo y = sen(r’) pode ser solugio, em um intervalo contendo ¢ = 0, de uma equagio da forma y" +
p(0)y" + q(r)y = 0 com coeficientes continuos? Explique sua resposta.
Se o wronskiano W de fe g ¢ 3¢" e se f(r) = " encontre g(1).

18. Se¢ o wronskiano W de fe g é Fe' e se f(1) = t.encontre g(r).

19. Se W(f. g) é owronskiano de fegese n=2f-g v=r+2g encontre o Wronskiano W(u, v) de e vem
fungio de W(f. g).

20. Sc o wronskianode fegércosr-sentesew = f+3g.v=[~ g encontre o wronskiano de u e v,

_@? Suponha que y, ¢ y, formam um conjunto fundamental de solugdes de y" + p(1)y’ + g(r)y = 0 e sejam y, =

av,+ay,y,=by + by, onde a.a,, b e b, sio constantes arbitririas. Mostre que

Wiy v = (@b — azb )Wy ).
vy e v, também formam um conjunto fundamental de solugaes. Por qué?
Em cada um dos Problemas 22 ¢ 23, encontre o conjunto fundamental de solugdes especificado pelo Teorema
3.2.5 para a equagdo diferencial e o ponto inicial dados.
22 v+ ¥y =2y =0, =0
23, v+ 4y + 3y =0, nh=1

Em cada um dos Problemas de 24 a 27, verifique que as fungoes v, ¢ v, sio solugoes da equagio diferencial dada.
Elas constituem um conjunto fundamental de solugdes?

_v" + 4y =0, vilr) =cos2t,  yat) =sen2t
() y -2y +y=0.  y=¢. yn=r
26, Xy —x(x + 2y + (x+ 2y =0, x>0 yi(x) =x. ya(x) = xe'
27. (1 —xcotx)y’" —xv' +v =0, O <x<m: wilx) =x. yilx) =senx
28. Considere a equagdo y" —y' -2y =0.
(a) Mostre que y,(r) = e e y,(t) = ¢ formam um conjunto fundamental de solugdes.
(b) Sejam y;(1) = ~2¢%, y (1) = y,(1) + 2y:(¢) € yole) = 2y,(0) = 2y3(0). y5(0), y4(1) € ys(r) também sio solugdes
da equagio diferencial dada?
(c) Determine se cada par a seguir forma um conjunto fundamental de solugoes: [yi(0). y5(O]: [va0), y5(D)]:
[yi(0) yaO]: [ya(0): ys(0)]-
Em cada um dos Problemas de 29 a 32, encontre o wronskiano de duas solugdes da equagao diferencial dada
sem resolver a equagio.
2. Py —tt+2)y + (1 +2)y =0 30) (cost)y” + (sent)y —ty =0
3)) Xy xy + (2 =)y =0, equagio de Bessel
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@ (1=x2)y" —2xy + a(a + 1)y =0, equacdo de Legendre

33. Mostre que, se p é diferencidvel e p(f) > 0, entdo o wronskiano W(r) de duas solugoes de [p(1)y'] +q(f) y =0
€ W(1) = c/p(r), onde ¢ é uma constante.

34. Sey, ey, formam um conjunto fundamental de solugdes de 1y + 2y" + re'y = 0 e se W(y,y,)(1) =2, encontre
o valor de W(y,, y,)(5).

35. Sey, ey, formam um conjunto fundamental de solugdes de £y" — 2y’ + (3 +1)y = 0 e se W(y,, v,)(2) = 3,
encontre o valor de W(y,, y,)(4).
Se o wronskiano de duas solugdes quaisquer de y" + p(1)y’ + g(f) = 0 € constante, o que isso implica sobre
os coeficientes p e g?

37. Sef,ge hsao fungoes diferencidveis, mostre que W(fg, fh) = f*W(g. h).

Nos Problemas de 38 a 40, suponha que p e g sdo continuas e que as fungdes y, e y, sdo solugdes da equagio

diferencial y" + p(t)y’ + q(t) = 0 em um intervalo aberto /.

38. Prove que, se y, e y, se anulam em um mesmo ponto em /, entdo ndo podem formar um conjunto funda-
mental de solugdes nesse intervalo.

39. Prove que, se y, e y, atingem um mdximo ou minimo em um mesmo ponto em /, entdo ndo podem formar
um conjunto fundamental de solugdes nesse intervalo.

40. Prove que,se y, € y, tém um ponto de inflexdo em comum em £, em /, entdo nao podem formar um conjunto
fundamental de solugdes nesse intervalo a menos que p e g se anulem em ¢,

41. Equagoes Exatas. A equagido P(x)y” + Q(x)y" + R(x)y = 0 ¢ dita exata se puder ser escrita na forma
[P(x)y']’ + [f(x)y]' = 0,0nde f(x) pode ser determinada em fungdo de P(x), Q(x) e R(x). Esta tltima equa-
¢io pode ser integrada uma vez imediatamente, resultando em uma equagio de primeira ordem para y que
pode ser resolvida como na Segio 2.1. Igualando os coeficientes das equagdes precedentes e eliminando
f (x), mostre que uma condi¢do necessdria para que a equagio scja exata é que P'(x) — Q'(x) + R(x) = 0.
Pode-se mostrar que essa condig¢ido também € suficiente.

Em cada um dos Problemas de 42 a 45, use o resultado do Problema 41 para determinar se a equagio dada ¢é
exata. Se for, resolva-a.

2.y +xy+y=0 43, y' + 3% +xy =0

44, xy" — (cosx)y + (senx)y =0, x>0 45 Xy +xy —y=0, x>0

46. A Equaciio Adjunta, Se uma equagio linear homogénea de segunda ordem ndo for exata, ela pode ser torna-
da exata multiplicando-se por um fator integrante apropriado p (x). Precisamos, entio, que p (x) seja tal que

p (X)Px)Y" + o (x)Q(x)y" + p (x)R(x)y = 0 possa ser escrita na forma [ (x)P(x)y']" + [f (x)y]" = 0. lgualando
os coeficientes nessas duas equagdes e eliminando f{x), mostre que a fungdo u precisa satisfazer

Pu"4+ QP = Oy’ + (P" = Q'+ Ry = 0.
Essa equagdo € conhecida como a adjunta da equagio original e € importante na teoria avangada de equa-
¢oes diferenciais. Em geral, o problema de resolver a equagio diferencial adjunta é tio dificil quanto o de

resolver a equagéo original, de modo que s6 € possivel encontrar um fator integrante para uma equagio
de segunda ordem ocasionalmente.

Em cada um dos Problemas de 47 a 49, use o resultado do Problema 46 para encontrar a adjunta da equagio

diferencial dada.

47. xX*y" 4+ xy' + (x* =v})y=0,  equagdo de Bessel

48. (1 —x%)y" —2xy' +a(e + D)y =0, equagdo de Legendre

49, y" —xy =0, equagio de Airy

50. Para a equagdo linear de segunda ordem P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0, mostre que a adjunta da equagio
adjunta é a equagdo original.

51. Uma equagdo linear de segunda ordem P(x)y" + Q(x)y’ + R(x)y = 0 é dita autoadjunta se sua adjunta for
igual & equagdo original. Mostre que uma condigdo necessdria para esta equagio ser autoadjunta é que
P'(x) = Q(x). Determine se cada uma das equagdes nos Problemas de 47 a 49 é autoadjunta.
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3.3 Raizes Complexas da Equacao Caracteristica

Vamos continuar nossa discussio da equagao

ay" 4+ by +cy =0, (1

onde a, b ¢ ¢ sdo nimeros reais dados. Vimos, na Segao 3.1, que, se procurarmos solugoes da forma y = e,
entdo r tem que ser raiz da equacio caracteristica

ar* +br+c=0. (2)

Se as raizes r, e r, sdo reais e distintas, o que ocorre sempre que o discriminante b — 4ac for positivo, entio
] F o 4
a solugdo geral da Eq. (1) ¢

y= cre™ + cre™. (3)

Suponha, agora. que b* - 4ac ¢ negativo. Entdo as raizes da Eq. (2) sdo niimeros complexos conjugados;
vamos denota-los por

rno=x+iu, rn=A—iu, (4)
onde A e p sdo reais. As expressoes correspondentes para y sdo
vi(r) = expl(h + i), Va(t) = exp[(x — ip)r]. (5)

Nossa primeira tarefa ¢ explorar o significado dessas expressoes, o que envolve o calculo de uma fungio
exponencial com expoente complexo. Por exemplo,se & = -1, = 2 e t = 3, entio, da Eq. (5),

y1(3) = ¢ ¥, (6)

O que significa elevar o nimero e a uma poténcia complexa? A resposta ¢ dada por uma relagao impor-
tante conhecida como [brmula de Euler.

Formula de Euler. Para atribuir significado as expressoes nas Eqs. (5). precisamos definir a fungdo expo-
nencial complexa. E claro que queremos que a definigio se reduza a fungio exponencial real habitual
quando o expoente for real. Existem virias manciras de descobrir como essa extensio da fungdo expo-
nencial deveria ser definida. Vamos usar aqui um método bascado em séries infinitas; um método alterna-
tivo estd esquematizado no Problema 28,
Lembre-se do Cileulo que a série de Taylor para ¢ em torno de r=0¢

s ) !"

¢ = . —00 <[ < CC. (7)

n!
n=l\)

Se supusermos que podemos substituir ¢ por it na Eq. (7). teremos

N .
. Z ( II)”
¢ =
n!

n=>0

x ¢ x (_”J't-lrln-l

e
=§ (2n)! +!§ 2n—-1n ®

onde separamos a soma em suas partes real e imaginaria, usando o fato de que i =—1,i' =~i,i* = 1,e assim
por diante. A primeira série na Eq. (8) ¢ precisamente a séric de Taylor para cos tem tornode r=0ea
segunda ¢ a série de Taylor para sen t em torno de ¢ = 0. Temos, entdo,

e" = cost +isent. (9)

A Eg. (9) ¢ conhecida como férmula de Euler, ¢ ¢ uma relagio matematica extremamente importante.
Embora nossa dedugio da Eq. (9) esteja baseada na hipdtese nio verificada de que a série (7) pode ser
usada para niimeros complexos da mesma forma que para nimeros reais da varidvel indepenf:lente, nossa
intengio € usar essa dedugio apenas para tornar a Eq. (9) mais plausivel. Vamos colocar as coisas em uma
fundagao sélida agora, adotando a Eq. (9) como definigao de e'. Em outras palavras, sempre que escrever-
mos ¢, queremos dizer a expressio a direita do sinal de igualdade na Eq. (9).

Existem alguns variantes da frmula de Euler que vale a pena notar. Substituindo ¢ por —t na Eq. (9) e
lembrando que cos(-) = cost e sen(-t) = -sent, temos
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EXEMPLO

e =cost—isent. (10)

Além disso, se ¢ for substituido por ut na Eq. (9). entdo obtemos uma versao generalizada da {érmula de
Euler, a saber,

e — cos put +isen . (11)

A seguir, queremos estender a defini¢io de exponencial complexa para expoentes complexos arbitrdrios
da forma (X + in)t. Como queremos que as propriedades usuais da fungao exponencial continuem validas
para expoentes complexos, queremos, certamente, que exp[ (2 + ip)r] satisfaca

pPHIIE — M gl (12)
Usando, entdo, a Eq. (11), obtemos

eI — oM (cos yut + i sen jut)

(13)

= ¢* cos ut + ie* sen put.

Tomamos agora a Eq. (13) como a defini¢do de exp[(# + ize)t]. O valor da fungdo exponencial com coefi-
ciente complexo é um niimero complexo cujas partes real e imagindria sdo dadas pelas expressoes a direi-
ta do sinal de igualdade na Eq. (13). Note que as partes real e imagindria de exp[(2 + ip)t] estido expressas
inteiramente em termos de funcdes elementares reais. Por exemplo, a quantidade na Eq. (6) tem o valor

e~ — =306 i ie > sen 6= 0,0478041 — 0,0139113;.

Com as definigoes (9) e (13), € facil mostrar que as regras usuais de exponenciagio sdo vélidas para a
fun¢do exponencial complexa. Vocé também pode usar a Eq. (13) para verificar que a férmula de dife-
renciacao

d
— (") = re" 14
7 (14)
¢ vilida para valores complexos de r.
Encontre a solugio geral da equagdo diferencial
Y +y +925y =0, (15)

Encontre, também, a solugio que satisfaz as condigdes iniciais
yO) =2, V() =8, (16)
e desenhe seu grifico.
A equagdo caracteristica para a Eq. (15) ¢
P 4r+925=0
de modo que suas raizes sio
r;:—%—i—.'ii, r::—%—-3:’.
Portanto, duas solugoes da Eq. (15) sdo

yi(t) = exp[(—% +3i)t] = e ""*(cos 3t + isen 31) (17)

y2(1) = exp[(—3 — 3i)1] = e ""*(cos 3t — isen 3t). (18)

Vocé pode verificar que o wronskiano € W(y,, y,)(r) = —6ie*, que nunca se anula, logo a solugdo geral da Eq. (15)
pode ser expressa como uma combinagéo linear de y,(t) e v,(r) com coeficientes arbitrarios.

Entretanto, em vez de usar solugdes complexas y,(r) e y,(t), vamos procurar um conjunto fundamental de
solugdes reais para a Eq. (15). Do Teorema 3.2.2, sabemos que qualquer combinagio linear de duas solugoes
também ¢ uma solugio, logo vamos formar as combinagdes lineares y,(t) + v,(r) e y,(f) — y,(r). Dessa forma,
obtemos das Egs. (17) e (18) as solugoes

yi(t) +y2(6) = 2¢7'2 cos 3t, y1(t) — ya(t) = 2ie™""? sen 3.
Retirando as constantes 2 e 2i por conveniéncia, ficamos com

u(t) = e " cos3t, v(t) = e *sen3t (19)
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FIGURA 3.3.1 Solugio do problema de valor inicial v" + y" + 925y =0, y(0) = 2,1y'(0) = 8

como solugdes reais da Eq. (15). [Se vocé nio tiver certeza absoluta de que u(r) e v(r) sao solugdes da equagio
diferencial dada, substitua essas fungdes na Eq. (15) e confirme que elas satisfazem a equagio.] Calculando o
wronskiano de u(r) e v(r), obtemos W(u, v(r) = 3¢ logo u(r) ¢ v(r) formam um conjunto fundamental de solu-
¢oes, e a solugao geral da Eq. (15) pode ser escrita como

v=cn(t) + eav(r) = e ey cos 3t + casen 31), (20)

onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitririas,

Para satisfazer as condigdes iniciais (16), primeiro substituimos 1 = 0 e v = 2 na Eq. (20), com o resultado
que ¢, = 2. Entdo, diferenciando a Eq. (20), fazendo 1 = 0 e y' = 8, obtemos -+¢, + 3¢, = 8. de modo que ¢, = 3.
Portanto, a solugio do problema de valor inicial (15).(16) ¢ )

y=e¢ " (2cos3r + 3sen ). (21)

A Figura 3.3.1 mostra o grifico desta solugio,

Vemos, do grifico, que a solugdo deste problema ¢ uma oscilagio decaindo. O fator contendo seno e cosseno
controla a natureza oscilatoria da solugio, enquanto que o fator exponencial com expoente negativo faz com
que as amplitudes das oscilagoes diminuam quando o tempo aumenta.

Raizes Cumpfexas; 0 Caso Geral. As fungdes y,(r) e y,(r), dadas pelas Eqs. (5) e com o significado expresso pela
Eq. (13),sa0 solugdes da Eq. (1) quando as raizes da equagiio caracteristica (2) sdo niimeros complexos A = i
Infelizmente, as solugdes y, e y, sdo fungdes que tém valores complexos, ao passo que, em geral, prefeririamos
ter solugdes reais, se possivel, jd que a prépria equagio diferencial s6 tem coeficientes reais. Podemos proceder
como no Exemplo | para encontrar um conjunto fundamental de solugoes reais. Em particular, vamos formar
asoma ¢ a diferenga de y, e y,. Temos
yi(t) + ya(t) = ¥ (cos put + i sen ut) + € (cos put — isen put)
= 2¢" cos ut
e
yi(t) = ya(t) = e (cos put + isen pt) — e (cos pt — isen put)
= 2ie* sen pt.
Logo, desprezando os fatores constantes 2 e 2i, respectivamente, obtivemos um par de solugdes reais,

u(t) = e* cos ut, v(r) = e* sen put. (22)

Note que u e v sdo, simplesmente, as partes real e imagindria, respectivamente, de y;.
Por um cdlculo direto, vocé pode mostrar que o wronskianode u e v é

W (u,v) (1) = pe. (23)

Portanto, desde que p # 0, 0 wronskiano W nio é nulo, de modo que u e v formam um conjunto funda-
mental de solugdes. (E claro que, se i« =0, entdo as raizes sdo reais e a discussao nesta se¢iio ndo se aplica.)
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Em consequéncia, se as rafzes da equagao caracteristica sao niimeros complexos A £ iy, com p # 0, entao
a solugdo geral da Eq. (1) ¢

y = c1e™ cos ut + ce sen put, (24)

onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrarias. Note que a solugdo (24) pode ser escrita tao logo sejam conhecidos
os valores de A e 1. Vamos considerar mais alguns exemplos.

Encontre a solugdo do problema de valor inicial
16y" — 8y + 145y = 0. y0)=-=2, Vv(0)=1. (25)

A equagiio caracteristica ¢ 16/° — 8r + 145 = 0, e suas raizes sio r = ¥ + 3i. Logo, a solugdo geral da equagio
diferencial é

y = cre’* cos 3t + ¢ sen 3t (26)
Para aplicar a primeira condigo inicial, fazemos 1 = 0 na Eq. (26): isso da
y{{]] == =2,
Para a segunda condigéo inicial, precisamos diferenciar a Eq. (26) e depois fazer 1 = 0. Desse modo, vemos que
yi(0) = :tl.'| +3c; =1,
de onde temos que ¢, = %. Usando esses valores de ¢, e ¢;, obtemos
y=—2¢""cos3r + !ﬂ" Ysen 3t (27)

como solugdo do problema de valor inicial (25). O grifico desta solugdo estd ilustrado na Figura 3.3.2.

Neste caso observamos que a solugdo € uma oscilagio aumentando. Novamente, os fatores trigonomé-
tricos na Eq. (27) determinam a parte oscilatoria da solugio, enquanto o fator exponencial (com expoente
positivo) faz com que a amplitude da oscilagio aumente com o tempo.

¥

10~ y =-2et cos 3t + ;—e'“ sen 3¢

FViWANAN
\J

-5

T

-10

FIGURA 3.3.2 Solugao de 16v" - 8y' + 145y = 0, y(0) =-2,v'(0) = L.

Encontre a solugao geral de
V' 49y = 0. (28)
A equagio caracteristica € r* +9 = 0, com raizes r = +£3i;logo, 2 = 0 e u = 3. A solugdo geral ¢
y=cicosdt+crsend; (29)

note que se a parte real das raizes € zero, como neste exemplo, entio a solugdo nao tem fator exponencial.
A Figura 3.3.3 mostra o grifico de duas solugdes tipicas da Eq. (28). Em cada caso a solugio ¢ uma oscilagio
pura cuja amplitude é determinada pelas condigdes iniciais. Como a solugio (29) nio tem fator exponencial, 4
amplitude de cada oscilagio permanece constante no tempo.
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FIGURA 3.3.3 Duas solugdes tipicas de v" = 9y = ().

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de | a 6. use a férmula de Euler para escrever a expressio dada na forma a + ib.

- 1. exp(l + 21 @cxp{?_ - 3i)
@t,r'r @{,241 2
5. 2!-; 6. T |+

Em cada um dos Problemas de 7 a 16, encontre a solugio geral da equacao diferencial dada.
E §

7. vV =242y =0 8 Yy =2y +6y =10
f ‘J) Vi+ 2y =8y =10 Vi 2V 42y =0

L v+ 6y 4+ 13v =0 12. " + 9y =10
3. v+ 2y + 1.25v =10 14 9"+ 9y —dy =0
Vit Yy +125v =0 16, v+ 4"+ 625y =10

Em cada um dos Problemas de 17 a 22.encontre a solugdo do problema de valor inicial dado. Esboce o grifico
da solugiio e descreva seu comportamento para valores cada vez maiores de 1.

@ y' +4y =0, vy =0, vi=1
18. v 44y + 5y =), vy =1, vi)=0
19. v' =2y + 5y =0. vix/2)y=0. yix/2)=

y" +y=0, Wx/3) =2, Y@/ =-4

21 y' 4+ v + 1,25y =0, vilhh =3, yih=1
22 v"+ 2y + 2y =0, /4 =2 Vvir/bh=-
"’? 23. Considere o problema de valor inicial
W= +2u=0, w0y =2, w0)=0,

(a) Encontre a solugdo u(r) deste problema.
(b) Parat >0, encontre o primeiro instante no qual lu(r)!l = 10.
Considere o problema de valor inicial

Su" 4+ 20 4+ Tu =0, =2, u'0)=1.

(a) Encontre a solugao u(r) deste problema,
(b) Encontre o menor 7 para o qual lu(r)l < 0,1 paratodor> T,
&' 25. Considere o problema de valor inicial
VAW +6y=0. y0)=2. yO)=a=0

(a) Encontre a solugdo y(r) deste problema.

—
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(b) Encontre « tal que y = 0 quando r=1.
(c) Encontre o menor valor positivo de ¢, em fungado de «, para o qual y = 0.
(d) Determine o limite da expressdo encontrada no item (c) quando « — =,

f?, 26. Considere o problema de valor inicial

Yy 42y +@+Dy=0, yO0) =1 y(0)=0.

(a) Encontre a solugio y(r) deste problema.
(b) Paraa=1,encontre o menor T para o qual ly(r)l < 0,1 parar>T.
(¢) Repitaoitem (b) paraa=1/4,12¢2.
(d) Usando os resultados dos itens (b) e (c), coloque em um grdfico os valores de T em fungio de a e
descreva a relagio entre T e a.
Mostre que W(e* cos put, e sen ur) = pe™.
28. Neste problema, esquematizamos um modo diferente de obter a férmula de Euler.

(a) Mostre que y,(f) = cos t e y,(t) = sen t formam um conjunto fundamental de solugdes de y" + y =0; 0u
seja, mostre que sio solugdes e que seu wronskiano nio se anula.

(b) Mostre (formalmente) que y = e também € solugio de y" + v = 0. Portanto,
e" = ¢y cost + casent (i)

para constantes ¢, ¢ ¢, apropriadas. Por que isso ocorre?
(c) Fagar=0na Eq. (i) para mostrar que ¢, = 1.
(d) Supondo que a Eq. (14) ¢ vdlida, diferencie a Eq. (i) ¢ depois faga r = 0 para concluir que ¢, = i. Use os
valores de ¢, e ¢, na Eq. (i) para chegar a férmula da Euler.
29. Usando a férmula de Euler, mostre que

cost = (" +e7")/2, sent = (¢" — e ¥)/20.

30. Se e ¢ dado pela Eq. (13), mostre que el 772" = ¢"'e’' quaisquer que sejam os nimeros complexos r, e r,.
31. Se e”é dado pela Eq. (13), mostre que

para qualquer nimero complexo r.

32. Suponha que as fungdes reais p e g sdo continuas em um intervalo aberto [ e seja v = o (1) = u(r) + iv(t) uma
solugdo complexa de

V' +pny +qiny =0, (i)

onde u e vsao fungdes reais. Mostre que u e v também sio solugoes da Eq. (1).

Sugestdo: substitua y = ¢ (1) na Eq. (i) e separe em partes real ¢ imagindria.

Se as fungdes y, e y, formam um conjunto fundamental de solugdes de y" + p(1)y’ + 1)y = 0, mostre que
entre dois zeros consecutivos de y, existe um, e apenas um, zero de y,. Note que esse comportamento é
ilustrado pelas solugdes y, = cos t e y, =sen r da equagdo yv" + y = 0.

Sugestdo: suponha que 1, € 1, sio dois zeros de y, entre os quais ndo existe zero de y,. Aplique o teorema de
Rolle a y,/y, para chegar a uma contradigio.

e
e

Mudanga de Varidveis. Algumas vezes, uma equagio diferencial com coeficientes varidveis

V' 4+ py + qty =0, (i)

pode ser colocada em uma forma mais adequada para que se possa resolvé-la através de uma mudanca da
varidvel independente. Vamos explorar essas ideias nos Problemas de 34 a 42. Em particular, no Problema 34
mostramos que as equagoes conhecidas como equagdes de Euler podem ser transformadas em equagoes com
coeficientes constantes por uma mudanga simples da varidvel independente. Os Problemas de 35 a 42 contém
exemplos desse tipo de equagdo. O Problema 43 determina condigdes sob as quais a equagio mais geral Eq.
(i) pode ser transformada em uma equagao diferencial com coeficientes constantes. Os Problemas de 44 a 46
fornecem aplicagbes especificas deste procedimento.

34. Equagdes de Euler. Uma equagio da forma

P D 1 By=0, >0 i)
i GE y =), > 0, (11
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onde o e f sdo constantes reais, ¢ chamada de equagao de Euler,
(a) Sejax=Intecalcule dy/dt e d'y/dr em termos de dyldx e d*yldx*,
(b) Use os resultados do item (a) para transformar a Eq. (ii) em

d’y

dy "
E+(&—l]a+ﬂ_\'=0‘ (ill)

Note que a Eq. (iii) tem coeficientes constantes. Se y,(x) € y»(x) formam um conjunto fundamental de
solugoes da Eq. (iii), entdo y,(In ) ¢ y,(In 1) formam um conjunto fundamental de solucoes da Eq. (ii).

Em cada um dos Problemas de 35 a 42, use o método do Problema 34 para resolver a equagio dada para ¢ > 0.

35. 8"+ +y=0 36 Py +dty' +2y=0
37. Py 4+ 3ty + 1,25y =0 38, Py —dty — 6y =0
39. £y —dty' + 6y =0 40. Py =ty +5y =0
41. £y + 30y =3y =0 2.0 +Tv + 10y =0

43. Neste problema vamos determinar condigoes sobre p ¢ g de modo que a Eq. (i) possa ser transformada em
uma equagio com coeficientes constantes através de uma mudanga da varidvel independente. Seja x = u(r)
a nova varidvel independente. com a relagdo entre x e { a ser especificada mais tarde.
(a) Mostre que
dv  dy dy d*y _[dx &y dx dy
dr ~ drodx’ EE’(}:E) det T di? dx

(b) Mostre que a equagio diferencial (i) torna-se

ey )3 dy " dy £ l”ﬁ’.r) dy Lo '
dr )] de (ffl: P dt } dx qiny =1 (iv)

(¢) Paraque a Eq. (iv) tenha coeficientes constantes, € preciso que os cocficientes de d°y/dx® e de y sejam
proporcionais. Se ¢(f) > 0, entio podemos escolher a constante de proporcionalidade como 1; logo,

x=ult) = f[q{f}l' * . (v)

(d) Com x escolhido como no item (c¢), mostre que o cocliciente de dvldy na Eq. (iv) também é constante,
desde que a expressio
')+ 2pingln
g0
seja constante. Assim. a Eq. (i) pode ser transformada em uma equagio com coeficientes constantes
através de uma mudanga da vartivel independente, desde que a fungdo (g" + 2pg)/q** seja constante.
Como esse resultado pode ser modificado se g(r) < 07

(vi)

Em cada um dos Problemas de 44 a 46, tente transformar a equagio dada em uma com coeficientes constantes
pelo método do Problema 43. Se isso for possivel, encontre a solugdo geral da equagio dada.

My 1y +ey =0, -0 < <00

45, v+ 30 + v =0, -0 <l <00

6. '+ =1y +'y =0, O<r<oo

3.4 Raizes Repetidas; Redugéo de Ordem

Em se¢des anteriores, mostramos como resolver a equagio

ay" + by +cy =0 (1)
quando as raizes da equagio caracteristica
arr +br+c¢=0 (2)

530 reais e distintas ou complexas conjugadas. Vamos considerar agora a terceira possibilidade, a saber,
quando as duas raizes r, e r, sio iguais. Esse caso faz a transigdo entre 0s outros dois, e ocorre quando o
discriminante b* — dac é zero. Segue da formula para a equagio do segundo grau que
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n=n=-b/2a. (3)
A dificuldade ¢ imediatamente aparente: ambas as raizes geram a mesma solugao
}"l{” = e—hr,fl-'a (4)
da equagdo diferencial (1), ¢ ndo é nada 6bvio como encontrar uma segunda solugio.
Resolva a equagio diferencial
V' 44y +4y=0. (5)

A equagio caracteristica ¢
rF+dr+d4=(r+27"=0,

de modo que r, = r, =-2. Portanto, uma solugio da Eq.(5) € y,(r) = e Para encontrar a solugdo geral da Eq. (5),
precisamos de uma segunda solugdio que nao seja miltiplo de y,. Essa segunda solugao pode ser encontrada de
diversas maneiras (veja os Problemas de 20 a 22); usaremos aqui um método descoberto por D'Alembert® no
século XVIIIL. Lembre que.como y(r) € uma solugdo da Eq. (1), cy,(r) também o ¢ para qualquer constante c. A
ideia bdsica ¢ generalizar essa observagao substituindo-se ¢ por uma fungio v(r) e depois tentando determinar
v(r) de modo que o produto v(f)y,(r) seja solugdo da Eq. (1).

Para seguir esse programa, vamos substituir y = v(t)y,(7) na Eq. (5) e usar a equagio resultante para encon-
trar v(r). Comegando com

y= vy () = v(te™, (6)
temos
v =vne ™ =2u(ne™ (7)
e
y'= (e =4 (ne” + du(ne ™, (8)

Substituindo as expressdes nas Eqs. (6), (7) e (8) na Eq. (5) e juntando os termos, obtemos

0" () = 40°(1) + 4u(r) + 40 (1) = 8u(r) + du(n)]e ™™ = 0.

que pode ser simplificada para

() =0, (9)
Logo,
vt = ¢
e
v() = eyt + 2, (10)

onde ¢, ¢ ¢, sdo constantes arbitririas. Finalmente, substituindo v(r) na Eq. (6), obtemos
y =€'1I¢’_"" +¢'1¢'—h- (11)

A segunda parcela a direita do sinal de igualdade na Eq. (11) corresponde & solugio original y,(1) = exp(-21),
mas a primeira parcela corresponde a uma segunda solugio, a saber, y,(f) = r exp(-2¢). Essas duas solugoes
nio sdo proporcionais, obviamente, mas podemos verificar que formam um conjunto fundamental de solugdes
calculando seu wronskiano:

e~ e

WorLyd®=| 5z (q_gpea

=e VeV 4 Ue M =M £0.

Jean d'Alembert (1717-1783), matemético francés, foi contemporineo de Euler ¢ Daniel Bernoulli, e € conhecido, princi-
palmente, por seu trabalho em mecinica e equagdes diferenciais. O principio de d'Alembert em mecinica e o paradoxo de
d’Alembert em hidrodinimica receberam esse nome em sua homenagem, e a equagio de onda apareceu pela primeira vez
em seu artigo sobre cordas vibrantes em 1747. Em seus dltimos anos, devotou-se principalmente a filosofia e as suas tarefas
como editor de ciéncia da Enciclopédia de Diderot.
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Portanto,

2t 7

i =e¢ y() =te7¥ (12)

formam um conjunto fundamental de solugdes da Eq. (5). ¢ a solugiio geral desta equacio ¢ dada pela Eq. (11).
Note que ambas as fungdes, y,(1) e y,(1). tendem a zero quando t — =; em consequéncia, todas as solugoes da
Eg. (5) se comportam desse modo, A Figura 3.4.1 mostra o grifico de uma solugio tipica.

s

2+

| | | I
0.5 1 1,5 2 t

FIGURA 3.4.1 Uma solugdo tipica de v + 4y + 4y = (.

O procedimento usado no Exemplo 1 pode ser estendido a uma equagao geral cuja equagdo caracle-
ristica tenha raizes repetidas. Ou seja. supomos que os coeficientes na Eq. (1) satisfazem b? — dac = 0, caso
em que
i
Vi =e t/2a
¢ uma solugio. Para encontrar uma segunda solugao. supomos que

 J— " e B ,-flr.r.'.'u
v=uvlny () = elne (13)

¢ substituimos na Eq. (1) para determinar v(r). Temos

A booc iz P i
Vi=e " - 550 e (14)
¢
., b 5 B
}_n - I‘”(f]f.' bi/2a —l'i“]L'_m"” + —71:(!}("""”3“. (15)
a da’
Entio, substituindo na Eq. (1), obtemos
" h [ h: s b —htj2a
alv’()— =)+ —=v)|+b|v)— —v) | +cv@)} e =0, (16)
a da- 2a
Cancelando o fator exp(-bt/2a). que nio se anula, e rearrumando os termos restantes, encontramos
oo (BB
av" )+ (=b+bp')+|—-=— +c) v(r) =0. (17)
da  2a

A parcela envolvendo v'(r) € obviamente nula. Além disso, o coeficiente de v(r) ¢ ¢ - (b*/4a), que também
¢ zero, pois b* — d4ac = 0 no problema em consideragdo. Assim, como no Exemplo 1,a Eq. (17) se reduz a

V() =0;
logo,
v(t) = ¢y + cat.

Portanto, da Eq. (13), temos

y = e 4 cpre=b1/2e, (18)
Entao, y € uma combinagio linear das duas solugdes
n@) =e 7, yy(e) = e (19)
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O wronskiano dessas duas solugoes é

e—br,fzu Ie—bu‘:n

Wy =| b o B\ _puya| =€ (20)
——e L= Yo
2a 2a

Como W(y,,y,)(t) nunca se anula, as solugdes y, e y, dadas pela Eq. (19) formam um conjunto fundamen-
tal de solugdes. Além disso, a Eq. (18) ¢ a solugdo geral da Eq. (1) quando as raizes da equagao caracte-
ristica sdo iguais. Em outras palavras, neste caso existe uma solucio exponencial correspondente a raiz
repetida, enquanto uma segunda solugio ¢ obtida multiplicando-se a solugdo exponencial por .

Encontre a solugdo do problema de valor inicial
Yy =¥ +025y=0, y0)=2, y(O) =41 (1)
A equagdo caracteristica é

r-r+025=0,
de modo que as raizes sio r, = r, = 1/2. Logo, a solugdo geral da equagio diferencial ¢

y =% + cate'”. (22)
A primeira condigdo inicial requer que

yi0)=¢ =2.
Para satisfazer a segunda condigdo inicial. primeiro diferenciamos a Eq. (22) e depois fazemos ¢ = 0. Isso nos da
Y(O0) =340 =1,

de modo que ¢, = -2/3. Portanto, a solugdo do problema de valor inicial ¢

y=2e" = 31, (23)

A Figura 3.4.2 mostra o grafico desta solugio.

Y
4—- ]
¥(0)=2: y =22 + te'?
3l-
(0) = L. y=0pti2 _ 24,02
y'(0) = - y=2¢ Ste
2
1
1 2 3 t
Ak

FIGURA 3.4.2 Solugoes de y" - y" +025y =0, y(0) = 2,com y'(0) = 1/3 e y'(0) = 2, respectivamente.

Vamos modificar, agora, o problema de valor inicial (21) mudando o coeficiente angular inicial; especifica-
mente, vamos trocar a segunda condigdo inicial por y'(0) = 2. A solugio deste problema modificado ¢

y=2¢7 412,

e seu grifico também aparece na Figura 3.4.2. Os grificos mostrados nessa figura sugerem a existéncia de um
coeficiente angular inicial critico, com valor entre % e 2, que separa as solugdes que crescem positivamente das
que crescem em médulo, mas tornam-se negativas. O Problema 16 pede que vocé determine este coeficiente
angular critico.




EQUACOES LINCARES DE SEGunDA OrpEM 131

O comportamento geométrico de solugdes € semelhante, nesse caso, a quando as raizes sdo reais e
distintas. Se os expoentes sdo positivos ou negativos, entio a solugio, em médulo, aumenta ou diminui
de acordo; o fator linear ¢ tem pouca influéncia. A Figura 3.4.1 mostra uma solugio decaindo e a Figura
3.4.2 mostra duas solugdes crescendo em mdodulo. No entanto, se a raiz repetida ¢ nula, entao a equagio
diferencial é y" = 0 e a solugao geral ¢ uma fungdo linear de .

Resumo. Podemos resumir, agora, os resultados obtidos para equagdes lineares homogéneas de segunda
ordem com coeficientes constantes
ay" + by +cy=0. (1)
Sejam r, e r, as raizes do polindmio caracteristico correspondente
ar’* +br+c=0. )
Se r, e r, sdo reais e distintos, entdo a solucdo geral da equacio diferencial (1) ¢
y =cie™ + cie™. (24)
Se r, e r. sio complexos conjugados A =+ iy, entdo a solugdo geral é
y = c1e” cos pr + coe™ sen put. (25)
Se r, = r,, entao a solugio geral é
y=cre™ + e, (26)

Redugdo de Ordem. Vale a pena observar que o procedimento usado anteriormente nesta se¢iio para
equagdes com coeficientes constantes ¢ aplicivel mais geralmente. Suponha que conhecemos uma solu-
¢ao y, (1), ndo identicamente nula, de

v 4 pl)y +qiny =0. (27)
Para encontrar uma segunda solugao, seja
v=v(nv(; (28)
entdo,

'\"' = 1"{!)_\«'|(f) + vy

(1]

[

Yy = 0" () (1) + 20 ()Y () + vy ().
Substituindo essas expressoes para y, v’ e y" na Eq. (27) e juntando os termos, encontramos

yiv” 4 2y, + pyi (U 4]+ pyy gy =0, (29)
Como y, é uma solugdo da Eq. (27), o coeficiente de v na Eq. (29) € zero, de modo que a Eq. (29) fica
yiv" + Qy; + pypv' =0. (30)

Apesar de sua aparéncia, a Eq. (30) é, de fato, uma equagio de primeira ordem para a fungdo v’ e pode ser
resolvida como uma equagio de primeira ordem ou como uma equagio separdvel. Uma vez encontrada v',
v ¢ obtida por integragio. Finalmente. a solugdo y ¢ determinada da Eq. (28). Este procedimento é chamado
de método de redugio de ordem, jd que o passo crucial € a resolugdo de uma equagio diferencial de primei-
ra ordem para v’, em vez da equagio de segunda ordem original para y. Embora seja possivel escrever uma
formula para v(r), vamos, em vez disso, ilustrar como o método funciona através de um exemplo.

Dado que y,(r) = r' é uma solugio de
20" +31y —y=0, >0, (31)

encontre um conjunto fundamental de solugdes.
Vamos fazer y = v(t)r'; entdo

] yoe L * W= § g -3
y=vrt—ut Y = =20 2u

Substituindo y, y" e y” na Eq. (31) e juntando os termos, obtemos
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s 200" = 20 20 + Bt — ur ) — ot
=200" + (=4 + 3 + @ =3 — Y
o (32)

Note que o coeficiente de v é nulo, como deveria: isso nos da um ponto util de verificagao dos nossos cilculos.
Separando as varidveis na Eq. (32) e resolvendo para v'(r), encontramos

V(1) = ct'?

entao,
v(t) = e + k.
Segue que
v=1e' T+ k7! (33)

onde ¢ e k sdo constantes arbitrdrias. A segunda parcela na Eq. (33) € um miiltiplo de y, e pode ser retirada, mas
a primeira parcela nos di uma solugio nova y,(r) = #'*. Vocé pode verificar que o wronskiano de y, e y, é

Wy =372 1>0. (34)

Em consequéncia, y, e y, formam um conjunto fundamental de solugoes.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 10, encontre a solugao geral da equagio diferencial dada.

Ly —=2y+y=0 @9y"+6y’+y:ﬂ
(D ay —4y —3y=0 4.4y + 12y +9y =0
5.9/ =2y'+10y =0 @y" -6V +9 =0
4y +17y +4y =0 8. 16y" + 24y + 9y =0
9. 25y" — 20y +4y =0 10. 2" +2y +y =0

Em cada um dos Problemas de 11 a 14, resolva o problema de valor inicial dado. Esboce o grifico da solugio e
descreva seu comportamento quando ¢ cresce.
1L./9y" —12y' + 4y =0, y0) =2, y(0)=-1
120" =6y +9y =0, y@ =0, y@0 =2
9y" + 6y" + 82y =0, y0)y=—-1, y(0)=2
14. y" + 4y +4y =0, y—1)=2, y(-1)=1
."2 15. Considere o problema de valor inicial

4" +12y +9y =0, y0)y=1, y(0) = -4

(a) Resolva o problema de valor inicial e faga o grafico de sua solugao para 0 <t < 5.
(b) Determine onde a solugio tem valor zero.
(c) Determine as coordenadas (f, y,) do ponto de minimo.

(d) Mude a segunda condigdo inicial para y'(0) = b e encontre a solugdo como fungio de b. Depois encon-
tre o valor critico de b que separa as solugdes que permanecem positivas das que acabam se tornando
negativas.

Considere a seguinte modificagdo do problema de valor inicial no Exemplo 2:
Y=y +025y=0, y0)=2, y(0)=b.

Encontre a solugdo em fungio de b e depois determine o valor critico de b que separa as solugdes que
crescem positivamente das que acabam crescendo em médulo, mas com valores negativos.

‘Qz 17. Considere o problema de valor inicial
4y" +4y 4y =, yO)y =1, y(0) =2

(a) Resolva o problema de valor inicial e faga o grifico da soluco.
(b) Determine as coordenadas (ty, y) do ponto de maximo.
(¢) Mude a segunda condi¢do inicial para y'(0) = b > 0 ¢ encontre a solugdo como fungio de b.

(d) Encontre as coordenadas do ponto de maximo (r,, y,,) em fungdo de b. Descreva a dependéncia em b
de t, e de y,, quando b aumenta.
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Considere o problema de valor inicial

19.

9" +12y' +4y=0, yOh=a>0, y@©0) =-—1,

(a) Resolva o problema de valor inicial.

(b) Encontre o valor critico de a que separa as solugdes que se tornam negativas das que permanecem
positivas,

Se as raizes da equagio caracteristica sao reais. mostre que uma solugao de ay” + by’ + ¢y = () é identica-
mente nula ou pode assumir o valor zero no miximo uma vez.

Os Problemas de 20 a 22 indicam outras maneiras de se encontrar uma segunda solugéo quando a equagio
caracteristica tem raizes repetidas.

@ (a) Considere a equagao y" + 2ay’ + @’y = 0. Mostre que as raizes da equagdo caracteristicasior, = r, = -qa,

3
-

de modo que uma solugao da equagio ¢ ™.

(b) Use aférmula de Abel [Eq.(22) da Segao 3.2] para mostrar que o wronskiano de duas solugdes quais-
quer da equagdo dada é

W (1) = yi (¥t — ¥y (Dya(e) = cre™,
onde ¢, € constante.
(c) Seja y,(1) = e e use o resultado do item (b) para obter uma equagdo diferencial satisfeita por uma
segunda solugio y,(r). Resolvendo essa equagdo, mostre que y,(t) = te ™.

Suponha que r, e r; sdo raizes de ar’ + br + ¢ = 0 e que r, = r. entdo, exp(ryr) e exp(r,t) sdo solugdes da equa-
gdo diferencial ay” + by' + cy = 0. Mostre que ¢ (£; 7. 7:) = [exp(rit) — exp(r,1)])/(r; - r,) também é solugdo da
equagdo para r, # r,. Depois, pense em r, como fixo e use a regra de L'Hospital para calcular o limite de ¢
(;r,.r;) quando r, — r, obtendo, assim, a segunda solugio no caso de raizes iguais.

. (a) Se ar + br + ¢ = 0 tem raizes iguais r;, mostre que

Llcnl = {!LE’" )n + h“,rr): + ‘.,‘,rr =alr — -'1]21’”. (l)

Como a dltima expressdo a direita na Eq. (i) ¢ nula quando r = r,, segue que exp(r,r) ¢ uma solugao de
Llyl=ay"+ by +cy=0.
(b) Diferencie a Eq. (i) em relagio a r e mude as ordens das derivadas em relagio a r e a 1, mostrando,
assim, que P )
—Lle"] =L | —e™| = Llte" ]| = ate” (r — 1) + 2ae"(r — ).
ar dr (ii)
Como a tltima expressio a direita na Eq. (i) ¢ zero quando r = r,, conclua que r exp(r,f) também é solugao
de L[y]=0.

Em cada um dos Problemas de 23 a 30, use o método de redugio de ordem para encontrar uma segunda solu-

24.
25.

27.
28.

0.
£ 1%

do da equagdo diferencial dada.
129

gy =4ty +6y=0, t>0, y@0=~

2y +2y —2y=0, t>0 yilt)y =t

Ly +3y +y=0, >0 i)y =1""

ey =t +2)y +(t+2y=0, >0, win=t
=y 4ady =0, x>0,  yx)=senx’
x=1y'—xy +y=0 x>1; yilx) =¢

2y’ —(x—0,1875)y =0, x>0; yx)=x'teV*

2y hxy + (2 =025y =0, x>0 yi(x)=x""senx
A equagio diferencial

0 —(x+ Ny +Ny=0,

onde N é um inteiro nio negativo, foi discutida por diversos autores.® Uma razdo para esse interesse € que

ela tem uma solugdo exponencial e uma solugio polinomial.

(a) Verifique que uma solugio € y,(x) = e".

(b) Mostre que uma segunda solugao tem a forma y,(x) = c e' fx” e*dx. Calcule yy(x) paraN=1e N =
2; convenga-se de que,com ¢ = -1/N!,

*T. A. Newton, “On Using a Differential Equation to Generate Polynomials”, American Mathematical Monthly 81(1974), pp.
592-601. Veja, também, as referéncias citadas ali.
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33.

xr X xv

+= 4t

y=1+3+7 NI

Note que y,(x) é precisamente a soma das N + 1 primeiras parcelas da série de Taylor para e* em torno de
x =0, 0u seja, da série de Taylor para y,(x).
A equagdo diferencial

y' +8(xy' +y) =0

aparece no estudo da turbuléncia em um fluxo uniforme ao passar por um cilindro circular. Verifique que
¥,(x) = exp(-8x%/2) é uma solucio, e depois encontre a solugao geral na forma de uma integral.

O método do Problema 20 pode ser estendido para equagoes de segunda ordem com coeficientes varia-
veis. Se y, € uma solugio conhecida de y” + p(x)y’ + q(x)y = 0 que nao se anula, mostre que uma segunda
solugdo y, satisfaz (y,/y,)" = W(y,, y,)/y,}, onde W(y,,y,) € o wronskiano de y, e y,. Depois use a férmula de
Abel [Eq. (22) da Secdo 3.2] para determinar y,.

Em cada um dos Problemas de 34 a 37, use o método do Problema 33 para encontrar uma segunda solugdo
independente da equagio dada.

34.
35.
36.
3.

2y + 3ty +y=0, > 0; ) =1

' —y +4rfy =0, t>0; yi (1) = sen (%)

(x=1y" —xy4+y=0, x>1; vi(x) =¢€*

Py 4y 4+ (* =025y =0, x>0; yi(x) =x 2senx

Comportamento de Solu¢des quando ¢ — 2. Os Problemas de 38 a 40 tratam do comportamento de solugdes
no limite quando r — o=,

38.

39.

40.

Sea,b e ¢ sdo constantes positivas, mostre que todas as solugdes de ay” + by’ + cy = 0 tendem a zero quando

t— o,

(a) Sea>0ec>0,masb=0,mostre que o resultado do Problema 38 nio continua vilido. mas que todas
as solugoes permanecem limitadas quando t — =.

(b) Sea>0eb>0,masc=0,mostre que o resultado do Problema 38 nio continua vilido, mas que todas
as solugoes tendem a uma constante, que depende da condicao inicial, quando t — =. Determine essa
constante para as condigdes iniciais y(0) = y,. »'(0) = v/,

Mostre que y = sen € uma solugio de

y' + (ksen® Ny + (1 — kcostsent)y = ()

para qualquer valor da constante k.Se 0 < k <2, mostre que 1 -k costsent >0 ¢ k sen’t = 0. Observe entiio
que, embora os coeficientes dessa equagio diferencial com coeficientes varidveis sejam ndo negativos (e
o coeficiente de y' se anule apenas nos pontos ¢ = 0, 7, 27, ...), ela tem uma solugdo que ndo tende a zero
quando t — =. Compare essa situagdo com o resultado do Problema 38. Observamos, assim, uma situagao
que ndo ¢ incomum na teoria de equagdes diferenciais: equagdes aparentemente bastante semelhantes
podem ter propriedades muito diferentes.

Equagdes de Euler. Em cada um dos Problemas 41 e 42, use a substituigdo introduzida no Problema 34 da
Segdo 3.3 para resolver a equagdo diferencial dada.

41.
42,
43.
44.
45.
46.

£y =3ty +4y=0, >0
2y +2ty +025y =0, >0
208y — 5ty +5y=0, >0
2y"+3y +y=0, =0
42y" — 8ty' +9y =0, =0
£y" + 5ty +13y =0, >0

3.5 Equacdes Nao Homogéneas; Método dos Coeficientes Indeterminados

Vamos retornar a equagao ndo homogénea

Lyl =y"+p@)y + qt)y = g(1), (1)
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onde p, g e g sdo fungoes (continuas) dadas em um intervalo aberto [, A equagio

Lyl =y +p)y +q(tyy =0, (2)

na qual g(r) = 0 e p ¢ ¢ sdo as mesmas que na Eq. (1). ¢ chamada de equagio homogénea associada a
Eq. (1). Os dois resultados a seguir descrevem a estrutura de solugdes da equagio nao homogénea (1) e
fornecem uma base para a construcio de sua solugao geral.

Se Y, e Y; sdo duas solugdes da equagdo nao homogénea (1), entdo sua diferenga Y, — Y, ¢ uma solugio
da equagao homogénea associada (2). Se, além disso, y, e y, formam um conjunto fundamental de solu-
¢oes para a Eq. (2), entdo

Y1(1) = Y2(1) = cyyi (1) + cay2(0), (3)

onde ¢, € ¢, sdo constantes determinadas.

Para provar esse resultado, note que Y, e Y, satisfazem as equagoes

LIY () = gli), LIYa)(t) = g(1). (4)
Subtraindo a segunda da primeira dessas equagoes. temos

LY () = LIYa)) =gty —git) =0, (5)
No entanto,

LIY ] - LIY:l= LY, = Yal.
de modo que a Eq. (3) fica
LY, = Y:lin=0. (6)

A Eq. (6) dizque Y, =Y, ¢ uma solugio da Eq. (2). Finalmente, como todas as solugoes da Eq. (2) podem
ser expressas como uma combinagio linear das fungdes em um conjunto fundamental de solugdes pelo
Teorema 3.2.4, segue que a solugio Y, - Y, também pode ser expressa nessa forma. Logo, a Eq. (3) € vi-
lida e a demonstragio esti completa.

A solugido geral da equagio ndo homogénea (1) pode ser escrita na forma
y=¢) =cayi(t) +cy2) + Y1), (7)

onde y, e y, formam um conjunto fundamental de solugoes da equagdo homogénea associada (2),c, e ¢,
sdo constantes arbitrdrias e Y ¢ alguma solugao especifica da equagio nao homogénea (1).

A demonstragio do Teorema 3.5.2 segue rapidamente do teorema precedente. Note que a Eq. (3) €
vilida se identificarmos Y, com uma solugdo arbitrdria ¢ da Eq. (1) ¢ Y, com a solugdo especifica Y. Da
Eq. (3) obtemos, assim,

d(t) — Y(t) = c1vi(0) + caya(0), (8)

que ¢ equivalente & Eq. (7). Como ¢ ¢ uma solugio arbitrdria da Eq. (1), a expressio a direita do sinal de
igualdade na Eq. (7) inclui todas as solugdes da Eq. (1): € natural, portanto, chamé-la de solugio geral da
Eq.(1).

Colocando de maneira um pouco diferente, o Teorema 3.5.2 diz que, para resolver a equagio nao ho-
mogénea (1), precisamos fazer trés coisas:

1. Encontrar asolugio geral ¢,y,(¢) + ¢,v,(1) da equagio homogénea associada, Essa solugdo € chamada, mui-
tas vezes, de solugdo complementar e pode ser denotada por y,(¢).

2. Encontrar uma tinica solugio Y(r) da equagio niio homogénea. Referimo-nos a essa solugio, muitas vezes,
como uma solugdo particular.

3. Somar as duas fungoes encontradas nas duas etapas precedentes.
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Ja discutimos como encontrar y (1), pelo menos quando a equagio homogénea (2) tem coeficientes cons-
tantes. Portanto, no restante desta secio e na proxima focalizaremos nossa atengao em encontrar uma solu-
¢do particular Y(r) da equagio ndo homogénea (1). Existem dois métodos que gostariamos de discutir. Eles
sio conhecidos como o método dos coeficientes indeterminados (discutido aqui) e o método de variagio
dos pardmetros (veja a Segdo 3.6), respectivamente. Cada um tem vantagens e desvantagens.

0 Método dos Coeficientes Indeterminados. O método dos coeficientes indeterminados (ou a determinar)
requer uma hipétese inicial sobre a forma da solugdo particular Y(r), mas com os coeficientes nao espe-
cificados. Substituimos, entio, a expressao hipotética na Eq. (1) e tentamos determinar os coeficientes de

modo que a equagdo seja satisfeita. Se tivermos sucesso, teremos encontrado uma solugao da equagio

diferencial (1) e podemos uséi-la como a solugédo particular Y(¢). Se ndo pudermos determinar os coefi-
cientes, isso significa que ndo existe solugdo da forma que supusemos. Nesse caso, temos que modificar a
hipétese inicial e tentar de novo.

A maior vantagem do método dos coeficientes indeterminados ¢ que ele € ficil de executar, uma vez
feita a hipGtese sobre a forma de Y(r). Sua maior limitagdo € que € util principalmente para equagoes para
as quais € facil escrever a forma correta da solugio particular antecipadamente. Por essa razao, este método
s6 € usado, em geral, para problemas nos quais a equagdo homogénea tem coeficientes constantes ¢ o termo
nio homogéneo pertence a uma classe relativamente pequena de fungdes. Em particular, consideramos
apenas termos homogéneos consistindo em polindmios, fungdes exponenciais, senos ¢ cossenos. Apesar
dessa limitagio, 0 método dos coeficientes indeterminados € util para resolver muitos problemas que tém
aplicagoes importantes. No entanto, os detalhes dos célculos podem ser bastante tediosos, e um sistema de
algebra computacional pode ser muito Gtil nas aplicagdes priticas, llustraremos o método dos coeficientes
indeterminados através de diversos exemplos e depois resumiremos algumas regras para usi-lo.

Encontre uma solugio particular de
y' =3y —4v =3 (9)

Procuramos uma fungio Y tal que Y"(r) = 3Y'(r) = 4Y(r) seja igual a 3¢*, Como uma fungio exponencial se
reproduz pela diferenciagdo, a maneira mais plausivel de obter o resultado desejado ¢ supor que Y(r) ¢ algum
miiltiplo de e”, ou se¢ja,

Y() = Ae”,
onde o coeficiente A ainda precisa ser determinado, Para encontrar A, vamos calcular
Y'()=2A¢", Y'() =44,
¢ substituir na Eq. (9). Obtemos
(4A — 6A — 4A)" = 3¢,
Portanto,-6A¢” tem que ser igual a 3¢”, logo A = ~1/2, Assim, uma solugiio particular é

Y = -1 (10)

Encontre uma solugdo particular de
y' =3y —4y = 2sen. (11)

Por analogia com o Exemplo 1, vamos supor primeiro que Y(f) = A sen (, onde A ¢ uma constante a ser
determinada. Substituindo na Eq. (11) e rearrumando os termos, obtemos

—5Asent — 3A cost = 2sent,
ou
(2 4+5A)sent + 3A cost = (). (12)

_Queremos que a Eq. (12) seja vilida para todo . Entdo ela tem que ser vidlida em dois pontos especificos,
“como t =0 e 1 = /2. Nesses pontos, a Eq. (12) se reduz a 34 = 0 e 2 + 5A = 0, respectivamente. Essas condigdes
contraditdrias significam que ndo existe escolha da constante A que torne a Eq. (12) vélida parar=0e = n/2,
muito menos para todo . Podemos concluir, entio, que nossa hipétese sobre Y(f) ndo foi adequada. A aparigio
de um termo em cosseno na Eq. (12) sugere que modifiquemos nossa hipotese original, incluindo um termo em

i e e shiglieT
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cosseno em Y(r), ou seja,
Y(t) = Asenr + Bceost,

onde A e B sdo constantes a serem delerminadas. Logo,

Y'(t) = Acost — Bsent, Y'(t) = —Asent — Bcosr.
Substituindo na Eq. (11) ¢ juntando os termos, obtemos

(—=A 4+ 3B —-4A)sent + (—B — 3A — 4B)cost = 2sent. (13)
Para satisfazer a Eq. (13), precisamos igualar os coeficientes de sen 1 e de cos 1 nos dois lados da equagio; assim.
A e B tém que satisfazer as equagdes

—-5A+3B=2, -3A-3B=0.

Portanto, A = -5/17 ¢ B = 3/17, de modo que uma solugio particular da Eq. (11) é

%

Y(r) = -5 sent + 3 cost.

O método ilustrado nos exemplos precedentes também pode ser usado quando a expressio a direita
do sinal de igualdade ¢ um polinémio. Assim, para encontrar uma solu¢io particular de

V' =3y —dy=4r -1, (14)

supomos, inicialmente, que Y(r) ¢ um polindmio de mesmo grau que o termo ndo homogéneo, ou seja,
Y(1) = Ar + Bt + C.

Para resumir nossas conclusoes até agora: s¢ o termo nao homogénco g(r) na Eq. (1) for uma fungio
exponencial e, suponha que Y(r) ¢ proporcional a essa mesma fungao exponencial; se g(r) for igual a
sen firou a cos fir, suponha que Y ¢ uma combinagdo linear de sen gt ¢ cos fir: se g(f) for um polindmio,
suponha que Y(7) € um polindmio de¢ mesmo grau. O mesmo principio se estende ao caso em que g(r) é
um produto de quaisquer dois ou trés desses tipos de fungdes, como mostra o proximo exemplo.

Encontre uma solugio particular de
V' =3y —dy = =8¢ cos 2u. (15)
Neste caso, supomos que Y(f) € o produto de ¢ com uma combinagio linear de cos 2 ¢ sen 2r, ou seja,
Y() = A¢' cos2t + Be' sen 2.
Os cilleulos algébricos sio mais tediosos neste exemplo, mas segue que

Y'(t) = (A +2B)' cos2t + (=2A + B)e' sen 2t

Y't) = (=3A 4+ 4B)e' cos 2t + (—4A — 3B)e' sen 21,
Substituindo essas expressoes na Eq. (15), encontramos que A e B t¢m que satisfazer
10A +2B =8, 2A - 108 =0.
Portanto, A = 10/13 e B = 2/13; logo, uma solugao particular da Eq. (15) é

Y(t) = 19¢' cos2t + e sen 2t

Suponha, agora, que g(r) ¢ uma soma de dois termos. g(t) = g,(r) + g.(1). e suponha que Y, e Y; sao.
solugdes das equagdes

ay" + by +cy=g(1) (16)

ay” + by +cy = ga(0), (17)

respectivamente. Entdo, Y| + Y, ¢ uma solugdo da equagao

-
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av" + by + ¢y =g(1). (18)

Para provar esta afirmagio, substitua y na Eq. (18) por Y,(1) + Y.(¢) ¢ use as Egs. (16) e (17). Uma conclu-
sao semelhante ¢ vélida se g(r) ¢ uma soma de um numero finito de parcelas. O significado pratico deste
resultado é que, para resolver uma equagio cuja fungdo ndo homogénea g(r) pode ser expressa como uma
soma, pode-se resolver diversas equagdes mais simples e depois somar os resultados. O exemplo a seguir
ilustra esse procedimento.

Encontre uma solugio particular de
y" =3y —4y = 3¢¥ + 2senr — 8¢’ cos 2. (19)
Separando a expressao a direita do sinal de igualdade. obtemos trés equagoes:
Y =3 —dy= 3e¥,

V' =3y —dy = 2sent,

}-" _ 3_\-’ - .h = —8¢' cos 2t.

Foram encontradas solugdes dessas trés equacdes nos Exemplos 1,2 e 3, respectivamente. Portanto, uma solu-
¢do particular da Eq. (9) ¢ sua soma, ou seja,

3 ({1}

5 g X
Yi)=—1e¥ + Lcost— Ssent+ He'cos2r + Ze'sent.
2 1 17 I3 13

O procedimento ilustrado nesses exemplos nos permite resolver uma classe grande de problemas de
um modo razoavelmente eficiente. No entanto, existe uma dificuldade que ocorre as vezes. O proximo
exemplo mostra como isso acontece.

Encontre uma solugio particular de
=3y =4y =2e7, (20)
Procedendo como no Exemplo 1, vamos supor que Y(r) = A¢ . Substituindo na Eq. (20), obtemos
(A+3A -4 "=2¢". (21)

Como a expressio a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (21) ¢ zero, ndo existe escolha de A que satisfaga
esta equagdo. Portanto, ndo existe solugdo particular da Eq. (20) que tenha a forma suposta. A razio para esse
resultado, possivelmente inesperado, torna-se clara se resolvermos a equagido homogénea

vVi=3y —dy=0 (22)

associada & Eq. (20). Um conjunto fundamental de solugdes para a Eq. (22) ¢ formado por v (1) = ¢ ¢ y,() = ¢*.
Assim, a forma suposta da solugio particular para a Eq. (20) era, de fato, solugio da equagio homogénea (22);
em consequéncia, nilo pode ser solugio da equagio nio homogénea (20). Para encontrar uma solugiao da Eq,
(20), precisamos considerar entdo fungdes de uma forma um pouco diferente.

Neste ponto temos diversas alternativas possiveis. Uma ¢ tentar simplesmente adivinhar a forma apropriada
da solugiio particular da Eq. (20). Outra € resolver ésta equagio de outra maneira e depois usar o resultado

para orientar nossas hipGteses se essa situagdo aparecer novamente no futuro: veja os Problemas 27 e 33 para
outros métodos de solugio. Outra possibilidade ¢ buscar uma equacio mais simples onde_essa dificuldade
ocorre e usar sua solugdo para sugerir como proceder com a Eq. (20). Adotando esta tltima abordagem, vamos

procurar uma equagio de primeira ordem andloga a Eq. (20). Uma possibilidade € a equagio lincar
¥y +y=2e", (23)

Se tentarmos encontrar uma solugio particular da Eq. (23) da forma Ae” ndo conseguiremos, pois ¢ ‘ ¢ uma
solugdo da equagdo homogénea associada y' + y = 0. No entanto, jd vimos na Segao 2.1 como resolver a Eq. (23).
Um fator integrante € u(f) = e multiplicando a equagio por (1) ¢ integrando, obtemos a solugio

y=2e"+ce. (24)

A segunda parcela a direita na Eq. (24) € a solugdo geral da equagdo homogénea y' + y = 0, mas a primeira ¢
uma solugdo da equagdo nio homogénea completa (23). Observe que a solugdo envolve um fator exponencial
¢ multiplicado por um fator t. Essa ¢ a pista que estdvamos procurando.
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Vamos agora voltar para a Eq. (20) e supor uma solugdo particular da forma Y(f) = Ate". Entdo
Yie)=Ae " — Are™, Y0 = —2Ae " + Ao, (25)
Substituindo y, v' e ¥ na Eq. (20) por essas expressoes. obtemos
(=24 = 3A)e "= (A +3A —dA)e™ =2,

Portanto,-5A = 2, de modo que A = -2/5. Logo, uma solugédo particular da Eq. (20) ¢

Y(r)=—3re™. (26)

O resultado do Exemplo 3 sugere uma modificacao do principio enunciado anteriormente; se a for-
ma suposta da solugao particular duplica uma solugio da equagdo homogénea associada, modifique sua
hipétese multiplicando a suposta solugio particular por 1. De vez em quando essa modificagdo nio serd
suficiente para remover todas as duplicagdes com as solugdes da equagdo homogénea, caso em que € ne-
cessdrio multiplicar por r uma segunda vez. Para uma equacao de segunda ordem, nunca serd necessério
continuar esse processo.

Resumo. Vamos resumir as etapas envolvidas em encontrar a solugio de um problema de valor inicial
consistindo em uma equagio nio homogénea da forma

ay’ + by - cv=gin), (27)
onde os coeficientes a, b e ¢ sio constantes, junto com um par de condigoes iniciais dado:

1. Encontre a solugio geral du equagio homogénea associada.

Certifique-se de que a fungio g(r) na Eqg. (27) pertence a classe de fungdes discutidas nesta segio, ou seja,

nio envolve outras fungoes alem de exponenciais, senos, cossenos, polindmios ou somas ou produtos de tais

fungoes. Se nio for esse 0 caso, use 0 método de vanagio dos parametros (discutido na proxima segiio).

A Seg(n) =g+ ...~ gln.1ss0 ¢, se g(f) ¢ uma soma de i parcelas, entio forme n subproblemas, cada um
dos quais contendo apenas uma das parcelas g,(1). ... g, (1) O -¢simo subproblema consiste na equagio

!\J

ay’ + by +ov = g,

onde ivariade 1 an.

4. Para o i-¢simo subproblema. suponha uma solugio particular ¥ (1) consistindo na fungio apropriada, seja
cla exponencial, seno. cosseno, polinomial ou uma combinagio dessas. Se existir qualquer duplicagio na
forma suposta de Y (1) com as solugoes du equagio homogénea (encontrada na ctapa 1), entdo multiplique
Y. (1) por t ou (se necessirio) por £, de modo a remover a duplicagio. Veja a Tabela 3,51,

5. Encontre uma solugio particular Y,(1) para cada um dos subproblemas. Entdo a soma Y,(1) + ... + Y, (1) ¢
uma solugio particular da equagio nio homogénea completa (27).

6. Forme a soma da solugio geral da equagio homogénea (etapa 1) com a solugao particular da equagio nio
homogénca (etapa 5). Essa ¢ a solugio geral da equagio ndo homogéncea.

7. Use as condigoes iniciais para determinar os valores das constantes arbitririas na solugio geral.

Para alguns problemas todo esse procedimento ¢ ficil de ser feito & mdo, mas em muitos casos ne-
cessita de uma quantidade considerivel de calculos algébricos. Uma vez que vocé tenha compreendido
claramente como o método funciona, um sistema de dlgebra computacional pode ser de grande auxilio
para executar os detalhes.

TABELA 3.5.1 A solugio particular de av” + by" + ¢y = g (1)

& _Y;(:)
Po() =apt" + ayt" ' + - +a, - _f;(A.]r"+A|f" The A
P (t)e" PAR A o+ Ae
sen it

P, (t)e os it PHUA" + A o+ A)e cos Bt

+ (Bot" + Byt ' + .- - + B,)e*" senpt]

Notas. Aqui s € 0 menor inteiro nio negativo (s = 0, 1 ou 2) que garantira que nenhuma parcela
de Y(r) € solugio da equagio homogénea associada. Equivalentemente, para os trés casos s éo
nimero de vezes que 0 é uma raiz da equagio caracteristica, a ¢ uma raiz da equagfio caracteris-
tica e o + if € uma raiz da equagao caracteristica, respectivamente.
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O método dos coeficientes indeterminados corrige a si mesmo no sentido de que se vocé supuser
muito pouco sobre Y(f) chegard logo a uma contradigdo que, em geral, vai apontar o caminho para a mo-
dificagdo necessdria na forma suposta. Por outro lado, se vocé supuser termos demais vai ter um trabalho
desnecessdrio e alguns coeficientes ficardo iguais a zero, mas, pelo menos, chegard a resposta correta.

Demonstracdo do Método dos Coeficientes Indeterminados. Na discussio precedente, descrevemos o mé-
todo dos coeficientes indeterminados baseados em diversos exemplos. Para provar que o procedimento
sempre funciona como enunciado, vamos dar um argumento geral, onde consideramos diversos casos
correspondendo a formas diferentes do termo ndo homogéneo g(1).

g(t)=P, () = ay" + a, "' + ... + a,. Neste caso a Eq. (27) fica
ay’ +by +ey=aot" + " + - +a. (28)
Para obter uma solugdo particular, supomos que
Y(t) = Agt" + Ait" N o+ Ayt + Ayt + A, (29)
Substituindo na Eq. (28), obtemos

aln(n — 1) Agt" 2 + -+ + 2An-2] + b(nAot" ' + - + A,y

(A" + A" o+ A) =apt + - +a,. (30)
Igualando os coeficientes das poténcias iguais de ¢ nos di
cAp = ap,
cAy +nbAy = ay,

cAp+bA,_ +2aA, 2 = a,.

Se ¢ # 0, a solugio da primeira equagdo € A, = a,/c e as equagdes restantes determinam A, ..., A, suces-
sivamente. Se ¢ = 0, mas b # 0, entdo o polindmio & esquerda do sinal de igualdade na Eq. (30) tem grau
n -1 e a Eq. (30) ndo pode ser satisfeita. Para garantir que aY”(¢f) + bY’(¢) é um polindmio de grau n,
precisamos escolher Y(7) como um polindmio de grau n + 1. Supomos, entéo, que

Y() =t(Apt" +--- + A)).

Nio existe parcela constante nessa expressao para Y(r), mas ndo hd necessidade de incluir tal parcela, ja
que constantes sio solugdes da equagdo homogénea quando ¢ = 0. Como b # 0,temos A, =a/b(n + 1) e
os outros coeficientes A, ..., A, podem ser determinados analogamente. Se ¢ e b sdo iguais a zero, vamos
supor que

YY) = 2(Apt" +-- -+ A,).

O termo aY”(¢) é um polindmio de grau n, e podemos proceder como anteriormente. Novamente, as
parcelas constante e linear em Y() sdo omitidas, j& que, nesse caso, ambas sdo solugdes da equagio ho-
mogénea.
g(1) = e'P,(r). O problema de determinar uma solugio particular de

ay" + by +cy ="' P,(1) (31)
pode ser reduzido ao caso precedente através de uma substituigdo. Seja

Y (1) = e u(1);

entao
Y'(6) = e[t (1) + au(t))

Y'(t) = e [1" (1) + 2atd (1) + *u(t)].
Substituindo y, y’ e y" na Eq. (31), cancelando o fator e e juntando os termos semelhantes, obtemos

au (t) + Qaa + b)u'(t) + (aa® + ba + c)u(t) = Pu(1). (32)
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A determinagdo de uma solugéo particular da Eq. (32) € precisamente 0 mesmo problema, exceto pelo
nome das constantes, que resolver a Eq. (28). Portanto, se ae® + ba + ¢ nio for zero, supomos que u(t) =
A"+ ...+ A, logo, uma solugdo particular da Eq. (31) € da forma

Y(r) = e (Apt" + A" + -+ Ap). (33)

Por outro lado, se aa® + ba + ¢ for zero, mas 2ax + b ndo for, precisamos tomar u(r) da forma t(A " + ... +
A,). A forma correspondente para Y(r) € r vezes a expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (33).
Note que, se aa® + ba + ¢ for zero, entdo e* € uma solugio da equagio homogénea. Se ambos, aa® +
ba + ¢ e 2ae + b, forem nulos (e isso implica que tanto ¢* quanto fe*' sio solugdes da equacgio homogénea),
entdo a forma correta para u(r) é £(A" + ... + A,). Portanto, Y(t) é * vezes a expressio a direita do sinal
de igualdade na Eq. (33).

g(r) = &P, ()cospt ou e'P,(r)senft. Estes dois casos sio semelhantes, logo consideraremos apenas
o tltimo. Podemos reduzir este problema ao precedente notando que, em consequéncia da férmula de
Euler, sen fir = (e — e-®)/2i. Portanto, g(t) € da forma

(aifhe _ efa—l'ﬁ)x

g(t) = Py(0) %

&

e devemos escolher
Y(r) = e N A" 4o+ A) + PB4+ .- + By,
ou, equivalentemente,
Y1) = e (Apt" + --- + Ay) cos Bt + e (Bpt" + -+ - + B,) senft.

Em geral, prefere-se esta dltima forma. Se e + if satisfazem a equagio caracteristica correspondente a
equagio homogénea, temos, é claro, que multiplicar cada um dos polindmios por r para aumentar o grau
de um,

Se a fungdo ndo homogénea envolve cosfir e senpt, € conveniente, em geral, tratar esses termos em
conjunto, ja que cada um, individualmente, pode gerar a mesma forma de solugao particular. Por exemplo,
se g(1) = rsent + 2cost, a forma de Y(1) seria

Y(t) = (Aot + Ay)sent + (Byt + By) cost,

desde que sen 1 e cos 1 ndo sejam solugdes da equagdo homogeénea.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 12, encontre a solugdo geral da equagdo diferencial dada.

= 2y — By 3 Oy +2y +5y =3sen2t
Y =2y =3y =—3te”! 4. v'4+2y =3+4senst
5 +9 =¥ +6 6.y +2y +y=2e"
7. 2y" + 3y +y =1+ 3sent 8. y'+4y=23sen2r+tcost
9. '+ w{’iu = coswl, W # wﬁ 10. u” + wlu = coswyt

11, y" 4y +4y =2senht  Sugestdo: senht = (¢ — e™")/2
12. v' =y =2y =cosh2t Sugestio: cosht = (¢! +¢7')/2
Em cada um dos Problemas de 13 a 18, encontre a solugio do problema de valor inicial dado.
Y Y =2y =2, y(0) =0, y(O)=1
Y +4y=L+3¢,  y0) =0, y0)=2
Yy =2y +y=te +4, y =1, y)=1
16. y' =2y =3y =3¢, y0)=1, y(0)=0

O. v +ay=3sen2c  y0)=2, yO)=-1

18. y"+ 2y + 5y =4e'cos2t, yi0)=1, y(0)=0

Em cada um dos Problemas de 19 a 26:

(a) Determine uma forma adequada para ¥(r) para se usar o método dos coeficientes indeterminados.
(b) Use um sistema de dlgebra computacional para encontrar uma solugdo particular da equagdo dada.
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& 19

0
&
& 2.

‘O

& 2.
&3

&' 26.
o

& 2.

&' 30.

V' 43y =20 4 e ¥ +sen 3

V' + vy =1(1 +senr)

y' =5y + 6y = ¢ cos2t + ¥ (3t + 4)sent

V' 42y + 2y =3¢ =2e " cost + de~'* sent

V' =4y 4 dy =20 + dte¥ 4 rsen 2t

y' +4y = t*sen2t + (61 + 7) cos 2t

Yy 43y 4+ 2y =€ (* + 1)sen2t + 3¢~ cost + 4¢'
V' 4+ 2y 4+ 5y =3te”" cos2t — e~ cost

Considere a equagio
y' =3y —dy=2e" (i)

do Exemplo 5. Lembre-se de que y,(1) = e e y,(1) = ¢ sdo solugdes da equagio homogénea associada,
Adaptando o método de redugio de ordem (Segdo 3.4), busque uma solugao da equagio niao homogénea
da forma Y(r) = v(f)y,(1) = v(r)e”, onde v(r) deverd ser determinado.

(a) Substitua ¥(r). Y'(r) e ¥"(r) na Eq. (i) e mostre que v(f) tem que satisfazer v" - 50" = 2,

(b) Seja w(r) = v'(1) e mostre que w(r) tem que satisfazer w' — 5w = 2. Resolva esta equagio para w(t).
(c) Integre w(r) para encontrar v(f) e depois mostre que

Yit)= —%h‘.‘—f + éﬁt"“ + et
A primeira parcela € a solugdo particular desejada da equagio nio homogénea. Note que ¢ um produto de
tedee.
Determine a solugao geral de
N
y' +aly = Z:a.,. senmt,

m=1

ondes>0eh #mmaparam=1,...,N.
Em muitos problemas fisicos o termo ndo homogéneo pode ser especificado por formulas diferentes em
periodos de tempo diferentes. Como exemplo, determine a solugio v = ¢(1) de

t, OD<t<m,

rrE,:l' —I'

TR
Y Y I >,
satisfazendo as condigdes iniciais v(0) = 0 e y'(0) = 1. Suponha. também, que y ¢ v' sdo continuas em = .
Faga o grifico do termo nido homogéneo e da solugio em fungio do tempo.

Sugestdo: primeiro resolva o problema de valor inicial para r < 7: depois resolva para ¢ > 7, determinando
as constantes nesta tltima solugdio a partir das condigdes de continuidade em 1 = .

Siga as instrugdes no Problema 29 para resolver a equagdo diferencial

I, O<r<m)2,

y'+2y + 5y = 0. > 1)2

com condigdes iniciais y(0) =0 ¢ y'(0) = 0.

Comportamento de Solugbes quando r — . Nos Problemas 31 e 32 continuamos a discussio iniciada nos
Problemas de 38 a 40 da Segiio 3.4. Considere a equagio diferencial

ay” + by +cy = g(1), (i)

onde a. b ¢ ¢ sdo constantes positivas.

31

32.

33.

Se Y,(1) e Y(1) sdo solugdes da Eq. (i), mostre que ¥,(t) - Y.(r) — 0 quando r — = Este resultado ¢ verda-
deirose b =0?

Se g(t) = d, uma constante, mostre que toda solugio da Eq. (i) tende a d/c quando r — =. O que acontece
se ¢ = 0? E se b também for nulo?

Indicamos, neste problema, um procedimento’ diferente para resolver a equagio diferencial

'R. S. Luthar, “Another Approach to a Standard Differential Equation”, Two Year College Mathematics Journal 10 (1979), pp.
200-201; veja também D. C. Sandell e E. M. Stein, “Factorization of Operators of Second Order Linear Homogeneous Ordi-
nary Differential Equations”, Two Year College Mathematics Journal 8 (1977), pp. 132-141, para uma discussdo mais geral de
operadores que fatoram.
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V4 by +cy=(D*+bD + )y = gl1), (1)

onde b e ¢ sao constantes e D denota diferenciagio em relagio a . Sejam r, e r, os zeros do polindbmio
caracteristico da equagdo homogénea associada. Essas raizes podem ser reais ¢ distintas, reais e iguais ou
numeros complexos conjugados.

(a) Verifique que a Eq. (i) pode ser escrita na forma fatorada

(D —r))(D—r)y=gu).

onder +rn=-berr.=c

(b) Sejau = (D~ r.)y. Mostre que a solugao da Eq. (i) pode ser encontrada resolvendo-se as duas equa-
¢oes de primeira ordem a seguir:

(D = ru = glr), (D —r)y = ul).

Em cada um dos Problemas de 34 a 37, use 0 método do Problema 33 para resolver a equagio diferencial
dada.

34, ¥ =3y —4y = 3" (veja o Exemplo 1)

35 2y 4+ 3v' + vy =1 =3sens (veja o Problema 7)
36. v+ 2y +y=2e"" (veja o Problema 6)

37,y 4+ 2y =3+4sen2r  (vejao Problema 4)

3.6 Variacao dos Parametros

EXEMPLO

Vamos descrever. nesta se¢io. outro método para encontrar uma solugio particular de uma equacio nio
homogénea. Este método, conhecido como variagio dos parametros, ¢ devido a Lagrange ¢ complementa
muito bem o método dos coeficientes indeterminados. A principal vantagem do método de variagio dos
parametros ¢ que ¢ um mictodo geral, pelo menos em principio pode ser aplicado a qualquer equagio, e ndo
precisa de hipoteses detalhadas sobre a forma da solugio. De fato, usaremos este método mais tarde nesta
segio para deduzir uma formula para uma solugio particular de uma equagdo diferencial lincar nao homo-
génca de segunda ordem arbitrdria. Por outro lado, 0o método de variagio dos parimetros sempre precisa do
cilculo de determinadas integrais envolvendo o termo nao homogéneo da equagio diferencial, o que pode
apresentar dificuldades. Antes de olhar 0 método no caso geral, vamos ilustrar seu uso em um exemplo.

Encontre uma solugio particular de

V' 44y = 3esct (1)
Obserye que este problema nao é um bom candidato para o método de coeficientes indeterminados como
descrito na Segdo 3.5.ji que o termo nio homogéneo, g(1) = 3esc t.envolve um quociente (em vez de uma soma
ou produto) de sen 1 ou cos 1. Precisamos, portanto, de uma abordagem diferente. Note, também, que a equagao

homogénea associada d Eq. (1) ¢
Y 44y =0, (2)

e que a solugdo geral da Eq.(2) ¢
vo(f) = € cos 2t + ez sen 21 (3)

A ideia basica no método de variagio dos parimetros ¢ substituir as constantes ¢, ¢ ¢, na Eq. (3) por fungoes
u,(1) e u,(1), respectivamente, e depois determinar essas fungoes de modo que a expressio resultante

v=u(t)cos2t + wa(t)ysen 2t )

seja solugdo da equagdo ndo homogénea (1).

Para determinar u, ¢ u,, precisamos substituir y na Eq. (1) pela Eq. (4). No entanto, mesmo sem fazer essa
substituigio podemos antecipar que o resultado serd uma tinica equagao envolvendo alguma combinagdo de
u,, ut, ¢ suas duas primeiras derivadas. Como temos apenas uma €quagao ¢ duas funcé_es desconhecidas, espe-
ramos que existam muitas escolhas possiveis para u, € i, que satisfacam nossas necessidades. De outra forma
podemos ser capazes de impor uma segunda condigdo de nossa escolha, obtendo, assim, duas equagdes para as

2

—— L
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duas fungdes desconhecidas u, e «,. Vamos mostrar em breve (seguindo Lagrange) que € possivel escolher essa
segunda condi¢iio de maneira a tornar os cdlculos muito mais eficientes.
Voltando a Eq. (4), diferenciando-a e rearrumando os termos, obtemos

y = —2uy(t) sen 2t + 2uy(r) cos 2 + u (1) cos 2t + u)y (1) sen 21 (5)

Mantendo em mente a possibilidade de escolher uma segunda condigdo sobre u, ¢ u,, vamos exigir que a soma
das duas iltimas parcelas na Eq. (5) seja nula; ou seja, vamos exigir que

u) (1) cos 2t + 1t (r) sen 2t = 0. (6)
Segue entio da Eq. (5) que
¥y = =2uy(t)sen 2t + 2uy(r) cos 21. (7

Embora o efeito, em dltima andlise, da condigdo (6) ainda ndo esteja claro. pelo menos simplificou a expressdo
para y’. Continuando, diferenciando a Eq. (7), obtemos

v = —du (1) cos 2r — i (t) sen2e — 2u (1) sen 2 4 2u (1) cos 21 (8)
Entdo, substituindo y e y" na Eq. (1) pelas Eqs. (4) e (8), respectivamente, vemos que i, ¢ i, tém que satisfazer
—2u;(r)sen 2t + 2u5 (1) cos 2t = 3esct. (9)

Resumindo nossos resultados até agora, queremos escolher u, e u, de modo a satisfazer as Egs. (6) e (9).
Essas equagoes podem ser consideradas como um par de equagdes lineares algébricas para as quantidades des-
conhecidas (1) e u5(r). As Egs. (6) e (9) podem ser resolvidas de diversas maneiras. Por exemplo, resolvendo
a Eq. (6) para u’(r). temos

cos 2t
(1) = —u| (N ——.
() " sen 2t (10)
Substituindo u(¢) na Eq. (9) por essa expressao e simplificando, obtemos
, 3cscrsen2r
u,(f):———E— = =3 cosf. (11)
Agora, substituindo essa expressiio para «)(f) de volta na Eq. (10) ¢ usando as férmulas para o angulo duplo,
vemos que
Jcostcos2t  3(1 — 2ser’t)

3
wh(r) = = = —¢sct — 3sent. 12
) sen 2t 2sent 2 = (12)

Tendo obtido w/(r) e u5(r). o proximo passo € integrar, de modo a obter u,(r) e 1,(r). O resultado é

w (1) = =3sent + ¢ (13)

(1) = 3In|esct —cott| +3cost +co. (14)
Substituindo essas expressoes na Eq. (4), temos
y = —3sentcos2t + 3 In|csct — cott|sen 2t + 3costsen 2
+ ¢y cos2t+ cysen e,
Finalmente, usando as férmulas para o dngulo duplo mais uma vez, obtemos
v =3sent + 5‘ In|cscr — cotr|sen2t + ¢ cos2t + ¢y sen 21, (15)

As parcelas na Eq. (15) envolvendo as constantes arbitrdrias ¢, e ¢, correspondem a solugdo geral da equagio
homogénea associada, enquanto a soma restante forma uma solugdo particular da equagio nio homogénea (1).
Portanto,a Eq. (15) € a solugdo geral da Eq. (1).

No exemplo precedente, o método de variagdo dos pardmetros funcionou bem para determinar uma
solugdo particular e, portanto, a solugio geral da Eq. (1). A proxima pergunta ¢ se esse método pode ser
aplicado efetivamente a uma equagio arbitrdria. Vamos considerar, entio,

Y +p)y +qt)y =g, (16)

onde p, q e g sdo fungdes continuas dadas. Como ponto de partida, vamos supor que conhecemos a solu-
¢do geral

o ——

p—

gl - . ew
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Ye(t) = c1yi(t) + caya (1) (17)
da equagio homogénea associada
Y '+ p0y +q(y = 0. (18)

Essa ¢ uma hipétese importante, ja que, até agora, s6 mostramos como resolver a Eq. (18) se ela tiver
coeficientes constantes. Se a Eq. (18) tiver coeficientes que dependem de ¢, entdo, em geral, os métodos
descritos no Capitulo 5 tém que ser usados para se obter y.(1).

A ideia crucial, como ilustrado no Exemplo 1, € substituir as constantes c, ¢ ¢, na Eq. (17) por fungdes
(1) e u,(r), respectivamente; isso nos da

V=u()y (1) + uz(t)y2(1). (19)

Podemos, entdo, tentar determinar u,(1) e 1,(r) de modo que a expressao na Eq. (19) seja solucio da equa-
¢do nao homogénea (16), em vez da equagdo homogénea (18). Diferenciando a Eq. (19), obtemos
Y = (0Oy(0) + ug (DY) (0 + s (0y2(1) + ua()y5(1). (20)

Como no Exemplo 1, vamos igualar a zero a soma das parcelas envolvendo u)(r) e w(1) na Eq. (20); ou
seja, vamos exigir que

1y (D) (1) + w3 (1)ya(r) = 0. (21)
Entdo, da Eq. (20), temos
Vo= (Y (0 + wa ()5 (1), (22)
Diferenciando novamente, obtemos
" =1 ()Y ) + g (O] 4+ 1050 + wa(0ys (). (23)

Agora,vamos substituir y, v" e ¥" na Eq. (16) pelas expressoes nas Eqs. (19), (22) e (23), respectivamen-
te. Apos rearrumar os lermos na equagio resultante, vemos que

w (D[ + pyy ) + gy (0]
+ (DY) + p()yy(t) + gty ()]
+ 1y (Y1) + w5 (0Oy5 (1) = glr). (24)
Cada uma das expressoes entre colchetes na Eq. (24) € nula, pois ambas as fungoes y, e y, sio solugdes da
equagio homogénea (18). Portanto, a Eq. (24) se reduz a
wy Ny () + w5 (0)y5(0) = g(1). (23)

As Egs. (21) ¢ (25) formam um sistema de duas equagoes lineares algébricas para as derivadas u/(f) e
u’(r) das fungoes desconhecidas. Elas correspondem, exatamente, as Eqgs. (6) e (9) no Exemplo 1.
Resolvendo o sistema (21). (25), obtemos

ya(r)g(n) () = yi(ng(n)
Wiy,y) ' < Wy, y) (@)’

onde W(y,, v;) ¢ o wronskiano de y, ¢ y.. Note que a divisao por W ¢ permitida, ji que y, e y, formam
um conjunto fundamental de solugdes e, portanto, seu wronskiano ndo se anula. Integrando as Egs. (26),
encontramos as fungoes desejadas (1) e wy(t), a saber,

- (rg(r)
u(t) = —f y2(Dg(®) } IS0 dt +

(i =- (26)

—————dt+¢, u(t) = cz.
Wy W(y1,y2)(0)
Se as integrais nas Eq. (27) puderem ser calculadas como fungdes elementares, substituimos os resultados
na Eq. (19), obtendo assim a solugio geral da Eq. (16). Mais g_eraimenle. a solugdo sempre pode ser ex-
pressa como integrais, conforme enunciado no teorema a seguir.

(27)

P balas BT L. mza i ML sl D st

Teorema 3.6.1 Se as fungdes p,q e g forem oontfnuas em um mtc{YealO aberto /e se as f““&‘ﬁes Y1€y, formarem um con- |

=————— junto fundamental de so!uqﬁes da equaqﬁo hOmOg

nea (18) assocnada 4 equagio nio homogeneaf (16)
y" + p(l‘)}” + q(t)y g(r).
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entio uma solugio particular da Eq. (16) é

Y(t) = -y (‘)f WZ( )g(s) ds + ya(t )f "1(3)8(5) ds (28)

(y1,y2)(s) Wy, y2)(s)
onde ¢, é qualquer ponto escolhido convenientemente em /. A solugio geral ¢
y =) + ey + Y (1), (29)

como enunciado no Teorema 3.5.2.

Examinando a expressdo (28) e revendo o processo segundo o qual a deduzimos, vemos que podem
existir duas grandes dificuldades na utilizagdo do método de variagio dos parimetros. Como menciona-
mos anteriormente, uma € a determinacao de y,(f) e y,(1). ou seja, a determinagio de um conjunto funda-
mental de solugdes da equagdo homogénea (18), quando os coeficientes da equagdo ndo sao constantes.
Outra dificuldade possivel ¢ o cdlculo das integrais que aparecem na Eq. (28). Isso depende inteiramente
da natureza das fungdes y,, v, € g. Ao usar a Eq. (28), certifique-se de que a equagio diferencial é exata-
mente da forma (16); caso contrério, o termo ndo homogéneo g(r) nao serd identificado corretamente.

Uma grande vantagem do método de variagdo dos pardmetros € que a Eq. (28) fornece uma expressio
para a solugiio particular Y(r) em termos de uma fungdo ndo homogénea arbitraria g(r). Essa expressio ¢
um bom ponto de partida se vocé quiser investigar o efeito de variagoes no termo nao homogéneo, ou se
quiser analisar a resposta de um sistema sujeito a um nimero de forgas externas diferentes.

PROBLEMAS

Em cada um dos Problemas de 1 a 4. use o método de variagio dos pardmetros para encontrar uma solugio
particular da equagdo diferencial dada. Depois verifique sua resposta usando 0 método dos cocficientes inde-
terminados.

}-‘" -5y + 6y =2¢ 2.y =y =2y=2¢"!
e V' +2y+y=3e" 4, 4y" — 4y +y = 162
Em cada um dos Problemas de 5 a 12, encontre a solugdo geral da equagdio diferencial dada. Nos Problemas 11
e 12, g € uma fungado continua arbitrdria.
3. y"+y=tant, 0<t<m/2 @'. + 9y = 9sec 3, 0<t<m/6
V' + 4y + 4y =722, t >0 8. ¥ +4dy=3csc2t, O<t<n/2
4y" + y = 2sec(t/2), -T<t<m 10 y' =2y +y=¢/(1 4+
1. y" =5y + 6y =gl 12. v+ 4y =g(t)

Em cada um dos Problemas de 13 a 20, verifique que as fungdes dadas y, e y, satisfazem a equagiio homogénea
associada; depois encontre uma solugio particular da equagio nio homogénea dada. Nos Problemas 19 ¢ 20, g

ma fungio continua arbitriria.
gy =2y=32-1, t>0; w=r yn=t'

4, B2y =t +2)y +(t+2vy =26, >0, y()=t yl) =t

(1 oy = (L +0)y +y=>0e" 1>0,  y=1+t, pn=¢
(1)1 =0y +1y —y =2t -1, 0<t<li  ypn=¢ n=r

17. 2y =3xy' +4y =FlInx. x>0,  y@ =2 yk =x"Inx

18. 22y" +xy + (2 =0,25)y =3x2senx, x>0; yi(x)=x""senx, y;(x)=x"?cosx
19. (1 —x)y" +xy —y=gx), D<x<l; nx)=e, ynx)=x

2y +xy + (2 =025y=gkx), x>0; y@x)=x"senx, y:x)=x"cosx

21. Mostre que a solugdo do problema de valor inicial

LIyl =y +py +qy =g,  yt) =yo. Y) =y, (1)
pode ser escrita como y = u(t) + v(r), onde u e v sdo solugoes dos dois problemas de valor inicial

Llul =0,  ulty) =yo, w(ly) =Y. (i)
Liv] = g(), v(ty) =0, V') =0, (1ii)
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respectivamente. Em outras palavras, as partes ndo homogéneas na equagdo diferencial e nas condigdes
iniciais podem ser tratadas separadamente. Note que u ¢ facil de achar, se for conhecido um conjunto fun-
damental de solugdes para L[u] = 0.

Escolhendo o limite inferior de integragao na Eq. (28) no texto como o ponto inicial r,. mostre que Y(1) se
torna

T
Yils)ya(t) = yy(r)ya(s
Yin = [ Zae) gls)ds.
il

o VIS (8) = ¥ (5)ya(s)
Mostre que Y(r) ¢ uma solugio do problema de valor inicial
Livl=g).  yltg) =0, y(t) =0.

Assim, Y pode ser identificado com v no Problema 21.
(a) Use o resultado do Problema 22 para mostrar que a solugio do problema de valor inicial

v+ v =glr), vy =0, ¥ =0 i)

L8

_\»:f sen(r — s)g(s) ds. (ii)

(b) Use o resultado do Problema 21 para encontrar a solugiao do problema de valor inicial
Vidv=g.  y0i=w. V(0) =y,

Use o resultado do Problema 22 para encontrar a solugio do problema de valor inicial

Lyl = (D —aD —byy=gln. vig) =0, ¥ =0,
onde a e b sdo nimeros reais coma = b.
Use o resultado do Problema 22 para encontrar a solugio do problema de valor inicial

LIV = (D" =2AD + 32+ @)lv =g, ¥(te) =0, V(1) =0.
Note que as raizes da equagio caracteristica sdo A =+ iy,
Use o resultado do Problema 22 para encontrar a solugao do problema de valor inicial
Livl=(D-aYy=g(n. vyt =0, y(t)=0.
onde a ¢ um numero real arbitririo,
Combinando os resultados dos Problemas de 24 a 26, mostre que a solugio do problema de valor inicial
Llyl=(D*+bD+clv =g,  ylt)=0, y(t) =0,
onde b e ¢ sdo constantes, tem a forma
V=gl = f Kt —s)g(s)ds. (i)
i

A fungio K depende apenas das solugoes v, e y;da equagdo homogénea associada ¢ ¢ independente do
termo niio homogéneo. Uma vez determinado K, todos os problemas nio homogéneos envolvendo o mesmo
operador diferencial L ficam reduzidos ao cdlculo de uma integral. Note também que,embora K dependa de
t e 5,56 aparece a combinagio £ - 5, de modo que K ¢, de fato, uma fungio de uma tnica varidvel. Pensando
em g(1) como nos dados de entrada (input) do problema ¢ em ¢(f) como os dados de saida (outpur), segue
da Eq. (i) que os dados de saida dependem dos dados de entrada em todo o intervalo, do ponto inicial ¢, ao
ponto atual 1. A integral na Eq. (i) é a convolugiio de K e g, e referimo-nos a K como o niicleo.

O método de redugdo de ordem (Segio 3.4) também pode ser usado para a equagao nao homogénea

y' +p)y + gy = g, 0

desde que se conhega uma solugio v, da equagio homogénea associada. Seja y = v(r)y,(1) e mostre que y
satisfaz a Eq. (i) se v for solugio de

YO + 2%, (0) + pOyi (D1 = g(0). (ii)

A Eq. (ii) € uma equagdo linear de primeira ordem em v'. Resolvendo essa equagao, integrando o resulta-
do e depois multiplicando por y,(f). obtemos a solugio geral da Eq. (i).
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Em cada um dos Problemas de 29 a 32, use o0 método esquematizado no Problema 28 para resolver a equagao
diferencial dada.

29. 2y — 22y +2y =4, >0, y() =t

30. 2y + Ty +5y=t, t>0; yi(t)=1t7!

3Ly’ —(l4ny+y=r£€", >0,  y@®=1+t (vejaoProblemal5)

2. M=y +ty —y=2(t-1)%", 0<t<l; yi(hy=¢ (veja o Problema 16)

3.7 Vibragoes Mecénicas e Elétricas

Uma das razdes por que vale a pena estudar equagdes lineares de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes é que elas servem como modelos matemdticos de alguns processos fisicos importantes. Duas édreas
importantes de aplicagdes sao os campos de vibragbes mecanicas e ¢létricas. Por exemplo, o movimento
de uma massa presa em uma mola, as tor¢des de uma haste com um volante, o fluxo de corrente elétrica
em um circuito simples em série ¢ muitos outros problemas fisicos sdo bem descritos pela solugio de um
problema de valor inicial da forma

ay’ +by +cy=g@), y0)=yo, y(0) =y (1)

Isso ilustra uma relagio fundamental entre a matemadtica e a fisica: muitos problemas fisicos tém o
mesmo modelo matemdtico. Assim, quando sabemos resolver o problema de valor inicial (1), basta inter-
pretar apropriadamente as constantes a, b e ¢, e as fungdes y e g para obter solugdes de problemas fisicos
diferentes.

Estudaremos o movimento de uma massa presa a uma mola porque uma compreensio do comporta-
mento desse sistema simples € o primeiro passo na investigagio de sistemas vibratérios mais complexos.
Além disso, os principios envolvidos sdo os mesmos para muitos problemas. Considere uma massa m
pendurada em uma das extremidades de uma mola vertical com comprimento original /, como mostra a
Figura 3.7.1. A massa causa um alongamento L da mola para baixo (no sentido positivo). Existem duas
forgas agindo sobre o ponto onde a massa estd presa a mola; veja a Figura 3.7.2. A forga gravitacional,
ou peso da massa, puxa para baixo e tem mddulo igual a mg, onde g € a accleragio da gravidade. Existe
também uma forga, F,,, devido & mola, que puxa para cima. Se supusermos que o alongamento L da mola
¢é pequeno, a forga da mola fica muito proxima de ser proporcional a L; isso ¢ conhecido como a lei de
Hooke.* Assim, escrevemos F,, = -kL, onde a constante de proporcionalidade k ¢ chamada de constante
da mola e o sinal de menos € devido ao fato de que a forga da mola puxa para cima (no sentido negativo).
Como a massa estd em equilibrio, as duas forgas estdo balanceadas, o que significa que

mg — kL =0. (2)

Para um dado peso w = mg, pode-se medir L e depois usar a Eq. (2) para determinar k. Note que k tem
unidades de forga/comprimento.

!
v
:

FIGURA 3.7.1 Um sistema mola-massa.

*Robert Hooke (1635-1703) foi um cientista inglés com interesses variados. Seu livro mais importante, Micrographia, foi
publicado em 1665 e descreve uma variedade de observagdes microscGpicas. Hooke publicou sua lei sobre o comportamento
eldstico pela primeira vez em 1676 como um anagrama: ceiiinosssttuv, em 1678 ele deu a solugio como ut tensio sic vis, 0 que
significa, grosso modo,“como a forga, assim € o deslocamento”.
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No problema dindmico correspondente, estamos interessados em estudar o movimento da massa, seja na

preseng¢a de uma forga externa ou sob um deslocamento inicial. Denote por s(r), medido positivamente no
sentido para baixo, 0 deslocamento da massa a partir de sua posigao de equilibrio no instante r; veja a Figura
3.7.1. Entéo s(1) estd relacionado as forgas que agem sobre a massa pela lei do movimento de Newton,

ms"(t) = f(1), (3)
F,=-kL
w=mg

FIGURA 3.7.2 Diagrama de forgas para um sistema mola-massa.

onde 5" € a aceleragido da massa ¢ f ¢ a forga total agindo sobre a massa. Note que tanto s quanto f sao
fun¢des do tempo. Existem quatro forgas separadas que tém que ser consideradas para se determinar f:

1.
2.

O peso w = mg da massa sempre age para baixo.

A forga da mola F,, ¢ tida como proporcional ao alongamento total L + s da mola e sempre age para
restaurar a mola a sua posi¢ao natural. Se L + 5 > (), entdo a mola estd distendida e a forga da mola esta
direcionada para cima. Neste caso,

Fn=—k(L +5). (4)

Por outro lado, se L + 5 <0, entdo a mola estd comprimida de uma disténcia IL + sl e a forca da mola, agora
direcionada para baixo, € dada por F,, = k |L + sl. No entanto, quando L + 5 <0, segue que |L + 51 = (L +5),
de modo que F,, ¢ dada, novamente, pela Eq. (4). Assim, independentemente da posigio da massa, a forga
exercida pela mola sempre € dada pela Eq. (4).

A forga de amortecimento, ou resisténcia F,, sempre age no sentido oposto ao sentido de movimento da
massa. Essa forga pode aparecer de diversas fontes: resisténcia do ar ou de outro meio onde a massa se
movimenta, dissipagdo de energia interna devido a extensdo ou compressdo da mola, atrito entre a mas-
sa e qualquer guia (se existir) que limite seu movimento a uma dimensdo, ou um dispositivo mecinico
(amortecedor) que gere uma forga de resisténcia ao movimento da massa. Em qualquer caso, supomos que
essa forga de resisténcia € proporcional 4 velocidade escalar lds/dil da massa; em geral, isso € chamado de
amortecimento viscoso. Se ds/dt > 0,1 estd aumentando, de modo que a massa estd se movendo para baixo.
Entdo F, aponta para cima e é dada por

Falt) = —ys'(1), (5)

onde y é uma constante positiva de proporcionalidade conhecida como a constante de amortecimento.
Por outro lado, se ds/dt < 0, entdo s esta diminuindo, de modo que a massa estd se movendo para cima e
F, aponta para baixo. Nesse caso, F, = s'(¢)l; como ls' ()| = =s"(1). segue que a forga F, ¢ dada, novamente,
pela Eq. (5). Assim, independentemente do sentido de movimento da massa, a for¢a de amortecimento
sempre ¢ dada pela Eq. (5).

A forga de amortecimento pode ser bastante complicada, ¢ a hipotese de que ela € modelada ade-
quadamente pela Eq. (5) € discutivel. Alguns amortecedores funcionam como a Eq. (5) descreve, e se as
outras fontes de dissipagdo forem pequenas pode ser possivel ignoré-las todas, ou ajustar a constante de
amortecimento y de modo a aproximad-las. Um grande beneficio da hipétese (5) € que ela nos leva a uma
equagdo diferencial linear (em vez de ndo linear). Isso, por sua vez, significa que pode ser feita uma analise
completa do sistema diretamente, como mostraremos nesta e na proxima segao.

Pode ser aplicada uma forga externa F(f) apontando para baixo ou para cima, dependendo se F{(r) é posi-
tiva ou negativa. Isso poderia ser uma forga devida ao movimento da estrutura onde estd presa a mola, ou
poderia ser uma forga aplicada diretamente na massa. Muitas vezes a forca externa € periédica.

Levando em consideragio essas forgas, podemos reescrever a lei de Newton (3) como

ms"(t) = mg + F (1) + Fa(t) + F(1)
=mg—m[L+S(f)]—}’S,(=')+F(I). (6)
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EXEMPLO

Como mg - kL =0 pela Eq. (2), segue que a equagdo de movimento da massa ¢
ms" () + ys' () + ks (t) = F(1), (7

onde as constantes m, y € k sdo positivas. Note que a Eq. (7) tem a mesma forma que a Eq. (1).
E importante compreender que a Eq. (7) € apenas uma equagao aproximada para o deslocamento s(r).
Em particular, as Eqgs. (4) e (5) devem ser vistas como aproximagoes para a forga da mola e a forga de
amortecimento, respectivamente. Também ndo levamos em consideragio na nossa deducio a massa da
mola, supondo-a desprezivel perto da massa do corpo preso a ela.
A formulagdo completa do problema de vibragdo requer que especifiquemos duas condigdes iniciais,
a saber, a posi¢do inicial s, e a velocidade inicial v, da massa:

5(0) =s0, 5'(0) = v. (8)

Segue do Teorema 3.2.1 que essas condigdes fazem com que o problema matemitico tenha uma tnica
solugdo. Isso ¢ consistente com nossa intui¢do fisica de que, se a massa ¢ colocada em movimento com
deslocamento e velocidade iniciais, entdo sua posigio estard unicamente determinada em todos os instan-
tes futuros. A posigdo da massa é dada (aproximadamente) pela solugdo da Eq. (7), sujeita as condigoes
iniciais dadas (8).

Uma massa pesando 4 libras (cerca de 1.8 kg) estica uma mola de 2 in (cerca de 5 cm). Suponha que a massa
¢é deslocada 6 in adicionais no sentido positivo e depois € solta. A massa estd em um meio que exerce uma
resisténcia viscosa de 6 Ib quando a massa estd a uma velocidade de 3 ft/s (cerca de 91 cm/s). Sob as hipoteses
discutidas nesta segdo, formule o problema de valor inicial que governa o movimento da massa.

O problema de valor inicial pedido consiste na equagao diferencial (7) com condigdes iniciais (8). de modo
que nossa tarefa é determinar as diversas constantes que aparecem nessas equagoes. O primeiro passo ¢ es-
colher as unidades de medida. Da forma como foi enunciado o problema, é natural usar as medidas inglesas
no lugar do sistema métrico de unidades. A tnica unidade de tempo mencionada € o segundo, de modo que
mediremos f em segundos. Por outro lado, o enunciado contém tanto pés quanto polegadas como unidades de
comprimento. Nio importa qual a medida a ser usada, mas, uma vez escolhida a medida, ¢ importante que se
seja consistente. Para definir, vamos medir o deslocamento em pés (um pé tem 12 in).

Como nada foi dito no enunciado do problema sobre uma forga externa, vamos supor que F(r) = 0. Para
determinar m, note que

w  4lb 1 by
¢ 32pést 8 pé

O coeficiente de amortecimento y é determinado pela afirmagdo de que ps' € igual a 6 Ib quando s* tem o valor
de 3 ft/s. Logo,

n =

A constante da mola k ¢é encontrada a partir da afirmagdo de que a massa estica a mola por 2 in, ou 1/6 f1.
Portanto,

Em consequéncia, a Eq. (7) fica
15" +25 +245 =0,
ou
54165 + 1925 = 0. (9)
As condigdes iniciais sdo
s =13 s0)=0. (10)

A segunda condig¢do inicial ¢ implicada pela palavra “solta” no enunciado do problema, que interpretamos
como a massa sendo colocada em movimento sem velocidade inicial.

Vibragdes Livres Nao Amortecidas. Se nio existe forga externa, entdo F(1) = 0 na Eq. (7). Vamos supor,
também, que ndo hd amortecimento, de modo que y = 0; essa ¢ uma configuragio idealizada do sistema,

3
v
-
|
]
I
i
»
%
3
r




EQUACOES LINEARES DE SEGUNDA OrpEM 151

que dificilmente (se alguma vez) acontece na pratica. No entanto, se 0 amortecimento for muito pequeno,
a hipotese de que ndo hd amortecimento pode dar resultados satisfatérios em intervalos de tempo peque-
nos ou até moderados. Nesse caso, a equagdo de movimento (7) se reduz a

ms" + ks = (). (11)
A solugio geral da Eq. (11) €
s= A coswyl + Bsenwyt, (12)
onde
wi = k/m. (13)

As constantes arbitrarias A e B podem ser determinadas se forem dadas condigoes iniciais da forma (8).
Ao discutir a solucio da Eq. (11), € conveniente escrever a Eq. (12) na forma

s = Rcos(wgt — &), (14)
ou
s = Rcosdcoswyt + Rsendsenayt. (15)

Comparando as Eqgs. (15) e (12), vemos que as constantes A, B, R e § estio relacionadas pelas equagdes

A = Rcos$, B = Rsené. (16)
Assim,
R =VA?+ B2, tand = B/A. (17)

Ao caleular § € preciso tomar cuidado para se escolher o quadrante correto; isso pode ser [eito verilican-
do-se os sinais de cos § e sen & nas Eqs. (16).

O grifico da fungdo na Eq. (14), ou na equagio equivalente (12), para um conjunto tipico de condigoes
iniciais aparece na Figura 3.7.3. O grifico ¢ uma onda senoidal deslocada que descreve um movimento
periodico, ou harmonico simples, da massa. O periodo do movimento é

12

=2 % (%) (18)
() k

A frequéncia circular ey = /k/m, medida em radianos por unidade de tempo, ¢ chamada de frequén-

cia natural da vibragio, O deslocamento maximo R da massa a partir de sua posi¢do de equilibrio ¢ a

amplitude do movimento. O pardmetro adimensional § ¢ chamado de fase, ou dngulo de fase, ¢ mede o

deslocamento da onda a partir de sua posi¢do normal correspondente a § = 0.

FIGURA 3.7.3 Movimento harmonico simples; s = R cos(wyt — §).

Note que o movimento descrito pela Eq. (14) tem amplitude constante, que nao diminui com o tempo.
Isso reflete o fato de que, na auséncia de amortecimento, o sistema nao tem como dissipar a energia dada
pelo deslocamento e pela velocidade iniciais. Além disso, para uma massa m ¢ uma constante de mola k
dadas, 0 sistema sempre vibra 3 mesma frequéncia e, independente das condigdes iniciais. No entanto, as
condigdes iniciais ajudam a determinar a amplitude do movimento. Fma]n:u:nte, note que, pela Eq. (18),
T aumenta quando m aumenta, de modo que massas maiores vibram mais lcntament?. Por outro lado,
T diminui quando k aumenta, o que significa que molas mais duras fazem com que o sistema vibre mais
rapidamente.
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EXEMPLO Suponha que uma massa pesando 10 Ib (cerca de 4.5 kg) estique uma mola de 2 in (cerca de 5 cm). Se a massa
for deslocada 2 in a mais e depois colocada em movimento com uma velocidade inicial apontando para cima de
2 1 ft/s (cerca de 30 cm/s), determine a posigio da massa em qualquer instante posterior. Determine, também, o
periodo, a amplitude e a fase do movimento.
A constante da mola é k = 10 1b/2 in = 60 Ib/ft e a massa é m = w/g = 10/32 1b - s¥/ft". Logo, a equagio de
movimento se reduz a

51928 =0, (19)
e a solugdo geral €

s = A cos(8v3t) + Bsen(8v/31).

A solugio que satisfaz as condigdes iniciais s(0) = 1/6 ft e s"(0) = 1 fu/s é
1 1
§=- cos(SJi:) — —= sen(8v/3n) 20)
373 (20)

A frequéncia natural é wy = +/192 = 13,856 rad/s. de modo que o periodo é 7' = 27/w, = 0,45345 s. A amplitude
R e a fase é sdo dadas pelas Egs. (17). Temos

1119
R =3+ 105 = 3¢ log0 R=0181621

A segunda das Egs. (17) nos dé tan § = —+/3/4. Existem duas solugdes desta equagio, uma no segundo quadran-
te e outra no quarto. No problema atual, cos § > 0 ¢ sen § <0, logo é estd no quarto quadrante e temos

8= —arclan(\/ifdj = —(0,40864 rad.

O grifico da solugdo (20) estd ilustrado na Figura 3.7.4. I
s
0.2 R=0,182 s=0,182 cos(8V3 t + 0,409)

\ ATA AN
VARVIRVARVIRN

-0.2}- 0 453

FIGURA 3.7.4 Uma vibragao livre ndo amortecida; s” + 1925 = 0,5(0) = 1/6,5(0) = -

Vibragaes Livres Amortecidas. Se incluirmos o efeito do amortecimento, a equagio diferencial que gover-
na o movimento da massa é

ms"+ys'+ ks =0. (21)

il s =gl WAL $ T e

Estamos especialmente interessados em examinar o efeito da variagio na constante de amortecimento y
para valores dados da massa m ¢ da constante da mola k. As raizes da equagio caracterfstica correspon-

dente sio
~y £y?—4km _ r 4km
rn,r = =lides T == (22)
2m 2m ¥

Dependendo do sinal de y* - 4km, a solugdo s tem uma das seguintes formas:
y:—4km>0, s=Ae" + Be™, (23)
y:—4km=0, s = (A + Br)e "'/, (24)

(4km — y*)'12

y:—4km <0, s=e " (Acosut+ Bsenut), = __ﬂy__)_ = 0. (25)

* A aceleragio da gravidade nas medidas inglesas é de 32 fus®. (N.T.)
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Como m, y ¢ k sio positivos, y* — 4km ¢ sempre menor do que y2. Entio, se y* — 4km > 0, os valores de r,
e r, dados pela Eq. (22) sao negativos. Se y* = 4km <0, entdo os valores de r, e r, sio complexos, mas com
parte real negativa. Assim, em todos os casos a solugdo s tende a zero qunndd t — = isso ocorre inde-
pendentemente dos valores das constantes arbitrdrias A e B, ou seja, independentemente das condigoes
iniciais. Isso confirma nossa expectativa intuitiva, a saber, que o amortecimento dissipa, gradualmente, a
energia do sistema ¢, em consequéncia, 0 movimento vai parando com o passar do tempo.

O caso mais importante € o terceiro, que ocorre quando o amortecimento ¢ pequeno. Fazendo A = R
cosde B = RsendnaEq.(25), obtemos

s = Re """ cos(ut — §). (26)

O deslocamento s fica entre as curvas s = £Re 7" logo, parece-se com uma onda senoidal cuja amplitude
diminui quando ¢ aumenta. Um exemplo tipico estd esbogado na Figura 3.7.5. O movimento ¢ chamado
de oscilagao amortecida, ou vibragdo amortecida. O fator R na amplitude depende de m. y. & ¢ das con-
dicoes iniciais.

Re- Tt/2m

Rcos é S

e | | I
5 S+nm 5+ 2n \Q-_‘?;} pt

. ~=" "_’\_Re-?f-?m

FIGURA 3.7.5 Vibragdo amortecida; s = Re " cos(ut - 8).

Embora o movimento ndo seja periadico, o pardmetro ¢ determina a frequéncia segundo a qual a
massa oscila para cima ¢ para baixo; em consequéncia, i € chamada de quase frequéncia. Comparando p
com a frequéncia w, do movimento sem amortecimento, vemos que

172 -

o (4km — yH)122m - (l y? ) - = y°

P  d4km Wi 8km’ @n

@y Jk/m
A dltima aproximagdo € vilida quando y*/dkm ¢ pequeno; referimo-nos a essa situagio como “pouco
amortecida™ ou com “amortecimento pequeno”. Assim, o efeito de um amortecimento pequeno € redu-
zir, ligeiramente, a frequéncia da oscilagio. Por analogia com a Eq. (18), a quantidade 7, = 2n/u € cha-
mada de quase periodo. E o tempo entre dois mdximos ou dois minimos sucessivos da posi¢do da massa,
ou entre passagens sucessivas da massa por sua posigao de equilibrio indo no mesmo sentido. A relagao
entre 7, e T ¢ dada por

-

. 12
Ta oo _ 1-—}'-2—) ;(1+Y ) (28)
T T dkm 8km

onde, novamente, a tltima aproximagio ¢ vilida quando y*/4km € pequeno. Assim, um amortecimento
pequeno aumenta o quase periodo.

As Egs. (27) e (28) reforgam o significado da razdo adimensional y*%/4km. Nio € apenas o tamanho de
y que determina se 0 movimento é pouco ou muito amortecido, mas 0 lamanhq de y* comparado com
d4km. Quando y*/4km é pequeno, o amortecimento afeta pouco a quase frequéncia e o quase perfodo do
movimento. Por outro lado, se quisermos estudar o movimento detalhado da massa em todos os instantes,
entio nunca podemos desprezar a forga de amortecimento, ndo importa o quédo pequena.

Quando y*/4km aumenta, a quase frequéncia i diminui e o quase periodo 7, aumenta. De fato, u —

0 e T, — = quando y — 2v/km. Como indicado pelas Eq. (23). (24) e (25), a natureza da solugdo muda
quando y passa pelo valor 2vkm. Esse valor é conhecido como amortecimento critico, enquanto para
valores maiores de y 0 movimento ¢ dito superamortecido. Nesses casos, dados pelas Egs. (24) e (23),

respectivamente, a massa volta A sua posigao de equilibrio mas ndo oscila em torno dela, como para y
pequeno. A Figura 3.7.6 mostra dois exemplos tipicos de movimento com amortecimento critico, e a situ-

acio é mais discutida nos Problemas 21 e 22.
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EXEMPLO

s =1, s(0=]
s = (% - 21!) et?

g8— 10 t

\{:{01 =3, $10)=-]

(1 _ 3\, -t2
=329

-1

FIGURA 3.7.6 Movimentos criticamente amortecidos: 5" + s + 0255 = 0;5 = (A + Br)e™".

O movimento de determinado sistema mola-massa ¢ governado pela equagio diferencial

s +0,1255' + s =0, (29)

onde s estd medido em pés e r em segundos. Se s(0) =2 ¢ s°(0) = 0, determine a posigido da massa em qualquer

instante. Encontre a quase frequéncia e o quase periodo, assim como o instante no qual a massa passa pela pri-

meira vez pela sua posigio de equilibrio. Encontre, também, o instante t tal que Is(r)l < 0,1 para todo 1> .
A solugio da Eq. (29) ¢

V253
s =e ' |:Acos 5:+Bscn “r].

16 16

Para satisfazer as condigoes iniciais, precisamos escolher A =2 e B = 2/+/255; logo, a solugio do problema de
valor inicial é

= e /1% [ 2 cos 255r+ . sen 255.‘
' 16 ' V255 16

32 /16 V255
= ——¢ cos t—46]).
V255 16

onde tan § = 1/¥/255, de modo que § = 0,06254. A Figura 3.7.7 mostra o deslocamento da massa em fungio do
tempo. Para efeitos de comparagio, mostramos, também, 0 movimento no caso em que 0 amortecimento €
desprezado.

A quase frequéncia é pu = V255/16 = 0,998 ¢ 0 quase periodo é T, = 2n/p = 6,295 s. Esses valores diferem
apenas ligeiramente dos valores correspondentes (1 e 2, respectivamente) para a oscilagio sem amortecimen-

(30)

s"+5=0 .
5"+0,125 s'+s=o}’{°’=z' £0)=0
2 L}
'11 ,{ \" r‘ r; \'. ’f ‘1 :. \‘ !.r
:l' I I'.I [ If1 P !
| 1| I R [ | 1 ! I
15 DTN IS o 8 W S W B IEEY N Y
]
1 L | T TR A SR ot N M (P O [
TAY 1 b ! ' |
i\ PN ol [ ) ! I
ANl e d g bl
|/ 1 | 1 ]
{\ AT ‘v-xl 1)
20 J N0 NS 40T 150t
1 (] l ] I
L7 e B i e B asl T A
| ot TS R Tl U s TR T (A
N\ /i 1t (st ) - ¢l :
pal I/§ Vet il @t i e bl vl Y d atipd sl 1)
[t 2 i \ I |
R e R S
LAV | ¥l (B “ ! | | e ) L2 1
: L e SRR T TR Ly 1 7 W]
R, BV .-.J ALY | 2 anly A ¥} L \/

FIGURA 3.7.7 Vibragio com pouco amortecimento (curva s6lida) e sem amortecimento (curva tracejada).
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to. Isso lampém € evidente dos graficos na Figura 3.7.7, que sobem e descem praticamente juntos. O coeficiente
de amortecimento € pequeno neste exemplo, apenas um dezesseis avos do valor critico, de fato. Nio obstante.
a amplitude da oscilagdo ¢é rapidamente reduzida. A Figura 3.7.8 mostra o grifico da solugdo para 40 < 1 < 60,
junto com os gréficos de s = £0.1. Pelo grafico, T parece estar em torno de 47.5 0 mo:

o 47 5149 ¢ um cdiculo mais preciso mostra
cErT= -~ S.

5
0.1 /\ §=0,1
$ = G ¢ %cos (25 ¢ - 0,06254)
0,05}
T
| | | | | 5
40 s\ 1[50 55 60 ¢
|
-0,05 I
|
' 0.1
-0.1 o bt
|
0,15}

FIGURA 1.78 Solugdo do Exemplo 3: determinacio de .

Para encontrar o instante no qual a massa passa, pela primeira vez, pela sua posigio de equilibrio, referimo-
nos a Eq. (30) e igualamos v/255¢/16 - § a /2, 0 menor zero positivo da fungio cosseno. Entio, resolvendo para
1, obtemos

16
255

=

(% +8)=1637s,

Circuitos Elétricos. Um segundo exemplo da ocorréncia de equagdes diferenciais lineares com cocficientes
constantes ¢ como modelo do fluxo de corrente elétrica no circuito simples ilustrado na Figura 3.7.9. A
corrente [, medida em ampéres (A), é uma fungio do tempo . A resisténcia R em ohms (Q), a capacitin-
cia C em farads (F) e a indutancia L em henrys (H) sdo todas constantes positivas que supomos conhe-
cidas. A tensido aplicada E em volts (V) é uma fungdo do tempo dada. Outra quantidade fisica que entra
na discussdo € a carga total Q em coulombs (C) no capacitor no instante ¢. A relagdo entre a carga Q c a
corrente [ €

I =dQ/dt. (31)
Resisténcia R Capacitancia C
AW ]
(I Indutancia L
o

Tensao aplicada E(t)
FIGURA 3.7.9 Um circuito elétrico simples.

O fluxo de corrente no circuito ¢ governado pela segunda lei de Kirchhoff*: Em um circuito fechado, a
tensao aplicada é igual a soma das quedas de tensao no resto do circuito.

*Gustav Kirchhoff (1824-1887), professor em Breslau, Heidelberg e Berlim, foi um dos fisicos mais importantes do século
XIX. Ele descobriu as leis bésicas dos circuitos elétricos em torno de 1845, _cnquanif) estudante em Konigsberg. E, també_m.
famoso por seu trabalho fundamental em absorgdo e emissdo eletromagnéticas, ¢ foi um dos fundadores da espectroscopia.
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De acordo com as leis elementares da eletricidade, sabemos que

A queda de tensio no resistor € IR.
A queda de tensio no capacitor € Q/C.
A queda de tensdo no indutor é Ldl/dt.

Portanto, pela lei de Kirchhoff,

di 1
_— I -— =
Ldr + RI + CQ Er). (32)

As unidades foram escolhidas de modo que 1 volt = 1 ohm - 1 ampére = 1 coulomb/1 farad = 1 henry - 1 '-
ampere/1 segundo.
Substituindo / pela expressio na Eq. (31), obtemos a equagao diferencial

'/ ’ 1
LQ"+ RO + EQ = E(1) (33)
para a carga (. As condigdes iniciais sio

Q1) = Q. Q' (to) = I(ty) = Iy. (34)

Logo, precisamos saber a carga no capacitor e a corrente no circuito em algum instante inicial f,.
De outro modo, podemos obter uma equagio diferencial para a corrente / diferenciando a Eq. (33) em

s oy

relagdo a r e depois usando a Eq. (31) para substituir dQ/dr. O resultado ¢ i

’ 1 o4 -

LI"+RI'+ =1 = E'0), 3s) |

com as condigoes iniciais %
I(fﬂ) = l"ll_'h !,'(fu) = fé (36)

Da Eq. (32),segue que

1 e TN

E(ty) = Rl - ll/C)Qn_
3 ;

Portanto, [, também ¢é determinado pela carga ¢ pela corrente iniciais, que sio quantidades fisicamente men-
surdveis.

A conclusio mais importante dessa discussio ¢ que o fluxo de corrente no circuito ¢ descrito por um
problema de valor inicial que tem precisamente a mesma forma que aquele que descreve o movimento
de um sistema mola-massa. Este ¢ um bom exemplo do papel unificador da matematica: uma vez que
vocé sabe como resolver equagdes lineares de segunda ordem com coeficientes constantes, vocé pode in-
terpretar os resultados em termos de vibragdes mecanicas, circuitos elétricos ou qualquer outra situagao
fisica que leve ao mesmo problema.

= (37)

R e LY Rl

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, determine w,. R e § de modo a escrever a expressdo dada na forma s =
R cos(w,t - 8).

1. s =3cos2r +4sent 2. s = —cost + +/3sent
3. s =4cos3t - 2sendt 4. s =—2cosxmt — 3senmt

“?, 5. Uma massa pesando 2 Ib (cerca de 900 g) estica uma mola de 6 in (cerca de 15 cm). Se a massa ¢ puxada 3 in
adicionais para baixo e depois € solta, e se ndo hd amortecimento, determine a posi¢do s da massa em qualquer
instante . Faga o gréfico de s em fungio de 1. Encontre a frequéncia, o periodo e a amplitude do movimento.

6. Uma massa de 100 g estica uma mola de 5 cm. Se a massa é colocada em movimento a partir de sua posigao
de equilibrio com uma velocidade apontando para baixo de 10 cm/s e se ndo hd amortecimento, determine
a posigao u da massa em qualquer instante r. Quando a massa retorna pela primeira vez a sua posigio de
equilibrio?

7. Uma massa pesando 3 Ib (cerca de 1,36 kg) estica uma mola de 3 in (cerca de 7,6 cm). Se a massa ¢ em-
purrada para cima, contraindo a mola de 1 in, e depois colocada em movimento com uma velocidade para
baixo de 2 ft*/s (cerca de 61 cm/s), e se ndo hd amortecimento, encontre a posi¢io s da massa em qualquer
instante £. Determine a frequéncia, o perfodo, a amplitude ¢ a fase do movimento.

*1ft=12in.(NT.)
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16.

17,

20.
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Um circuito em série tem um capacitor de 0.25 x 10 F e um indutor de 1 H. S a carga inicial no capacitor
¢ de 10* Ce ndo hd corrente inicial, encontre a carga  no capacitor em qualquer instante r.

Uma massa de 20 g estica uma mola de 5 cm. Suponha que a massa também esti presa a um amortecedor
viscoso com uma constante de amortecimento de 400 dinas - s/cm. Se a massa é puxada para baixo mais 2
¢m e depois solta, encontre sua posicao s em qualquer instante 1. Faga o gréfico de s em fungdo de r. De-
termine a quase frequéncia e o quase periodo. Determine a razdo entre o quase periodo e o periodo do
movimento correspondente sem amortecimento, Encontre, também. o instante ¢ tal que Is()! < 0.05 em
paratodo> 1.

Uma massa pesando 16 1b (cerca de 7 kg) estica uma mola de 3 polegadas (cerca de 7.5 cm). A massa esta
presa a um amortecedor viscoso com constante de amortecimento de 2 Ib - s/ft. Se a massa ¢ colocada em
movimento a partir de sua posigao de equilibrio com uma velocidade para baixo de 3 in/s. cncontre sua
posi¢ao i em qualquer instante 1. Faga o grafico de s em fungio de r. Determine quando a massa retorna
pela primeira vez a sua posi¢io de equilibrio. Encontre, também, o instante 1 tal que Is(r) < 0.01 in para
todot>r

Uma mola ¢ esticada 10 cm por uma forga de 3 N. Uma massa de 2 kg ¢ pendurada da mola ¢ presa a um
amortecedor viscoso que exerce uma forga de 3 N quando a velocidade da massa ¢ de S m/s. S¢ a massa
€ puxada 5 cm abaixo de sua posigio de equilibrio e recebe uma velocidade inicial para baixo de 10 em/s,
determine sua posigio s em qualquer instante . Encontre a quase frequéncia p ¢ a razio entre jreafre-
quéncia natural do movimento correspondente sem amortecimento.

Um circuito em série tem um capacitor de 107 F, um resistor de 3 x 10° Q e um indutor de 0.2 H. A carga inicial
no capacitor ¢ 10 C e nio ha corrente inicial. Encontre a carga Q no capacitor em qualquer instante ;

Certo sistema vibrando satisfaz a cquagao s” + 5" + 5 = 0. Encontre o valor do coeficiente de amortecimen-
to y para o qual o quase periodo do movimento amortecido € 50% maior do que o periodo do movimento
correspondente sem amortecimento.

Mostre que o periodo do movimento de uma vibragio ndo amortecida de uma massa pendurada em uma
mola vertical ¢ 2n/L/g. onde L € o alongamento da mola devido & massa e g € a accleragio da gravida-
de.

Mostre que a solugiio do problema de valor inicial

ms"+ys' +ks=0, s(ty) =50, S (1) = s,

pode ser expressa como a soma s = v + w, onde v satisfaz as condigoes iniciais v(f,) = s, v'(#,) = 0, w satisfaz

as condigdes iniciais w(z,) = 0.’ (1) = 5", e ambas as fungdes v e w satisfazem a mesma equagdo diferencial

que s. Esse é outro exemplo de superposi¢io de solugdes de problemas mais simples para se¢ obter a solu-
¢do de um problema mais geral.

Mostre que A cos wf + B sen w,t pode ser escrito na forma r sen(w,f - #). Determine 7 ¢ # ¢m fungido de A

e B.Se R cos(wyt—8) = rsen(awf - #), determine a relagio entre R, r, d e 0.

Uma massa pesando 8 Ib (cerca de 3,6 kg) estica uma mola de 1 polegada e meia (cerca de 3.8 cm). A mas-

sa também estd presa a um amortecedor com coeficiente y. Determine o valor de y para 0 qual o sistema

tenha amortecimento critico; certifique-se de colocar as unidades de y.

Se um circuito em série tem um capacitor de € = 0.8 x 10°F e um indutor de L = 0,2 H, encontre a resis-

téncia R para que o circuito tenha amortecimento critico.

Suponha que o sistema descrito pela equagio ms” + ys' + ks =0 tem amortecimento critico ou estd supe-

ramortecido. Mostre que a massa pode passar por sua posigo de equilibrio no maximo uma vez, indepen-

dentemente das condigoes iniciais.

Sugestdo: Determine todos os valores possiveis de r para 0s quais s = 0.

Suponha que o sistema descrito pcla equagao ms" + ys' + ks = 0 tem amortecimento critico ¢ que as condi-

¢oes iniciais sd0 5(0) = 5,.5"(0) = v,. Se v, = 0, mostre que s — 0 quando r — =, mas que s nunca se anula,

Se s, for positivo, determine uma condigio sobre v, que garanta que a massa vai passar pela sua posigao de

equilibrio ap6s o instante inicial.

Decremento Logaritmico. (a) Para a oscilagio amortecida descrita pela Eq. (26). mostre que o intervalo

de tempo entre 0s maximos sucessivos € de 7, = 2a/u.

(b) Mostre que a razio entre os deslocamentos em dois méximcl:s sucessivcl:s € dada por exp(yT,f?:n)_
Note que essa razio nio depende do par de mdximos SUCessIvos escolhido. O logaritmo neperiano
dessa raziio ¢ chamado de decremento logaritmico e denotado por A.

(c) Mostre que A = my/mpu. Como m, p e A sio quanliflades facilnlmenle mensurav?is em um sistema
mecinico, esse resultado fornece um método conveniente e prdtico para determinar a constante de
amortecimento do sistema, que é mais dificil de medir diretamente. E:.n particular, para o n}ovin}cnlo
de uma massa vibrando em um fluido viscoso a constante de amortecimento depende da viscosidade
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22.
23.

24,

& 25

27.

do fluido; para formas geométricas simples, a forma dessa dependéncia € conhecida e a relagdo pre. 3

cedente permite a determinagdo da viscosidade experimentalmente. Essa ¢ uma das maneiras mais

precisas de se determinar a viscosidade de um gds a altas pressoes. ;
Tendo em vista o Problema 21, encontre o decremento logaritmico do sistema no Problema 10.
Para o sistema no Problema 17, suponha que A =3 e 7T, =03 s. Tendo em vista o Problema 21, determine &,
o valor do coeficiente de amortecimento y.

A posicio de um determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial
35" +ks =0, s(0=2, JO)=v.

Se é observado que o periodo ¢ a amplitude do movimento resultante sao ¢ 3, respectivamente, determi-
ne os valoresde k e v.

Considere o problema de valor inicial
sS"hys+s=0, s(0)=2, s(0)=0.

Queremos explorar o quio longo é o intervalo de tempo necessirio para que a solugdo se torne “despre-
zivel” e como esse intervalo depende do coeficiente de amortecimento y. Mais precisamente, vamos pro-
curar o instante t tal que Is(r)l < 0,01 para todo ¢ > 7. Note que o amortecimento critico para este problema
ocorre quando y = 2.
(a) Sejay=0,25e determine t ou, pelo menos, estime-o de forma razoavelmente precisa a partir de um
grifico da solugao.
(b) Repitaoitem (a) para diversos outros valores de yno intervalo 0 < < 1.5, Note que tsempre decres-
ce quando y cresce, para y nesse intervalo.
(c) Obtenha um grifico de rem fungio de y colocando os pares de valores encontrados nos itens (a) e (b).
O grifico parece ser uma curva suave?
(d) Repita oitem (b) para valores de yentre 1,5 ¢ 2. Mostre que r continua a diminuir até que y atinja um
determinado valor critico y,. apos o qual r aumenta. Encontre y, e o valor minimo correspondente de
r com duas casas decimais.
(e¢) Outra maneira de proceder € escrever a solugio do problema de valor inicial na forma (26). Despre-
ze o fator cosseno e considere, apenas, o fator exponencial ¢ a amplitude R. Depois, encontre uma
expressdo para r em fungio de y. Compare os resultados aproximados obtidos desse modo com os
valores determinados nos itens (a), (b) e (d).
Considere o problema de valor inicial

S T T I T g e~ Gl v s AN 3

ms"+ys'+ks =0, 5(0) =50, 5(0) = v

Suponha que y* < d4km,
(a) Resolva o problema de valor inicial.
(b) Escreva a solugio na forma s(r) = R exp(—pt/2m) cos(jut — 8). Determine R em fungio de m, y, k. i, e
Uy
(¢) Investigue a dependéncia de R no coeficiente de amortecimento y para valores fixos dos outros paré-
metros.
Um bloco ctibico de lado ! e densidade de massa p por unidade de volume estd flutuando em um fluido com
densidade de massa p, por unidade de volume, onde p, > p. Se o bloco ¢ mergulhado ligeiramente e depois
solto, ele oscila na posigio vertical. Supondo que € possivel desprezar o amortecimento viscoso do fluido e
a resisténcia do ar, deduza a equagio diferencial do movimento e determine o periodo do movimento.

Sugestdo: use o principio de Arquimedes. Um objeto completa ou parcialmente submerso em um fluido
sofre a agdo de uma forga empurrando-o para cima (o empuxo) de médulo igual ao peso do fluido deslo-
cado.

A posicio de um determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial

s"+2s =0, s(0)=0, s(0)=2.

e e T et et

(a) Encontre a solugio desse problema de valor inicial.

(b) Faga os gréficos de s e de s’ em fungdo de r no mesmo par de eixos.

(c) Faga o grafico com s' em um dos eixos e s no outro; isto €, faga o grifico paramétrico de s(r) e s'(1)
usando ¢t como parametro. Esse tipo de grafico ¢ conhecido como um retrato de fase, e o plano ss”’ €
chamado de plano de fase. Note que uma curva fechada no plano de fase corresponde a uma solugao
periddica s(t). Qual o sentido do movimento (trigonométrico ou horédrio) no retrato de fase quando f
aumenta?
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A posigdo de determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial

S+ =0,  s(0)=0, §(0) =2

(a) Encontre a solugdo deste problema de valor inicial.
(b) Faga os graficos de s ¢ de 5" em fungdo de r no mesmo par de eixos.

(¢) Faga o gréfico de 5" em fungdo de s no plano de fase (veja o Problema 28). Identifique diversos pontos
correspondentes nas curvas dos itens (b) e (c). Qual o sentido do movimento no plano de fase quando
t aumenta?
Na auséncia de amortecimento, o movimento de um sistema mola-massa satisfaz o problema de valor
inicial
ms" + ks =0, 5(0)=a, s(0)=5b.

(a) Mostre que a energia cinética dada inicialmente & massa ¢ mb*/2 e que a energia potencial armazena-
da inicialmente na mola € ka*/2, de modo que a energia total inicial do sistema é (ka* + mb*)/2.

(b) Resolva o problema de valor inicial dado.

(¢) Usando a solugdo no item (b), determine a energia total no sistema em qualquer instante . Seu resul-
tado deve confirmar o principio de conservacdo de energia para este sistema.

Suponha que uma massa m desliza sem atrito em uma superficic horizontal. A massa estd presa a uma

mola com constante k, como ilustrado na Figura 3.7.10, e estd sujeita, também, a resisténcia viscosa do ar

com coeficiente y. Mostre que o deslocamento s(f) da massa a partir de sua posigio de equilibrio satisfaz a

Eq. (21). Como a deducio da equagdo de movimento neste caso difere da dedugio dada no texto?

s(t)

k —

FIGURA 3.7.10 Um sistema mola-massa.

No sistema mola-massa do Problema 31, suponha que a forga exercida pela mola nio € dada pela lei de
Hooke, mas, em vez disso, satisfaz a relagao

F= —(ks +€s5%),

onde k >0 ¢ € ¢ pequeno em médulo, mas pode ter qualquer sinal. A mola ¢ considerada “dura”sc e >0 e
“mole” se € < 0. Por que esses termos sao apropriados?
(a) Mostre que o deslocamento s(r) da massa a partir de sua posigio de equilibrio satisfaz a equagio di-
ferencial
ms” +ys'+ks+es®=0.
Suponha que as condigdes iniciais sio
s(0)=0, s'(O)=1

No restante deste problema, suponha que m = 1,k=1ey=0.

(b) Encontre s(t) quando € = 0 e determine, também, a amplitude e o periodo do movimento.

(c) Seja e =0,1.Faga o grifico de uma aproximagao numérica da solugdo. Esse movimento parece ser
peri6dico? Se for, estime a amplitude e o periodo.

(d) Repitaoitem (c) parae=02ee=03.

(e) Coloque em um grifico os valores estimados daamplitude A ¢ do periodo T em fungdo de €. Descreva
a maneira segundo a qual A e T, respectivamente, dependem de €.

(f) Repita os itens (c), (d) e (e) para valores negativos de e.
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3.8 Vibragdes Forcadas

EXEMPLO

Investigaremos agora a situagao em que uma forga externa periodica ¢ aplicada a um sistema mola-
massa. O comportamento desse sistema simples modela o de muitos sistemas oscilatérios sob a agao de
uma forga externa, devido, por exemplo. a um motor preso ao sistema. Consideraremos primeiro o caso
em que hd amortecimento e consideraremos mais tarde o caso particular ideal onde se supde que nio h4
amortecimento.

Vibragdes Forcadas com Amortecimento. Os cilculos algébricos podem ser bem complicados nesse tipo de
problema, de modo que comegaremos com um exemplo relativamente simples.

Suponha que o movimento de determinado sistema mola-massa satisfaz a equacio diferencial

s"+ 5" 41,255 =3cost (1)
e as condigdes iniciais

s(0) =2, s'(0) =3. (2)

Encontre a solugiio deste problema de valor inicial e descreva o comportamento da solugdo para valores gran-
des de r.

A equagio homogénea associada a Eq. (1) tem equagdo caracteristica r* + r + 1,25 = 0 com raizes r = -0.5 &
i. Assim, a solugdo geral s,(r) desta equagio homogénea é

s.(0) = cie? cost + e ?sent. (3)

Uma solugio particular da Eq. (1) tem a forma 5(r) A cosr+ Bsenr.onde A ¢ B sdo encontrados substituindo-
se s na Eq. (1) por S(f). Temos §'(f) =— A sent + Beoste 8'(1) == A cos 1 - B sen . Logo, da Eq. (1), obtemos

(0,25A + B)cost + (—A + 0.25B) sent = 3cost.
Em consequéncia, A e B tém que satisfazer as equagoes
025A+B=3, -A+025B =0,
com o resultado que A = 12/17 e B = 48/17. Portanto, a solugdo particular ¢

S = Ecost+ fsent, (4)

T B e I e R .

e a solugdo geral da Eq. (1) €

1,

s= 5.0+ S =cre” *cost + e ?sent + L cost + Esent. (5)

As constantes restantes ¢, e ¢, sdo determinadas pelas condigoes iniciais (2). Da Eq. (5). temos
5(0):Cl+:—-§=2- S'[U]:—%ﬁ‘l'(')_-l-':—?:_}_

de modo que ¢, = 22/17 ¢ ¢, = 14/17. Assim, obtemos finalmente a solugio do problema de valor inicial dado, a
saber,

R 14,112 12 48
§ = {5 '“cost+ FeTTsent + 35 cost + Fsent. (6)

O grifico da solugdo (6) estd ilustrado pela curva em preto na Figura 3.8.1.

E importante notar que a solugio tem duas partes distintas. As duas primeiras parcelas contém o fator
exponencial e*?; o resultado é que elas se aproximam rapidamente de zero. Costuma-se chamar essa parte de
transiente. As parcelas restantes na Eq. (6) s6 envolvem senos ¢ cossenos ¢, portanto, representam uma oscila-
¢do que continua para sempre. Referimo-nos a elas como estado estaciondrio. As curvas azuis na Figura 3.8.1,
a solida e a tracejada, representam as partes transiente e estado estaciondrio, respectivamente, da solugdo. A
parte transiente vem da solugio da equagio homogénea associada & Eq. (1) e é necessdria para satisfazer as
condigoes iniciais. O estado estaciondrio € a solugio particular da equagio ndo homogénea completa. Depois
de um tempo razoavelmente curto a parte transiente fica muito pequena, quase desaparecendo. e a solugio fica
essencialmente indistinguivel do estado estaciondrio.
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solugdo completa

estado |
estaciondrio

transiente

-3

FIGURA 3.8.1 Solugio do problema de valor inicial (1), (2).

A equagiao de movimento de um sistema mola-massa geral sujeito a uma forga externa F(r) ¢ |Eq. (7)
da Segao 3.7]

ms"(6) + ys'(0) + ks(t)y = F(1), (7)

onde m, y ¢ k sdo, respectivamente, a massa, o coeficiente de amortecimento e a constante da mola do
sistema mola-massa. Suponha agora que a for¢a externa ¢ dada por F, cos wt, onde F, e w sio constantes
positivas representando a amplitude ¢ a frequéncia, respectivamente, da forga. A Eq. (7) fica, entdo,

ms” + ys' + ks = Fycoswt. (8)

As solugdes da Eq. (8) se comportam de maneira muito semelhante a solugdo do exemplo precedente.
A solugio geral da Eq. (8) tem a forma

s=c1 800+ casa(t) + Acosawr + Bsenat = s.(t) + S(1). (9

As duas primeiras parcelas na Eq. (9) formam a solucao geral 5,(r) da equagido homogénea associada i
Eq. (8), enquanto as duas dltimas parcelas formam uma solugao particular S(r) da equagio niio homoué-
nea completa. Os coceficientes A e B podem ser encontrados, como de hdbito, substituindo essas parcelas
na equagao diferencial (8), enquanto as constantes arbitrdrias ¢, e ¢, estdo disponiveis para satisfazer as
condigoes iniciais, se houver. As solugoes s,(¢) e s,(r) da equagdo homogénea dependem das raizes ry e r,
da equagdo caracteristica mr® + yr + k = 0. Como m, y e k sio constantes positivas, segue que 7, e r, sdo
raizes reais e negativas ou sio complexas conjugadas com parte real negativa. Em qualquer dos casos,
5,(r) e 5,(¢) tendem a zero quando t — =. Como s,(¢) vai desaparecendo quando r aumenta, ela ¢ chamada
de solugiio transiente. Em muitas aplicagoes ela tem pouca importancia, e (dependendo do valor de y)
pode ser praticamente indetectéivel depois de apenas alguns segundos.

As parcelas restantes na Eq. (9). a saber, S(1) = A cos or + B sen wi, ndo desaparecem quando r aumen-
ta, mas persistem indefinidamente ou enquanto a forga externa estiver sendo aplicada. Elas representam
uma oscilagio estaciondria na mesma frequéncia da forga externa e sio chamadas de solugiio estado esta-
ciondrio ou resposta forcada. A solugio transiente nos permite satisfazer quaisquer condigdes iniciais que
sejam impostas; quando o tempo vai passando, a energia colocada no sistema pelo deslocamento e pela
velocidade iniciais € dissipada pela forga de amortecimento, € 0 movimento torna-se, entio, a resposta do
sistema 2 forga externa. Sem amortecimento, o efeito das condigoes iniciais persistiria para sempre.

E conveniente expressar §(f) como uma tinica fungdo trigonométrica, em vez de uma soma. Lembre-se
de que fizemos isso para outras expressoes semelhantes na Se¢do 3.7. Escrevemos, entdo,

S (1) = Rcos(wt — 8). (10)
A amplitude R e a fase § dependem dirctamente de Aede Be indiretamente dos parametros na equagio
diferencial (8). E possivel mostrar, por calculos diretos, porém um tanto longos, que
Fo m(w} — o) yw

R= = C0s8 = ———— 55715:?' (11)
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onde

A= m @} —?)P+y0® e wi=k/m. (12)

Lembre-se de que w, € a frequéncia natural do sistema sem forga externa e sem amortecimento.
Vamos investigar agora como a amplitude R da oscilagio estado estaciondrio depende da frequéncia
o da forga externa. Substituindo a Eq. (12) na expressao para R na Eq. (11) e fazendo algumas manipu-
lagoes algébricas, encontramos 1}
2 1/2
Rk W’ w?
— =1 l-= ) +T'— § (13)
Fo wj, wj)

onde I = y*/mk. Note que a quantidade Rk/F, ¢ a razdo entre a amplitude R da resposta forgada ¢ 0 des-
locamento estédtico da mola F/k produzido por uma forga F.

Para excitagdes de baixa frequéncia, ou seja, quando w — 0, segue da Eq. (13) que RA/F, — 1
ou R — F/k. No outro extremo, para excitagdes de frequéncia muito alta, a Eq. (13) implica que R — 0
quando @ — =, Em algum valor intermedidrio de w, a amplitude pode atingir um mdximo. Para encontrar
esse ponto de méaximo, podemos diferenciar R em relagdo a w e igualar o resultado a zero. Dessa maneira
vemos que a amplitude médxima ocorre quando @ = .. onde

2 5
2 2 __ ¥ . .3 Y-
Note que o, < w, e que @, estd proximo de e, quando y ¢ pequeno. O valor maximo de R é
F ~ Fo 2
Rm:ix: - 3 =——(1+_y ) (15)
ywoy/1 — (y*/4mk)  Y@o 8mik

onde a tltima expressdo ¢ uma aproximagio para y pequeno. Se y*/mk > 2, entao w,,,, dado pela Eq. (14)
¢ imagindrio; nesse caso, o valor maximo de R ocorre paraw = 0 e R ¢ uma fun¢io monétona decrescente
de w. Lembre-se de que o amortecimento critico ocorre quando y */mk = 4.

Para y pequeno, segue da Eq. (15) que R, = Fi/yw,. Assim, para sistemas levemente amortecidos, a
amplitude R da resposta for¢ada quando  estd proximo de w, € bem grande, mesmo para forgas externas
relativamente pequenas, e quanto menor for o valor de y, mais pronunciado serd esse efeito. Esse fenome-
no ¢ conhecido como ressoniincia ¢ € frequentemente um ponto importante a considerar em um projeto.
A ressondincia pode ser boa ou ruim, dependendo das circunstiancias. Ela tem que ser levada seriamente
em consideragio no projeto de estruturas. como edificios e pontes, onde pode produzir instabilidade
levando, possivelmente, a falhas catastréficas da estrutura. Por outro lado, a ressonancia pode ser til no
projeto de instrumentos, como o sismografo, feito para detectar sinais periddicos fracos.

A Figura 3.8.2 contém alguns grificos representativos de Rk/F, em fung¢io de w/w, para diversos valo-
res de I' = y¥mk. O grifico correspondente a I' = 0,015625 estd incluido porque este € o valor de I" que
ocorre no Exemplo 2 abaixo. Observe especialmente o pico pontudo na curva correspondente a

RE/FyA
10

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 wl,

FIGURA 3.8.2 Vibragio forgada com amortecimento: amplitude da resposta estado estaciondrio em fungao
da forga externa; I = y*/mk.
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| |
0 1 2 3 4 wlo,

FIGURA 3.8.3 Vibragio forgada com amortecimento: fase da resposta estado estaciondirio em fungao da
frequéncia da forga externa; I' = ymk.

[" = 0.015625 perto de w/w, = 1. O caso-limite quando I' — 0 também ¢é mostrado, Segue da Eq.(13).0u
das Eqgs. (11) ¢ (12), que R — F/mlw, = o/l quando y — 0 e, portanto, Rk/F, é assintolico i reta vertical
@ =y, COMO mostra a figura. Quando o amortecimento no sistema aumenta. o pico na resposta diminui
gradativamente.

A Figura 3.8.2 também ilustra a utilidade de varidveis adimensionais. Vocé pode verificar facilmente
que cada uma das quantidades Rk/F,, w/w, e T" ¢ adimensional. A importancia desta observagio ¢ que o
numero de pardmetros significativos no problema foi reduzido a trés, em vez dos cinco que aparccem na
Eq. (8). Assim, basta uma familia de curvas, algumas delas ilustradas na Figura 3.8.2, para descrever o
comportamento da resposta em fungido da frequéncia de todos os sistemas governados pela Eq. (8).

O angulo de fase § também depende de w de maneira interessante. Para o proximo de zero, segue das
Egs. (11)e (12) que cos § = 1 e sen § = 0. Logo, § = 0 e a resposta estd quase em fase com a excitagio, o
que significa que sobem e descem juntas e, em particular, atingem seus respectivos mdximos ¢ minimos
praticamente ao mesmo tempo. Para @ = w,. vemos que cos § = 0 e sen § = 1, de modo que § = 7/2. Nesse
caso, a resposta fica atrasada, em relag@o a excitagio, de 7/2; ou seja, os picos da resposta ocorrem /2
mais tarde do que os da excitagao, ¢ analogamente para os vales. Finalmente, para  muito grande temos
cos § =1 esend =0, Logo,§ = r, de modo que a resposta estd quase que completamente defasada em
relagio a excitagdo; isso significa que a resposta ¢ minima quando a excitagao ¢ mdxima, ¢ vice-versa. A
Figura 3.8.3 mostra os grilicos de § em fungio de w/w, para diversos valores de I'. Para pouco amorteci-
mento, a transigdo de fase de perto de & = 0 para perto de § =  ocorre de maneira um tanto abrupta, en-
quanto para valores grandes do parametro de amortecimento a transigdo se dd de forma mais gradual.

EXEMPLO Considere o problema de valor inicial
2 5" +0,1255" +5 = 3cos e, s(0)=2, s(0)=0. (16)

Mostre grificos da solugao para valores diferentes da frequéncia da forga externa w e compare-0s com os gri-
ficos correspondentes da forga externa. -
Para este sistema, temos w, = 1 € I = 1/64 = 0,015625. Seu movimento sem forga externa foi discutido no
Exemplo 3 da Segdo 3.7, ¢ a Figura 3.7.7 mostra o grafico da solugdo do problema na auséncia de forga. As
Figuras 3.8.4, 3.4.5 ¢ 3.8.6 mostram a solugdo do problema com for¢a externa (16) para w =03, w = le w =
- 2, respectivamente. Cada figura mostra, também, o gréfico da forga externa. Neste exemplo, o deslocamento
- estdtico F/k é igual a 3. ) L i
A Figura 3.8.4 mostra o caso de baixa frequéncia, /e, = 0,3.Depoisdc a r(.:sposla inicial transiente ser_amor—
tecida substancialmente, a resposta estado estaciondrio restante estd esscntflal_menli:  em fase com a excitagéo,
e a amplitude da resposta ¢ um pouco maior do que o deslocamento estatico. Especificamente, R = 32939 ¢
8 =0,041185. :
O caso ressonante, wa, = 1, estd ilustrado na Figura 3.8.5. Aqui a amplitude da resposta estado estaciondrio
é oito vezes o deslocamento estdtico e a figura também mostra o atraso da fase previsto de 7/2 em relagio
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Solugdo Forga externa

FIGURA 3.84 Uma vibragio forgada com amortecimento: solugio de s” + 0,1255' + 5 = 3 cos 0,31, 5(0) = 2,
s'(0)=0.

O caso da frequéncia de excitagio razoavelmente alta estd ilustrado na Figura 3.8.6. Note que a am-
plitude da resposta estado estaciondrio é aproximadamente um tergo do deslocamento estdtico e que a
diferenga de fase entre a excitagdo e a resposta ¢ aproximadamente x. Mais precisamente, temos que |
R = 0,99655 e § = 3,0585.
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FIGURA 3.8.5 Uma vibragio forgada com amortecimento; solugio de 5" + 0,125s" + 5 = 3 cos £,5(0) = 2,5"(0) = 0.
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FIGURA 3.8.6 Uma vibragio forgada com amortecimento; solugio de 5" + 0,1255" + s = 3 cos 2¢,5(0) = 2,5’(0) = 0.
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Vibragaes Forgadas sem Amortecimento. Vamos supor agora que y - 0 na Eq. (8), obtendo assim a equagdo
de movimento de um oscilador for¢ado sem amortecimento

ms" + ks = Fycos wt. (17)

A forma da solugdo geral da Eq. (17) € diferente. dependendo de se a frequéncia w da forga externa €
diferente ou € igual a frequéncia natural wy = /k/m do sistema sem forga externa. Considere primeiro
0 caso @ # wy; entdo, a solucdo geral da Eq. (17) é
_— Fy
5 = €] COS wyl + casenwyl + 5 cos wl. (18)
m(wj — w?)

As constantes ¢, € ¢, sdo determinadas pelas condigdes iniciais. O movimento resultante ¢, em geral, a soma
de dois movimentos periédicos com frequéncias diferentes (e, e w) e amplitudes diferentes também.

E particularmente interessante supor que a massa estd inicialmente em repouso, de modo que as
condicoes iniciais sdo s(0) = 0 e s'(0) = 0. Entdo a energia impulsionando o sistema vem inteiramente da
forga externa, sem contribuicdo das condigoes iniciais. Nesse caso as constantes ¢, ¢ ¢, na Eq. (18) sdo
dadas por

Fo 0
f=——at—  G=0, 19
m(w; — w?) @9)
e a solugao da Eq. (17) fica
% .
= ‘—*:"-'-—_‘(_COS wl — COSwl). (EU)
mlwy — w-)
Essa ¢ a soma de duas fungdes periddicas com periodos diferentes. mas com mesma amplitude. Usando
as identidades trigonométricas para cos(A +B) com A = (&, + w)t/i2 e B = (w, - w)t/2, podemos escrever
a Eq. (20) na forma

[ 2Fy  wy — w}f]  (wp+ )t .
5= en sen . (21)

2
Se lw, - wl € pequeno, entdo w, + w € muito maior do que lw, — wl. Em consequéncia, sen(w, + )1/2 ¢ uma
fun¢ao oscilando rapidamente, se comparada com sen(w, — w)t/2. Entdo o movimento ¢ uma oscilagao
rapida com frequéncia (@, + @)/2, mas com uma amplitude senoidal variando lentamente

2Fy l““ (g — w)t ‘

mlwﬁ — w?| 2

m(mg —?) 2

Esse tipo de movimento, com uma variagao periodica da amplitude, exibe o que € chamado de um bati-
mento. Por exemplo, tal fenémeno ocorre em actstica quando dois diapasdes de frequéncia praticamente
iguais sdo usados simultaneamente. Nesse caso, a variagao periddica da amplitude pode ser notada com
facilidade pelo ouvido sem recursos extras. Em eletronica, a variagdo da amplitude em relagao ao tempo
¢ chamada de modulagio da amplitude.

Resolva o problema de valor inicial
s"+5 =0,5cos 0.8, 5(0)=0, 50 =0, (22)

e faga o grifico da solugao i )
Nesse caso w, = 1,0 =08 ¢ F, = 0,5, de modo que. pela Eq. (21), a solugdo do problema dado é

s =2.77778en 0,1¢)(sen 0,9¢). (23)

A Figura 3.8.7 mostra um gréfico desta solugio. A variagao de amplitude tem uma frequéncia tzai.xa de 0,1 e
um periodo lento correspondente de 207. Note que um meio periodo de 10 correspor_lde a um unico ciclo dg
amplitude crescente e depois decrescente. O deslocamento do sistema mﬁola:massa oscila com uma frequéncia
relativamente rdpida de 0,9, que s6 ¢é ligeiramente menor do que a frequencm natu‘ra] ey,

Imagine agora que a frequéncia w da forga externa € ainda mais aumentada, digamos para w = 0,9. Entido
a frequéncia baixa ¢ cortada pela metade para 0,05 e 0 meio periodo lento correspondenﬂle (.lobra_para 20r. O
multiplicador 2,7778 também aumenta substancialmente para 5,2632. No entanto, a frequéncia réplc.ia aumenta
pouco, para 0,95. Vocé pode visualizar o que acontece quando wvai assumindo valores cada vez mais préximos

da frequéncia natural w, = 1?
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FIGURA 3.8.8 Ressonincia;solugiode s” + s =05 cos1,5(0) = 0,5(0) = 0;5 = 0,25rsen 1.

Vamos voltar para a Eq. (17) e considerar o caso da ressonincia, onde @ = w,, ou seja, a frequéncia da
fungio externa € igual a frequéncia natural do sistema. Entdo o termo ndao homogéneo F; cos wt é uma
solugdo da equagdo homogénea associada. Nesse caso, a solugao da Eq. (17) ¢é

F
§= €] COS wyl + c28en wyot + :
2m

[sen wyt. (24)
@y

Por causa do termo ¢ sen wyt, a solugdo (24) prevé que o movimento ficard ilimitado quando ¢ — =, in-
dependentemente dos valores de ¢, e ¢,; veja a Figura 3.8.8 para um exemplo tipico. E claro que oscilagoes
ilimitadas ndo ocorrem na vida real. Quando s fica grande, o modelo matemético no qual a Eq. (17) se
baseia niio é mais vilido, jd que a hipdtese de que a forga da mola depende linearmente do deslocamento
requer que s seja pequeno. Como vimos, se 0 amortecimento ¢ incluido no modelo, 0 movimento previsto
permanece limitado; no entanto, a resposta a fungio de entrada F; cos et pode ser muito grande se 0
amortecimento é pequeno € w estd proximo de w,,

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, escreva a expressio dada como um produto de duas fungdes trigonomé-
tricas com frequéncias diferentes.
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1. cos9t —cos Tt 2. sen7t —sen6t
3. cosmt L cos2mt 4. sen3t + send¢
%

10.

16.

Uma massa pesando 4 b (cerca de 1,8 kg) estica uma mola de 1.5 in (cerca de 5 cm). A massa ¢ deslocada

2 in no sentido positivo a partir de sua posi¢io de equilibrio e solta sem velocidade inicial. Supondo que

nao ha amortecimento e que a massa sofre a agio de uma forga externa de 2 cos ¢ Ib, formule o problema

de valor inicial que descreve o movimento dessa massa,

Uma massa de 5 kg estica uma mola de 10 cm. A massa sofre a agio de uma forga externa de 10 sen(#/2)

N (newtons) e se move em um meio que amortece o movimento com uma forga viscosa de 2 N quando a

velocidade da massa ¢ de 4 cm/s. Se a massa é colocada em movimento a partir de sua posigio de equilibrio

com uma velocidade inicial de 3 em/s, formule o problema de valor inicial que descreve o movimento da

massa.

(a) Encontre a solugdo do Problema 5.

(b) Faca o grifico da solugao.

(c) Se aforga externa dada for substituida por uma for¢a 4 sen wf com a mesma (requéncia w. encontre o
valor de e para o qual ocorre ressondncia.

(a) Encontre a solugao do problema de valor inicial no Problema 6.

(b) Identifique as partes transiente e estado estaciondrio da solucin.

(c) Faca o grdfico da solugao estado estacionirio.

(d) Se aforga externa dada for substituida por uma forga 2 cos wt com frequéncia w. encontre o valor de
w para o qual a amplitude da resposta forgada ¢ maxima.

Se um sistema mola-massa ndo amortecido com uma massa pesando 6 Ib (cerca de 2,7 kg) ¢ uma constante da

mola de 1 Ib/in € colocado em movimento de repente. no instante = 0, por uma for¢a externa de 4 cos 7t b,

determine a posigio da massa em qualquer instante e desenhe o grafico de seu deslocamento em {ungio de r.

Uma massa pesando 8 |b (cerca de 3,6 kg) estica uma mola de 6 in (cerca de 15 cm). Uma forga externa de

8 sen 81 Ib age sobre o sistema. Se a massa ¢ puxada 3 in para baixo e depois solta, determine a posi¢io da

massa em qualquer instante de tempo. Determine os quatro primeiros instantes em que a veloaidade da

massa ¢ nula,

Uma mola ¢ esticada 6 in (cerca de 1S em) por uma massa pesando 8 1b (cerca de 3.6 kg). A massa estd

presa a um mecanismo amortecedor que tem uma constante de amortecimento de 0,25 b s/t ¢ esti sob a

agio de uma forga externa igual a 4 cos 2r b,

(a) Determine a resposta estado estaciondrio desse sistema.

(b) Se a massa dada ¢ substituida por uma massa »1. determine o valor de m para o qual a amplitude da
resposta estado estaciondrio ¢ mdxima.

A mola de um sistema mola-massa tem constante de 3 N/m. E presa uma massa de 2 kg na mola ¢ o

movimento se di em um fluido viscoso que oferece uma resisténcia numericamente igual a0 modulo da

velocidade instantinea. Se o sistema sofre a agio de uma forga externa de (3 cos 3r—2 sen 3t) N, determine

a resposta estado estaciondrio. Expresse sua resposta na forma R cos(w! - 8).

Neste problema, pedimos que vocé fornega alguns dos detalhes na andlise de um oscilador forgado com

amortecimento.

(a) Deduza as Egs. (10), (11) e (12) para a solugao estado estaciondrio da Eq. (8).

(b) Deduza a expressio na Eq. (13) para Rk/F,,.

(c) Mostre que o, e R,,,, sio dados pelas Egs. (14) e (15), respectivamente.

Encontre a velocidade da resposta estado estacionario dada pela Eq. (10). Depois mostre que a velocidade

¢ maxima quando w = w,,

Encontre a solugido do problema de valor inicial

s" 4+ 5 = F(b), s5(0)=0, s =0,

onde
Fot, 0<t<m,
Fiy={F@r—-1). m<I= 2,
0, 2r <.

Sugestdo: Trate separadamente cada intervalo de tempo e iguale as solugdes nos intervalos diferentes su-
pondo que s e s’ sio fungdes continuas de (.

Um circuito em série tem um capacitor de 0,25 x 10 F, um resistor de 5 x 10° Q e um indutor de 1 H. A

carga inicial no capacitor € zero. S¢ uma bateria de 12 volts é conectada ao circuito e o circuito é fechado




168 Carituro Trés

em 1 = 0, determine a carga no capacitor em ¢ = 0,001 s,em ¢ = 0,01 s e em qualquer instante . Determine,
também, a carga limite quando  — .
&?, 17. Considere um sistema vibratério descrito pelo problema de valor inicial

5"+ 15 +25 =2coswt, s(0)=0, s'(0)=2.

(a) Determine a parte estado estaciondrio da solugio deste problema.
(b) Encontre a amplitude A da solugio estado estaciondrio em fungao de w.
(c) Faga o gréfico de A em fungio de w.
(d) Encontre o valor méximo de A e a frequéncia w onde ele ocorre.
é?z 18. Considere o sistema for¢ado, mas néo amortecido, descrito pelo problema de valor inicial

5" 4+ 5§ =3coswt, s(0)=0, s'(0)=0.

(a) Encontre a solugio s(f) para @ # 1.
(b) Faga o grifico da solugdo s(r) em fungdo de t para w =07, w =08 e w = 0,9. Descreva como a resposta
s(1) muda quando w varia nesse intervalo. O que acontece se w assume valores cada vez mais proximos
de 1? Note que a frequéncia natural do sistema sem a forga externa € w, = 1.

‘0 19. Considere o sistema vibratério descrito pelo problema de valor inicial
5" 4§ =3coswt, s(=1, 5(0)=L

(a) Encontre a solugiio paraw # 1.
(b) Faga o gréfico da solugdo s(1) em fungao de f para w =07, =08 e = 0,9, Compare os resultados com
os do Problema 18, ou seja, descreva o efeito das condigdes iniciais nio nulas.

“2 20. Para o problema de valor inicial no Problema 18, faga o grifico de s” em fungio de s para w = 0.7.w = 08
e w = 0,9.Tal grifico ¢ chamado de retrato de fase. Use um intervalo de tempo suficientemente longo para
que o retrato de fase apareca como uma curva fechada. Coloque setas na sua curva indicando o sentido de
percurso quando ¢ aumenta.

Os Problemas de 21 a 23 tratam do problema de valor inicial
s" +0,125s" +4s = F(n), s(0y=2, 5(0)=0.

Em cada um desses problemas:

(a) Faga os gréficos da fungdo externa F(r) e da solugio u(f) em fungio de r usando o mesmo conjunto de eixos.
Use um intervalo de tempo suficientemente longo para que a solugdo transiente seja substancialmente
reduzida. Observe a relagdo entre a amplitude e a fase da forga externa e a amplitude ¢ a fase da solugio.

Note que w, = J/k/m =2.
(b) Faga o retrato de fase da solugio, ou seja, o gréfico de 5" em fungio de s.
&'l 21 F(1) = 3cos(t/4)
& 22. F(t)=3cos2t
&' 23. F(1) = 3cosbr
é?, 24. Um sistema mola-massa com uma mola dura (Problema 32 da Se¢do 3.7) sofre a agdo de uma forga externa

periddica. Na auséncia de amortecimento, suponha que o deslocamento da massa satisfaz o problema de
valor inicial

s"4s+3s8 =coset,  s(0)=0, 5'(0)=0.

(a) Sejaw =1 e gere, em um computador, a solugdo do problema dado. O sistema exibe batimento?
(b) Faga o grafico da solugao para diversos valores de w entre 1/2 e 2. Descreva como a solugio varia
quando w aumenta.

0?, 25. Suponha que o sistema do Problema 24 é modificado para incluir amortecimento e que o problema de
valor inicial resultante é

s"+ i s+l =coser,  s(0)=0, 5'(0)=0.
(a) Gere,em um computador, o grifico da solugio do problema dado para diversos valores de w entre 1/2

¢ 2 e estime a amplitude R da resposta estado estaciondrio em cada caso.

(b) Usando os dados encontrados em (a), faga o gréfico de R em fungio de w. Para que frequéncia w a
amplitude é maxima?
(c) Compare os resultados dos itens (a) e (b) com os resultados correspondentes para a mola linear.
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