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_	 CAPITULO
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EquacOes Diferenciais de
Primeira Ordem

Este capitulo trata de equacOes diferenciais do primeira ordem

dv
(It =f(1,0. (1)

onde f c uma funcao dada de duas variaveis. Oualquer funcao diferenciavel y	 que satisfaz essa
equacao para todo t em algum interval() 6 chamada de solucao. Nosso objetivo e determinar se tal funcão
existe c, nesse caso, desenvolver m6todos para encontni-la. Infelizmente, naO existe metodo geral para
resolver a equacao cm termos de funcOes elementares para uma funcao arbitrziria f. Em vez disco, des-
creveremos diversos m6todos, calla urn deles aplicavel a determinada subclasse de equacOes de primeira
ordem. As mais importantes delas sfio as equacOes lineares (Secao 2.1), as equacOes separaveis (Secao
2.2) e as equagOes exatas (Secão 2.6). Outras secOes deste capftulo descrevem algumas das aplicacOes
importantes de equagOes diferenciais de primeira ordem, introduzem a ideia de aproximar uma solucâo
por calculos num6ricos e discutem algumas questOes teOricas relacionadas a existencia e a unicidade de
solucOes. A Ultima sec5o inclui um exemplo de solucOes caOticas no contexto de equacOes de diferenos
finitas de primeira ordem, que tC..n alguns pontos importantes de semelhanca corn equagOes diferenciais
e sao mais simples de investigar.

2.1 Equaciies Lineares; Metodo dos Fatores Integrantes

Se a funcrrof na Eq. (I) depender linearmente da variavel dependente y, então a Eq. (1) é dita uma equa-
cäo linear de primeira ordem. Nas SecOes 1.1 e 1.2 discutimos urn tipo restrito de equagOes lineares de
primeira ordem. aquelas Com coeficientes constantes. Urn exemplo tipico é

dy
71 = —ay + b,	 (2)

onde a e b szio constantes dadas. Lembre-se de que uma equacao dessa forma descreve o movimento de
urn objeto em queda na atmosfera. Vamos considerar agora a equacdo linear de primeira ordem mais
geral, obtida substituindo-se Os coeficientes a e b na Eq. (2) por funcOes arbitrzirias de t. Em geral escre-
veremos a equacao linear de primeira ordem geral na forma-padrâo

dv

dt 
+ p(t)y = g (t),	 (3)

onde p e g silo funcOes dadas da variavel independente 1.
A Eq. (2) pode ser resolvida pelo mátodo de integracao introduzido na Secão 1.2. Ou seja, se a � 0 e

y bla, podemos escrever a equacilo na forma

23
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dyldt
= —a.

y — (b la)

Erna°, integrando, obtemos

In IY — (bla)j= —at + C,

donde segue que a soluc5o geral da Eq. (2) é

y = (b/a) + cc'

onde c é uma constante arbitraria.
Infelizmente, esse metodo direto de soluciio nao pode ser usado para resolver a equacdo geral (3), de

modo que precisaremos de urn metodo diferente. Esse metodo e devido a Leibniz; ele envolve a multi-
plicacäo da equaciio diferencial (3) por uma determinada fungdo p(t) escolhida de modo que a equacilo
resultante seja facilmente intcgravel. A funcAo p(t) é chamada de fator integrante, e a principal dificulda-
de 6 determiner como encontrii-la.Vamos introduzir esse metodo em urn exempt() simples e mostrar mais
adiante como estende-lo a outras equaceles !Meares de primeira ordem, incluindo a equac5o geral (3).

EXEMPLO

1

Resolva a equaciio diferencial

(IV
dt

+ l y	 le"3•
2	 2

(6)

Desenhe o grafico de diversas solucees e encontre a solucao particular cujo grifico contém o ponto (0, 1).
0 primeiro passo e multiplicar a Eq. (6) por uma funcao 140, ainda a determiner; assim

dv
p(t)	 p(t)v = I itMet/3.

lit	 2

Precisamos agora saber se podemos cscolhcr i t(t) do tal modo que a expressao A esquerda do sinal de igualdade
na Eq. (7) seja reconhecida como a dcrivada de alguma expressOo particular. Se for possivel. poderemos inte-
grar a Eq. (7) mcsmo sem conhcccr a funcOo y. Para orientar a escolha do fator integrante /1(0, pergunte a si
mesmo onde, cm ealculo, voce ja viu uma expresszio contendo urn termo da forma g(t)dyldt. Voce esta na pista
certa se isso the lembra a regra do produto para a diferencia0o.Vamos tentar, ent5o, determiner p (t) do modo
que a express5o a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (7) seja a dcrivada do produto p(t)y. Comparando a
expresso a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (7) coin a formula de diferenciacao

d	 dv	 p(t)
—It lit( t )y l =	 + a, 

t	 ' 
v,	 (8)

dt

observamos que serAo iguais se escolhermos 'LW de mod() que

dp (1)
di	 — -11(t).

Portanto, nossa busca por um fator integrante tern sucesso se pudermos encontrar uma solucäo para a Eq. (9).
Talvez voce possa identificar imediatamente uma funcao que satisfaz a Eq. (9): quc funcao bem conhecida no
calculo tem dcrivada igual a metade da funcäo original? Dc maneira mais sistemdtica, podemos reescrever a
Eq. (9) como

d p (t)/ d t
=

,a(t)

quc 6 equivalents a

—
d
1

In I p (t)1 = •

Segue enta- o quc

In 111W1 = It + C,

ou

p(t) = ce12.

A Naga° it(t) dada pela Eq. (13) é urn fator integrante para a Eq. (6). Como näo precisamos do fator integrante
mais geral possfvel, cscolheremos c igual a um na Eq. (13) e usaremos p(t) = e112.

(7)

(9)
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	Vamos voltar para a Eq. (6) e nulltiplica la pelo fator integrante	 para obter

eil - — + eil-
,dy,

dt	 -	 2

	

 v I e50
	

(14)

Pela escolha que fizemos do fator integrante, a expressâo a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (14) é a deri-
vada de e" 2y, de modo que a Eq. (14) flea

dt 
(e' l2 v) = 1,	 6.	 (15)

lntegrando a Eq. (15), obtemos

e" 2y. =	 6 + c, (16)

onde c é uma constante arbitraria. Finalmente, resolvendo a Eq. (16) para y, obtemos a solucao geral da Eq.
(6), a saber,

y=	 +	 (17)

Para encontrar a solucao cujo grafico contem o ponto (0, 1). fazemos t = 0 e y = 1 na Eq. (17), obtendo 1 =
(3/5) + c. Logo, c = 2/5 e a solucTio desejada

=
3 ( 3

± 2
	 r 2

. (18)

A Figura 2.1.1 inclui os graficos da Eq. (17) para diversos valores de c corn urn campo de direcOes ao fundo. A
solucito contendo o ponto (0. 1) esta indicada por uma linha mais grossa.

y NNNNNN
NN	 / /

/ /
3	 / / /

/ / / /
/ / / / /

/ / / / / /
/ / / / / /

/ / / / / / /
/ / / / / / / /

/ / / / / / / / /
/ 7 z	 / / / / / /

z	 / / /
2 / / /3/ / / / / / / /

z z / / / / / / / / / / / /
z	 / / / / / / / / / / / / / /

z	 / / / / / / / / / / / / / /
/ / / / / / / / / / / / / / /

/ / / / / / / / / / / / / / / / /
ricuRA 2.1.1 Curvas integrais da equaciio	 +	 = 1,e(13.

Vamos agora estender o metodo dos fatores integrantes a equagOes da forma

dv
at + av = g(1), 	 (19)

onde a e uma constante dada e g(t) a uma funcao dada. Procedendo como no Exemplo 1, vemos que o
fator integrante p(t) tem que satisfazer

d
=

dt
(20)

em vez da Eq. (9). Logo, o fator integrante é /1(1) = e". Multiplicando a Eq. (19) por (I), obtemos

„idve	 + aeal y = ear g(t),
dt

011

dt 
(eaty) = ea/gm.	 (21)
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Integrando a Eq. (21), encontramos

fy f g(t) dt + c,	 (22)

onde c e uma constante arbitrdria. Para muitas funcOes simples g(t) podemos calcular a integral na Eq.
(22) e expressar a solueao y em termos de funcOes elementares, como no Exemplo 1. No entanto, para
tune -6es g(t) mais complicadas, pods ser necessdrio deixar a solucäo em forma integral. Nesse caso,

y
 =	 f

e"s g(s) ds + ce - "t 	 (23)
to

Note que denotamos por s a variAvel de integraciio na Eq. (23), para chstingui-la da variavel independente
1, e escolhemos algum valor conveniente t„ para o limits inferior de integracdo.

Resolva a equacäo diferencial

dt
di - 2y = 4 - t
	

(24)

e desenhe graficos de diversas solucOes. Discuta o comportamento das solucOes quando r
A Eq. (24) é da forma (19) corn a = -2; logo, o fator integrante é it(t) =	 Multiplicando a equaciio dife-

rencial (24) por p (t), obtemos

e -2'11; - 2e- '`y = 4e -2' - te -2` ,

ou
d

(
T

r 
(e- -

,
` = 4e -2` -

I ntegrando a equactio diferencial, temos

e -2.ty .= -2e-21	 tit.e-2/ + le-2r

onde usamos integraciio por partes no Ultimo termo da Eq. (26). Logo, a soluedo geral da Eq. (24) e

v = - + t + ce 2'.	 (27)

A Figura 2.1.2 mostra um campo de direcOes e graficos da solucilo (27) para diversos valores de c. 0 corn-
portamento das solucaes para valores grandes de t é determinado pelo termo ce't . Se c	 0. a soluciio cresce
exponencialmente em mOdulo corn o mesmo sinal que c. Portant°, a solucdo diverge quando t se torna muito
grande. A fronteira entre solucOes que clivergem positivamente e que divergem negativamente ocorre quando
c 0. Se escolhermos c = 0 na Eq. (27) e thermos t = 0, vere mos que y = -7/4 é o ponto de separacAo no eixo dos
y. Note que para esse valor inicial a solugao v = - + 	 essa solucao cresce posit ivamente, mas linearmente
e ndo exponencialmente.

0,5

NXXXXX X X
\\NNNNNN \ \ \

NN N N \ \ \ \ \ \ \ \
N N \ \\ \\ \\ \

\ \

FIGURA 2.1.2 Curvas integrals para y' - 2y = 4 - t.

Y-

/ / / /
/ / / /

/

/
/

NNN	 N \\ \ \ \ \\ \ \ \ \\ \ \ \ \
-4\- \ \ \ \

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

1,5
	

2



EQUACO ES D IFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM	 27

Vamos voltar para a equaci-to linear geral de primeira ordem (3)

dy
—dt + p(t)y = g(t),

onde p e g sac) funcOes dadas. Para determinar urn fator integrante apropriado, multiplicamos a Eq. (3)
por uma funcão p(t) a ser determinada, obtendo

WO =
t 

+ p(t)p(t)y = p(t)g(t).
dv

d
	 (28)

Seguindo a mesma linha de raciocinio do Exemplo 1, vemos que a expressao a esquerda do sinal de igual-
dade na Eq. (28) é a derivada de um produto 	 (t)y, desde clue p(t) satisfaca a equagäo

dp(t) 
= p(t)p(t).	 (29)dt

Supondo temporariamente que p(t) é positiva, temos

d p(t)/dt 

11(t)	
= p(t)•

e, cm consequimcia,

In p(t) =	 p(t) dt + k.

Escolhendo a constante arbitraria k como zero, obtemos a fungi -to mais simples possfvel para ti, a saber,

it (t) = exp f p(t) (It .	 (30)

Note que p(t) é positiva pa p a todo 1, como supusemos. Voltando para a Eq. (28), temos

d

(It
I p(t)y] = p(t)g(t).	 (31)

Portanto,

it (1)y = f!t(t)g(t) (It + c,	 (32)

onde c c Lima constante arbitriiria. Algumas vexes a integral na Eq. 32) pods ser calculada cm termos de
fungOes elementa res. No en tanto, isso nao possivel. cm geral, de modo que a solucao geral da Eq. (3) é

y =	 [11(1) f it (s)g(s)	 + ci
	

(33)

onde, mais uma vez, 	 algum I imi te inferior de integraciio conveniente. Observe que a Eq. (33) envolve
duas integracaes. uma para obter p(t) da Eq. (30) e outra para determinar y da Eq. (33).

EXEMPLO
	 Resolva o problema de valor inicial

3
	

ty' + 2v 4/2,	 (34)

y(1) = 2.	 (35)

Para determinar p(t) c g(t) corretamente,precisamos primeiro colocar a Eq. (34) na forma-padriio (3).Temos

V + (211).). = 41,

de modo que p(t) = 2/t e g(t) = 4t. Para resolver a Eq. (36), primeiro calculamos o fator integrante p.(1):

it (t) = exp f _
2 di = ezin io = 1,2.

t

Multiplicando a Eq. (36) por //(t) = t = , obtemos

/2y' + 2ty = (1 2y)' = 4t3,

e, portanto,

(36)
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(2y = t4 c,

onde c e uma constante arbitraria. Segue que

y = t2 + —,-c	 (37)
t-

a solucao genii da Eq. (34). A Figura 2.1.3 mostra curvas integrals para a Eq. (34) para diversos valores de c.
Para satisfazer a condicäo inicial (35), e necessario escolher c = 1: assim,

,	 1
y = t- +

a solucâo do problema de valor inicial (34), (35). Essa solucdo corresponde a curva mais grossa na Figura
2.1.3. Note que ela se torna ilimitada e se aproxima assintoticamente do semieixo positivo dos y quando t
0 pela direita. Esse é o efeito da descontinuidade infunta do coeficiente p(t) na origem. A funcao y = t2 + (1le)
para t < 0 na- o é parte da solucao desse problema de valor inicial.

Esse é o primeiro exemplo no qual a solucilo riño existe para alguns valores de t. Novamente, isso c devido
a descontinuidade Infiniti' de p(t) em t = 0, clue restringe a solucao ao intervalo 0 < t < 00.

	FIGURA 2.1.3	 Curvas integrals para ty' + 2y 4t2.

Olhando novamente para a Figura 2.1.3, vemos que algumas soluc -Oes (aquelas para as quais c > 0) sflo as-
sintOticas ao semieixo positivo dos y quando I	 0 pela direita, enquanto outras soluciies (para as quais c < 0)
sao assintOticas ao semieixo negativo dos y. A soluc5o para a qual c = 0, a saber, y = 12 , permanece limitada e
diferenciavel ate em t = 0. Se generalizarmos a condicao inicial (35) para

Y(l) = Yo.	 (39)

então c = yo —1 e a solucäo (38) flea

y	 1-	
yo	 1

, ,	 t > 0 se yo � 1.	 (40)
t-

Como no Exemplo 2, este 6 outro caso particular onde existe um valor inicial critic°, a saber, yo = 1, que separa
soluceies que se comportam de duas mandrils hem diferentes.

EXEMPLO
Resolva o problema de valor inicial

4
	 2y + ty = 2,	 (41)

y(0) = 1.	 (42)

Para colocar a equacäo diferencial (41) na forma-padrao (3) precisamos dividir por 2, obtendo

y' + (t /2)y = 1.	 (43)

Logo, p(t) = t/2 e o fator integrante e p(t) = exp(t2/4). Entao multiplique a Eq. (43) por it(t), de modo que

etzmy	 _t2et2 /4y = e,214.	 (44)

t > 0 (38)
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A expressao a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (44) é a derivada de e'-1.'y, portant°, integrando a Eq. (44)
obtemos

e1214v = fet2I4 dt + c.	 (45)

A integral na Eq. (45) nao pode ser calculada em terms das funcOes elementares usuais, de modo que a del-
xamos em forma integral. No entanto, escolhendo o limite inferior de inteeracao como o ponto inicial t = 0 
podemos substituir a Eq. (45) por 	 —

e`214y = I cs214 ds + c,	 (46)
0

onde c 6 uma constante arhitraria. Segue, então. que a solucao geral y da Eq. (41) 6 dada por

y = e -(2 /4 f ' e2 /4 ds + cc -12/4 .	 (47)

A condicao inicial (42) requer que c. = 1.
0 principal objetivo deste exemplo e ilustrar que algumas vezes a solucao tern que ser deixada em funcao de

uma inteeral. Em geral, isso é no maxim° ligeiramente inconveniente, e nao um obstaculo seri°. Para urn dado
valor de t. a integral na Eq. (47) e uma integral definida. e pode ser aproximada corn qualquer precisao desejada
usando-se integradores numericos facilmente disponiveis. Repetindo esse processo para muitos valores de t e
colocando os resultados em urn gratico, voce pode obter urn grafico da solucao. De maneira alternativa, voce pode
usar um método numeric() de aproximacao, como os discutidos no Capitulo 8. que partem diretamente da equa-
cao diferencial e nao precisam de uma expressao para a solucao. Pacotes de programas como Maple e Mathema-
tica execuram rapiclamente tars procedimentos e produzem eraficos de solucOes de equacaes diferenciais.

FIGURA 2.1.4 Curvas integrals para 2y' + ty = 2.

A Figura 2.1.4 mostra graficos das soluciies (47) para diversos valores de c. Da figura, parece plausivel con-
jeturar que todas as solucOes tendem a um limite quando t	 x. 0 limite pode ser encontrado analiticamente
(veja o Prohlema 32).

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 12:
	  (a) Describe urn campo dc direcOes para a equacao diferencial dada.

(h) Baseado em uma andlise do campo de direcOes, descreva o comportamcnto das solucOes para valores
grandes de t.

(c) Encontre a solucao geral da equacao diferencial dada e use-a para determinar o comportamento das solu-
cOes quando t x.

u./(7))/+3y=t+e-2`
3. y' + y = te' + 1

5. y' — 2y = 3e

y' — 2y = t2e2'

E2, 4. y' + (1/t)y = 3 cos 2t,	 t > 0

4g2 6. ty' + 2y = sen t,	 1 > 0

r
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402, 7. y' + 2ty + 2/cc' 40-2.	 8. ( 1 + t2 )y' + 4ty = (1 + t2)-2
0.2, 9. 2y' + y = 3( 6'2 10. ty' — y	 t 2 e- t > 0

69, 11. y' + y = 5 sen2t C2,	 12. 2.), ' + y = 3t2

Em cada urn dos Problemas de 13 a 20, encontre a solucao do problema de valor inicial dado.

13. y' — y = 2te 2 ' ,	 y(0) = 1
Oy' + 2y =	 y(1) = 0
15. ty'+ 2y = t 2 — t + 1,	 y(1) =	 t > 0

y' + (2/ t)y = (cos t)/t2 ,	 y(n) = 0, t > 0
y' — 2y =	 y(0) = 2
ty' + 2y = sent,	 y(7r/2) = 1, t > 0
t3y' + 4t 2y =	 y(-1) = 0, t < 0
ty'+(t+ 1)y = t,	 y(In 2) = 1, t > 0

Em cada um dos Problemas de 21 a 23:
(a)	 Desenhe um campo de direciies para a equac5o diferencial dada. Como parece que as solucaes se compor-

tarn quando t assume valores grandes? 0 comportamento depende da escolha do valor inicial a? Seja a„ o
valor de a no qual ocorre a transic5o de urn tipo de comportamento para outro. Estime o valor de a,,.

(h)	 Resolva o problema de valor inicial e encontre precisamente o valor critico a„.
(c)	 Descreva o comportamento da solucäo correspondente ao valor inicial a„.

y' —	 = 2 cos t,	 y(0) = a
2y' — y er/3 ,	 y(0) = a

02, 23. 3y' — 2y = e -'02 ,	 y(0) = a

Em cada um dos Problemas de 24 a 26:
(a)	 Desenhe um campo de direcOes para a equaciio diferencial dada. Como parece que as solucOes se compor-

tarn quando t —> 0? 0 comportamento depende da escolha do valor inicial a? Seja o valor de a no qual
ocorre a transictlo de um tipo de comportamento para outro. Estime o valor de a„.

(h)	 Resolva o problema de valor inicial c encontre precisamente o valor critico aa.
(c)	 Descreva o comportamento da solucilo correspondente ao valor inicial a„.

e, 24. ty' + (t + 1)y = 2te-	 y(1) = a,	 t > 0
(12, 25. ty' + 2y = (sent)/t,	 y(-7r/2) = a, t < 0
6:2, 26. (sent)y + (cos t)y = e'.	 y(1) = a. 0 < t < 7r

642,	 Considere o problema de valor inicial

y' + Zy = 2 cos t.	 y(0) = - I.

Encontre as coordenadas do primeiro ponto de maximo local da solucâo para t > 0.
Considere o problema de valor Uncial

y'	 = 1 —	 .)"(0)	 yo.

Encontre o valor de y„ para o qual a solucao toca, rnas näo cruza, o eixo dos t.
Considere o problema de valor inicial

y'+ iy= 3 + 2 cos 2t,	 y(0)= 0.

(a) Encontre a solu45o deste problema de valor inicial e descreva seu comportamento para valores gran-
des de t.

(h) Determine o valor de t para o qual a solucilo intersecta pela primeira vez a reta y = 12.
30.	 Encontre o valor de y„ para o qual a soluc5o do problema de valor Uncial

y' — y = 1 + 3 sent,

permanece finita quando t —> cc.
Considere o problema de valor inicial

,	 3
Y —	 = 3t + 2(),

Y(0) = yo

y(0) = yo.
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Encontre o valor de y„ que separa as solucetes que crescem positivamente quando t	 das que crescem
em modulo, mas permanecem negativas. Como a soluciio que corresponds a esse valor critic() de y„ se
comporta quando t -0 x?
Mostre que todas as soluceies de 2y' + iy = 2 [veja a Eq. (41) do texto] tendem a urn limite quando t	 x e
encontre esse limite.
Sugestao: considere a solucdo geral, Eq. (47), e use a regra de L'Hospital no primeiro termo.
Mostre que, se a c n sdo constantes positivas e se b é urn numero real arbitrario, entdo toda solucdo da
equacão

y' + ay = be-Ai

tern a propriedade de que y	 0 quando t -4 x.

Sagest/0: Considere os casos a = A e a * A separadamente.
Em cada urn dos Problemas de 34 a 37, construa uma equacdo diferencial linear de primeira ordem cujas
soluceies tem o cornportamento descrito quando t	 x . Depois resolva sua equacão e confirme que todas as
solucöes tem, de fato, a propriedade especificada.

Todas as soluceies tem limite 3 quando t -0 x.

Todas as solucOes sdo assintOticas a reta y = 3 - t quando	 x.

Todas as soluciies sac) assintOticas a reta y = 2t - 5 quando	 x.
Todas as solucOes se aproximam da curva y = 4 - t- quandot	 x.
Variaciio dos Pardmetros. Considere o seguinte metodo de resolucdo da equacao linear de primeira or-
dent geral:

+ p(t)y = 4'(0•	 (i)
(a) Se g(t) = 0 para todo t, mostre que a solucdo

y	 A exp [- f p(t)(Iti.	 (ii)

onde A t:! uma constante.
(h) Se g(t) n3o e identicamente nula, suponha clue a solucdo da Eq. (i) da forma

	

y = A(t) exp [- f p(t)//t1	 (iii)

onde A agora c uma funcao de t. Subst it uindo y na equacdo diferencial por essa expressiio. mostre que A(t)
tem que satisfazer a condicdo

X(t) = g(t)exp	 pro dd.	 (iv)

(c) Encontre A(t) da Eq. (iv). Depois suhstitua A(t) na Eq. (iii) por essa solucdo para determinar y. Veri-
fique que a solucdo ()Nicht dessa maneira c igual a solucdo da Eq. (33) no texto. Essa tecnica c conhe-
cida como o metodo de variacao dos pardmetros: c discutida ern detalhes na Seca() 3.6 em conexao
corn equagOes !Meares de segunda ordem.

Em cada um dos Prohlemas de 39 a 42, use o metodo do Problema 38 para resolver a equacdo diferencial
dada.

y' - 2y = t2e2'
	

40. y' + (1/t)y = 3 cos 2t.	 t > 0

41. ty + 2y = sent,	 > 0	 42. 2/ + y = 3t2

2.2 Equaciies Separiveis

Nas SecOes 1.2 e 2.1 usamos um processo de integracao direta para resolver equagbes lineares de primei-
ra ordem da forma

dy

dt 
= ay + b,	 (1)

onde a e b sdo constantes. Vamos mostrar agora que esse processo pode ser aplicado, de fato, a uma classe
muito maior de equagOes.
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EXEMPLO

Vamos usar x, em vez de t, para denotar a variavel independente nesta secao por duns razaes. Em pri-
meiro lugar, tetras diferentes säo utilizadas corn treguacia para as variaveis em uma equacäo diferencial,
e voce n5o deve ficar acostumado a urn Onico par. Em particular, a letra .v é muito usada para a variavel
independente. Alem disso, queremos reservar t para outra coisa mais adiante na sec5o.

A equacão geral de primeira ordem 6

dy 
= f (x, y).

dx

Consideramos equagOes lineares na secão precedente, mas se a Eq. (2) não for linear, entao nao existe
tn6todo universalmente aplicdvel.Vamos considerar aqui uma subclasse das equacOes de primeira ordem
que podem ser resolvidas por integrando direta.

Para identificar essa classe de equagOes, vamos primeiro colocar a Eq. (2) na forma

M(x,y)+N(x,y)dx = 0.

Sempre e possfvel fazer isso definindo M(x,y) = —f(x,y) e N(x,v) = L mas tambem existem outran manci-
ras. Se acontecer que M so depende de x e que N so depende de y, entao a Eq. (3) fica

M (x) + N (y) —
y 

= 0.	 (4)
dx

Tal equacilo é dita separlivel porque, se for escrita na forma diferencial

M (x) dx + N (y) dy = 0,	 (5)

entao, se voce quiser, as parcelas envolvendo cada variavel podem ser colocadas em lados opostos do
sinal de igualdade. A forma diferencial (5) tambem c mais simetrica e tends a diminuir a diferenca entre
a variavel independente e a dependente.

tJnut equacao separAvel pode ser resolvida integrando-se as funcOes M e N. Vamos ilustrar o processo
em urn exemplo e depois discuti-lo em geral para a Eq. (4).

Mostrc que a equac5o
dy	

x2

dx — 1 — y.2

é separavel c depois encontre uma equaca° para suas curvas integrais.
Se colocarmos a Eq. (6) na forum

—x2 + (1 — y2 )	 = 0,
rli

ela tern a forma (4) e é, portant°, separavel. Lembre-se do calculo que, se y e uma func5o de x, entao, pela regra
da cadcia,

d	 dy	 dy
(r

f(y) =
ly

f
	dx 

=

Por exemplo, se f (y) = y — y 3/3. entao
, dv

dx	
— Y /3) = (1 dx

Logo, o segundo termo na Eq. (7) 6 a derivada de y — y 3/3 em relacäo a x e o primeiro 6 a derivada de —x3/3.
Assim, a Eq. (7) pode ser escrita como

I/	 3	 d
(--	 + 	 Li3) = 0,

dx	 3	 dx	 3
ou

d x3	 Y3 \/ 

Portanto, integrando, obtemos
3—X +3y— y = c, (8)
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onde c e uma constante arbitrria. A Eq. (8) 6 uma equacào para as curvas integrals da Eq. (6). A Figura 2.2.1
rnostra urn campo de direcoes e diversas curvas integrals. Qualquer funcdo diferencirivel y = 44.0 que satisfaz
a Eq. (8) e uma solucAo da Eq. (6). Uma equacâo para a curva integral que contt3m urn ponto particular (x„,y„)
pode ser encontrada substituindo-se x e y, respectivamente, por xo e y„ na Eq. (8) para determinar o valor cor-
respondente de c.

FIGURA 2.2.1 Campo de direcOes e curvas integrals para y' x =/(1 - y2).

Essencialmente o niesmo procedimento pode ser seguido para qualquer equacao separtivel. Voltando
Eq. (4). sejam //. e II : duas primitivas quaisqucr de M e N, respectivamente. Logo

Hi (x)	 M(x),	 = N(y),	 (9)

c a Eq. (4) Ilea

11;(.0+
dy

 = 0.
da

De acordo com as regra da cadeia,

, ,	 d v	 (1	 tly	 (1

	

r1,(y)' = — /1
„

 2(y) —	 —11, (Y)•	 (11)
dy	 d.v	 d.r -

Em consequacia, podemos escrever a Eq. (10) como

—
el	

// 1 (x) + 112(y)] = 0.	 (12)

I ntegrando a Eq. (12), obtemos

H,(x) + 112 (y) = c,	 (13)

onde c e ulna constante arbitraria. Qualquer fungdo diferencitivel y = 4)(x) que satisfaz a Eq. (13) é uma
solu0o da Eq. (4): em outran palavras, a Eq. (13) define a solucao implicitarnente. em vez de explicita-
mente. Na pratica a Eq. (13) 6 obtida, em geral, da Eq. (5) integrando-se a primeira parcela em relacao a
x e a segunda em relacdo a y.

A equac5o diferencial (4), junto corn uma condicth) inicial

	

Y(xo) = yo,	 (14)

forma urn problema de valor inicial. Para resolver esse problema de valor inicial, precisamos determinar
o valor apropriado da constante c na Eq. (13). Esse valor e obtido fazendo-se = x 0 e y yo na Eq. (13),
resultando em

c = 11 1 (x0 )+ 112 (y0 )•	 (15)

Substituindo c na Eq. (13) por esse valor e observando que

(10)
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Hi (X) — H I ( VO) = f M (s) ds,

xo
I-12(y) - 112(Y0) = f N (s) ds ,

obtemos

M (s) ds + f N (s) ds - 0.	 (16)
yo

A Eq. (16) é uma representacdo implicita da solucäo da equacao cliferencial (4) que satisfaz a condicäo
inicial (14). Voce deve ter em mente o fato de que, para obter uma formula explicita para a solucdo, é
preciso resolver a Eq. (16) para y como fungdo de x. Infelizmente, muitas vezes isso 6 impossfvel analiti-
catnente; em tais casos, voce pode apelar para m6todos numericos para encontrar valores aproximados
de y para valores dados de x.

Resolva o problema de valor inicial

(iv 3x2 + 4x + 2 
y(0) = —1,	 (17)

2(y — 1)

e determine o intervalo no qual a soluck) existe.
A equac5o cliferencial pode ser escrita como

2(y — 1) dy = (3x2 + 4x + 2) dx.

Integrando a expressao a esquerda do sinal de igualdade em relaciio aye a express5o a direita cm relacâo a x,
obtemos

y2 — 2y = .r3 + 2.v2 + 2.v + c,	 (18)

onde c e uma constante arbitraria. Para determinar a solucao que satisfaz a condicilo Uncial dada, fazemos x = 0
e y = —1 na Eq. ( IS). obtendo c 3. Logo a soluc5o do problema de valor inicial 6 dada implicitamente por

y2 — 2y = .v 3 + 2x 2 + 2x + 3.	 (19)

Para obter a solucAo explIcita, precisamos resolver a Eq. ( 19) para y em funcao de x. Isso é facil neste caso,
que a Eq. (19) e do se 9.,Undo emu em y; obtemos ent5o

y= 1 ± Vx3 -F 2.V 2 + 2.v + 4.	 (20)

A Eq. (20) nos fornece dual solucOes da equaciio diferencial, mas apenas uma delas satisfaz a condiciio inicial.
Essa 6 a soluc5o correspondente ao sinal de menos na Eq. (20), de modo que, finalmente, obtemos

y =	 = 1 —	 + 2.v 2 + 2x + 4	 (21)

como soluciio do problema de valor inicial (17). Note que, se o sinal de mais fosse escolindo erradamente na Eq.
(20), obteriamos a soluciio da mesma equacilo diferencial que satisfaz a condicao inicial y(0) = 3. Finalmente,
para determinar o intervalo no qual a soluc5o (21)e valida, precisamos encontrar o interval() no qual a expres-
sao dentro da raiz quadrada e positiva. 0 Lillie() zero real dessa expressäo é x = —2, de modo que o intervalo de-
sejado e x > —2. A solucAo do problema de valor inicial e algumas outras curvas integrais da equacdo diferencial
estao ilustradas na Figura 2.2.2. Observe que a fronteira do intervalo de validade da soluck) (21)6 determinado
pelo ponto (-2.1) no qual a reta tangente e vertical.

EXEMPLO

2

El

FIGURA 2.2.2 Curvas integrais para y' =
(3.C. + 4x + 2)/[2(y — 1)1.
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Resolva a equacâo

dy= 4x - x3
dx	 +

e desenhe graticos de diversas curvas integrais. Encontre. tambem, a solucão que contem o ponto (0,1) e deter-
mine seu intervalo de validade.

Colocando a Eq. (22) na forma

(4 + y3 ) tly = (4x - x3 ) dx,
integrando, multiplicand° por 4 e arrumando os termos, obtemos

y4 + 16,, + x4 8x 2	 (23)

onde c e uma constante arbitraria. Qualquer funciio diferenciavel y = 0(x) que satisfaz a Eq. (23)6 uma solucdo
da equacâo diferencial (22). A Figura 2.2.3 mostra graficos da Eq. (23) para diversos valores de c.

Para encontrar a solucão particular que contém o ponto (0,1), fazemos x = 0 e y = 1 na Eq. (23), obten-
do c = 17. Logo, a solucdo em pauta é dada implicitamente por

16y + x4 - 8x2 = 17.	 (24)

Ela corresponde a curva mais grossa na Figura 2.2.3.0 intervalo de validade dessa solucao estende-se dos dois
lados do porno inicial enquanto a funcao permanecer cliferenciavel. Da figura. vemos que o inter v alo termina
quando encontramos pontos onde a tangente e vertical. Segue da equacdo diferencial (22) que esses pontos
correspondem a 4 + y' = 0, ou y = (-4) 1.3 -= -1,5874. Da Eq. (24), os valores correspondentes de x sag x	 ±
3,3488. Esses pontos est5o marcados na Figura 2.2.3.

EXEMPLO

3 (22)

FIGURA 2.2.3 Curvas integrais para y' = (4x	 + y3 ). A curva mais grossa corresponde a soluciio con-
tend° o porno (0, 1).

Now 1: Algumas vezes uma equacao da forma (2),

(Iv
= f(x,y)

tern uma solucão constante y = yo. Em geral, tal solucäo é Neil de encontrar porque, se f (x,y0) = 0 para
algum valor de yo e para todo x, entR) a funciio constante y = yo é soltic5o da eqUacdo diferencial (2). Por
exemplo, a equacäo

dy (y - 3) cosx

dx -	 1 + 2y2

tern a soluc5o constante y = 3. Outras solucaes dessa equacão podem ser obtidas separando-se as varia-
veis e integrando-se.

(25)
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Nota 2: A investigagdo de uma equacäo ni-lo linear de primeira ordem pode ser facilitada, algurnas
vezes, considerando-se tanto x quanto y como fungOes de uma terceira varizivel t. Assim,

dy	 dy/dt
(26)

dx	 dx/dt.

Se a equacdo diferencial é

dy	 F(x•y)
dx	 G(x,y)'

•
entao, comparando os numeradores e denominadores nas Eqs. (26) c (27) obtemos o sistema

dx/dt = G(x,y),	 dy/dt = F(x,y).

A primcira vista pode parecer estranho que urn problema possa ser simplificado substituindo-se uma
Unica cquagao por duas, mas de fato o sistema (28) pode ser mais simples de analisar do que a Eq. (27). 0
Capri:Lilo 9 trata de sistcmas nao lineares da forma (28).

Nota 3: Nâo foi dificil, no Exempt() 2, resolver explicitamente para y cm funcTio de x. No entanto, essa
situacão e excepcional e. muitas vezes, é melhor deixar a soluc5o em forma implicita. como nos Exemplos
1 e 3. Assim, nos problems a seguir e em outras secOes onde aparecem equagOes no lineares as palavras
"resolva a equacdo diferencial a seguir" significam encontrar a solucão explicitamente se for conveniente,
mas, caso contrario, encontrar uma equacäo que defina a solucão implicitamente.

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 8, resolva a equacdo diferencial dada.

1. Y = x2 13,	 = X 2 /y(1 + x3)

(Py' + y2 sen x 0	 4. V = (3x 2 — 1))(3 + 2y)

5. y' = (cos2 x)(cos2 2y)

dy x — e-x
7.

dx y + eY

6.

8.

xv =	 y ). 1 /

dy	 x2

dx	 1 + y7

Em cada um dos Problemas de 9 a 20:
Encontre a solucao do problema de valor inicial dado em forma explicita.
Desenhe o grafico da soluc5o.

(c) Determine (pelo menos aproximadamente) o intervalo no quill a solucao esta definida.

*4--) = (1 — 2x)y2 ,	 y(0) = —1/6	 v' = (1 — 2x)/y,	 y(I ) = —2

(V 11. xdx + ye-`dy = 0,	 y(0) = 1	 i•	 2. dr/dO = r2 /8,	 r(1) = 2

42 13. y' 2x/(y + x2y),	 y(0) = —2	 4'2 14. y' = .9,3 (1 + x2 ) -I12 ,	 y(0) = 1
4j•?, 15. y' = 2x/(1 + 2y),	 y(2) = 0	 402,	 16. y' = x(x2 1)/4y3 ,	 y(0) =	 /

4g2 17. y' = (3x2 — e')/ (2y — 5),	 y(0) = 1
42 18. y' = (e' —er)/(3 +4y),	 y(0)	 1

2, 19. sen 2x dx + cos 3y dy = 0,	 y(yr/2) = 2r/3

02, 20. y2 (1 — x2 )' t2 dy = arcsen x dx,	 y(0) = 1

Alguns dos resultados pedidos nos Problemas de 21 a 28 podem ser obtidos resolvendo-sea equacrio dada ana-
liticamente ou geranclo-se grAficos de aproximacaes numericas das solucaes.Tente formar uma opiniäo sobre
as vantagens e desvantagens de cada abordagem.

4.'2, 21. Resolva o problema de valor inicial

	

y'	 (1 3x2 )/(3y2 — 6y),	 y(0) = 1

e determine o intervalo de validade da solucäo.
Sugestiio: Para encontrar o intervalo de validade, procure pontos onde a curva integral tern uma tangente
vertical.

22. Resolva o problema de valor inicial

y' 	
— 4),	 y(1) =-- 0
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e determine o intervalo de validade da solucão.
Stigestdo • Para encontrar o intervalo de validade, procure pontos onde a curva integral tem uma tangente
vertical.

0-2, 23. Resolva o problema de valor inicial

= 2y 2 + xy2,	 y(0) = 1

e determine onde a solucäo atinge seu valor minima
Resolva o problema de valor inicial

y' = (2 — e)/o + 2y),	 y(0) = 0

e determine onde a solucäo atinge seu valor maxim°.
62 25.	 Resolva o problema de valor inicial

y" = 2 cos 24(3 + 2y),

e determine onde a solucao atinge seu valor maxim°.

y(0) = —1

Resolva o problema de valor inicial

= 2(1 + x)(1 +y2 ), y(0) = 0

e determine onde a solucilo atinge seu valor minim°.
4C, 27. Considere o problem de valor inicial

	

y' = ty(4 —	 y)/3.	 v(0) = yn.

(a) Determine o comportamento da solucno em funcilo do valor inicial y„ quando t aumenta.
b) Suponha que y„ = 0,5. Encontre o instante T no qual a solu45o atinge, pela primeira vez, o valor 3,98.
onsidere o problema de valor inicial

	

= ty(4 - y)/( 1 	+
	 y(0) = yo > 0.

Determine o comportamento da solucao quando t

Sc y„ = 2, encontre o instante T no qual a soluciio atinge, pela primeira vez, o valor 3,99.
(c) Encontre o intervalo de valores iniciais para os quais a solu45o fica no intervalo 3,99 < y < 4,01 no

instante t = 2.
29. Resolva a equacao

	

dv	 ay + b

	

dx	 c y + d

onde a, h,c e d sao constantes.

Equaciies Homogeneas. Sea funcãof na equaciio dy/dx = f (x, y) puder ser expressa como uma funcäo
de ylx, entao a equacdo é dita homogenea c .Tais equacOes sempre podem ser transformadas em equagOes
separaveis por uma mudanca da variAvel dependente. 0 Problema 30 ilustra como resolver equagOes ho-
mogeneas de primeira ordem.

02 30. Considere a equaciio

dy y — 4x
dx x — y

Mostre que a Eq. (i) pode ser colocada na forma

	

dy	 (y/x) — 4.
dx — 1 — (y/x)'

logo, a Eq. (i) e homogenea.
Introduza uma nova variavel dependente	 de modo que v = y/x, ou y = xv(x). Expresse dy/dx em
funcão de x, v c dv/dx.

'A palavra "homogenea" tem signilicados diferentes em contextos matematicos distintos. As equaciies homogéneas conside-
radas aqui nao tern nada a ver corn as equacties homogaeas que aparecerao no Capitulo 3 e em outros lugares.

(i)
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(c) Substitua y e dyldx na Eq. (ii) pelas expressOes no item (b) envolvendo v e duldx. Mostre que a equa-
cao diferencial resultante 6

du v — 4
v + x — 	

dx 1 — v

OH

	

(I V	 V2 — 4
x = 	

	

dx	 1—u

Note que a Eq. (iii) é separavel.
Resolva a Eq. (iii) obtendo u implicitamente como funcao de x.
Encontre a soluctio da Eq. (i) substituindo u por y/x na solucao encontrada no item (d).

(f) Desenhe urn campo de direcOes e algumas curvas integrais para a Eq. (i). Lembre-se de que a expres-
sac) a direita do sinal de igualdade na Eq. (i) depende, de fato, apenas da razao ylx. Isso significa quc
as curvas integrais tern a mesma inclinacao em todos Os pontos pertencentes a uma mesma reta con-
tendo a origem, embora essa inclinacao varie de uma reta para outra. Portanto, o campo de direcOes
e as curvas integrais sao simetricos em relacao a origem. Essa propriedade de simetria e evidente em
seus gtificos?

0 metodo esbocado no Problema 30 pode ser usado em qualquer equacao homogenea. Isto 6, a substi-
tuicao y = xv(x) transforma uma equacao homogenea em uma equacao separiivel. Essa Ultima equacao
pode ser resolvida por integracao direta e depois a subst it uicao de I , por y/x fornece a solucao da equacao
original. Em cada urn dos Problemas de 31 a 38:
(a) Mostre que a equacao dada 6 homogenea.
(h) Resolva a equacao diferencial.
(c) Desenhe urn campo de direcOes e algumas curvas integrais. Elas sao simetricas cm relacao a origem?

31.
dv x2 + .vy + y2	 dr, 32. dy = x 2 -I- 3y2
dx	 x2	 dx	 2xv

33.
dv 4y — 3x	 34 dy	 4v + 3y
dx 2x — y 	 dx	 2x + y

dy x + 3y
35.	 •%2, 36. (x 2 + 3.vy + .v) dx — X 2 dX =

(IX	 — y
v2	 3y2(Iv

37. 
d'x 

+ 	 	
e.0-2, 38• dy	 3y2 — .v2

	

2.vy	 dx	 2xy

2.3 Modelagem corn Equasiies de Primeira Ordem

Equacoes diferenciais sao de interesse para nao maternaticos, prineipalmente por causa da possibilidade
de serem usadas para investigar uma variedade de problemas nas ciencias ffsicas, biolkicas e sociais.
Uma razAo para isso 6 quc modelos matemthicos e suas solucties levant a equagOes que relacionam as va-
riaveis c os parametros no problem. Essas equacties permitem, muitas vezes, fazer previsOes sobre como
Os processos naturals Sc comportarao em diversas circunstancias. Muitas vezes a facil permitir a variacno
dos parametros no modelo mateMtico em urn amplo intervalo, enquanto isso poderia levar muito tempo
ou ser muito caro, se nab impossfvel, em um ambiente experimental. De qualquer modo, a modelagem
matematica e a experimentacao ou observacao sao criticamente importantes e tern pap6is um tanto corn-
plementares nas investigacOes eientfficas. Modelos matemilticos sac) validados comparando-se suas previ-
sOes corn resultados experimentais. Por outro lad°, anzilises matematicas podem sugerir as direcOes mais
promissoras para exploracao experimental e podem indicar, corn boa precisao, que dados experimentais
sera() mais

Nas SecOes 1.1 e 1.2 formulamos e investigamos alguns modelos matematicos simples. Vamos comecar
recordando e expandindo algumas das conclusOes a que chegamos naquelas secties. lndependente do
campo especltico de aplicacao, existem tres passos identificaveis que estao sempre presentes na modela-
gem matematica.

•
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EXEMPLO

Mistura

Construcelo do Modelo. Neste estagio voce traduz a situacdo fisica em expressides matematicas, muitas ve-
zes usando os passos listados no final da Seca° 1.1.Talvez o ponto mais critico neste estagio seja enunciar
claramente o(s) principio(s) ffsico(s) que, acredita-se, governam o processo. Por exemplo, foi observado
em algumas circunstancias que o calor passa de um corpo mais quente para um mais frio a uma taxa
proporcional a diferenca de temperaturas, que objetos se movem de acordo corn a lei do movimento de
Newton e que populaeOes isoladas de insetos crescem a uma taxa proporcional a populacdo atual. Cada
uma dessas afirmacides envolve tuna taxa de variacao (derivada) e, em consequencia, quando expressas
matematicamente levam a uma equacdo diferencial. A equacdo diferencial é um modelo matematico do
processo.

E importance compreender que as equacOes matematicas sao. quase sempre, apenas uma descried°
aproximada do processo real. Por exemplo, corpos movimentando-se a velocidades prOximas a velocida-
de da luz nao sdo governados pelas leis de Newton, as populacoes de insetos não crescem indefinidamen-
te comp enunciado devido a limitacOes de comida ou de espaco, e a transferencia de calor é afetada por
outras fatores alem da diferenca de temperatura. Assim, voce deve estar sempre atento as limitacties do
modelo, de modo a sO usa-lo quando for razoavel acreditar em sua precisdo. De maneira alternativa, voce
poderia adotar o ponto de vista de que as equaciies matematicas descrevem exatamente as operacoes de urn
modelo fisico simplificado ou ideal, que foi construido (ou imaginado) de maneira a incorporar as caracte-
risticas mais importantes do processo real. Algumas vezes o processo de modelagem matematica envolve
a substituicao conceitual de um processo discreto por um continuo. Por exemplo, o tinnier° de elementos
em uma popular* do insetos varia em quantidades discretas; no entanto, se a populacdo for muito grande,
pode parecer razoavel considera-la como uma variavel continua e ate falar de sua derivada.

Ancilise do Modelo. Uma vez formulado matematicamente o prohlema, voce encontra, muitas vezes, o
problema de resolver equacOes diferenciais ou. se lido for possivel, descohrir tudo que for possivel sobre
as propriedades da soluedo. Pode acontecer que o prohlema matematico seja muito dificil c. nesse caso,
podem ser necessaries outras aproximacjies neste estagio clue tornem o prohlema trattivel matematica-
mente. Por exemplo, uma cquacao nao linear pode ser aproximada por 11111a linear. ou urn coeliciente que
varia vagarosamente pode ser substituido por uma constants. E claro clue tais aproximagöcs tamb C m tC2m
que ser exam inadas sob o pont° de vista fisico. para se ter certeza dc que o problema matematico simpli-
ficado ainda rellete as caracteristicas esscnciais do process() fisico que esta sendo investigado. Ao mesmo
tempo, um conhecimento profundo da fisica do problema pode sugcrir aproximacôes matematicas ra-
zoaveis que tornarao o problema matematico mais suscetivel a aniilises. Esse jog° entre a compreensdo
do fenOmeno fisico e o conhecimento das t6cnietis matematicas c de suas limitacOes c caracteristico da
matematica aplicada em sua inelhor forma c indispensavel na construedo de modelos mate maticos
e de sucesso para processor fisicos complicados.

Comparaccio corn Experimentos ou Observacees. Finalmente, tondo obtido a solucao (ou, pelo menos, al-
guma intormacao sobre ela) voce precisa interpreter essa informacdo no context() do problema. Em par-
ticular, voce sempre deve verificar se a solucao matematica parece ser fisicamente razoavel. Se possivel,
calcule os valores da soluc5o em pontos selecionados e compare-os corn valores observados experimcn-
talmente. Ou pergunte se o comportamento (la soluc5o depois de urn bongo period° de tempo c consis-
tente corn as observacOes. Ou examine as solucôes correspondentes a determinados valores particulares
dos pardmetros do problema. E claro que o fato de que a solucao matematica parece ser razoavel nä°
garante que esta correta. No entanto, se as previsOes dv modelo matematico estao seriamente inconsis-
tentes corn as ohservacoes do sistema fisico que o model° supostamente deve descrever, isso sugere que
foram cometidos erros na resolucdo do problem matematico, que o modelo matematico propriamente
dito precisa ser refinado ou que as observacOes devem ser feitas corn mais cuidado.

Os exemplos nesta seed° sdo tipicos de aplicaciies nas quaffs aparecem equacOes diferenciais de pri-
meira ordem.

No instante t = 0 urn tanque contin Q„ libras de sal clissolvidos em 100 gapes de agua; veja a Figura 2.3.1.
Suponha que esta entrando no tanque, a uma taxa de r galOes por minuto, iigua contend° 'A de libra de sal por
galdo' c que a mistura bem mexida esta saindo do tanque a mesma taxa. Escreva o problema de valor inicial
que descreve esse fluxo. Encontre a quantidade de sal Q(t) no tanque em qualquer instante t e encontre, tam-

'Lima libra e da ordem de 435,5 gramas e um galäo americano corresponde a 3,785 litros, de modo que essa taxa corresponde
a aproximadamentc 0,3 gIL. (N.T.)
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bem, a quantidade limite Q, presente apOs um period() de tempo bem longo. Se r = 3 e Q„ = 2Q,, encontre o
instante T apOs o qual o nfvel de sal esta a 2% de QL . Encontre, tambem, a taxa de fluxo necessaria para que o

valor de T näo seja maior do que 45 minutos.

r gal/min, -17. lb/gal

FIGURA 2.3.1 0 tanque de agua do Exempt() I.

Vamos supor que o sal nao 6 criado nem destruido no tanquc. Portant°, as variacOes na quantidade de sal
sac) devidas somente aos fluxos de entrada e de saida do tanque. Mais precisamente, a taxa de variacao de sal
no tanque, dQ/dt, e igual a taxa segundo a qual o sal esta entrando menos a taxa segundo a qua! etc esta saindo.
Em simholos,

dQ
7

11
= taxa de entrada - taxa de saida.

A taxa de cntrada de sal no tanque e a concentrac5o 3 lb/gal (libra por gal/to) vezes a taxa de fluxo r gal/min
(galoes por minuto), ou (r/4) lb/min. Para eneontrar a taxa segundo a qual o sal deixa o tanque precisamos
mutt iplicar a concentrac5o de sal no tanque pela taxa de Iluxo, r gal/min. Como as taxas de Iluxo de saida e de
entrada s5o iguais, o volume de agua no tanquc permanece constante e igual a 100 gal: como a mistura esta
"hem mexida", a concentrac5o e uniforme no unique, a saber. [Q(t)/100I lb/gal. Portanto. a taxa de saida do sal
no ta nq ue C.! [I-Q(0/100j lb/min. Logo, a equacilo diferencial que governa esse processo

(/(2	 r	 rQ

dt - 4	 100 •
A condic5o inicial

	

Q(0 ) = Qu.	 (3)

Pensando no prohlema lisicamente, poderiamos antecipar que em alguma hora a mistura original serd es-
sencialmente substitufda pela mistura que esta entrando, cuja concentracilo e i lb/gal. Em consequencia, po-
deriamos esperar que a quantidade de sal no tanque finalmente devesse ficar hem prOxima de 25 lb. Tambem
podemos encontrar a quantidade limite (2 1. = 25 fazendo dQldt igual a zero na Eq. (2) e resolvendo a equaczio
al g,ebrica resultante para Q.

Para resolver o prohlema de valor inicial (2), (3) analiticamente, note que a Eq. (2) e Canto linear quanto
separavel. Colocando-a na forma-padrao para uma equaciio linear, temos

dQ	 rQ	 r

dt	 100	 4
Assim, o fator integrante é e'""E e a solucfio geral

Q(t) = 25 +ce-rrim°,	 (5)

onde c 8 uma constante arbi traria. Para satisfazer a condicâo inicial (3) precisamos escolher c = Q0 -25. Portan-
to, a solue5o do problema de valor inicial (2), (3) C

Q(t) = 25 + (Q0 - 25)e-ni too ,	(6)

ou

Q(t) = 25(1 -	 + Qoe-r""
	

(7)

(4)
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Da Eq. (6) ou da (7) voce pode ver que Q(I) —> 25 (lb) quando	 x, de modo que o valor 'Unite Q é 25,
conlirmando nossa intuicao fisica. Alem disso. Q(t) se aproxima desse limite mais rapidamente quando r au-
menta. Ao interpretar a solucao (7), note que a segunda parcela a dircita do sinal de igualdade é a porcao do
sal original que permanece no tanque no instante t, enquanto a primeira parcela fornece a quantidade de sal
no tanque devida a acao dos fluxos. Graficos das solucOes para r = 3 c diversos valores de Q„ estao ilustrados
na Figura 2.3.2.

Q
50

40

30

20

10

20	 40	 60	 80	 100

FIGURA 2.3.2 SolucOes do problem de valor inicial (2). (3) para r = 3 e diversos valores de Q„.

Suponha agora que r = 3 e Q„ = 2Q1. = 50: entao a Eq. (6) flea

Q(/) = 25 + 25e- " .""	 (8)

Como 2% de 25 e 0,5, queremos encontrar o instante T no qual (2(t) tem o valor 25,5. Fazendo t= TeQ= 25,5
tut Eq. (8) e resolvendo para T, obtentos

T = (In 50)/0,03	 130.4 (min).	 (9)

Para determinar r de modo que 7 = 45. vamos voltar a Eq. (6). fazer t = 45. (),) = 50, Q(t) = 25,5 e resolver
para r. 0 resultado

r = (100/45) In 50 1=_." 8,69 gal/min.	 (10)

Como esse exemplo é hipotctico, a validade do modelo nao esta em cliscussao. Se as taxas de fluxo sao como
enunciadas e Sc a concentracao de sal no tanque e uniforme, entao a equacao diferencial (I) 6 uma descricao
precisa do process() de flux(). Embora esse exemplo particular nao tenha signiticado especial, modelos desse
tipo sao usados muitas vezes em problemas envolvendo poluentes cm urn lago ou urn remedio em urn Orgao
do corpo, por exemplo, em vez de um tanque corn aqua salgada. Nesses casos, as taxas de fluxo podem nao ser
faceis de determinar ou podem variar corn o tempo. De maneira semelhante, a concentracao pode estar longe
de ser uniforme em alguns casos. Finalmente, as taxas dc fluxo de entrada e de salda podem ser diferentes. 0 que
significa que a variacao de liquid() no problema tambem tem que ser levada em consideracao.

Suponha que é depositada uma quantia em dinheiro em um banco que paga juros a uma taxa anual r. 0 valor
S(t) do investimento em qualquer instante t depende tanto da frequencia de capitalizacao dos juros quanto da
taxa de juros. As instituicaes financeiras tern politicas variadas em relaclio a capitalizacao: em algumas a capita-
lizacao c mensal, em outras é seminal e algumas ate capitalizam diariamente. Se supusermos que a capitaliza-
cao é fcita contimiamente, podemos montar um problema de valor inicial simples que descreve o crescimento
do investimento.

A taxa de variacao do valor do investimento 6 dSldt,e essa quantidade 6 igual a taxa segundo a qual os juros

	

acumulam, que c a taxa de juros r vezes o valor atual do investimento 	 Entao,

dS/dt = rS (11)

t: a equacao diferencial que governa o processo. Suponha que sabemos tambem o valor do investimento em
algum instante particular, digamos

EXEMPLO

2
Juros

Compostos
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S(0) = So.	 (12)

Entäo a solucâo do problema de valor inicial (11). (12) fornece o saldo total S(t) na conta em qualquer instante
t. Esse problema de valor inicial pode ser resolvido facilmente, ja que a equacao diferencial (11) a linear e se-
paravel. Logo, resolvendo as Eqs. (11) e (12), encontramos

	

S(t) = Soe".	 (13)

Portanto, uma conta bancaria com juros capitalizados continuamente cresce exponencialmente.
Vamos agora comparar os resultados desse modelo continuo corn a situacdo em que a capitalizacão aconte-

cc cm intervalos linitos de tempo. Se os juros sao capitalizados uma vez por ano, depois de t anos

S(t) = So(1 + r)(

Se os juros sdo capitalizados duns vezes por ano, ao final de seis meses o valor do investimento é S„ [ 1 + (r12)], e
ao final do primeiro ano 6 S41 + (r/2)1 1 . Entao, depois de t anos temos

)2,

	S(r) = So (1 + r—
2	.

Em geral, se os juros sac) capitalizados nt vezes por ano, ent5o

S(t) So (1 + i—rn

A relacao entre as fOrmulas (13) e (14) fica mais clara se lembrarmos do calculo que
) mt

	

lim So (I + —	 = Soe".
in

0 mesmo modelo tainb6m pode ser aplicado a investimentos mais gerais, onde podem ser acumulados di-
videndos e ganhos de capital. al6m dos juros. Em reconhecimento desse fato, vamos nos referir a r como sendo
a taxa dc retorno.

A Tabela 2.3.1 mostra o efeito da mudanca na frequ6ncia da capitalizacao para uma taxa dc retorno r de 8%.
As segunda e terceira colunas foram calculadas da Eq. (14) para capitalizacdo trimestral e diaria, respectiva-
mente, enquanto a quanta coluna foi calculada da Eq. (13) para capitalizacao continua. Os resultados mostram
que a frequi...'ncia de capitaliza0o sao 6 tiio importante na maioria dos casos. Por exemplo, durante um period°
de 10 anos a diferenca entre capitaliza00 trimestral e di,iria é de R$17,50 por R$1.000,00 investidos, ou me-
nos de R$2,00 por ano. A diferenca seria um pouco major para taxas de retorno maiores e menor para taxas
menores. Da prirneira linha na tabela, vemos que para um taxa de retorno de 8% o rendimento anual corn
capitalizac5o trimestral 6 de 8,24%, e corn capitalizacão diiiria ou continua 6 de 8,33%.

TABELA 2.3.1 Crescimento de Capital para uma Taxa de
Retomo r = 8% para Diversos Tipos de Capitalizac5o

Anos

S(t)IS(to)da Eq. (14)
S(t)/S(to)

da Eq. (13)= 4 m = 365

I 1,0824 1,0833 1,0833
2 1,1717 1,1735 1,1735
5 1,4859 1,4918 1,4918

10 2,2080 2,2253 2,2255
20 4,8754 4,9522 4,9530
30 10,7652 11,0203 11,0232
40 23,7699 24,5239 24,5325

Retornando ao caso de capitalizacrto continua, vamos supor que podem existir depOsitos ou retiradas, alern
do actimulo de juros, dividendos ou ganhos de capital. Sc supusermos que os depOsitos ou retiradas ocorrem a
uma taxa constante k, entao a Eq. (11) e substituida por

dSldt = rS k,

ou, em forma-padrilo,

dSldt — rS = k, 	 (15)

onde k 6 positivo para depOsitos e negativo para retiradas.
A Eq. (15) 6 linear com fator integrantc e-", de modo que sua solucao geral

(14)
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S(t) = cen — (k/r),

onde c é uma constante arbitraria. Para satisfazer a condicao inicial (12), precisamos escolher c = So + (k/r).
Logo, a solue5o do problema de valor inicial (15), (12) 6

S(t) = So" + (k1r)(e" — 1).	 (16)

A primeira parcela na expressäo (16) é a parte devida a acumulacäo de retornos na quantidade inicial S, e a
segunda parcela é a parte referente a deptisitos ou retiradas a ulna taxa k.

A vantagem de enunciar o problema desse modo geral. sem valores especificos para S„,r ou k, t: a generali-
dade da formula resultante (16) para S(t). Corn essa fOrmula. podemos imediatamente comparar resultados de
diferentes programas de investimento ou taxas de retorno diferentes.

Por exemplo, suponha que alguem abre uma conta para um piano de previdencia privada (PPP) aos 25
anos corn investimentos anuais de R$2.000.00 continuamente. Supondo uma taxa de retorno de 8%, qual sera
o saldo no PPP aos 65 anos? Temos S„ = 0, r = 0,08, k = RS2.000,00 e queremos determinar S(40). Da Eq. (16),
temos

5(40) = (25.000)(e 3 - 2 — 1) = R$588.313,00.	 (17)

E interessante notar que a quantidade total investida 6 R$80.000,00, de modo que a quantia restante de
R$508.313,00 resulta do retorno acumulado do investimento. 0 saldo depois de 40 anos tambem é bastante
sensfvel a taxa. Por exemplo, S(40) = R$508.948,00 se r = 0,075 e S(40) = R$681.508,00 se r = 0,085.

Vamos examinar as hipOteses que foram usadas no modelo. Primeiro, supusemos que o retorno e capitaliza-
do continuamente e que o capital adicional e invcstido continuamente. Nenhuma dessas hiptiteses é verdadeira
em uma situagOo financeira real. Tambem supusemos que a taxa de retorno r c constante por todo o period()
cnvolvido, quando, de fato, ela provavelmente flutuara bastante. Emhora n5o possamos prever taxas futuras
corn confianca, podemos usar a expressao (16) para determinar o efeito aproximado de projecOes de taxas di-
ferentes. Tambem 6 possfvel considerar r c k na Eq. (15) como funcOes de t, em vez de constantes: nesse caso.
ciaro que a solucao pode ser muito mais complicada do que a Eq. (16).

0 problema de valor inicial (15). (12) e a soluc5o (16) tambem podem ser usadas para analisar diversas
outras situacites financeiras, incluindo financiamentos para a casa pr(Spria, hipotecas c linanciamentos para a
compra de carros.

Considere tuna lagoa que contemn, inicialmente, 10 'ninnies de galOes de agua fresca. A agua de urn rio contendo
um produto quimico indesejavel Ilui para a lagoa a uma taxa de 5 milhOes de galOes por ano, e a mistura sai
da lagoa atraves de um canal a mesma taxa. A concentracao y(t) do produto quimico na agua que entra varia
periodicamente corn o tempo t de acordo corn a express50 y(t) = 2 + sen(2t) g/gal (grams por galao). Construa
urn model() maternatico desse fluxo e determine a quantidade de produto quimico na lagoa em qualquer ins-
tame. Desenhe o graft° da soluca) e descreva em palavras o efeito da variac5o na concentracao da agua que
entra na lagoa.

Como Os fluxos de entrada e de saida de agua sao iguais, a quantidade de agua na lagoa permanece cons-
tante, corn 10 - galoes. Vamos denotar o tempo por t. medido em anon, e a massa do produto quimico por Q(t),
medida em gramas. Este exemplo 6 semelhante ao Exemplo 1,e o mesmo principio de entrada/saida pode ser
aplicado. Assim.

dQ
taxa de entrada — taxa de saida,

(It

onde "taxa de entrada" e "taxa de saida" referem-se as taxas segundo as quais o produto quimico flui para den-
tro e para fora da lagoa, respectivamente. A taxa segundo a qual o produto quimico entra na lagoa é dada por

taxa de entrada = (5 x 106 ) gal/ano(2 + sen 21) g/gal.	 (18)

A concentracao de produto quimico na lagoa 6 de Q(t)/10' g/gal, de modo que a taxa de saida

taxa de saida = (5 x 106 ) gal/ano fQ(t)/107 ) g/gal = Q(t)/2 g/ano.	 (19)

Obtemos, entiio, a equagOo diferencial
(IQ

= (5 x 10 )(2 + sen 2t) — 
Q(t)	

(20)

onde cada termo tern unidades de g/ano.
Para tornar os coeficicntes mais facilmente administraveis, a conveniente introduzir uma nova variavel de-

pendente delinida por q(t) = Q(t)/10^ ou Q(I) = 106q(t). Isso significa que q(t) 6 medida em millnies de grama,
ou megagramas (toneladas). Se fizermos essa substituicao na Eq. (20), ent5o cada termo content o fator 10P,
quc pode ser cancelado. Se tambem transpusermos o termo envoivendo q(t) para o lado esquerdo do sinal de
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igualdade, temos, finalmente,
(1q	 t
dt 2 

= 1 0 ± 5 sen 2t.	 (21)

Originalmente nao havia produto quimico na lagoa. de modo que a condicao inicial

q(0) = 0.	 (22)

A Eq. (21) é linear e, embora a expressao a direita do sinal de igualdade seja uma funcao de t, o coeficiente
de q é constante. Logo, o fator integrante é e' r2 . Multiplicando a Eq. (21) por esse fator c integrando a equacao
resultante, obtemos a solucao geral

q(t) 20 - V cos 2t + 4 sen 2t + ce-`12
	

(23)

A condicao inicial (22) obriga c = -300/17, de modo que a solucao do problema de valor inicial (21). (22) é

q(t) = 20 -	 cos 2t + sen 2t - ,14.° C1/2
	

(24)

A Figura 2.3.3 mostra urn grafico da solucao (24), junto corn a reta q = 20. 0 termo exponencial na solucao
importante para valores pequenos de t, mas diminui rapidamente quanclo t aumenta. Mais tarde, a solucao vai
consistir em uma oscilacao,devido aos termos sen(2t) e cos(2t),em torno do nivel constante q = 20. Note que se
o termo sen(2t) nä° estivesse presente na Eq. (21). entao q = 20 seria a solucao de equilibrio daquela equacao.

q

22

20

18

16

14

12

10

8

4

2	 4	 6	 8	 10	 12	 14	 16	 18	 20 t

FIGURA 2.3.3 Solucäo do problema de valor inicial (21), (22).

Vamos considerar, agora, o quao adequado e o modelo matematico para esse problema. 0 modelo baseia-
se em diversas hipOteses que ainda nao foram enunciadas explicitamente. Em primeiro lugar, a quantidade de
rigua na lagoa é inteiramente controlada pelas taxas de entrada e safda---nada se perde por evaporaciio ou por
absorcao pelo solo, e nada se ganha corn a chuva. 0 mesmo e verdade do produto quimico; ele entr y e sai da
lagoa. mas nada e absorvido por peixes ou outros organismos que vivem na lagoa. Alem disso, supusemos que
a concentracao do produto quimico 6 uniforme em toda a lagoa. Se os resultados obtidos corn esse modelo
precisos ou nab vai depender fortemente da validade dessas hipOteses simpliticadoras.

Um corpo de massa constante nz é projetado da Terra em uma direcao perpendicular a superficie da Terra corn
uma velocidade inicial 	 Supondo que nao ha resistencia do ar, mas levando em consideracao a variacao do
campo gravitacional da terra corn a distancia, encontre uma expressao para a velocidade durante o movimento
resultante. Encontre, tambat, a velocidade inicial necessaria para levantar 0 corpo ate uma altitude maxima 4
acima da superficie da Terra e encontre a menor velocidade inicial para a qual o corpo nao retornara a super-
ficie; esta Ultima é a velocidade de escape.

Coloquc o semicixo positive dos x apontando para fora do centro da Terra ao longo da linha de movirnento,
corn x 0 correspondcndo a superficie da Terra; veja a Figura 2.3.4. A figura esta desenhada horizontalmente
para lembrar voce de clue a gravidade esta direcionada para o centro da terra, que nao 6 necessariamente para
baixo se olhado de tuna perspectiva de longe da superficie da Terra. A forca gravitacional agindo no corpo (isto
é, seu peso) 6 inversamente proporcional ao quadrado da distancia do centro da Terra e é dada por w(x) = -k/

(.v + R) 2 , onde k e uma constante, R é o raio da Terra e o sinal de menos significa que w(x) esta orientada no
sentido negativo do eixo dos x. Sabemos que na superficie da Terra w(0) 6 dada por -mg, onde g é a aceleracao
devida a gravidade no nivel do mar. Portanto k = IngR2 e

nzgR2
w(x) =

	

	 (25)
(R + x)2
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nzgR 2

(R + x)2

In               x      

FIGURA 2.3.4 Um corpo no campo gravitacional da Terra.   

Como nao ha outras forcas agindo sobre o corpo, a equacao de movimento

dc	 nzgR2
— 	

dt	 (R + x)2   
e a condicao inicial e         

v(0) = v„.   

Infelizmente. a Eq. (26) envolve variaveis demais, iii que depende de t, x e v. Para consertar essa situacao
vamos eliminar t da Eq. (26) pensando em .v, em vez de t. como a variavel independente. Entao, podemos ex-
pressar duldt cm funcao de (kith pela regra da cadeia; portant°,

	

dz.
=
	dx	 dt(

(II	 (Ix dt	 (Ix

e a Eq. (26) é substitufcla por

	

dv	 gR2= 	
	dx 	 (R + .r1 2 •

A Eq. (28) e separavel, mas nao linear, de modo que, separando as variaveis e integrando, obtemos

i.2
	  + c.

2	 R + x

2gR2 
= fv,, — 2gR +	 .	 (30)

R + x

Note que a Eq. (30) fornece a velocidade como fun(*) da altitude, em vez do tempo. Deve-se escolher o sinal
de mail se o Corp() esta subindo e o sinal de menus se esta caindo.

Para determinar a altitude maxima que o corpo alcanca, fazemos u = 0 e x = na Eq. (30), e depois resol-
vemos para obtendo

(
2gR —	

(31)

Resolvendo a Eq. (31) para	 encontramos a velocidade inicial necessaria para levantar o corpo ate a altitude
a saber,

v„ =2gRR +
	

(32)	 .

A velocidade de escape v,. é encontrada, entao, fazendo --n x. Logo,

=	 (33)

0 valor numeric() de v,.t: aproximadamente 6,9 mils (milhas por segundo), ou 11,1 knits.
0 calculo precedente da velocidade de escape nao lev y em consideracao o efeito da resisténcia do ar, de

modo que a velocidade de escape real (incluindo o efeito da resisténcia du ar) é um pouco major. Por outro
lado, a velocidade de escape efetiva pode ser significativamente reduzida se o corpo for transportado a uma
altura considerdvel acima do nivel do mar antes de ser lancado. Ambas as forcas, gravitacional e de atrito, sac)
reduzidas: a resisténcia do ar, em particular, diminui muito rapidamente corn o aumento da altitude. Vocé deve
ter em mente, tambem, que pode muito bem ser impraticavel dar uma velocidade inicial instantaneamente
muito grande; veiculos espaciais, por exemplo, recebem sua aceleracao inicial durante alguns minutos.

Como .v = 0 quando t = 0, a condicao inicial (27) em t = 0 pode ser substituida pela condicao v = v„ quando x =
0. Logo c = (v,i/2)—gR e

=	 , •
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Considere um tanque usado em determinados experimentos em hiclrodinamica. Depois de urn experi-
mento, o tanque contem 200 litros de uma solucAo de tinta corn uma concentracao de 1 grama por litro.
Para preparar o tanque para o prOximo experiment°, ele é lavado com agua fresca fluindo a uma taxa de
2 litros por minuto, e a solucão hem misturada flui para fora a mesma taxa. Encontre o tempo gasto ate a
concentracao de tinta no tanque atingir I% de seu valor original.
Um tanque contem inicialmente 120 litros de agua pura. Uma mistura contendo uma concentracao de y
gramas por litro de sal entra no tanque a uma taxa de 2 litros por minuto, e a mistura bem mexida sai do
tanque a mesma taxa. Encontre tuna expressdo para a quantidade de sal no tanque em qualquer instante t
em termos de y. Encontre, tambem, a quantidade limite de sal no tanque quando 	 x.
Um tanque contem inicialmente 100 galOes de agua fresca.Joga-se,entAo,agua contendo .1. 1ibra de sal por
galao a uma taxa de 2 galOes por minuto e permite-se que a mistura saia do tanque a mesma taxa. ApOs
10 minutos, para-se o processo e joga-se agua fresca no tanque a uma taxa de 2 galOes por minuto, corn a
mistura deixando o tanque, novamente, a mesma taxa. Encontre a quantidade de sal no tanque ao final de
10 minutos adicionais.
Um tanque, corn capacidade de 500 galoes, content originalmente 200 galoes de agua com uma solucdo
de 100 libras de sal. Esta entrando no tanque, a uma taxa de 3 galOes por minuto, agua contendo 1 libra
de sal por galdo. e permite-se que a mistura saia do tanque a until taxa de 2 galOes por minuto. Encontre
a quantidade de sal no tanque em qualquer instante antes do moment° em que a solucdo comeca a trans-
bordar. Encontre a concentracao de sal (em libras por galdo) no tanque no instante em que vai comecar a
transhordar. Compare essa concentracao corn a concentracao-limite teOrica se o tanque tivesse capacidade
intinita.

♦•0 5. 1.1m tanque content 100 galOes de agua e 50 micas' de sal. Agua contendo tuna concentracao de sal de (1)
[1 + (;)sent] oncas por galAo entra no tanque a uma taxa de 2 galOes por minuto, e a mistura sai du tanque
a mesma taxa.

Encontre a quantidade de sal no tanque em qualquer instante.
Desenhe o grafico da solucAo por um period° de tempo longo o suficientc para que voce veja o corn-
portamento final do grafico.

(c) 0 comportment° da solucdo para periodos longos de tempo ci urna oscilacão em tot-no de urn nivel
constante. Qual t:t esse nivel? E qual e a amplitude da oscilacdo?

Suponha que um tanque contend° um determinado liquiclo tern urna saida pet-to do fundo. Seja 11(1) a
altura da superficie do liquid() acima da saida no instante 1. 0 principio de	 diz que a velocidade
v do Iluxo na saida e igual a velocidade de unta particula em queda livre (sem atrito) caindo da altura h.
(a) Mostre que v = 2gh, onde g c a aceleraciio da gravidade.
(h) Igualando a taxa de saida it taxa de variacao de liquido no tanque, mostre que h(t) satisfaz a equacao

dh
A(h), 

t 
= —aal2g11.	 (i)a

onde A(h) C. a area da seciio reta do tanque na altura heaéa area da saida. A constante a é um coeticiente
de contracdo responsavel pelo fato observado de que a secäo reta do fluxo (suave) de saida e menor do
que a. 0 valor de a para a agua e cerca de 0,6.
(c) Considcre um tanque de agua em forma de urn cilindro circular reto 3 in (metros) acirna da saida. 0

raio do tanque (L. 1 in e o raio da saida circular e 0,1 in. Se o tanque esta inicialmente cheio de agua,
determine quanto tempo vai levar para esvaziar o tanque ate o nivel da saida.

Suponha que determinada quantia S„ esta investida a uma taxa anual de retorno r capitalizada continua-
mente.

Encontre o tempo T necessario para a soma original dobrar de valor em funcao de r.
Determine T se r = 7%.

(c) Encontre a taxa de retorno que precisa scr alcancada se o investimento inicial deve dobrar em 8
anos.

8. Uma pessoa jovern, sem capital inicial. investe k reais por ano a ulna taxa anual de retorno r. Suponha que
os investimentos sao feitos continuamente e que o retorno e capitalizado continuamente.
(a) Determine a quantia S(t) acumulada em qualquer instante t.

'Uma °riga tern aproximadamente 28 gramas, de modo que 50 micas tern aproximadamente 1417g. (N.T.)
? Evangelista Torricelli (1608-1647), sucessor de Galilcu como matemAtico da cone em Floret-tea, puhlicou esse resultado em
1644. Ele tambem 6 conhecido por ter construldo 0 primeiro barOmetro de merctirio e por contribuicOes importantes em
geometria.

PROBLEMAS
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(h) Se r = 7,5%, determine k de modo que 1 milhao de reais esteja disponfvel para a aposentadoria em 40
anos.

(c) Se k = R$ 2.000,00 por ano, determine qua( deve ser a taxa de retorno r para se ter 1 milhdo de reais
em 40 anos.

Urn determinado universitario pode um emprestimo de R$8.000,00 para comprar urn carro. A financeira
cobra juros de 10% ao ano. Supondo que os juros sao capitalizados continuamente e que os pagamentos
sâo feitos continuamente a uma taxa anual constante k, determine a taxa de pagamento necessaria para
guitar o emprestimo em 3 anos. Determine, tambem,quanto é pago de juros durante esses 3 anos.
0 comprador de uma casa nit. ° pode gastar mais de R$ 800,00 por mes pelo scu financiamento. Suponha
que a taxa de juros e de 9% ao ano e que o financiamento é em 20 anos. Suponha que os juros siio capita-
lizados continuamente e que os pagamentos [anthem sao feitos continuamente.

Determine a quantia maxima que esse comprador pode financiar.
Determine os juros totals pagos durante o financiamento.

11. Urn recem-formado pegou emprestados R$ 100.000,00 a uma taxa de juros de 9% ao ano para comprar
urn apartamento. Prevendo constantes aumentos de saldrio, ele espera pagar a uma taxa mensal de
800(1 + 1/120), onde t e o n timer() de meses desde o Mick) do emprestimo.

Supondo que o programa de pagamento pode ser mantido. quando o emprestimo estara quitado?
Supondo o mesmo programa de pagamento. qua( deve ser a quantia emprestada para que seja paga
em exatamente 20 anos'?

12. lima ferramenta importante em pesquisa arqueolOgica e a datacao por carhono radioativo, desenvolvida
polo quimico americano Willard F. Libby'. Esse e um mein para determinar a idade de determinados resf-
duos de madeira e plantas, portanto de ossos de animals ou homens, ou artefatos encontrados enterrados
nos mesmos niveis. A datacao por carbon() radioativo haseia-se no fato de que alguns restos de madeira
ou plantas content quantidades residuals de carbono-14, um isOtopo radioativo do carbono. Esse isOtopo
se acumula durante a vida da planta e comeo a decair na sua morte. Como a mcia-vida do carbono-14
6 longa (aproximadamente 5730 anos'), quantidades mensuraveis de carhono-14 permanecem depois de
muitos milhares de anus. Se mesmo ulna traciio minima da quantidade original de carbono-14 ainda esta
presente. ent5o, atraves de medidas apropriadas em laboratOrio pode-se determinar corn precisiio a pro-
por •ilo da quantidade original de carhono- 14 que permanece. Em outras palavras, se Q(t) é a quantidade
de carbono-14 no instance t e (2„ 6 a quantidade original, entao a razao Q(t)/Q„ pode ser determinada.
pelo menos se essa quantidade nao for pequena demais. Tecnicas atuais de medida permitem o use dense
metodo por periodos de tempo de 50.000 anus ou mais.

(a) Supondo que Q satisfaz a equaciio diferencial Q' = -r(), determine a constante de decaimento r para
o carbono-14.

(h) Encont re uma expressao para Q(t) em qualquer instante t se Q(0) = Q.
(c) Suponha que determinados restos foram descohertos nos quais a quantidade residual atual de carbo-

no-14 e de 20% da quantidadc original. Determine a idade desses restos.
A populacao de mosquitos em determinada area aumenta a uma taxa proporcional a populac:io atual e.
na ausencia de outras fatores, a populacao dobra a cada semana. Inicialmente ha 200.000 mosquitos na
area e predadores (passaros, rnorcegos, etc.) comem 20.000 mosquitos por dia. Determine a populacao de
mosquitos na area em qualquer instante t.
Suponha que determinada populaciio tem uma taxa de crescimento que varia corn o tempo e que essa
populacäo satisfaz a equacao diferencial

tlyldt = (0.5 + sent)v/5.

Se y(0) = 1, encontre (ou estime) o instante r no qua( a populacth) dohrou. Escollia outras condicOes
iniciais e determine se o tempo de duplicacAo r depende da populaca'o inicial.
Suponha que a taxa de crescimento e substituida pelo seu valor medio 1/10. Determine o tempo de
duplicaciio r neste caso.
Suponha que o termo sen t na equac5o diferencial e substituido por sen(27rt); ou seja, a variacdo na
taxa de crescimento tern tuna frequencia substancialmente mais alta. Que efeito isso tern no tempo de
duplicacäo r?
Faca o grafico das solucties obtidas nos itens (a), (b) e (c) em urn Unico conjunct) de cixos.

'Willard F. Libby (1908-1980) nasceu na zona rural do estado de Colorado, nos Estados Unidos, e recebeu sua educacdo na
Universidade da California em Berkeley. Desenvolveu o metodo de datacäo por carbon() radioativo a partir de 1947, quando
estava na Universidade de Chicago. Recebeu o Premio Nobel de quimica em 1960 por esse trabalho.
'McGraw-Hill Encyclopedia of Science and Technology (8th ed.) (New York: McGraw-Hill, 1997), Vol. 5, p. 48.
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642, 15. Suponha quc uma determinada populacäo satisfaz o problem de valor inicial

dy/dt = r(t)y – k,	 y(0) = yo,

onde a taxa de crescimento r(t) é dada por r(t) = (1 + sent)/5 e k representa a taxa predatOria.
Suponha que k = 1/5. Rica graficos de y em funcao de t para diversos valores de y, entre 1/2 e 1.
Estime a populacäo inicial crftica y, abaixo da qual a populacao sera extinta.
Escolha outros valores de k e encontre a populacilo crftica correspondente y, para cada um deles.
Use os dados encontrados nos itens (b) e (c) para fazer o grafico de y, em funcao de k.

16. A lei do resfriamento de Newton diz que a temperatura de urn objeto varia a uma razäo proportional
diferenca entre sua temperatura e a temperatura ambiente. Suponha que a temperatura de uma xlcara
de café obedece a Iei do resfriamento de Newton. Se o café esta a uma temperatura de 200°F quando
colocado na xlcara e 1 minuto depois esfriou e esta a 190°F em uma sala a temperatura de 70°F, determine
quando o café alcanca a temperatura de 150°F.

42, 17. 0 calor transferido de um corpo para seu ambiente por radiacao, baseado na lei de Stefan-Boltzman`,
descrito pela equacao diferencial

du 
= –a(11 4 – 7-4 ).	 (i)(it

onde 0(t) é a temperatura absoluta do corpo no instante 1, Tea temperatura absoluta do ambiente e a é
uma constante que depende dos parAmetros fisicos do corpo. No entanto, se a for muito major do que T,
as soluceies da Eq. (i) podem ser bem aproximadas por soluceies da equacao mais simples

du
(ii)

(It 
= –an

Suponha quc urn corpo, a uma temperatura inicial de 2000 K. esta em um rneio a temperatura de 300 K e
que a = 2,0 x 10-12K-3/s.

Determine a temperatura do corpo em urn instante qualquer resolvendo a Eq. (ii).
Faca o grafico de a em funcão de t.

(c) Encontre o instante r no qual u(r) = 600, ou seja. o dobro da temperatura ambiente. Ate esse instante,
o erro ao se usar a Eq. (ii) para aproximar as solucOes da Eq. (i) nao é major do que 1%.

Considere uma caixa isolada termicamente (urn predio. talvez) corn temperatura interim a(t). De acordo
corn a Iei do resfriamento de Newton, a satisfaz a equacao diferencial

du 
= –k[tt – T (0].	 (i)dr

onde T(t) é a temperatura do ambiente (externo). Suponha quc T(t) varia como ulna senoide; por exem-
plo,suponha que T(t) =	 + T, cos(wt).
(a) Resolva a Eq. (i) e expresse u(t) em termos de t. k. To. T, e w. Observe que parte de sua solucao tends a

zero quando t fica muito grande; essa é chamada de parte transiente. 0 restante da solucao e chamado
de estado estacionario; denote-o por S(t).

(1)) Suponha que t esta medido em horas e que co = 712, correspondendo a um period° de 24 horas para
T(t). Alem disso, sejam = 60°F, T1 = 15°F e k = 0.2/h. Desenhe graficos de S(t) e de T(t) e m funcão de
t nos mesmos eixos. A partir de seu grafico, estime a amplitude R da parte oscilatOria de S(t). Estime.
tambem. a diferenca de tempo r entre os maximos correspondentes de T(t) e de S(t).

(c) Sejam k, To, 7', e w nao especificados. Escreva a parte oscilatOria de S(t) na forma R cos[w(t – r)]. Use
identidades trigonometricas para encontrar expressOes para R e r. Suponha que T, e cu tern os valores
dados no item (b) e desenhc graficos de R e r em fun(*) de k.

Considere urn lago de volume constante V contendo. no instante t, ulna quantidade Q(t) de poluentes
distribuidos uniformemente em todo o lago coin uma concentracao c(t), onde c(t) = Q(t)/V. Suponha que
esta entrando no lago agua contendo uma concentracao k de poluentes a uma taxa r e que esta saindo agua
do lago a mesma taxa. Suponha tamb6m que sac) adicionados poluentes diretamente no lago a uma taxa
constante P. Note que as hipOteses feitas nao consideram uma serie de fatores que podem ser importantes
em alguns casos—por exemplo, a agua que e adicionada ou perdida devido a precipitacao, a absorcao ou
a evaporacao; a estratificacão em consequacia das cliferencas de temperatura em UM lago profundo; a
produca° de ()alas protegidas, por causa de irregularidades na borda; e o fato de que os poluentes nao

'A fOrmula para eonverszio de Fahrenheit para Celsius e (F – 34'9 = C/5. Ent5o 200°F 6, aproximadamente, 93°C. (RT.)
siozef Stefan (1835-1893), professor dc fisica em Viena, enunciou a lei de radiac5o empiricamente em 1879. Seu aluno Ludwig
Boltzman (1844-1906) deduziu-a teoricamente dos principios da termodinamica em 1884. Boltzman 6 mais conhecido por seu
trabalho pioneiro em meclinica estatistica.

0

02,



EQUACOES DIFERENCLAIS DE PRIMEIRA ORDEM 49

sao depositados uniformemente em todo o lago (em geral), mas em pontos isolados em sua periferia. Os
resultados a seguir tern que ser interpretados levando em consideracao que nao foram contemplados esses
fatores.

Se a concentracao de poluentes no instante t = 0 e C. encontre uma expressao para a concentracao c(t)
em qualquer instante t. Qual a concentracao limite quando t
Se a adigao de poluentes no lago termina (k = 0 e P = 0 para t > 0). determine o intervalo de tempo T
necessario para que a concentracao de poluentes seja reduzida a 50% de seu valor original: e a 10%
de seu valor original.

(c) A Tabela 2.3.2 content dados 6 para os Grandes La gos'. Usando esses dados. determine a partir do item
(b) o tempo Tnecessario para reduzir a contaminacao desses lagos a 10% de seu valor original.

TABELA 2.3.2 Dados sobre Volume e Fluxo dos Grandes
Lagos

Lago	 V (km' x 10)	 r (km'/ano)

Superior 12,2 65.2
Michigan 4,9 158
Erie 0,46 175
Ontario 1,6 209

20. Uma bola corn a massa de 0,15 kg e jogada para cima corn velocidade inicial de 20 m/s do teto de urn predio
corn 30 m de altura. Nat) leve em consideragao a resistencia do ar.

Encontre a altura maxima acima do solo alcangada pela bola.
Supondo que a bola nao atinge o predio quando desee, encontre o instante em que ela bate no chilo.

(c) Desenhe Os graficos da velocidade e da posicao em fungi -to do tempo.
21. Suponha que as condiciies sao com p no Problema 20, exceto que existe uma forca devido a resistencia do

ar de 11)I/30, onde u e medida em m/s.
Encontre a altura maxima acima do solo alcancada pela bola.
Encontre o instante en) que cla hate no chao.

(c) Desenhe os graficos da velocidade e (1;1 posicao cm funcao do tempo. Compare esses graficos corn os
graficos correspondentes no Problema 20.

Suponha (Inc as condigOes silo comp no Proble ma 20, exceto que existe uma forca devido a resistencia do
ar de 01325, onde u c medida cm m/s.
(a) Encontre a altura maxima acima do solo alcangada pela bola.
(h) Encontre o instante em que Oa bate no Chao.
(c) Desenhe os graficos da velocidade e da posigao em fungao do tempo. Compare esses graficos corn os

graficos correspondentes nos Prohlemas 20 e 21.
Um paraquedista pesando 180 lb (incluindo 0 equipamento) cal erticalmente de uma altura de 5000 pes"
e abre o paraquedas depois de 10 s de queda livre. Suponha que a forca de resistencia do arc de 0,7510
quando o paraquedas esta fechado e de 1211)1 quando esta aberto. onde a velocidade t , esta em pes/s.

Encontre a velocidade do paraquedista quando o paraquedas abre.
Encontre a distancia percorrida ate o paraquedas abrir.
Qual a velocidade limiteL' L depois que o paraquedas abre?
Determine quarto tempo o paraquedista (lea no ar depois que o paraquedas abre.

(c) Desenhe o grafico da velocidade em funcao do tempo desde o in(cio da queda ate o paraquedista
atingir o solo.

24. Um trenO-foguete, corn velocidade inicial de 150 milhasih, a freado por um canal de agua. Suponha que,
enquanto esta sendo freado, a aceleragao a do trend é dada por a(r) =	 onde v é a velocidade e 6
uma constante.
(a) Como no Exemplo 4 do texto, use a relacao dvldt = r(du/dx) para escrever a equacao de movimento

em termos de v e de x.

'Esse problema baseia-se no artigo "Natural Displacement of Pollution from the Great Lakes",de R. 11. Rainey,publicado em

Science /55(1967), pp.1242-1243; a informaciio na tabela foi tirada dessa fonte.
'Esses lagos ficam na fronteira entre os Estados Unidos e o Canada. (NJ.)
"Urn p6 6 da ordem de 30,5 centimetros, de modo que 5000 pes a aproximadamente 1524 m. (NJ.)
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Se for necessaria uma distancia de 2000 Os para diminuir a velocidade do trend para 15 milhas/h,
determine o valor dc it.
Encontre o tempo r necessario para diminuir a velocidade do trend para 15 milhas/h.

25. Um corpo de massa m é projetado verticalmente para cima corn uma velocidade inicial v,, em urn meio que
oferece uma resistencia klvl, onde k é constante. Nab love em consideracao variacdes na for-0 gravitacional.

Encontre a altura maxima x,,, alcancada pelo corpo e o instante t„, no qual essa altura maxima é atin-
gida.
Mostre que, se kv,img < 1, entäo t,,, e x„, podem ser expressos come

_ 1 _ 	 _ _.. _ ...=
vo	 1 kvo	 1 (k vv 2

g	 2 mg
± 
3 mg)

[v' 	 _ __.2 kvo + 1 (kvoy — ...
2g	 3 mg	 2 mg

(c) Mostre que a quantidade kv„Img é -1dintensional.
26. Um corpo de massa m 6 projetado verticalmente pant cima corn uma velocidade inicial v,, em um meio que

oferece uma resistencia klvl,onde k e constante. Suponha que a atracão gravitacional da Terra 6 constante.
Encontre a velocidade v(t) do corpo cm qualquer instante t.

Use o resultado do item (a) para calcular o limite de v(t) quando k --+ 0, ou seja, quando a resistencia
tende a zero. Esse resultado é igual a velocidade de uma massa m projetada para cima corn uma velo-
cidade inicial v„ no vacuo'?

(c) Use o resultado do item (a) para calcular o limite de v(t) quando m —> 0, isso é, quando a massa se
aproxima de zero.

27. Um corpo caindo em urn Iluido relativamente denso, Oleo, por exemplo, esta sob a acao de tres for-gas (veja
a Figura 2.3.5): uma forca de resistencia R, um empuxo B e seu peso tv devido a gravidade. 0 empuxo é
igual ao peso do fluid() deslocado pelo objeto. Para um corpo esferico de raio a se movimentando lenta-
mente, a forca de resistencia é dada pela lei de Stokes, R = 67ricalvl, onde v é a velocidade do corpo e ti é o
coeficiente de viscosidade do fluido7.

FIGURA 2.3.5 Um corpo caindo em urn fluid() denso.

Encontre a velocidade limite de uma esfera sOlida de raio a e densidade p caindo livremente em urn
meio de densidade p' e coeficiente de viscosidade
Em 1910, R. A. Millikan" estudou o movirnento de goticulas de Oleo caindo ern um campo elarico.
Urn campo de intensidade E exerce uma forca Ee em uma goticula corn carga e. Suponha que E foi
ajustado dc modo que a goticula e mantida estacionaria (u = 0) e que w e B sao dados come acima.
Encontre uma expressao para e. Nlillikan repetiu esse experimento muitas vezes e, a partir dos dados
coletados, deduziu a carga de um eletron.

'George Gabriel Stokes (1819-1903), professor em Cambridge, foi um dos primeiros matematicos aplicados do seculo XIX.
As equagOes basicas da mecilnica dos fluidos (equactles de Navier-Stokes) sao nomeadas em parte em sua homenagem, e
urn dos teoremas fundamentals do calculo vetorial leva seu norne. Ele tambern foi um dos pioneiros na utilizacâo de series
divergentes (assintOticas), um assunto de grande interesse e importiincia hoje em dia.
"Robert A. Millikan (1868-1953) estudou na Faculdade de Oberlin e na Universidade de Columbia. Mais tarde foi pro-
fessor na Universidade de Chicago e no Institute de Tecnologia da CalifOrnia. Publicou em 1910 um trabatho contendo a
determinaciio da carga do eletron. Recebeu o Prêmio Nobel em 1923 por esse trahalho e por outros estudos sobre o efeito
fotoeletrico.

Xm =
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•'2, 28. Uma massa de 0,25 kg cai a partir do repouso em urn meio que oferece uma resistencia de 0,21u1, onde v
esta em m/s.
(a) Se a massa cai dc uma altura de 30 in. encontre sua velocidade ao atingir o solo.
(h) Se a massa nao pode atingir uma velocidade major do que 10 m/s, encontre a altura maxima da qual

ela pode ser largada.
(c) Suponha que a forca de resistencia é kid, onde v esta em m/s e k é constants. Se a massa cai dc uma

altura de 30 m e tern que atingir o solo corn uma velocidade menor ou igual a 10 m/s, determine o
coeficiente de resistencia k necessario.

29. Suponha que urn foguete é lancado verticalmente a partir da superficie da Terra corn velocidade inicial
vo = V2gR, onde R é o raio da Terra. Nao considers a resistencia do ar.

Encontre uma expressao para a velocidade a em funcao da distancia x da superficie da Terra.
Encontre o tempo necessario para o foguete atingir 240.000 milhas (a distancia aproximada da Terra
a Lua). Suponha que R = 4000 milhas.

02, 30. Sejam v(t) e w(t) as componentes horizontal e vertical. respectivamente. da velocidade de uma bola de
beisebol rchatida (ou lancada). Na ausencia de resistencia do ar, v e w satisfazem as equagOes

= 0,	 du, Idt = —g.

Mostre que

= u cos A,	 w = —gt usen A,

onde u e a velocidade escalar inicial da bola e A do angulo inicial de elevacao.
Sejam x(r) e y(t), respectivamente, as coordenadas horizontal e vertical da bola no instante 1. Se x(0)
= 0 e y(0) = h, encontre x(t) e v(t) em qualquer instante t.

Sejam g = 32 pes/s 2 , u = 125 pes/s e Jr = 3 pes. Desenhe a trajelOria da bola para diversos valores do
angulo A. ou seja, faca os graticos de x(t) e y(t) parametricamente.
Suponha que o muro que delimita o campo esta a uma distancia I. e tem altura H. Encontre uma
relacno entre u e A que tern que ser satisfeita se a bola passa por cima do muro.
Suponha que L = 350 pes e H =	 pi!.s. Usando a relacao no item (d), encontr e (ou estime a partir de
urn gratico) o intervalo de valores de A que correspondem a uma velocidade escalar inicial tt = 110
pes/s.
Para I. = 350 e Ii = 10, encontre a velocidade escalar minima u e o angulo otimo correspondente A
para o qual a bola passa por cima do mum.

31. Um modelo mais realism (do que o no Problema 30) para a trajetOria de uma bola de beisebol inclui 0
efeito da resistencia do ar. Nesse caso as equagOes de movimento sao

= —ru,	 dwIdt = —g — rw,

onde r r o coeficiente de resistencia.
(a) Determine v(t) e u..(t)em terms da velocidade escalar inicial u e do angulo inicial de elevacao A.

(h) Encontre x(t) e y(t) se x(0) = 0 e y. (0) = Jr.

Desenhe as trajetOrias da bola para r 1/5, a = 125, h = 3 e para diversos valores de A. Como essas
trajetOrias diferem das do Problema 31 corn r = 0?

Supondo r = 1/5 c Jr 3, encontre a velocidade inicial minima u e o angulo Otimo correspondente A
para o qual a bola passa por cima de um muro a Unlit distancia de 350 pes corn 10 pes de altura. Com-
pare esse resultado corn o do Problema 30(f).

32. 0 problema da BraquistOcrona. Urn dos problemas famosos na histOria da matematica é o problema
da braquistOcrona": encontrar tuna curva ao Longo da qual uma particula desliza sem atrito em urn tempo
minimo de urn ponto dado P ate outro ponto Q, onde o segundo ponto esta mais baixo do que o primeiro,
mas nao diretamente dehaixo (veja a Figura 2.3.6). Este problema foi proposto por Johann Bernoulli em
1696 como urn desafio para os matematicos da 6poca. Johann Bernoulli e scu irmao Jakob Bernoulli, Isaac
Newton, Gottfried Leibniz e o Marques de L'Elospital encontraram solucOes corretas. 0 problema da
braquistOcrona é importante no desenvolvirnento da matematica como urn dos precursores do calculo das
variacOes.

Ao resolver este problem, e conveniente colocar a origem no ponto superior P e orientar os eixos con-
forme ilustrado na Figura 2.3.6. 0 ponto mais baixo Q tem coordenadas (x0,0. E possfvel mostrar, entao,
que a curva de tempo minimo 6 dada por uma funcao y (1)(x) que satisfaz a equacao diferencial

9 A palavra "braquistOcrona" vem das patavras gregas brachisto, que signitica a mais curta, e chronos, que signitica tempo.
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(1 + y 2)y = 

k2,

onde k 2 é uma certa constante positiva a ser determinada mais tarde.

y
FIGURA 2.3.6 A braquistOcrona.

Resolva a Eq. (i) para y'. Por que é necesszirio escolher a raiz quadrada positiva?
Introduza uma nova variavel t pela relacfio

y = k 2 sent I.

Mostre que a equaciio encontrada no item (a) fica, ent5o. na  forma

2k 2 sent t dt = (IL

Fazendo 0 = 2t. mostre que a soluc5o da 1:q. (iii) para a qual = 0 quando y = 0 e dada por

x = k 2 (0 — sen0)/2,	 y = k 2 ( 1 — cos 0)/2.

As EquagOes (iv) s5o equacôes param6tricas da solucâo da Eq. (i). que contem o ponto (0,0). 0 grzifico das
Eq. (iv) e chamado do cicloide.

Se fizermos ulna escolha apropriada da constante k, entdo a cicloide tambem content o ponto (x„, y„)
c 6 a soluciio do problema da braquistOcrona. Fncontre k se = 1 e y„ = 2.

2.4 Diferencas entre Equasiies Lineares e Nao Lineares

At6 agora estivemos basicamente interessados em mostrar que equagOes de primeira ordem podem ser
usadas para investigar nmitos Opus difcrentes do problemas nas ciencias naturals e em apresentar m6to-
dos para resolver tail equacOes se forem I ineares ou separAveis. Agora estzi na hora de considerar algumas
questOes mais gerais de equagOes cliferenciais e explorar corn mais detalhes algumas diferencas importan-
tes entre equagOes lineares e nao lineares.

Existencia e Unicidade de Solucoes. Ate agora discutimos ulna s6rie de problems de valor inicial, cada
um dos quais tinha uma soluc5o e, aparentemente, apenas ulna. Isso levanta a quest5o sobre se isso
verdade para todos Os problemas de valor inicial para equagOes de primeira ordem. Em outras palavras,
todo problema de valor inicial tem exatamente uma solu45o?  Esse 6 um ponto importante ate para nao-
matematicos. Sc voce encontrar um problema de valor inicial ao investigar algum problema fisico, voce
pode querer saber se ele tern soluc5o antes de gastar muito tempo e esforco tentando resolve-lo. Alen
disso, se voce encontrar uma soluc5o voce pode estar interessado em saber se deve continuar a husca
por outras soluc(ies possfveis ou se pode ter certeza de que nao existent outras soluOes. Para equagOes
lineares, as respostas para essas questOes säo dadas pelo teorema fundamental a seguir.

Teorema 2.4.1 Se as funcOes p c q säo continual em um intervalo aberto 1: a < t < 13 contendo o ponto t = to, ent5o
existe uma (mica func5o y	 que satisfaz a equacäo diferencial

y' +p(t)y = g(t) 

(i)

(iv)
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para cada t em e que tambem satisfaz a condicäo inicial

y(to) = yo,	 (2)

onde yo e um valor inicial arbitrario dado.

Observe que o Teorema 2.4.1 diz que o problema de valor inicial dado tem uma solucão e tambem
que o problem tem apenas tuna soltic5o. Em outras palavras, o teorema afirma tanto a existencia quanto
a unicidade da soluefio do problema de valor inicial (1), (2). Alem disso, ele diz que a solucao existe em
qualquer intervalo I contendo o ponto inicial t„ e no qual os coeficientes p e q sdo continuos. Isto e, a so-
lucao pode ser descontinua ou deixar de existir apenas em pontos onde pelo menos uma das funcOesp ou
q e descontfnua. Frequentemente tais pontos podcm ser identificados de modo

A demonstracTto desse teorema esta parcialmente contida na discussäo na SecTto 2.1 que nos levou
formula [Eq. (32) na Seca° 2.1]

I1(t)y= I p(t)g(t)dt + c,	 (3)

onde [Eq. (30) na Secito 2.11

p(t) = exp f p(t)dt.	 (4)

A deduc5o dessas fOrmulas na Seca° 2.1 mostra que se a Eq. (1) tern soluc5o, entäo ela tem que ser dada
pela Eq. (3). Analisando urn pouc° melhor aquela deduc5o, tambem podemos concluir que a eqUi100
diferencial ( I ) tem que ter, de fat°. uma soluciio. Como p C.! continua para a < t < P, segue que it estti de-
linicla nesse interval() e e uma funcao diferencilivel que nunca se anula. NIultiplicando a Eq. (1) por p(t),
ohtemos

Ip(t)yr = /1(t)g(t).	 (5)

Como tr e g sao continuas, a funciio pg e integravel e a Eq. (3) segue da Eq. (5). Alern disso, a integral de
e diferencizivel, de mod() que y dad() pela Eq. (3) existe e é diferenciavel no interval() a < t < 13. Subs-

tituindo a expressAo para v da Eq. (3) na Eq. (1) ou (5). voce pode verificar que essa expressao satisfaz a
equacCio diferencial no interval() a < t < jt. Finalmente, a condicâo inicial (2) determina a constante c uni-
camente, de mod() c l ue o prohlema de valor inicial sO tem uma solucao, o que completa a demonstracao.

A Eq. (4) determina o fator integrante p(t) a menos de urn fator multiplicativo clue depende do limite
inferior de integra45°. Se escolhermos esse limite como send() to, entao

p(t) = exp f p(s) ds,	 (6)

e segue que /1(0 = 1. Usando o fator integrante dado pela Eq. (6) e escolhendo tambem como o limite
inferior de integracao na Eq. (3), obtemos a solucäo geral da Eq. (I) na forma

1
y = 	 	 p(s)g(s)ds + c .	 (7)it (t) Cf,

Para satisfazer a condicao inicial (2), precisamos escolher c = yo. Portant°, a solugao do problema de valor
Uncial (1),(2)

y =	 [fi it(s)g(s) ds yo]
it(t)	 ,,

onde Ft(t) é dado pela Eq. (6).
Voltando nossa atencilo para equacOes diferenciais nä° lineares, precisamos substituir o Teorema 2.4.1

por um teorema mais geral, como a seguir.

Teorema 2.4.2	 Suponha que as funcOes f e *ay säo continuas em algum retangulo a < t < 13, y < y < S contendo o
	

	

	 ponto (to,yo). Entâo, em algum intervalo to — h < t < to + h contido em a <1 < 13 existe uma Unica solucao
do problema de valor inicial

= f(f , y),	 y(to)	 Yo .	(9)

(8)



EXEMPLO

1

EXEMPLO

2

54 C.ArtruLo Dols    

Observe que as hipOteses no Teorema 2.4.2 se reduzem as do Teorema 2.4.1 se a equacão diferencial
for linear. De fato,f (t,y) = -p(t)y + g(t) e af lay = -p(t), de modo que a continuidade de f e dc of /ay é
equivalente a continuidade de p e de g nesse caso. A demonstracdo do Teorema 2.4.1 foi relativamente
simples porque se baseou na express -do (3). que fornece a soloed° de uma equacäo linear arbitraria. Ndo
existe express -do correspondente para a solucão da equacao diferencial em (9), de modo que a demons-
tractio do Teorema 2.4.2 é muito mais dificil. Ela e discuticla ate certo ponto na Seed° 2.8 e, em mais pro-
fundidade, em livros mais avancados de equagOes diferenciais.

Observamos aqui que as condicties enunciadas no Teorema 2.4.2 são suficientes para garantir a exis-
tencia de uma Unica soloed° do problema de valor inicial (9) em algum intervalo t o - < t < t„+ Ir, mas elas
nä° são necessarias. Em outras palavras, a conclusão permanece verdadeira sob hipOteses ligeiramente
mais fracas sobre a funeãof. Dc fato, a existancia de uma soloed() (mas nä() sua unicidade) pode ser esta-
belecida supondo-se apenas a continuidade de f.

Uma consequencia geometrica importante da unicidade nos Teoremas 2.4.1 e 2.4.2 é que os grtificos de
duas solucOes nä° podem se intersectar. Caso contrario, existiriam duas softie -des satisfazendo a condicao
inicial correspondente no ponto de intersecão, em violacão do Teorema 2.4.1 ou 2.4.2.

Vamos ver alguns exemplos.

Use oTeorema 2.4.1 para encontrar um intervalo no qual o problema de valor inicial

ty' + 2y = 4t2,	 (10)

y(1) = 2
	

(11)

tem uma (mica soloed-0.
Colocando a Eq. (10) na forma-padrao (1), temos

y' + (2/t)y = 4t,

de modo que p(t) = 2/t e g(t) = 41. Logo, para essa equagdo g 6 continua para todo 1, enquanto p so e continua
para t < 0 ou t > 0. 0 intervalo t > 0 cont6m o ponto inicial; portanto. o Teorema 2.4.1 garante que o problema 
(10), (11) tem uma Unica solo ão no into	 o 0 < t < x . No.Exemplo 3 da Sec5o 2.1, vimos que a solueiio desse
pro 'Ma e valor inicial

,
y = t- + 7,

t-
t > 0. (12)

Suponha agora que mudamos a condicão inicial (11) para y(-1 ) = 2. Enta- 0 o Teorema 2.4.1 afirma que existe
Unlit Unica solucao para t < 0. Como voce pode veriticar facilmente, a soluc5° 6 dada, de novo pela Eq. (12), so
que agora no intervalo -x < t < 0.

Aplique o Teorema 2.4.2 ao problema de valor inicial

tly 3x7 + 4x + 2 

2(y - 1)	
,	 y(0) = -1.	 (13)

Note que o Teorema 2.4.1 nao e aplicavel neste caso, ja que a equacflo diferencial nao é linear. Para aplicar o
Teorema 2.4.2, observe clue

3x2 + 4x 2	 of	 3x2 + 4x + 2
f (x „v) = 

2(y - 1)	 ay
(x,y) =

2(y - 1) 2 •

Assim, cada uma dessas fungal- es 6 continua em toda parte, exceto na reta y = 1. Logo, podemos desenhar um
retangulo em torn() do ponto inicial (0,-1) no qual as funcOes f e of	 são continuas. Portanto, o Teorema
2.4.2 garante que o problema de valor inicial tem uma Unica solucao em algum intervalo em torn() de x = 0. No
entanto, embora o retangulo possa ser esticado indefinidamentc para x positivo e negativo isso nao significa,
necessariamente, que a solucâo existe para todo x. De fato, o problema de valor inicial (13) foi resolvido no
Exemplo 2 da Seek) 2.2, e a solucäo so existe para x > -2.

Suponha que mudamos a condicão inicial para y .(0) = 1. 0 ponto inicial agora esta na reta y = 1, de modo
que nao podemos desenhar nenh urn retangulo em torn() dole no qual f e of /ay sejam continuas. Entiio o Teo-
rema 2.4.2 nao diz nada sobre solucaes possiveis para esse problema modificado. No entanto, se separarmos as
varitiveis e integrarmos, como na Seed° 2.2, veremos que

y2 2y ,= x3 + t.2Z. + 2x + c.

Al6m disso, se x = 0 e y = 1, entâo c = -1. Finalmente, resolvendo para y, obtemos


