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If debugging is the process of removing
software bugs, then programming must be
the process of putting them in.

Edsger W. Dijkstra

Esse texto preliminar € inspirado no livro The Science of Programming, por David Gries.
Embora haja no presente trabalho alguma pequena originalidade, com o ensaio de notacio que
divirja do primeiro em alguns pontos, bem como o estudo de novos problemas e a apresentagcao
de outras solugdes a problemas apresentados na obra original, é certo que diversos problemas e
exercicios do original estdo presentes também aqui, por sua eficicia em exemplificar a metodologia
de desenvolvimento de programas com correcao.

Esse texto foi escrito como material complementar ao estudo do livro original de Gries, no

contexto da disciplina de Logica e de Correcdo de Programas da Universidade do Estado do Rio de
Janeiro (UER]J).






2.1

Sintaxe

Uma proposicdo € uma afirmacao, que pode ser verdadeira ou falsa. A l16gica, de forma geral, se
preocupa com a formalizag@o da descri¢do de proposi¢des e da relagdo entre elas.

Embora a forma de expressar uma proposi¢c@o possa ser o emprego da linguagem natural, a
l6gica estabelece uma terminologia, em conjunto com uma sintaxe propria, para a expressao de
proposi¢des bem formadas, dada a seguir:

1. V e F sdo proposi¢des bem formadas;

2. Um identificador (sequéncia de um ou mais simbolos alfanuméricos, comecando por uma
letra, e sem espacos) € uma proposi¢ao bem-formada; tal identificador € chamado de varidvel
logica;

3. se a,b sdo proposi¢des bem formadas, entdo (—a), (aAb), (aV D), (a = b), e (a<b) sdo
proposicdes bem-formadas. O operador l6gico — € chamado de negagdo, o A de conjungdo, o
V de disjungdo, o = de implicagdo (no qual a é chamado de antecedente e b de consequente)
e 0 & de equivaléncia.

m Exemplo 2.1 As seguintes expressdes sdo proposi¢des bem formadas: V, F, x, (xVV), (FVV),
(xey)Az)e ((xV(aAD) =y) = (—a)) < b). As seguintes expressdes ndo sdo proposi¢des
bem formadas: 123, Vx, (xV), (x &=y), (x & y)Az) e x+ 10. .

Uma proposicdo bem formada serd chamada simplesmente de proposicao.

Regras de Precedéncia e Eliminacdo de Parénteses

O uso demasiado de parénteses em proposicdes € inconveniente. A exemplo de expressdes algébri-
cas, hd a possibilidade de deixar parénteses implicitos, pela adoc¢ao de regras de precedéncia de
operadores 16gicos. Com efeito, utilizaremos a conven¢do de que:

1. uma sequéncia de aplicagdo de um mesmo operador é resolvido da esquerda para direita;
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2. aprioridade de aplica¢do dos operadores —, A, V, = e < deve ocorrer nesta ordem (ou seja,
— € resolvido primeiramente, enquanto < € o tltimo).

m Exemplo 2.2 As seguintes proposicdes sdo equivalentes. Note que as expressdes mais sim-
plificadas mantiveram apenas os parenteses necessdrios para evitar que as regras de precedéncia
resolvessem os operadores em uma ordem diferente da original.

* ((a=b)=>c)ea=b=c
s (a=b=c))ea=(b=c);
e ((xA(aVb)=y)=((ma)=b))exN(aVb)=y= (-a<Db).

Semantica

A proposi¢do V (resp. F) corresponde a afirmagdo que resulta em verdadeira (resp. falsa).

Uma varidvel légica corresponde a um fendmeno que pode ou ndo ocorrer; caso ocorra, a
varidvel € dita ser avaliada como V ou, no caso contrario, avaliada como F. Assume-se, a principio,
que os fendmenos associados as varidveis de uma proposicao podem ocorrer ou ndo de forma
independente uns dos outros. Sendo assim, se hd k varidveis distintas em uma proposi¢io, hd 2¢
maneiras distintas de avaliar o conjunto destas varidveis. Cada uma destas maneiras é chamada
de interpretacdo. Uma proposi¢do formada a partir de um operador l6gico € avaliada da seguinte
maneira:

—a € avaliado como V se, e somente se, a € avaliado como F;
a /b é avaliado como V se, e somente se, ambos a e b sdo avaliados como V;
aV b é avaliado como V se, e somente se, a0 menos um entre a e b é avaliado como V;

a = b é avaliado como F se, e somente se, a seja avaliado como V e b como F;

A e

a < b é avaliado como V se, e somente se, a e b sejam ambos avaliados como V ou ambos
como F.

Assim, € possivel determinar a avaliacdo de uma proposi¢cao composta por diversas proposicoes,
primeiro avaliando-se tais proposi¢des mais elementares para, em seguida, avaliar a proposi¢do
completa. Uma interpretacao € dita satisfazer uma proposicao se tal proposicao é avaliada como V
sob a dada interpretacgao.

Uma forma de conduzir a avaliacdo de uma proposicao € através do uso da tabela-verdade, que
descrevemos a seguir. Uma tabela-verdade € uma tabela onde cada linha corresponde a uma inter-
pretacdo e cada coluna corresponde a uma proposi¢do contida na proposicdo que queremos avaliar.
Em cada célula, cuja coluna corresponde a uma proposicao P e cada linha a uma interpretacao,
escrevemos V nesta célula se, e somente se, P for avaliado como tal na interpretagdo associada
aquela linha.

= Exemplo 2.3 A tabela abaixo corresponde a tabela-verdade da proposi¢do a = b = b:

al|b|la=b|a=b=b
F | F A\ F
F |V A\ A\
VI|F F A\
V|V A\ A\
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m Exemplo 2.4 A tabela abaixo corresponde a tabela-verdade da proposi¢do a = b < —aV b:

a|b|la=b|-a|-aVb|a=bs —-aVb
F | F A" A" A" A\
F|V \Y A" \" A"
VI|F F F F A\
V|V v F A\ A\

= Exemplo 2.5 A tabela abaixo corresponde a tabela-verdade da proposi¢do a = b < a A —b:

al|bla=b|-b|aN-b|a=bsaNb
F | F A\ Vv F F
F |V A\ F F F
VI|F F A\ A\ F
V|V A\ F F F

Uma tautologia é uma proposicio que é avaliada como V em qualquer interpretacdo. Uma con-
tradigcdo é uma proposicdo que € avaliada como F em qualquer interpretacdo. Logo, o Exemplo 2.4
apresenta tautologia, enquanto o Exemplo 2.5 uma contradicao.

Transformacdo de Proposicoes

Uma proposicdo pode ser escrita de maneiras distintas, sendo todas equivalentes entre si. Assim
como ocorre nas expressdes aritméticas, pode-se formalizar um conjunto de regras de transforma-
¢Oes de proposi¢des, que apresentamos a seguir.

¢ Leis de Comutatividade:
oalAb=bAa
oaVb=bVa
casb=bsa

* Leis de Associatividade:
o aN(bAc)=(anb)Ac
oaV(bVc)=(aVb)Vc
cas (bec)=(aeb) e
* Leis de Distributividade:
o aAN(bVec)=(aAnb)V(aAc)
oaV(bAc)=(aVb)A(aVec)
Lei de De Morgan:
o =(aAb) = (—a)V (-b)
o =(aVb) = (-a)A(-b)
* Lei da Dupla Negacdo: —(—a) =a
* Lei do Meio Excluido: aV —a =V

* Lei da Contradicao: a\—a=F
* Lei da Implicacdo: a = b=—-aVb
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* Lei da Igualdade: a < b= (a = D)\ (b= a)
¢ Lei da Contra-Positiva: a = b = -b = —a

¢ Leis da Simplificacao da Conjuncao:

o aANF=F
oaAV=a
ocalNa=a
oaN(aVb)=a
¢ Leis da Simplificacao da Disjuncio:
oaVF=a
oavVV=V
ocaVa=a
oaV(anb)=a

Estas leis sao utilizadas com tal frequéncia que justifica-se o esforco para memoriza-las.

» Exemplo 2.6 A expressdo a A —(—a < —b) é equivalente a a A —b, pois a A —~(—a < —b)

=aA—((-a= —b) A\ (—b = —a)) (Lei da Igualdade)

=aA-(—a= —b)V—(-b= —a) (Lei de De Morgan)
=aA-(=(—a)V=b)V—=(=(=b)V-a) (Lei da Implicagdo)
=aA(—(aV—-b)V-(bV-a)) (Lei da Dupla Negagio)

=a/ (—aA—(=b)V-bA—(—a)) (Lei de De Morgan)
=aA(—aAbV-bAa) (Lei da Dupla Negacio)
=aA(-aAb)VaA(—bAa) (Lei da Distributividade)
=aA(-aAb)VaA (aN—b) (Lei da Comutatividade)
=aAN—-a/NbVaNaN-b (Lei da Associatividade)

=FAbVaA—-b (Leis da Contradicdo e da Simplificacdo da Conjung¢do)

~—~ ~~ —~

=F VaA—-b (Lei da Simplificagdo da Conjungio)
= a A —b (Lei da Simplificacdo da Disjunc¢ao)

Atente para a transformacao sistemdtica de uma expressdo em outra, sempre aplicando alguma lei
de equivaléncia sobre uma expressao para produzir a seguinte. Podem haver outras sequéncias que
produzem a mesma transformacéo, até mesmo sequéncias mais curtas. Depois de certa prética,
pode-se obter com mais facilidade uma sequéncia que produza a transformacio desejada. Como
prova real da operagdo, pode-se verificar, por meio de tabelas-verdade, que a expressdo original e a
transformada s@o avaliadas sempre do mesmo modo sob uma mesma interpretagao.

Um argumento ou prova da proposicdo b sob a premissa de que as proposi¢des ay,a, .. . ,a
sdo satisfeitas, o que serd denotado por

de aj,ay,...,a; inferir b
consiste de uma sequéncia de transformacgdes de equivaléncia a partir da proposicao
aiNayN...Nay=Db

que resultaem V. Isto s6 serd possivel, naturalmente, se a proposi¢do acima for uma tautologia. Uma
implicagdo a = b € dita vdlida se existe um argumento para de a inferir b, ou seja, a implicagdo
for uma tautologia.



24

2.5

2.4 Predicados 15

Predicados

O conceito de proposi¢do serd generalizada pela introducao das nocdes de predicados e de quan-
tificadores. Um predicado sobre x; € X1, xp € Xp, ..., x; € X; é uma afirmacdo que envolve as
varidveis xp,x», ..., Xy, representando respectivamente elementos quaisquer de X1, X>, ..., X, a qual
s6 deve ser avaliada como verdadeira ou falsa apds a determinacdo de valores concretos para
X1,X2,...,X. As varidveis x1,xp, ..., x; sdo chamadas varidveis livres do predicado. Um predicado
é denotado por um identificador assim como uma varidvel, acrescentando-se as varidveis livres
entre parénteses, como por exemplo, P(xj,x;,...,x;). Para se descrever a afirmacdo associada a
um predicado comumente emprega-se linguagem natural, proposi¢cdes 16gicas formais, expressdes
algébricas, expressdes de teoria dos conjuntos, ou uma mistura destas maneiras, desde que se
entenda ter produzido uma afirmagdo que deve resultar em verdadeira ou falsa uma vez que uma
valoracdo para as varidveis livres for estabelecida.

= Exemplo 2.7 Alguns exemplos de predicados:

x7y) =“xémenorouigualay’=x<y
x,¥,z) = “x é o dobro de y ou o triplo de z” = (x =2y) V (x = 3z)

Py (
P (

* P3(x) = “x é menor ou igual a 10” = P (x,10) =x < 10
Py (

x,S) = “x pertence ao conjunto S” =x € §

E interessante notar que ao aplicar valores especificos as varidveis livres de um predicado, tal
predicado se reduz, na pratica, a uma varidvel légica. Por exemplo, com relacdo ao exemplo
anterior, P;(2,3) corresponde a varidvel l6gica que ¢ avaliada em V se 2 < 3 (que € o caso, neste
exemplo). Assim, um predicado pode ser visto informalmente como uma colecdo de varidveis
l6gicas, cada uma associada a uma valoragdo especifica das varidveis livres do predicado. Ou ainda,
pode-se ver uma variavel 16gica como um predicado sem varidveis livres.

A préxima sec¢do apresenta a outra forma de generalizacdo de proposi¢des, que € a introdugdo
de quantificadores.

Quantificadores

E muito comum a necessidade de afirmar que certo predicado é verdadeiro quando suas varidveis
livres s@o atribuidas a alguma valoragao especifica ou a qualquer valoracio sobre certo dominio.
Para afirmacdes desta natureza, o conceito de quantificadores € definido. O quantificador existencial
representa a proposi¢ao que € avaliada como V se o predicado P(xy,x;,...,x;) é verdadeiro para
algum x; € X1,x; € X5, ...,x; € Xi. Denotamos tal afirmacéo por

(3 x1eXi,xneXy,....x € Xy P(xl,xz, .. ,xk)) 2.1

O quantificador universal representa a proposi¢éo que € avaliada como V se o predicado P(x1,x2, ..., xx)

é verdadeiro para cada x| € X{,x2 € Xp,...,x; € X;. Denotamos tal afirmagdo por
(Vxl eX,xeX, . ...x €Xy: P(x1 y X2y ,xk)) 2.2)

Para representar os conjuntos Xi,Xo,...,Xy, empregamos além da terminologia da teoria dos
conjuntos (para nos referenciar ao conjunto de naturais, inteiros, racionais, etc., além das operacdes
sobre conjuntos), as notagdes seguintes, com i, j sendo nimeros inteiros:

il ={z€Z|i<z< jy={iit+1,....j}
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s ij)={z€Z]i<z<j}={ii+1,...,j—1}
e (ij]={zeZ]i<z<j}={i+1,i+2,...,j}
« (if)={z€Z]i<z<j}={i+1,i+2,...,j—1}

m Exemplo 2.8 Sdo exemplos de proposi¢des com quantificadores:

* Px)=(x<10)A(FyeN:y<x)
(P(0) = F; P(1..10) = V; P(11.. + o) = F)
« P(B,N) = (Vi€ [L.N]: B[] =0)
®([0,0,0,1],3) = V; P([0,0,0,1],4) = F)
* P(B,N)= (Vi€ [l..N):BJi| <B[i+1])
(P([0,1,6,4],3) = V; P([0,1,6,4],4) =F)

As variaveis x1,x2, . ..,X; nas proposi¢oes (2.1) e (2.2) sdo chamadas de varidveis amarradas, e seu
uso ¢ restrito as respectivas proposi¢des, caso os quantificadores estejam inseridos como parte em
outras proposicdes. Isto ndo significa, contudo, que o identificador fica proibido de ser usado em
outras partes da proposi¢do mais geral. O que ocorre € que o uso destas varidveis em outras partes
possuem usos distintos em relac@o aqueles nas expressdes do quantificador. Por exemplo, se

Plx,y)=(x<y)V(Vxe[l.5]:x<y)

entdo P(4,2) = F pois tanto (4 < 2) quanto (V x € [1..5] : x < 2) s@o proposi¢des avaliadas como
F, enquanto P(7,6) =V pois (Vx € [1..5] : x < 6) =V, o que é suficiente para simplificar a
proposicdo P(7,6) para V. Note o uso distinto da varidvel x na avaliagio da proposi¢do (x <)
eem (Vx € [1.5]: x <y) em P(x,y). Na primeira, o valor de x vem de x como varidvel livre,
enquanto na segunda vem de x como varidvel amarrada.

Para a condug¢do de provas envolvendo quantificadores, sdo necessdrias algumas leis adicionais:

¢ Leis do Quantificador Existencial:

o (3x€0:P(x))=F

o (Jx€X:P(x)) =P(x;) VP(x2) V---VP(x,), onde X = {x1,x2,...,%,} #0
¢ Leis do Quantificador Universal:

o (Vxe0:Px)=V

o (VxeX :P(x)) =P(x;) AP(x2) A---AP(x,), onde X = {x1,x2,...,%,} #0

Definicdo de Conjuntos

Para a elaboracdo de predicados, se faz necessdrio a definicdo de conjuntos, sobre os quais as
varidveis amarradas tomam seus valores. Para tanto, utilizaremos a convencao de que, a partir de
certo conjunto previamente definido C, pode-se definir um novo conjunto X pela expressdao

X = {f(x): x€ C| P(x)}

onde f(x) é uma funcéo arbitraria e P(x) um predicado. Quando f(x) = x, podemos simplificar a
notacdo anterior para

X={xeC|Px)}
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O conjunto X definido desta forma € tal que um elemento y pertence a X se, e somente se, existe
x € C que satisfaz P(x) e y = f(x). De outra maneira, de uma forma computacional, X seria
conceitualmente construido com o seguinte algoritmo:

X0
para cada x € C faca
se P(x) entdo
| X = XU{f(x)}

O algoritmo acima nao € um processo efetivo de construcido, uma vez que C ndo raramente &
um conjunto infinito; o algoritmo visa definir alternativamente a notagdo de conjuntos em termos
computacionais como auxilio para aqueles que melhor compreendem tal forma de expressao.

2.7 Traduzindo Linguagem Natural em Proposicoes Formais

E muito importante que as proposi¢des formais correspondam corretamente a intencao da linguagem
natural. Para servir de modelo, apresentamos diversas constru¢des linguisticas comuns, bem como
elas podem ser traduzidas em proposi¢des formais.

Proposicao em Linguagem Natural

Proposicao em Légica Formal

“ndo ocorre <proposi¢ao>"
“<proposicdo 1> e <proposicio 2>”
“<proposicdo 1> ou <proposi¢do 2>”

“ou <proposi¢do 1>, ou <proposi¢do 2>”

“se <proposi¢do 1>, entdo <proposi¢do 2>”
“quando <proposi¢do 1>, entdo <proposicao 2>”
“<proposicao 1> somente se <proposi¢do 2>
“<proposicao 1> se <proposicao 2>”
“<proposicao 1> se, e somente se, <proposi¢ao 2>”
“hd algum x no conjunto X tal que <proposicdo sobre x>
“para todo x no conjunto X, <proposicao sobre x>"
“proposicdo sobre x”

- “<proposi¢ao>"
“<proposicdo 1>” A “<proposicdo 2>”
“<proposicdo 1>” V “<proposicdo 2>”

“<proposicdo 1> & — “<proposi¢do 2>
“<proposi¢do 1>” = “<proposi¢do 2>”
“<proposicdo 1>” = “<proposi¢do 2>”
“<proposicdo 1>” = “<proposi¢do 2>”
“<proposicdo 2>” = “<proposi¢do 1>”
“<proposicao 1> < “<proposi¢do 2>”

(3x € X : “<proposi¢do sobre x>7)
(Vx € X : “<proposi¢do sobre x>")
P(x) , onde P(x) = “proposi¢do sobre x”

Se a expressdo em linguagem natural ndo se encaixar em nenhuma estrutura acima, tente
refrased-la em termos destas estruturas, mantendo o significado original, para que a tradugao l6gica
adequada se torne aparente.

m Exemplo 2.9 As seguintes proposic¢des, antes de serem traduzidas para uma proposicao formal
com a ajuda da tabela anterior, sdo reformuladas como etapa intermedidria:

e “nenhum x no conjunto X € tal que <proposi¢cdo sobre x>"
="“para todo x no conjunto X, ndo ocorre <proposi¢ao sobre x>”
=(Vx€X:-P(x)), onde P(x) = “proposi¢do sobre x”

e “os elementos do vetor B entre as posi¢des i e j sdo iguais a 0”
=“para todo x no conjunto [i..j], Blx] = 0”
=(Vxeli.jl:Blx]=0)
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e “ndo hd um nimero primo que seja o maior de todos”

="“ndo ocorre que haja algum natural x tal que x é primo e o maior de todos”

=-(Jx € N: “x é primo” A “para todo natural y, se y € primo, entdo y < x”)

=-(3x € N:Primo(x) A (Vy € N:Primo(y) =y <x)) , onde Primo(x) = “x € primo”

e “dois nimeros que sdo multiplos de certo natural maior que um ndo s@o primos entre si”’

="para todo x e y naturais, se hd algum natural z > 1 tais que x,y sdo multiplos de z, entdo
X,y nao sao primos entre si”

=(Vx,yeN:(3z€N:z>1AMult(x,z) AMult(y,z)) = —PrimSi(x,y))
onde Mult(a,b) = “a é miiltiplo de b” e PrimSi(a,b) = “a e b sdo primos entre si”

2.8 Exercicios

1. Avalie cada proposicdo abaixo nas interpretacdes das varidveis indicadas em s e s5:

proposicdes 1 §2

a —(mVn) m=V,n=V m=V,n=F

b m\Vn=-p m=V,n=V,p=F m=F,n=F,p=F

c mV (n=p) m=V,n=V,p=F m=F,n=F,p=F

d| memApsq) |m=F,n=F,p=V,q=F |m=V,n=F,p=V,q=F
e| me&mAN(peq) |m=F,n=F,p=V,q=F |\m=V,n=F,p=V,q=F
fl menANpesq) |m=F,n=F,p=V,q=F |m=V,n=F,p=V,q=F
g|(m=n=((p=q) |m=F,n=F,p=F,q=F |m=V,n=V,p=V,q=V
h|(m=n=p)=q|m=F,n=F,p=F,q=F |m=V,n=V,p=V,q=V

2. Responda:

(@) A={|x/2] :xeN}.A=N?

(b) B={2x+1:x € A}. Determine os 5 menores elementos de B.

() C={2x+1:x€A|—2x*+100 > 0}. Determine os 5 menores elementos de C.
(d) D={(x,y):x,y € C|xépar}. Enumere os elementos de D.

() E={(x,y):x€C,yeA|2<y<3}. Enumere os elementos de E.

(f) F={(x,y) :x€C,y € E}. Determine |F]|.

3. Escreva a tabela-verdade de cada uma das proposicdes abaixo:
(@) bA(cVd)
(b) bV (cNd)
() “b=(cVd)
(d) b< (bVe)
e (bVe)A(b=c)N(c=D)
6 bec)esb=c)N(c=D)

4. Defina recursivamente “(Vx € X : P(x))” e “(3x € X : P(x))".

5. Prove:
(a) de (Vx € X :F(x)) inferir (Vx € X : F(x) VG(x))
(b) de (Vx e X :F(x))A(Fx € X :G(x)) inferir (Fx € X : F(x) AG(x))
(c) de (VxeN:F(x))A(F(2) = (VyeN:G(y))) inferir (3z € N: G(z))
(d) de (Vxe X :F(x) = G(x))A(Vx e X :G(x) = H(x)) inferir (Vx € X : F(x) = H(x))
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6. O operador de implicagdo possui as propriedades comutativa e associativa? Justifique sua
resposta usando tabelas-verdade.

7. Cada um dos teoremas abaixo podem ser provados usando exatamente uma regra do sistema
de deducdo natural inferéncia basica. Nomeie esta regra.
(a) de a, b inferir a A b
(b) de aAbA(gqVr)inferir g Vv
(c) de —a inferir ~aVa
(d) dec<d,dVcinferir d = ¢
(e) de b = ¢, b inferir bV —b
(f) de —a, —b, c inferir —a V ¢
(g) de (a = b) Vb, ainferir a = b
(h) deavb=c,c=aVbinferiraVvb < c
(i) de aAb, gV rinferir (aAb)A(qVr)
() de p=(¢=r), p, qV rinferir g = r
(k) dec=d,d = e, d = cinferir c < d
(1) deaVb,aVe, (aVb)=cinferir ¢
(m) dea=(dVec, (dVc)= ainferira < (dVc)
(n) de (aVb)=c, (aVd)=c, (aVb)V(aVd) inferir c
(0) dea= (bVc),b= (bVc),aVbinferir bV c

8. Forneca as seguintes provas:
(a) de pAg, p = rinferir r
(b) de p < ¢, g inferir p
(c) de p,g=r, p=rinferir pAr
(d) de b A —c inferir —c.
(e) de b inferir bV —c
(f) de b = c Ad, b inferir d
(g) de pAgq, p=>rinferir r
(h) de p,gN(p=s) inferir gAs
(1) de p < g inferir g < p
(j) de b= (cAd),b inferir d
9. Prove as seguintes leis usando somente as regras de inferéncia basicas da dedugao natural:
(a) Distributivas:

i. deaA (bVc)inferir (aAb)V (aAc)
ii. de (aAb)V (aAc)inferira (bVc)
iii. deaV (bAc) inferir (aVb)A(aVc)
iv. de (aVb)A(aVc)inferiraV (bAc)

(b) De Morgan:
i. de =(aVb) inferir —a A —b
ii. de —a A —b inferir —(aV b)
iii. de —~(a A b) inferir —aV —b
iv. de —aV —b inferir —(a A\ D)
(c) Contra-positiva:
i. de a = b inferir —-b = —a
ii. de =b = a inferir a = b






3.1

Neste capitulo, concentraremos a atengdo nas especificacdes. A Secdo 3.1 discute o papel das
especificacdes na verificacio da correcdo. A Secdo 3.2 apresenta as asser¢des. A Secdo 3.3 define
formalmente uma especificagcdo e apresenta as convencdes empregadas em sua escrita. A Secado 3.4
discute a relacdo entre predicado e conjunto de estados.

Intfroducdo

O algoritmo abaixo estd correto?

funcao REsTO(x, y):
r<x;q<+0
enquanto r > y faca
| r<r—y,;qg+<q—+1
retorna r

Se disse sim, reavalie. E certo que o algoritmo acima retorna a multiplica¢io de x por y?

Esta dltima pergunta talvez tenha causado estranheza, pois nfo era exatamente multiplicacdo
entre dois ndmeros que vocé tinha em mente quando avaliou a correcdo da funcdo. Mas note que,
além do nome da fun¢do, ndo hd nada que indique que esta fungdo deveria retornar o resto da
divisdo de x por y. A fungdo ndo € correta se a multiplicacio de x por y for o resultado esperado.

Se determinar o resto da divisdo de x por y € o objetivo da func¢ao, ainda assim ela ndo estaria
correta caso a operagdo matematica de resto estivesse bem-definida para valores positivos de x e
negativos de y (apesar de ndo usual, € possivel e desejado em certas aplicacdes). Se supormos este
tipo de entrada, tal funcio ndo € correta pois sua execucao € infinita.

O exemplo anterior ilustra o fato que a correcio de um algoritmo ndo pode pode ser avaliada
apenas com sua descri¢do. E necessario também uma especificagio sobre o objetivo deste algoritmo,
além de uma especificacdo sobre os valores de entrada sobre os quais ele é suposto operar. Na
proxima se¢do, estabeleceremos uma linguagem para a descri¢do de ambas as especificacdes.
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Assercoes

Durante uma execucdo de certo algoritmo A, o estado de mdquina, ou simplesmente estado,
consiste da valoragdo especifica que cada varidvel de A possui em dado ponto desta execu¢cdo. Um
estado estd bem definido antes de todos os comandos de um algoritmo, depois de todos eles, ou
imediatamente apds cada comando efetuado em sua execucao e imediatamente antes do préximo.
A bem conhecida atividade de “fazer o Chinés” de uma execucao, normalmente utilizada para a
depuracdo de um algoritmo, ¢ um termo popular para a tarefa de manter registrado o estado de
madquina a cada alteracdo, potencialmente produzida a cada novo comando efetuado.

Seja A = S1;52;...;Sy um algoritmo, onde Sy, S7,...,Sy representa a sequéncia de comandos
definida por A, e considere o estado de um algoritmo em determinado ponto de A, digamos, entre 0s
comandos S; e Si+1 (permitimos i = 0 para indicar que o ponto de A de interesse é aquele anterior a
qualquer comando). Uma asser¢do em tal ponto de A consiste de um predicado P(x;,x2,...,x,) no
qual as varidveis livres x,x», ..., X, correspondem a varidveis de mesmo nome definidas em A. Tal
assercdo ¢ denotada por

A=S1;..:8{P}Sit1:8i2;.. 38N

Note que, por simplicidade, omitiremos a lista das varidveis livres do predicado P, que pode ser
obtida observando-se a defini¢do do predicado. Naturalmente, para a expressio da assercao da
maneira acima, a expressao de P pressupde-se conhecida. Caso contrério, pode-se defini-la em
conjunto com a assercao, na forma

A=S81;...55; { P= <predicad0> } Si+1;Si+2;. SN

Ainda, caso o nome do predicado nfo seja relevante e deseja-se evitar de nomed-lo, podemos
também usar

A=S81;...;8; { <predicado> } Sii1;Si12;---;SN

m Exemplo 3.1 Alguns exemplos de asser¢des, descontextualizadas do algoritmo, com uma descri-
¢ao dos estados que satisfazem tais assergdes:

1. { x>0 }: x ndo-negativo (outras varidveis podem possuir quaisquer valores);

2. {(x>0)A(y<10)A(x=2y) }: as varidveis x,y devem ser tais que x >0,y < 10exéo
dobro de y. Se as varidveis sdo do tipo inteiro, entdo seus respectivos valores (x,y) é um
destes: (0,0),(1,2),(2,4),(3,6),(4,8),(5,10);

3. {Vie[l.N]:0<ali] <100 }: cada elemento do vetor a entre as posi¢des 1 e N (inclusive)
(isto &, do subvetor a[1..N]) é um valor entre 0 e 100;

4. {Jie[l..N] :ali] é primo }: algum elemento do subvetor a[1..N] é primo;

5. {s= (X i€[l..N]:ali]) }: avaridvel s é igual a soma dos elementos do subvetor a[l..N].

m Exemplo 3.2 A seguir, ilustra-se um algoritmo com asser¢des definidas em certos pontos de sua
execucdo. Note as diferentes maneiras de descrever asser¢des: a primeira delas define o predicado
P(y); as asser¢des dentro do comando condicional definem predicados sem nomea-los; a asser¢do
ao final do algoritmo faz referéncia a um predicado Q, que deveria estar previamente definido para
que aquela asser¢ao estivesse bem formada.
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{P=y>0}
x4y

se x > 5 entao
{x>0}
Y X
senao
yx—35
{y>0}
{Q}

Quando uma execucdo de certo algoritmo A atinge um ponto onde uma assercao esta definida,
tal assercdo € dita satisfeita se o estado € tal que os valores das varidveis x1,xz,...,x, satisfazem o
predicado P(x1,x,,...,x,); no caso contrdrio, tal asser¢do € dita violada.

m Exemplo 3.3 Considere o trecho de programa no qual ha uma assergéo P:

X< 2%xXx

{P}

x<—x+1

Se P =“x é par”, entdo a asser¢ao ¢ satisfeita seja qual for a execucdo. Se P =“x € impar”, entdo a
assercdo é violada em qualquer execucdo. Finalmente, se P =“x ndo é primo”, entdo a asser¢do
é violada se x = 1 no inicio deste trecho do algoritmo. Para todos os demais valores de x, ela é
satisfeita. "

O predicado especial que define a assercdo localizada antes de qualquer comando de um
algoritmo A é chamada de pré-condicdo de A. Analogamente, o predicado que define a assercdo
localizada ap6s todos os comandos de A € chamada de pds-condicdo de A. No algoritmo do
Exemplo 3.2, P (resp. Q) corresponde a pré-condigédo (resp. pds-condi¢do) daquele algoritmo.
Se considerarmos o trecho correspondente ao bloco “entdo” do algoritmo (isto €, o comando
¥ <= x), entdo a pré-condi¢do deste trecho é x > 0 e sua pds-condi¢do encontra-se ndo especificada.
Analogamente para o bloco “sendo”, a pds-condicao para este bloco € y > 0 enquanto sua pré-

condi¢do ndo estd definida.

Especificacdo

A especificacdo formal, ou simplesmente especificacdo, de um algoritmo A consiste de sua pré-
condicdo P e sua pés-condicdo Q. Uma especificagdo define implicitamente a seguinte afirmacao:

* o algoritmo pressupde que, ao iniciar a execucdo de A, o estado inicial satisfaz P;

* o algoritmo garante que termina sua execuc¢ao em tempo finito e, quando o fizer, o estado
final satisfaz Q.

Retornando a questdo levantada na Secdo 3.1, com relacdo a correcdo da funcdo RESTO, uma
maneira apropriada de se apresentar o algoritmo para em seguida se perguntar sobre sua corre¢ao
seria, por exemplo, conforme se segue.
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fun¢do REsTO(x, y):
{(x=0)A(y>0)}
r<—x;q<+0
enquanto r > y faca
| r—r—y,q<q+1
{ “r é igual ao resto da divisdo de x por y” }
retorna r

Desta forma, a questio levantada naquela se¢@o sobre o que a funcdo RESTO intencionaria, premissa
sobre a qual uma avaliagc@o de correcdo deve se basear, estaria resolvida: a especificagdo introduzida
junto com o algoritmo nesta secdo descreve os estados iniciais aceitos pela fungdo e o que esperar
do estado final.

Uma observacdo importante é que a especificagio deve descrever com precisdo o qué se espera
do estado final, e ndo como tal estado serd atingido. A principio, a maneira pela qual se atinge o
estado final ndo € uma preocupacio: a principio, qualquer maneira de conduzir a computacio de
modo a satisfazer a pds-condicio € igualmente véilida, do ponto de vista da corre¢do. Critérios
como eficiéncia de tempo e espaco de fato sdo relevantes nesta escolha, mas sdo preocupagdes
distintas da correcdo. Por exemplo, note que se trocdssemos a pds-condi¢@o para

“r recebe inicialmente o valor x, e entdo debita-se de r o valor y até que r < y”

os estados finais atingidos sdo exatamente os mesmos; porém, a pés-condi¢c@o desta vez caracteriza
os estados finais desejados pelo préprio algoritmo, e ndo através da propriedade que deve ser
satisfeita ao final. Desta forma, proibe-se o emprego de algoritmos mais convenientes que este
(como por exemplo, mais eficientes) para se produzir os mesmos estados finais.

Convenc¢des nas Especificacoes

Grau de Formalismo

Como vimos, os predicados, fundamentos da especificacdo, podem ser escritos textualmente, em
linguagem natural, ou formalmente, em notacao l6gica. Embora a linguagem natural possa inadver-
tidamente ser ambigua e, por isso, exige cuidado redobrado com sua redacao, ela é conveniente
no caso em que o formalismo exagerado ndo ilumina ao leitor o que se pretende capturar com o
predicado. Uma notagao intermedidria entre formalismo detalhado e a linguagem natural, em geral,
€ a melhor forma de expressdo. O Exemplo 3.4 ilustra esta diferenga entre graus de formalismo.

» Exemplo 3.4 Asasser¢des { (m=a)A(a>D))V((m=D>b)N(b>a)) },{m=max{a,b} }e
{ “m € o maior valor entre a e b” } séo equivalentes entre si. A primeira emprega terminologia
elementar de dlgebra e 16gica, e demora a ser compreendida. A terceira forma emprega linguagem
natural, que sempre corre o risco de ser ambigua ou imprecisa e exige cuidado extremo. A forma
intermedidria € precisa e utiliza um operador algébrico muito comum (de “maximo”), e das trés,
talvez seja a preferivel. "

O exemplo anterior conduz a seguinte convencao:

Convencado 3.1 Um predicado adequado a uma especificacdo deve ser facil de compreender e
tanto formal quanto possivel.

Constantes e Valores Iniciais de Variaveis

Considere a especificacdo de um algoritmo A que precisa trocar de valores duas varidveis, x e y. A
dificuldade aqui é que, na pés-condig@o precisamos nos referenciar ao valor de x e de y ndo naquele
ponto, mas do inicio da execugdo. Para isto, faremos uso da contante l6gica (conceito equivalente a
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varidvel matemdtica): uma grandeza arbitrdria, definida em outra assercdo, cujo valor é invariante
onde quer que seja referenciado no escopo do mesmo algoritmo. Veja o exemplo:

{r=0)A=y)}

onde x, y representam os valores das variaveis x,y no estado onde a assercdo estd definida, e X,y sdo
constantes. Pela pré-condigdo, tais valores devem corresponder aqueles iniciais respectivamente
das varidveis x,y. Logo, a p6s-condicdo estabelece que o valor final de x (resp. y) seja aquele
inicial de y (resp. x), conforme era de interesse. Seguindo este exemplo, estabelecemos a seguinte
convengao:

Convencado 3.2 Varidveis sao escritas sem a sobrelinha (por exemplo, Var), enquanto constan-
tes sdo escritas com a sobrelinha (por exemplo, Var).

Além disso, ¢ muito comum que constantes 16gicas sejam definidas para denotar valores iniciais
de varidveis, a exemplo da pré-condi¢ao do exemplo anterior. Por conveniéncia, introduziremos
também a seguinte convencao:

Convencado 3.3 Se houver apenas uma pré-condi¢do P no contexto, e se x1,x3,...,X; S20 as
varidveis do algoritmo, a efetiva pré-condi¢do P’ a ser considerada é

P=PA(x;=X)A(2=%) A A (xx =)

Desta forma, o exemplo anterior poderia ser simplificado para

Varidveis Sem Modificagdo
Considere o seguinte algoritmo:

A
{P}

Se a p6s-condicao P for z = a+ b, indica que, logo apds a execugdo de A, a varidvel z deve ser
igual a soma das varidveis a e b. Assim, se

A=zab+«3,1,2

P ¢ satisfeito. No entanto, alguma experi€ncia em resolucdo de problemas algoritmicos é suficiente
para indicar que, embora o algoritmo consiga satisfazer a pds-condi¢do, este ndo é o algoritmo que
se estava procurando. Suponha, entdo, que ha necessidade que z deva receber o valor das varidveis
a, b originais. Neste caso, P ¢ satisfeita por

A=za,b<+ a+b,0,0
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Novamente, a pds-condi¢do € satisfeita, mas ainda o resultado ndo € satisfatério. Nesta tltima
solucdo, o problema é que as varidveis a,b estdo sendo anuladas, o que apesar de nfo violar a
pos-condicio, talvez contradiga a possivel intuicdo do leitor. Mais provavelmente, espera-se que
a,b mantenha-se com seus valores originais inalterados. Finalmente, podemos entdo revisar o
algoritmo para

A=z<a+b

e a questdo natural é: como revisar a pds-condi¢do para desqualificar as duas primeiras versdes de
A, aceitando a terceira? Isto pode ser conseguido através das constantes 16gicas que referenciam os
valores iniciais, desde modo:

P=(z=a+b)N(a=a)\(b=Db)

Por conveniéncia, introduziremos também a seguinte convengao:

Convencdo 3.4 Se houver apenas uma pés-condi¢do P no contexto € y1,y2, ..., VrsX1,X2, .. ., Xk
sdo as varidveis livres de P, a efetiva pés-condi¢do P’ a ser considerada é

P =PAx =x)A02=%)A A (xx =X)

removendo-se todos os sublinhamentos das varidveis de P. Ou seja, apenas as varidveis
Y1,Y2,.-.,yr podem ter seu valor original alterado para que P seja atendida.

Desta forma, o predicado P que aceita apenas a terceira versio do algoritmo anterior pode, segundo
a dltima convencao, ser simplificado para

P=(z=a+b)

Generalizagdo de Quantificadores
Note que o Exemplo 3.1(5), informalmente, generalizou o conceito dos quantificadores universal e
existencial. Formalmente, estabelecemos agora a convengdo para tal:

Convencdo 3.5 A expressdo
Vidva D D

pode ser escrita, de forma mais precisa, por

(@ie[l.k:v)

Desde modo, a expressdo 1 +2+3+4+5+6+7+8+9 pode ser escrita como (+ i € [1..9] : i)
ou, dado que ja existe um simbolo bem conhecido para o quantificador associado a operacao de
soma, pode-se escrever na forma do Exemplo 3.1(5), que resultaem (Y i € [1..9] : §).

Vetores e Matrizes

Proposicdes sobre vetores e matrizes, ndo raramente, sio melhor comunicadas se um desenho do
vetor ou matriz for desenhado, em conjunto com algumas anota¢gdes. Embora seja uma tentativa
natural de se fazer assercdes sobre tais estruturas, lembramos do cuidado que se ha de ter para que
o significado esteja bem definido. Desta forma, esta secdo tem por objetivo estabelecer convengdes
para tais desenhos, de modo que eles se tornem partes de proposi¢des formais.
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Convencado 3.6 A seguinte tabela apresenta algumas proposi¢des formais e a forma equiva-
lente grafica.

Proposicao Formal Proposicio Grafica Equivalente
k
Blk] =x
B X
1 k
Viel|l.k]:Bli]| <
i€[l..k]:B[i] <x . <x
k
Blk|®
[k @ B Sx

B =%
i .]
(@ xeli.j): P(x)) B & x: P(x)
1 .]
(3x € [i..j]: Blx] =k) B Jx: B =k
1 1
(Vx € [1..i) : B[x] > B[p]) B > B[p]
1 ]
(®x€li..j):Bx]) B &)
1 ]
(¥ x€[i..j): Bx]) B y
ir Ji i J2

(@xE [il..jz]U[iz..jz] :P(x)) B

@ x:P(x)

s=(Lx € [L.N]: Blx])
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Proposicao Formal

Proposicao Grafica Equivalente

(ViG [il..iz},]‘ € [lN] :
(i=i)AG =)V <i<i)V
(i=i)A(j<j2)=0<B[i,j]<N)

i1

i

1 J1 J2 N

Vi j:0<B[i,j]<N

1 J1 J2 N
(Vi€ [iy..ia), j € [1..N] : i
(i=i)A(G =)V (i <i<i)V £0
(i=i2)A(j < j2) = Bli,j] #0)
153
1 J1 J2 N
(Z(lv.])e{(lv.])lE[IIZZ]aJG[lNH I
(iZi])/\(ij])\/(i] <i<i2)\/
(i=i)AN({<j2)}: )y
B[i, j])
153
. . l j
P(B,i, ) = p
i J
Ordenado(B, i, j)
B Ordenado

3.4 Predicado vs. Conjunto de Estados

A um predicado P corresponde o conjunto de estados que tornam o predicado P satisfeito. Racioci-
nar sobre a asser¢do em termos deste conjunto associado mostra-se de utilidade, principalmente
para aqueles que dominam a teoria de conjuntos. Por exemplo, para quaisquer dois predicados P, Q,
temos que P = Q se, e somente se, o conjunto de estados associado a P € um subconjunto daquele
associado a Q. Daqui em diante, ora um predicado serd visto como uma proposi¢do légica, ora
como o conjunto de todos os estados que tornam este predicado satisfeito, conforme a necessidade.
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3.5 Exercicios

1. Reescreva as seguintes assercdes utilizando proposicdes graficas equivalentes e forneca um
estado que a asserc¢do ¢ satisfeita:
@ {(1<p<g<n)ANie[l.p]:bli]<x)A(Vi€ (g.n]:x<D[])}
® { (1<k—1<f<h—1<n)A(Vi€[l.k):b[i]=1)A
(Vi€ lk.f):bli|]=2)N (Vi€ (h..n] :b[i] =3)
2. Reescreva as seguintes assercdes utilizando proposi¢des equivalentes ndo graficas e forneca
um estado que a asser¢ao € satisfeita:

1 i < J < n
(a) b| <x |«x x| >x | A0<))
1 < k < z n
(b) < a | Ordenado > x Az<n+1)

3. Para cada descri¢c@o de problema abaixo, elabore uma especificacdo que a traduza da melhor
maneira possivel, elaborando pré- e pds-condi¢des para tais especificacoes.

(a) Atribua a x o maior valor dentre os n primeiros elementos do vetor b

(b) Atribua a p a posi¢do de um maior valor dentre os n primeiros elementos do vetor b

(c) Atribua a x o valor absoluto de y

(d) Atribua a z o valor x/y

(e) Atribua a z uma raiz de f(x) = ax? +bx+c

(f) Atribua a p a posic¢ao do ultimo maior valor dentre os n primeiros elementos do vetor b

(g) Atribua a pl e a p2 as posicdes do primeiro e do dltimo maior valor dentre os n
primeiros elementos do vetor b, respectivamente

(h) Atribua a r o valor 16gico correspondente a afirma¢do de que dado niimero »n € primo

(i) Atribua a r o n-ésimo nimero de Fibonacci, onde n é dado. O primeiro nimero de
Fibonacci € 1, o segundo também € 1 e, a partir do terceiro, o nimero de Fibonacci é
obtido pela soma dos dois anteriores. Os primeiros nimeros de Fibonacci sao, portanto,
1,1,2,3,5,8,....

(j) Atribua a r o valor da afirmacdo de que um dado vetor a com n elementos possui a
primeira metade de elementos ordenada ascendentemente e a segunda metade ordenada
descendentemente.

(k) Dados vetores a, b, atribua a z um elemento que esteja nas primeiras n posicdes de a e
entre as primeiras m posi¢des de b.

(1) Dada uma matriz M, de n linhas por s colunas, onde a célula M([i, j| representa a nota
do aluno i no semestre j, atribua a » o ndmero da linha com o aluno com a maior média
de notas.

4. Considere um inteiro de n algarismos, cada um em uma posicao do vetor a[1..n], onde a[1] é o
algarismo de maior ordem. Como exemplo, se o niimero 123542 estivesse sendo representado,
ention =6ea=[1,2,3,5,4,2]. A préxima permuta¢do maior é a representagdo do menor
inteiro n’ > n tal que n’ é uma permutag@o dos algarismos de n. No exemplo anterior, a
préxima permutacdo maior seria [1,2,4,2,3,5]. Escreva formalmente a especificacdo para a
proxima permutacio maior de um dado nimero de entrada.
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4.1

Neste capitulo, discutimos os fundamentos da verificagdo formal de algoritmos. Na Sec¢do 4.1,
define-se triplas de Hoare. Na Sec¢ao 4.2, define-se o conceito crucial de pré-condi¢do mais fraca. Na
Secdo 4.3, apresenta-se o emprego da pré-condicdo mais fraca na verificagdo formal de algoritmos.

Tripla de Hoare

Uma tripla de Hoare (tH) consiste de um algoritmo A e dois predicados P e Q, respectivamente
pré-condicdo e pés-condi¢do de A. Em outras palavras, uma tH € escrita como

{Pra{Q}

Tal tH € dita vdlida sob correcdo parcial se, a partir de qualquer estado satisfazendo P, o algoritmo
A executa e, se terminar sua execucdo, o faz em um estado que satisfaz Q. Atente para o condicional
sobre o término de A: sob correcdo parcial, ndo é necessério que A termine para que a tH seja vélida.
Se, adicionalmente, é requerido que A termine em tempo finito em qualquer execucao a partir de
um estado satisfazendo P, entdo dizemos que a tripla € vdlida sob correcdo total. Quando uma tH
for dita valida, sem meng¢do explicita a um tipo de corregao, pressupde-se que € sob correcio total.

m Exemplo 4.1 As seguintes tHs sdo vélidas:

{Gx=3)A0=2)zex/y{z>1}
{G>2)A0=2) tz¢x/y{z>1}
{G=y)Ar>0)zex/y{z>1}
{G/y=DA0#0) fzex/y{z>1}
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m Exemplo 4.2 As seguintes tHs sdo validas:

{z=5}z¢2%z{6>5}
{z=5}z¢2xz{z>5}
{z=5}z2%z{(z=10)A(z>x) }
{z=5}z+2xz{z=10}

m Exemplo 4.3 As seguintes tHs ndo sao vélidas. Os respectivos estados iniciais em evidéncia
comprovam tal fato.

{(x>y)AN#0) tz+x/y{z>1} (parax>0ey<0)
{—1<z<5}z42%z{ —1<z<10} (para—1<z< —0.5)

m Exemplo 4.4 Considere os seguintes algoritmos:

A1 =2z,a,b+ 0,0,0
Ay =z,a,b<+axb,0,0
Az =z<axb

Analisemos, para cada uma das pré- e pés-condi¢des a seguir, quais destes trés algoritmos tornam
vélidas as respectivas tHs dadas a seguir:

1. {(@a>0)A(b>0)}?{z=uab }: apenas A; e A3;
2. {(a=0)A(b>0)}?{z=ab }: apenas A; e A3;
3. {(@a=0)A(b>0) } ?{z=ab }: apenas Aj.

m Exemplo 4.5 Alguns exemplos de pré- e pés-condicao, seguidos das respectivas descri¢des em
linguagem natural dos algoritmos que tornariam cada tH valida:

1. {N>0}?{s=(Yie[l.N]:Ali]) }: fazer a varidvel s ser igual a soma dos elementos do
subvetor A[1..N] dado de entrada, sem alterar os elementos deste vetor;

2. {N>0}?{r*<N<(r+0.01)* }: fazer a varidvel r ser igual a raiz quadrada de N dada
de entrada, com precisao de 0.01, sem alterar o valor de N;

3. {N>0}7?{“A[l..N] é uma permutacdo de A[1..N]"A (Vi€ [I..N) : Afi] <A[i+1]) }: or-
denar A[1..N] ascendentemente;

4. { ProgPython(x) } ? { ProgJava(y) A Equivalentes(x,y) }: traduzir o programa de en-

trada, escrito em sintaxe Python como contetdo da varidvel x, para um programa equivalente,
escrito em sintaxe Java como contetido da varidvel y.

m Exemplo 4.6 Relembre que pode ser conveniente utilizar predicados graficamente representados
em assercdes sobre vetores e matrizes. Como ilustracdo, reformulamos as tHs do exemplo anterior
que fazem referéncia a vetores.
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1 N
1. {N>0}?{ s= A )

3. {N>0}?< “A[l1..N] é uma permutagdo de A[1..N]" A | Vi:A[i] <A[i+1]

4.2 Pré-Condi¢cdo Mais Fraca (PMF)

Reveja as tHs apresentadas no Exemplo 4.1. Como ilustrado, € possivel a elaboragdo de multiplas
tHs validas variando-se apenas a pré-condicdo (isto é, mantendo-se fixos o algoritmo e a pds-
condicdo). Sendo assim, uma pergunta natural € se haveria alguma pré-condi¢ao que seria preferivel
para a apresentacdo da tH. A resposta a esta pergunta conduz a defini¢do da pré-condicdo mais
fraca, que desempenha papel central na verificagdo de algoritmos.

Lembre que em uma tH valida, a pré-condicdo define o conjunto de estados iniciais para os
quais o algoritmo garante que a pds-condicdo serd satisfeita ao término da execu¢do. Sendo assim,
fixados o algoritmo A e a p6s-condi¢c@o Q, o mais interessante seria estabelecer uma pré-condi¢do
P que defina o conjunto de todos os estados iniciais que torne a tH { P } A { Q } vdlida. Tal
pré-condicao € chamada de pré-condicdo mais fraca (PMF), e denotada por

PMF(“A”, Q)

Como exemplo, considere novamente o Exemplo 4.1. Nele, o conjunto de estados definido
por cada pré-condi¢do € subconjunto préprio daquele definido pela pré-condi¢@o apresentada em
seguida naquele exemplo. Além disso, € ficil se convencer que (x/y > 1) A (y # 0) corresponde a
PMF(“z <+ x/y”,z>1).

Pode ser conveniente a interpretacdo do significado de uma PMF através da representacdo
grifica de conjuntos. Observe a Figura 4.1. O retdngulo corresponde ao conjunto de todos as
possiveis valoracdes das varidveis de certo algoritmo A, isto €, o conjunto universo de todos os
possiveis estados de A. Cada circulo preto corresponde a um estado especifico. Uma seta ligando o
estado [ ao estado F significa que A, ao executar a partir do estado inicial /, finaliza sua execugao
no estado F'. Uma seta ligando o estado / a um simbolo de “x” significa que A, ao executar a partir
do estado inicial /, ou finaliza sua execuc¢do com erro, ou nunca termina. Dada uma pés-condi¢do
Q, como vimos na Secao 3.4, Q também representa um conjunto de estados, a saber daqueles
que satisfazem Q. Tal conjunto é entdo um subconjunto do universo de estados possiveis, que é
representado na figura como um oval. Portanto, graficamente, o subconjunto PMF(“A”, Q) que estd
demarcado na figura, também como um oval, € de fato o conjunto de todos os estados iniciais em
que o algoritmo A termina em um estado satisfazendo Q.

m Exemplo 4.7 A seguir, determinamos diversas PMFs a titulo de exemplo. As PMFs foram
obtidas, e devem ser verificadas, puramente pela observacdo e raciocinio 16gico, sem método
sistematico. E altamente instrutivo se tentar, por meios proprios, obter as mesmas expressoes. Tal
empreendimento valorizard os métodos sistemadticos de se obter PMFs dos diversos comandos, a
serem apresentados nos capitulos que se seguem.

1. Aj=v+—v+1;Ql=v>0;
PMF(“A;”, Q1) =v> —1
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Universo de estados e— —

o0 algoritmo A, ao comegar no estado /, termina no estado Fa

@ — % o algoritmo A, ao comegar no estado /, termina com erro ou nunca termina

Figura 4.1: Representagdo em conjuntos do conceito de PMF(“A”, Q).

LAy=v+vx10;Q2=10<v<x;
PMF(“A2”,Q2) =1<v<x/10

LA3=v e v4x;Q3=10<v < 10x;
PMF(“A3”,Q3) =10—x <v <9x

A=y Q=< x;
PMF(“As”, Qq) = v <x

. As = bli] +— 10xx; Qs = b[z] = 10;
PMF(“As”, Qs) = ((i=2) A (x = 1)) V ((i # 2) A (b[z] = 10))

CAg=xy;Qs=x<y;
PMF(“A6”, Q6) =V

LA =xy;Qr=x>y;
PMF(“A7”,Q7) =F

cAg=x++ —x; Qg =x=|x[;
PMF(“Ag”, Qs) =x<0

se x > y entao
| x<x+a
senao

| x<x—b

. Ag=
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Q9 =x=>10;
PMF(“A9”, Qg) = (x > max{y, 10 —a})V(10+b<x<y)

10, Avg— enquanto i < 3 faca
- 210 | qjit1,j+1
Q1o =j > 10;
PMF(“A19”, Qo) = (i >3)A(j > 10) V(i <3)A(j > 6+1)

Verificagcdo Formal de Algoritmos

Esta secdo trata do problema de verificar se um algoritmo A estd correto, dadas sua pré-condi¢do P
e sua pos-condi¢do Q. Em outras palavras, trata-se de decidir se

{Pra{Q}

¢ uma tH vdlida. Para responder a esta questdo, como dissemos, o conceito de PMF introduzido na
Secdo 4.2 tera papel central.

Comecemos por reanalisar a Figura 4.1. Como foi dito, o conjunto de estados correspondendo
a PMF(“A”, Q) sdo todos aqueles iniciais em que A termina em um estado satisfazendo Q. Segue
diretamente desta defini¢@o, portanto, que para que a tH { P } A { Q } seja vélida, P deve ser
um subconjunto de PMF(“A”, Q) ou, caso contrario, hd um estado que satisfaz P mas ndo a
PMF(“A”, Q), implicando que neste estado por inicial ou A ndo termina, ou termina com erros, ou
termina em um estado que ndo satisfaz Q. Ou seja, devemos verificar se

P C PMF(“A”, Q)
ou, reinterpretando P, Q como predicados e ndo como conjuntos, deve haver uma prova que
P = PMF(“A”, Q)

Tamanha a importancia desta conclusdo, que a destacaremos a seguir e chamaremos de
Meétodo #1 tal maneira de se argumentar a correcao de um algoritmo.

Método 4.1 — Método #1. Para verificar se a tH

{PrA{Q}

¢ vélida, determina-se o predicado
PMF(“A”, Q)

e, em seguida, prova-se que
P = PMF(“A”, Q)

O Método #1 é geral, isto €, sempre € possivel considerar aplica-lo. Contudo, nem sempre tal
aplicac@o é um processo simples, pois tanto a determinagdo de PMF(“A”, Q), quanto a prova de
P = PMF(“A”, Q) pode exigir algum esfor¢o. Por exemplo, revise a determinagio das PMFs dadas
no Exemplo 4.7 e confirme que as dltimas duas PMFs em especial, que envolvem os comandos
mais elaborados de condicional e de repeticao, foram mais desafiadoras. Neste caso, hd um método
alternativo, que chamaremos de Método #2 e o delinearemos de forma geral como se segue:
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Método 4.2 — Método #2. Para verificar se a tH
{P}A{Q}

¢ vélida, observa-se que tipo de comando A consiste, que serd um dos seguintes:

* vazio;

* atribuig@o;

* composi¢ao;

e alternativo (condicional);
* iterativo (repeti¢do);

» chamada de funcéo.

Dependendo do tipo, haverdo propriedades 7, 7, . .., T que, se satisfeitas, garantem a correcao
daquele tipo particular de comando. Verifica-se, entdo, se cada uma delas ¢ satisfeita para a tH
em questao.

Nos capitulos seguintes passaremos a estudar cada um dos possiveis comandos de que um
algoritmo A consiste (vazio, atribuicdo, alternativo, iterativo, chamada de fun¢io ou composicao).
Para cada um deste comandos, o Método #2 descrito de forma geral acima serd especializado,
apresentando-se quais propriedades especificas 7y, M, . . ., T devem ser verificadas. Para comandos
mais complexos, como o comando iterativo, veremos que o Método #1 quase ndo serd usado. Neste
caso, o emprego do Método #2 serd de fato como serd conduzida a verificagdo formal do algoritmo.

Verificacdo vs. Elaboracédo
Note que a se¢do de verificacdo, até aqui, trata do problema de verificar tHs nas quais um algoritmo
A j4 estd dado. O método de elaboracdo do algoritmo A neste caso, ndo nos importa: o importante é
verificar se de fato A é correto.

E bem sabido que diversos algoritmos distintos podem ser empregados na resolucdo de um
mesmo problema computacional. Dentre as possiveis vérias alternativas, algumas podem ser
particularmente dificeis de compreender e de se argumentar em favor de sua corre¢do. Certos
algoritmos podem ser escritos de maneiras que facilitem o argumento. Assim, diante do problema
de elaborar um algoritmo A que torne vélida certa tH, parece promissora a ideia de que A possa ser
construido com vistas a corregdo, de modo de que a sua prova seja facilitada. Neste sentido € que
descrevemos o Método #3.

Método 4.3 — Método #3. Para elaborar um algoritmo A de modo que a tH
{P}Aa{Q}

seja vdlida, escolhe-se que tipo de comando A provavelmente consiste (vazio, atribuicao, alterna-
tivo, iterativo, chamada de funcdo ou composi¢do) e, dependendo do tipo, haverd uma estratégia
especifica que, se seguida, produz um algoritmo correto por construgao.

Para enfatizar a importancia deste método, quotamos Edsger Dijkstra, em seu discurso de
recebimento do Turing Award do ano de 1972:

“The only effective way to raise the confidence level of a program significantly is to
give a convincing proof of its correctness. But one should not first make the program
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and then prove its correctness, because then the requirement of providing the proof
would only increase the poor programmer’s burden. On the contrary: the programmer
should let correctness proof and program grow hand in hand.”

- em discurso intitulado The Humble Programmer, Edsger W. Dijkstra (1972)

Na apresentacio de cada comando nos capitulos seguintes, também apresentaremos os detalhes

das estratégias de cada comando, especializando o Método #3 de forma que ele possa ser utilizado
concretamente.

4.4 Exercicios

1. Determine PMF(“A”, Q) para os seguinte algoritmos e pés-condi¢des. Considere todos os
indices dentro dos vetores.

A Q
(a) i+i+1 i>10
(b) P it2 e j—1 itj>0
(©) i+—i+1;j+j—1 ij=1
(d) ali « 1 ali] = alJ]
(e) ali] « 1 alr] = als]
63) X4 X*kX x < 100
€3] 2y z = max{x,y}
(h) ze{ YOS RSY | = max{xy}
X  caso contrério
@) z<—{ yosexsy 1 = minf{x,y}
X caso contrério
() 7+ 10 z=0

2. Verifique se cada afirmacdo é verdadeira ou falsa:

(@ “{P}A{Q}”e“{PMF(“A”,Q) } A { Q }” sdo especifica¢des equivalentes.

(b) “{ PMF(“A”, Q) } A { Q }” é uma tH valida para quaisquer A, Q

(c) Uma assercdo com n varidveis define 2" potenciais estados distintos

(d) Para todo algoritmo A e asserc¢do Q, temos que PMF(“A”, Q) V PMF(“A”, =Q) é uma
tautologia

(e) Para todo algoritmo A e asser¢do Q, temos que se “{ V } A {V }” é uma tH vilida,
entdo PMF(“A”, Q) V PMF(“A”, =Q) é uma tautologia






5.1

Descricdo

A partir deste capitulo, e até o fim desta primeira parte, dedicaremos cada capitulo a um tipo de
comando que um algoritmo A pode consistir. Uma observagdo importante € que consideraremos A
como consistindo de um inico comando entre aqueles a seguir:

* vazio;

* atribuicgéo;

* composic¢ao;

« alternativo (condicional);
* iterativo (repeticdo);

* chamada de funcgao.

Note que os comandos alternativo, iterativo e composicdo consistirdo, por sua vez, de outros
subcomandos, cada um com seus respectivos tipos.

O comando @ (1é-se: comando vazio) é o mais simples dentre aqueles que abordaremos e,
por isso, comeg¢amos o estudo da correcdo por ele. Sua simplicidade, no entanto, nao deve ser
confundida com sua importancia. Com efeito, diversos problemas de correcdo no desenvolvimento
de programas préticos decorrem de seu uso inadvertido. Esta afirmacdo pode ser desacreditada
a principio por programadores experimentados em diversas linguagens de programacio, pela
dificuldade de sequer encontrar algum comando, qualquer que seja a linguagem, cujo nome se
assemelhe a “0”. Tal descrenga se agravara com a definicdo do comando, dada a seguir.

Definicdo 1 — Comando 0. O comando 0 nao altera o estado de maquina corrente. Isto €,
todas as varidveis possuem os respectivos valores inalterados depois da execucido do comando 0.

Deste modo, para que a tH { P } 0 { Q } seja vélida, nenhuma alteragdo do estado deve ser
necessaria, isto é, quando Q € satisfeito sempre que P o for.
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A definicdo do comando @ pode parecer se tratar de mero capricho intelectual. Com efeito,
pode-se argumentar que o problema de encontrar um algoritmo que satisfaca um tripla de Hoare
para a qual o comando 0 seja uma solugdo, ndo é, propriamente, um problema real. Contudo,
mesmo sob a hipdtese de que nenhum problema real a é passivel de ser resolvido com o comando
0, tal comando ainda assim ser4 util. Ele serd empregado para se resolver subproblemas gerados a
partir de comandos que necessitam de subcomandos, como alternativo e iterativo. Este emprego do
comando vazio serd exemplificado nos capitulos seguintes.

Correcao
Verificando o Comando Vazio

A verificacdo da correcdo do comando @ se procede como apresentada no Capitulo 4. Para
tal, € necessério determinar a pré-condi¢do mais fraca do comando, que é dada pelo Teorema 5.1.

Teorema 5.1 — PMF do Comando 0. Seja Q uma proposicdo. Temos que

PMF(“@”, Q) — Q
= Exemplo 5.1 Para Q = (j > 10), temos que PMF(“0”, Q) = (j > 10). .
m Exemplo 5.2 Para Q = (i <n) A (j < i), temos que PMF(“0”, Q) = (i <n) A (j <i). n

Com a determinacdo da PMEF, a verifica¢do da correcdo pelo Método #1 pode entdo ser condu-
zida. Neste caso, tal processo se reduz trivialmente ao seguinte.

Método 5.2 — Método #2. A tH
{P}to{Q}
¢ valida se, e somente se,
P=Q

Elaborando o Comando Vazio

A estratégia de elaboracdo para o comando 0 é formalizada a seguir.

Método 5.3 — Método #3. Para elaborar um algoritmo A de modo que a tH

{P1A{Q}
seja valida, verifique se
P=Q
e, neste caso, basta fazer
A=10

E interessante observar as respectivas énfases de cada método, a saber:

* 0 Método #1 estabelece como se procede o cdlculo da PMF do comando em questao;

* 0 Método #2 evidencia a verificacdo final que precisa ser conduzida para se garantir a
corre¢do do comando em questio; e



5.3 Exercicios 43

* 0 Método #3 sugere o processo de raciocinio a ser empregado para aplicar o comando em
questio, de modo que o algoritmo esteja correto por construgao.

Os trés métodos apresentados para o comando vazio podem parecer, em dltima instancia, um mesmo.
E de fato o sdo, apenas com énfases diferentes na apresentacdo. A distincdo entre os métodos
tornard mais evidente a medida que os comandos considerados se tornarem mais complexos.

5.3 Exercicios

1. Verifique a corre¢do dos seguintes algoritmos:
(@ {x=0}0{x>0}
b) {x>0}0{x=0}
© {F+2x=0}0{x>0}
(d) { “a[l..n] é ordenado ascendentemente” } @
{Fiel.n]:(Vje[l..]:alj]<a[i)) NV j€ (i.n]:ali] <alj])) }
e {¥*=(a+b)?}0{x=a+b}
0 {x=a+b}0{x*=(a+b)*}
(& {x=y—-1}0{x<y}
() {x<y}0{x=y-1}






6.1

Descricdo

Este capitulo descreve um comando central na elaboracio de algoritmos: o comando de atribuicio.
Em conjunto com o comando de chamada a funcdo, que veremos adiante, trata-se dos Unicos
comandos que alteram o estado de maquina.

Definimos formalmente o comando de atribui¢cdo da seguinte forma:

Definicdo 2 — Comando de Atribuicdo. A sintaxe do comando de atribui¢do é descrita por
Vi, V2, ..., Vg < €1,€2, ..., €

ou, equivalentemente, por
V] < €eq \v2<—ez ’ ~-|vk<—ek

onde v; é uma varidvel do algoritmo e e¢; uma expressao que resulta em um valor do mesmo

tipo de v;, parai = 1,2,...,k. A semantica do comando ¢ atribuir a cada variavel v; o valor
da expressdo e;, primeiro determinando-se todos os valores de ey, e»,...,e; para, em seguida,
atribui-los as respectivas variaveis vy, va, ..., V.

m Exemplo 6.1 As seguintes tHs sdo vélidas:

ANy=3)}xyeyx{(x=3)A(=2)}

ANy=3)}txcylyex{(x=3)Ar=2)}
ANb=3)}a,b<a+b,a—b{(a=5)
A JA(c=4)}a,b,c+b,c,a{(

O comando de atribui¢do, tal como definido, ¢ chamado também de atribuicdo miiltipla. Na
grande maioria das linguagens de programacio, o comando de atribui¢do é implementado em uma
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versao mais restrita, na qual apenas uma Unica varidvel, e por consequéncia uma Unica expressao,
pode ser usada no comando.

Substituicdo Textual

Para a verifica¢do da correcdo do comando atribuico, a ser apresentada na sequéncia, € importante
introduzir o conceito da substituicao textual.

Definicdo 3 Seja P um predicado. A substituicdo textual de xi,xy,...,x; por ey, ea,..., e,
onde x1,x3,...,x; sdo identificadores e ey, e», ..., e, expressdes quaisquer, consiste na obteng¢do
do predicado denotado por

PrA2s Xk

e1,e2,...,ek

obtido a partir de P através da substituicdo de cada varidvel livre x;, caso haja tal varidvel livre
em P, pela expressao ¢;, paratodo i = 1,2,..., k. Tais substitui¢io devem seguir as seguintes
regras:

* as substitui¢des sdo consideradas simultineas, de modo que uma varidvel x; que porven-
tura se encontre na expressio e; sendo substituida nio sofra o efeito da substitui¢do de x;
por e;;

* se necessdrio, envolver a expressdo e; que substitui x; em parénteses; é necessario que no
predicado resultante ocorra a avaliacdo de e;;

* se necessario, renomeie varidveis amarradas em P antes da substituicdo; é necessario que

5 ; Al 152500 X 5 ot .
ndo se crie varidveis amarradas em Pe, ;7 que ndo existiam em P;

» Exemplo 6.2 Considere o predicado P = (x > y) A (x+y < z). Sdo exemplos de substitui¢cdes
textuais:

cPi=4>yN[@d+y<2)
s Pl =(y>2)A(y+z<2) =(2<y<0)

P =0HI>)AG+HI+y<y) =< -1)

 Exemplo 6.3 Considere o predicado P = (x> +3x > y) V(¥ x € [y/2..y] : “x ndo é primo”). Sdo
exemplos de substitui¢des textuais:

. P, = (4°+3-4>y)V(VxeE [y/2..y] : “x ndo é primo”)
=(28>y)V(Vxe[y/2..y] : “x ndo € primo”)

Py = (? 43y >x)V (Vz € [x/2..x] : “z ndo é primo”)

X

. Pﬂx.ﬁ = ((4+x)>+3(4+x) >x*)V (Vz € [x*/2..x%] : “z ndo é primo”)

= (x> —28/11)V (Vz € [x*/2..x*] : “zndo é primo”)
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Correcao
Verificando o Comando de Atribuicao

A verificacio da correcdo do comando de atribuicdo se procede como apresentada no Capitulo 4.
Como vimos, é necessdrio apenas estabelecer como se determinar a pré-condi¢cdo mais fraca do
comando, que é dada pelo Teorema 6.1.

Teorema 6.1 — PMF do Comando de Atribuicdo. Sejam Q uma proposicdo, xi,xz, ..., X

variaveis e ey, ez, ..., e, expressdes de valores dos respectivos tipos das varidveis. Temos que
X15X2 50000 X]
PMF(“X], X2, ..., Xp€1,€2, ..., e, Q) = ei:ei;m:ei

= Exemplo 6.4 Para Q = (j > 10), temos que PMF(“j < 157,Q) = Q| = (15> 10)=V. =
= Exemplo 6.5 Para Q = (j > 10), temos que PMF(*j +- 57, Q) = Q] = (5> 10) =F. .
» Exemplo 6.6 Para Q = (j < \/x), temos que PMF(“x, j < x/2,2% j”, Q) = Qj/'2 2 =2 <

VAT2) = (j < /3/8). .

Com a determinagdo da PMF, a verificacdo da correcdo pelo Método #1 pode entdo ser condu-
zida. Neste caso, tal processo se reduz trivialmente ao seguinte.

Método 6.2 — Método #2. A tH

{P}x,x2, ..., x, < e1,€2, ...,e,.{Q}

¢é valida se, e somente se,
P :> Qx17x27-~-7xk

€1,€2,...,€k

m Exemplo 6.7 Considere a tH
{P=(x>0)}x+3xx+4){Q=(x>10)}
Tal tH € vélida se
P= Q)3C(x+4)

0 que resulta em provar que
(x>0) = (3(x+4) >10)

ou, simplificando o consequente,

(x>0)= (xz—i)

o que se verifica. Portanto, a tH é valida. "

m Exemplo 6.8 Considere a tH

{P=(x>y) } 2+ x{ Q= (z=max{x,y}) }

Tal tH € valida se
P=Q

0 que resulta em provar que
(x> y) = (x = max{x,y})

o que se verifica. Portanto, a tH € valida. m
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Elaborando o Comando de Atribuicdo

Em geral, quando um algoritmo pode satisfazer uma pds-condi¢@o através de um comando de
atribui¢do, a solucio usualmente ndo é desafiadora, como ilustram os exemplos anteriores. No
entanto, nem sempre este € o caso. Embora seja simples determinar as varidveis que devem ser
alteradas, consultando-se ambas as pré-condi¢do e pds-condi¢do, os valores para os quais tais
varidveis devem ser alteradas por vezes ndo estdo claras. Como ilustragdo, considere o problema de
elaborar um comando de atribuicdo A de modo que seja valida a tH

{ab=z}A{(ab+1=2)A(a=a+1)}

Pela pés-condicgdo, as varidveis a,b devem ser alteradas, enquanto a varidvel z deve permanecer
constante. Além disso, tais altera¢des devem ser de modo que z seja igual ao produto ab antes da
atribui¢do, e igual a uma unidade a mais que o produto apds a atribuicdo. Ainda pela pds-condicao,
¢ facil identificar a alteracdo necessaria a varidvel a. Em outras palavras, sabemos que

A=a,b+<a+1,?

e ndo € evidente que valor b deve receber. Para auxiliar problemas desta natureza, o Método #3
vem ao auxilio.

Método 6.3 — Método #3. Para elaborar um algoritmo A de modo que a tH
{P}x<0{Q}
seja valida, onde “[J” representa uma incégnita, determine o valor de
Q' =PMF(“x+ ", Q)
que estard, naturalmente, em func¢do de [J. Em seguida, determine um valor de [J de modo que
P=Q
m Exemplo 6.9 Procuramos determinar [ de modo que a tH
{P=(ab=2z)}a,b<a+1,0{Q=(ab+1=2)}

seja valida. Temos que

Q =PMF(“aq,b<+a+1,00°,Q) = QZfl 0

Assim, se
_z—1
Ca+1
temos que Q' é uma tautologia, e portanto P = Q' independente de pré-condic@o. "

m Exemplo 6.10 Um algoritmo mantém controle sobre certo intervalo de um vetor B. Para tal, o
algoritmo registra em uma varidvel i o inicio do intervalo e em uma varidvel m a quantidade de
células além da posicao i pela qual o intervalo se estende. Em determinado ponto de um algoritmo,
faz-se necessdrio que o inicio deste intervalo seja alterado para dada posi¢cdao p + 1, localizada
dentro do intervalo, sem que a posicao final do intervalo se modifique. Como atualizar as varidveis
i,m?
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Em outras palavras, queremos determinar o valor de [J de modo a tornar vilida a tH
{P=(i4+m=7¢) }iim+p+1,0{Q=(i+m=7¢)}
Temos que

Q =PME(“i,m ¢ p+1.0°, Q) = Q7
—(p+140=0)

Para que seja vélido P = Q/, conclui-se que

U=i+m—-p-—1

m Exemplo 6.11 Procuramos determinar [J de modo que a tH

i J
P=(s= B Y )
A=j, s+ j+1,0
i J
Q=(s=B r )

seja valida. Temos que

Q = PMF(*A”, Q) = QI

— Nj+10
i J+1
== B )3 )
Assim, se
O=s+A[j+1]
temos que P = Q' é uma proposi¢do vilida. "

Atribuicdo a Vetores e Matrizes

Relembre o cdlculo da PMF do Exemplo 4.7(5). Nao € possivel determinar aquela PMF de
modo sistematico, através do Teorema 6.1. Com efeito, pelas hipdteses do teorema, vé-se que
os identificadores sendo atribuidos devem ser varidveis. Embora uma posicao especifica de um
vetor possa, em diversos contextos praticos, ser considerado como uma varidvel, ndo sdo conceitos
equivalentes. Por exemplo, a expressdo “Bli|” pode estar associada a diferentes locais de memoria,
dependendo do valor de i, 0 que ndo ocorre com uma expressao que corresponde a uma varidvel
escalar. A expressao B representando todo o vetor, por outro lado, € uma varidvel, cujo contetido é
uma sequéncia de valores. Portanto, a atribui¢do

Bli| e
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pode ser vista como uma atribui¢do ao vetor B de outro vetor B, tal que B’ possui 0s mesmos
elementos de B exceto aquele de posicdo i, cujo valor € igual a e. Serd desta maneira que a atribuicio
de um elemento de um vetor serd abordada para que o Teorema 6.1 possa ser aplicado. Para isso, é
necessario introduzirmos uma notacao para denotar mudangas a posicdes especificas de um vetor.

DefinicGo 4 Seja B um vetor, iy, is,..., i inteiros distintos correspondendo a posi¢cdes de B e
e1,ea,...,e; expressoes de valor do mesmo tipo dos elementos de B. A expressao
(B; i12€1, i21€2, ey iklek)

denota o vetor tal que

Bli] serd{it,iz...,ix}

(B; ir:er, ixien, ..., ixex)[r] = { .
ej ser:lj

m Exemplo 6.12 Se b =[3 14 0 -1], entéo:

o (b 1:-2,4:1)[1] =-2
o (b;1:-2,4:1)[3] =4
o (b;1:-2,4:1)=[2141-1]

» Exemplo 6.13 Sejam A = B[i] < 10xx e Q = (b[z] = 10). Fazendo com que a atribui¢do de B
na atribui¢do A seja na varidvel vetor, e ndo em uma posicao deste vetor, reescrevemos A como

A=B <+ (B;i:10%x)
e, portanto, temos que

PMF(“A”’ Q) = l(gB; i:10%x)
= ((B; i:10%x)[z] = 10)

que j4 é, em si, uma expressdo final. Caso se queira apresentar a expressdo desta PMF sem a
notagdo de modificacdo de vetor, podemos fazé-lo da seguinte forma. Dado que

Blz) sez#i
10x sez=i

(B; i:10%x)[z] = {

entdo podemos reescrever a PMF como

PMF(“A”, Q) = ((z=i)A(x=1)) V ((z # i) A (B[z] = 10))

6.4 Exercicios

1. Determine PMF(“A”, Q) para os seguintes algoritmos A e pds-condi¢des Q. Considere todos
os indices dentro dos vetores.
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A Q
(a) X< 2xy+3 x=13
(b) X<x+y x <2y
1 J
© je 4l b ~5
1 J
(d) todos5 + (b[j] =5) todos5 = ( b =5
1 J
(e) todos5 < todos5 N (b[j] = 5) todos5 = ( b =5
(f) x4 (x4y)*(x—y) x+y*P#0
(g Lx,y< l,c,d Xy =cd
1
(h) i, s+ 1,b[0] (1<i<n)A(s= b Y )
@) a,n+0,]1 a><n<(a+1)?
1
@) i,s<i+1,s+Db[i (I<i<n)A(s= b )y )
(k) i je it j+1 i=j
) zezxx|yey—1 (y=0)A(zxxy =c)
(m) X4—x—y|ly+y—x x+y=c
(n) X4 x—y|ly+x+y x+y=c
(0) X4 2%y |y« 2%x x=2y
(p) X 2xy|ly<y+4 x=x)A(=Y)
alk+ 1] « max{a[k],alk+ 1]} | ! k
(@ | alk] < min{alk],alk+ 1]} | alk] = b max
k< k41
(1) blj] i b[b[i]] =i
(s) bli] + 5 3 j € [i.n):bli] <blj]
(t) bli] + 5 Jj€li..n):bli] <blj]
(w) bli] + 5 b=b
v) bli), blj] < bj], b[i] (] =x) A (] =)
x) b[il. b[j] <= bj]. b[i] blk] =z

2. Verifique a validade das seguintes tHs:

(@ {V} k< k+1|z+kxkxk{z=K}

0 {VIkk+1l|ze (k+D)x(k+1)x(k+1){z=k}

©) { (z=K)A(a=3k*)A(b=3k) }
k«—k+1|z<z4+a+b+1|a<+a+b+b+3|b<b+3
{@=)A(a=3*)N(b=3k) }

3. Determine o valor da expressdo “[1” de modo que cada uma das tHs a seguir seja vélida.
@ {V}ab—a+1,0{b=a+1}
b) {i=jtijei+1,0{i=j}
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() {z+ab=c}z,a+~z+b,0{z+ab=c}
(d) {Par(a)A(z+ab=c)}a,b<a/2,0{z+ab=c}

@ {V}is« 1,0 s=(b

O {V}is« 1,0 s=(b

1

1

)y

X

4. As variaveis i, m, p de um algoritmo sao representadas pela figura abaixo, lado esquerdo.
O algoritmo precisa fazer com que i aponte para a posicdo que sucede m, mas i + p deve
continuar resultando no mesmo valor, isto €, apontando a mesma posi¢dao. Como atualizar p,

valor de “[J” abaixo?

i m i+p

i,p+—m+1,0

B

i+p

5. Uma abstragdo importante para algoritmos mais complexos € o conceito de estrutura (ou
registro). Elabore uma proposta de como podemos lidar com estruturas com relacio a

correcdo de algoritmos, isto €, como pode ser calculada a PMF do comando

var.c <—v

onde var é uma variavel do tipo estrutura, que possui o campo c¢ definido, para o qual estd
sendo atribuido o valor v. (Dica: reveja como a atribui¢c@o a vetores € tratada, e aplique

método andlogo.)
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Descricdo

Este capitulo descreve um comando crucial na elaboracdo de algoritmos complexos que, paradoxal-
mente, pode passar desapercebido ao se estudar os comandos de uma linguagem: o comando de
composicao.

O comando de composi¢do € aquele que permite que dois comandos A; e Ay possam ser
compostos para que o estado de maquina seja alterado sequencialmente, primeiro pelo efeito da
execucdo de Ay, depois por aquele de Aj.

Definimos formalmente o comando de composicao a seguir.

Definicdo 5 — Comando de Composicdo. A sintaxe do comando de composicdo é descrita
por

Ay Ay

onde A}, A, sdo algoritmos arbitrarios cujos efeitos de execucdo no estado devem ser compostos.
Alternativamente, a composicao pode ser escrita como

Aj
Ay

Além disso, caso haja alguma asser¢do R a ser descrita entre A e A;, a propria asserc¢do elimina
a necessidade de “;” de modo que a composi¢do pode ser escrita também como

A1 {R} A

A semantica do comando ¢ alterar o estado de maquina pela execug@o do algoritmo Aj, seguida
daquela de A».

Note que, pela defini¢do, os algoritmos A e A, podem ser, eles proprios, elaborados como comandos
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de composicdo. Desta forma, pode-se produzir uma sequéncia com mais de dois algoritmos em
composicdo, como ilustra o préximo exemplo.

m Exemplo 7.1 Uma maneira de denotar a composicao dos algoritmos A1,A3,...,A7 é a seguinte
Al Ap
Az
{Ri}
As { Ry } As; Ag
A7

Correcao

Verificando o Comando de Composicdo

Para se proceder a verificagdo da corre¢do do comando de composi¢do tal como apresentada
no Capitulo 4, estabelecemos a seguir como se determinar a pré-condi¢do mais fraca do co-
mando.

Teorema 7.1 — PMF do Comando de Composicdo. Sejam Q uma proposicido e Aj,A;
dois algoritmos. Temos que

PMF(“A1; A2”, Q) = PME(“A;”, PMF(“A2”, Q))

» Exemplo 7.2 Para Q = (x > y), temos que
PME(“x <~ x+y+5;y+y—5",Q) =PMF(“x <~ x+y+ 5", PME(“y +— y—57,Q))
=PMF(“x <~ x+y+5", Qifs)
=PMF(“x < x+y+5°,x>y—5)
=@x>y-— 5)§+y+5
=(x+y+5>y-5)
= (x>-10)
n

m Exemplo 7.3 Uma outra maneira de apresentar o calculo do exemplo anterior é como a seguir:

{ Qi =PME(“A1”, Q2) = Qa} s = (x+y+5>y—5) = (x>-10) }
Al=x+x+y+5

{ Q=Pur(7. Q) =Q) 5= (x2y-5) }

A2 :y<—y—5

{Q=@x>y)}

Note que as as asser¢des Qq, Q; correspondem as respectivas PMFs do algoritmo no ponto
onde estdo definidas. Além disso, observe que € necessdrio que o cdlculo das PMFs seja feito de
baixo para cima, enquanto o algoritmo forca a apresentagdo delas de cima para baixo. "

Com a determinacdo da PMF, a verificacdo da correcdo pelo Método #1 pode entdo ser condu-
zida. Neste caso, tal processo se reduz trivialmente ao seguinte.
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Método 7.2 — Método #2. Sejam os algoritmos Aj,A,,...,A;. AtH
{P}A;; A .. ;A {Q}
€ valida se, e somente se,

P = Qq,onde
Ql = PMF(“Al”, Qz) . onde
Q2 = PMF(“AQ”, Q3) . onde

Qk-_1 = PMF(“4;_;”, Qx) , onde
Qx = PME(“A”, Q)

m Exemplo 7.4 Considere a tH
{(P=V}tcxxeyyect{Q=(x=y)A(y=X)}
Assim, temos que

Q3 = PMF("y =17, Q) = (x =Y) A (r = X))

Q2 =PMF(“x <", Q3) = ((y=y) A\ (t =X))
Q1 =PMF("1 X", Q2) = ((y =) A (x =X%))
A tH é vilida se
P=Q
o que se verifica. Portanto, a tH ¢ vélida. "

Elaborando o Comando de Composi¢cdo

Ha duas estratégias importantes na elaboracdo no comando de composi¢do. A primeira, € a
elaboracdo de pré-processamento, pos-processamento ou objetivos intermedidrios.

Um pré-processamento é um algoritmo que visa preparar os dados de entrada para se adequar
melhor a solucdo algoritmica, em geral para permitir uma melhor eficiéncia de tempo ou espaco.
Como exemplo, podemos citar a operacdo de ordenacdo de vetores, ou a computacdo de deter-
minadas propriedades dos dados (como os graus dos vértices de um grafo) para que o algoritmo
principal se utilize destas propriedades.

Um pds-processamento é um algoritmo que visa preparar os dados de saida para serem apre-
sentados. Nestes casos, o algoritmo principal leva vantagem em utilizar uma representacdo dos
dados bem diferente daquela esperada de sua saida, necessitando assim um algoritmo para conduzir
a traducdo.

Quando o algoritmo a ser desenvolvimento possui uma série de etapas bem definidas, a
especificagdo do conjunto de estados que atendem ao fim de cada etapa € o que consiste um objetivo
intermedidrio.

A segunda estratégia consiste em pensar no problema em questdo de trds para frente, definindo
qual deveria ser o dltimo comando, que encerraria o algoritmo a ser desenvolvido.

Em ambeas as estratégias, a elaboracio da composi¢do se reduz a elaboragdo de outros algoritmos,
com complexidade menor que o original.

O seguinte método formaliza a primeira estratégia.
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Método 7.3 — Método #3(a). Para elaborar um algoritmo A de modo que a tH

{Pra{Q}

seja valida, no caso em que R é um predicado que especifica

* uma pds-condi¢ao de um algoritmo de pré-processamento para A; ou
* uma pré-condi¢c@o para um algoritmo de pds-processamento para A; ou

* um objetivo intermedidrio de A,

determine algoritmos A;,A, de modo que

{P}A {R}
{R}A{Q}

sejam tHs vélidas. Neste caso,
A=A A

€ uma solugdo para o problema.
O préximo método formaliza a segunda estratégia.

Método 7.4 — Método #3(b). Para elaborar um algoritmo A de modo que a tH
{Pra{Q}

seja valida, no caso em que A, € um algoritmo parte de A, que deve vir ao seu final. determine
um algoritmo A; de modo que

{P}A {PMF("A2”, Q) }
seja uma tH vélida. Neste caso,
A=A A
€ uma solugdo para o problema.
m Exemplo 7.5 Procuramos determinar A de modo que a tH
i J
P=(s= B x )
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seja valida. Pela pés-condi¢do, reconhecemos que as varidveis a serem alteradas devem ser s, j, e
somente elas. A alteracdo de j € imediata a partir da pés-condicdo. Sendo assim, determinamos que

Ay=jj+1

deve ser parte integrante de A e, sem perda de generalidade, pode vir ao seu final. Neste caso, o
problema agora se reduz a terminar A; de modo que a tH

i J
P=(s= B )y )

Ay
i j+1
PMF(“AZ”, Q) = (g =B Yy )

seja vdlida. Comparando-se pré- e pés-condicdes, determinamos que
Al =s<«s+A[j+1]

torna a tH anterior vélida e, portanto,
A=s+s+A[j+1];j+ j+1

resolve o problema original. "

7.3 Exercicios

1. Identifique quais das seguintes tHs sdo validas:

@ {xy>0} 1 xxx—ysry;xt/(x—y)—xyVitxsx{ (x=y)A(y=%) }

) {x,y#0}xxxy;y e xxy;xx/y{ (x=y)A(y=3%) }

© {xy#0}xexxyyx/yixx/y{ (x=y)A(y=%) }

) {Vixextyyextyx ety { (x=y)A(y=%)}
onde a”b indica a operacdo de ou-exclusivo bit a bit entre as representacdes bindrias
de a e b. A operacdo de ou-exclusivo é tal que para os bits i, j, temos que i*j = 1 se
exatamente um dos valores i ou j é igual a 1, e 0 caso contrario. Assim, 940 = 33 pois
0010017101000 = 100001

@) {V}xex&y;yx&y; xx&y { (x=3)A(y=X) }
onde a&b indica a operagdo de e-exclusivo bit a bit entre as representacdes bindrias
de a e b. A operacdo de e-exclusivo € tal que para os bits 1,j, temos que i&j = 1 se
ambos os valores i e j sdo iguais a 1. Assim, 9&40 = 8 pois 001001& 101000 = 001000

2. Verifique a validade das seguintes tHs:
@ { 2=k b kek+ 1z (k1) (k+1)x(k+1) { 2=k}
®) { 2=k jze (k1) (k+ 1) (k+ 1)k k+1{z=k}
© { 2=k} zekxksk k< k+1{z=k}
(A {z=K } ke k+ 1z kxkxk {z=K}
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@ { z=kK)A(a=3K*)A(b=3k) }
b<—b+3;a+a+b+b+3;k<k+1;z<z+a+b
{z=K)A(a=3K>)A(b=3k) }

) { z=)A(a=32)A(b=3k) }
k<—k+1,z<z+a+b,a<a+b+b+3;b<+b+3

{=K)A(a=3K*)N(b=3k) }

3. Considere as atribui¢des:

Al=x+el|y+e
Ay =x<e1;y+ e
Az =y e x4 e
(a) Prove que, em geral, elas ndo sdo equivalentes, mostrando que as respectivas pré-
condi¢des mais fracas de A1, Ay, Az em relacdo a alguma assercdo Q e expressoes e,

e; sdo duas a duas distintas;
(b) Prove que elas sio equivalentes no caso em que x nao ocorre em e, € y N0 ocorre em ej.

4. Calcule PMF(“x ¢—x+1;y < x—17,y#X) e PMF(“x <= x+1 |y <~ x— 17,y #X). Seria
sensato encontrar em um programa real estas atribuicdes com tal pés-condigao?

Repita o Exercicio 3 do Capitulo 6, mas desta vez considerando que as atribui¢des sdo
sequenciais, feitas na ordem de apari¢do (da esquerda para direita), ao invés de simultineas.
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Descricdo

O comando alternativo é aquele que permite que o fluxo de execugcdo de um algoritmo possa
continuar por diferentes sequéncias de comandos dependendo do valor de uma condicao l6gica.
Definimos formalmente o comando alternativo conforme se segue.

Definicdo 6 — Comando Alternativo. A sintaxe do comando alternativo é descrita por
seCientdoA; | Coentdo A, || --- || Cy entdo A
ou, equivalentemente, por

se C; entao
Ay

|| C; entdo
A

|| Cx entdo
A

onde Ci, Cy, ..., Cy; sdo expressdes logicas e A1, A, ..., Ay sdo algoritmos arbitrdrios. A
expressdo C; é chamada de condigcdo guarda de A;, ou ainda dizemos que A; é o comando
guardado de C;, parai=1,2,... k.

A seméntica do comando alternativo € avaliar as condi¢des guardas e, dentre as que resul-
tarem em V, escolher uma condi¢do C; arbitrariamente. Em seguida, o fluxo de execucdo é
conduzido para A; e o comando termina apds sua execugdo. Caso nenhuma condi¢do guarda
resulte em V, o comando alternativo termina imediatamente com um erro.
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m Exemplo 8.1 No seguinte algoritmo, se, inicialmente,

* x < 0, o algoritmo termina com erro;
* x =0, tanto o algoritmo A| quanto A, pode ser o executado;
* 0 <x <5, o0algoritmo A, serd o executado;

* 5 <x <10, tanto o algoritmo A, quanto A3 pode ser o executado;

x > 10, o algoritmo A3 serd o executado;

se x = 0 entao
Ay

|| 0 <x <10 entio
A

| x > 5 entdo
Az

8.2 Correcdo

Verificando o Comando Alternativo

Para se proceder a verificacdo da correcdo do comando alternativo tal como apresentada no
Capitulo 4, estabelecemos a seguir como se determinar a pré-condi¢cao mais fraca do comando.

Teorema 8.1 — PMF do Comando Alternativo. Sejam Q uma proposicao e
A=seCientdoA; | Coentdo Ay || --- || Cy entdo A;
um comando alternativo. Temos que

PMF(“A”, Q) = (El i€ [lk] . Cl) VAN (V i€ [lk} : Ci = PMF(“AI'”, Q))
=(C1VG V- VC)A
(C1 = PMF(“A1”, Q) A (C2 = PMF(“A2”, Q) A--- A (Cr = PMF(“A;”, Q)

A expressdo da PMF acima pode ser simplificada caso os conjuntos de estados associados a
C1,Cy,...,Cy sejam dois a dois disjuntos, conforme mostrado a seguir.

Teorema 8.2 Sejam C1,(s,...,C; predicados cujos conjuntos de estados associados sdo dois
a dois disjuntos. Temos que

(Cl :>a1)/\(C2:>a2)/\---/\(Ck:>ak):(C1/\al)\/(Cz/\az)\/---\/(Ck/\ak)

m Exemplo 8.2 Considere novamente o cdlculo da PMF do Exemplo 4.7(9). Aplicando o cdlculo
da PMF do comando alternativo, e observando-se que os conjuntos de estados associados aos
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predicados (x > y) e (x <y) sdo disjuntos, temos que

PMF(*A9”, Qo) = V)V (x <y))A
y) = PME(“x <= x+a”, Qg)) A ((x <y) = PMF(“x <~ x—b", Qo))
=VA((x>y)A(x+a>10)V((x <y)A(x—b>10))

ax{y,10—a})V (10+b<x<y)

|
=
Y,
=

Alternativamente, podemos conduzir a verificagdo da correcdo pelo Método #2, como apresen-
tado a seguir.

Método 8.3 — Método #2. Sejam Cy, (s, ..., Cy expressdes logicas e A1, Ay, ..., A algoritmos.
A tH

{P}seCientdoA; | C,entdo A, || --- || Crentdo Ay { Q}

¢é valida se, e somente se,

1. P=CiVGV---VC;
2. atH

{PAC: } A {Q}

é vdlida, paratodoi=1,2,... k
m Exemplo 8.3 Considere verificar a tH

{v}
se x > 0 entao
Yy X

|| x <0 entdo
yé— —1x*x

{y=K}
Pelo Método #2 de verificacdo de comandos alternativos, devemos verificar:

. V=(x>0)V(x<0),e
2. avalidade das tHs:

@ {VA@x>0) }y+x{y=1xl}
®) {VAx<0) fy+ —lsxx{y=|x]}

O item 1 se verifica, pois o consequente se reduz a V. Para o item 2(a) e 2(b), podemos usar o
Método #2 de verificacdo da atribui¢do. Logo, devemos verificar, respectivamente,
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e
(.)C < 0) = (y - |x|)y—1*x
=(x<0)=(—x=x])

e ambas as implicacdes sdo validas. "

Elaborando o Comando Alternativo
A primeira estratégia para a elaboracdo de um comando alternativo pode ser descrita da seguinte
maneira.

Método 8.4 — Método #3(a). Para elaborar um algoritmo A de modo que a tH

{Pra{Q}

seja vdlida, encontre um algoritmo A; que satisfaca Q para algum conjunto ndo vazio de entradas.
Determine C; de forma que

PAC) = PME(“A1”, Q)

Repita o processo, obtendo novos pares (C2,A2), (C3,A3), ..., (Ck,Ax), até que
P=CVGV---VC

Neste caso,
A=seCientdo A | Coentdo Ay || --- || Cy entdo Ay

€ uma solugdo para o problema.

Note que, no processo acima, uma propriedade importante para C; de modo que
PAC) = PMF(“A;”, Q)

€ que C; seja de simples computacdo (onde “simples” significa que possui complexidade de tempo
constante), pois serd usado como guarda de um comando alternativo e, portanto, efetivamente
computado. Se PMF(“A;”, Q) € de simples computagdo, entdo pode-se fazer C; = PMF(“A;”, Q).
Caso contrério, outra expressdao mais simples de ser computada, satisfazendo a implicagdo acima,
deve ser procurada.

m Exemplo 8.4 Considere determinar um algoritmo A que torne vélida a tH

{V}1A{Q=(x=min{x,y})A(y=max{X,y}) }

Tomemos uma entrada arbitraria, digamos x = 3, y = 2. Um algoritmo A; que troque os valores de
x,y € suficiente para que, ao executar A sob tal entrada, a pds-condi¢do seja satisfeita. Portanto,

Al=x, <y, x

Q' =PME("4,”, Q) = Q) = (y = min{X,3}) A (x = max{%,7})

Agora, precisamos determinar C; tal que

VAC ?Q/
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e ndo ¢ dificil perceber que
Ci=x2>y

cumpre este objetivo. Como nao se verifica
V=G

o comando alternativo precisa de mais casos. Tomemos, entdo, um outro estado que nao satisfaca
C1, digamos, x = 2, y = 3. Neste caso, constatamos que nenhuma alterac@o de estado é necessdria
para satisfazer a pés-condi¢cdo. Em outras palavras, o comando A, = 0 a partir do estado em questdo
satisfaz a pds-condi¢do. Como

Q" =PMF(“A2”, Q) =Q
Para que
VAGC = Q"
temos que
CG=x<y
cumpre este objetivo. Como
V=C VG
o algoritmo seguinte € uma solugdo para o problema:

A=sex>yentdox,y<y,x || x<yentido 0

O préximo método formaliza uma segunda estratégia.

Método 8.5 — Método #3(b). Para elaborar um algoritmo A de modo que a tH

{P}A{Q}

seja valida, encontre um algoritmo A; que satisfaca Q para algum conjunto néo vazio de entradas.
Determine C; de forma que

PAC; = PMF(“A;”, Q)

Em seguida, encontre um algoritmo A, que torne vélida a tH
{PA-CI} A2 {Q}

Neste caso,
A=seCjentdoA; || —C) entdo A,

¢ uma solug¢do para o problema.
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m Exemplo 8.5 Este exemplo se procede da mesma forma que o exemplo anterior, até a determina-
¢do do par (C;,A;). Contudo, continuamos o raciocinio da seguinte forma: determinamos

CG=-C=x<y
e determinamos A, de modo a satisfazer

{VA(r<y) }A2{Q}

Neste caso, trivialmente percebemos que A, = @ resolve o problema. Assim, o algoritmo A
procurado é

A=sex>yentiox,y< y,x | x<yentdo

8.3 Exercicios

1. Determine PME(“A”, Q) para os seguintes algoritmos A e pés-condi¢des Q.

A Q
se w < r entao
(a) g rowgtl (qw+r=x)A(r>0)

|| w < r entdo

se a > b entao
b a<a—b a>0)A(b>0
®) | b > a entio ( I )

b+—b—a

se x > y entao

X4x—y
c 2x <
1 | x <y entdo =7

se x < y entao

(d) SRR 2>0
|| v < x entdo
74X

se x > 0 entao
V, XX,y

|| x < 0 entdo (x<0)V(y<0)=(x<0)

(e)

se x > (0 entao
y,x(—x,y

<0
|| x < 0 entdo *

®

se x > 10 entao
y<x/2

|| x < 20 entdo
y+x—100

(2) y>0

se x > y entao
m—x—y
|| vy > x entdo
m+<—y—x

(h)
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2. Para os problemas abaixo, aplique os métodos de elaboracdo do alternativo para construir os
algoritmos propostos. Evidencie passo-a-passo a aplicagdo do método.

(a) Uma varidvel x mantém o nimero de nimeros pares compreendidos entre as posi¢oes 1
e k de vetor b. O objetivo € incrementar k, mantendo a propriedade enunciada de x.

(b) Uma varidvel nn mantém o ndmero de nimeros negativos compreendido entre as
posi¢des 1 e k de um vetor b, e outra varidvel np mantém o nimero de nimeros positivos
dentre os mesmos elementos. O objetivo € incrementar k, mantendo a propriedade
enunciada de nn e np.

(¢) Uma varidvel r mantém o resto da divisdo de b por k. O objetivo € incrementar b,
mantendo a propriedade enunciada de r sem refazer a divisao entre b e k.

3. Sejam a e b duas varidveis inteiras que representam o conjunto {a,a+ 1,...,b}, que possui
ao menos trés valores e tais que o predicado

P(a,b) = (a* <n < b?)

seja satisfeito. E possivel cortar o conjunto “ao meio”, atribuindo ou a varidvel a ou a varidvel
b o valor |(a+b)/2] de modo que P(a,b) seja mantido? Justifique tentando elaborar um
algoritmo para fazé-lo.

4. Um aluno argumentou a seguinte estratégia para se elaborar um algoritmo A que torne

{Pra{Q}

uma tH vélida com um comando alternativo: “Com o uso do Método #3(a) para se elaborar
comandos alternativos, nem precisamos pensar muito que algoritmo resolve o problema.
Basta elaborar qualquer algoritmo A (ou, quem sabe, sortear um aleatoriamente!) e protegé-lo
com o guarda PMF(“A”, Q). Procedemos desta maneira iterativamente até que P implique
na disjuncdo de todos os guardas.

(a) Ha algum erro nesta abordagem?

(b) H4 alguma limitacdo nesta abordagem?

5. Prove o Teorema 8.2.
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Descricdo

O comando iterativo permite que determinado algoritmo possa ser repetido, isto é, executado em
composicdo com si proprio, até que determinagdo condi¢c@o seja satisfeita. O uso de comando
iterativo € crucial em problemas mais complexos. Com efeito, é praticamente necessdrio que
algoritmos nao triviais formulados sem chamadas a func¢des consistam de um comando iterativo.
Definimos formalmente o comando iterativo conforme se segue.

Definicdo 7 — Comando lterativo. A sintaxe do comando iterativo € descrita por
INI; enquanto C faca A
ou, equivalentemente, por

INI
enquanto C faca

onde INI e A correspondem a algoritmos, /NI chamado de inicializagdo e A de bloco da
repeticdo, e C corresponde a uma expressao logica, chamada de condicdo de parada.

A semantica do comando iterativo é repetir o algoritmo A até que C seja igual a V; caso este
ja seja o caso apds a execugdo de INI, nenhuma execugdo de A € feita. O algoritmo INI permite
que o estado seja preparado para a repeticao; em geral, consiste de apenas uma atribuig@o.

O préximo exemplo ilustra um algoritmo que consiste de um comando iterativo.
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m Exemplo 9.1 A seguinte tH ¢ vilida:

{N=4}
i, j,s<N,1,0
enquanto i > 0 faca

i, j,s«i—1,j+2,s+]
{s=16}

Verificar a correcdo deste algoritmo € trivial pois, dado que a entrada € Unica, basta acompanhar a
execucdo do algoritmo para tal entrada e verificar a validade da pds-condicdo. Uma tarefa um pouco
mais complicada, contudo, seria verificar a correcdo deste mesmo algoritmo sob uma especificacio
mais geral, como a seguir.

{N>0}
i,j,s+<N,1,0
enquanto i > 0 faca

i jos<i—1,j+2,5s4+j
{s=N"}

A sec¢do seguinte, dedicada aos métodos de corre¢do do comando iterativo, provera meios para se
argumentar a correcao desta tH. "

Correcdo
Verificando o Comando lterativo

Como foi feito para os comandos anteriores, discutamos a obtengdo da PMF de comandos iterativos.
Em esséncia, um comando iterativo ¢ uma composi¢ao da inicializacdo com a o bloco de repetigao,
este tltimo em um nimero varidvel de vezes. Assim, tal PMF pode ser calculada como apresentado
no estudo do comando de composi¢do. Desta maneira, evidenciamos a seguir como se determinar a
pré-condicao mais fraca da repeti¢ao.

Teorema 9.1 — PMF do Comando lterativo. Sejam Q uma proposicéo e
A = INI; Ag

um comando iterativo, onde
Agr = enquanto C faca R

Temos que

PMF(“A”, Q) = PMF(“INI”, PMF(“Ag”, Q))

PME(“Ag”, Q) = (3 k € N : P(Ag, Q,k))

onde P(Ag,Q,k) é a PMF do algoritmo Ag com respeito a pés-condi¢do Q para que Ag seja
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executado em exatamente k vezes, que pode ser determinada por

-CAQ sek=0

P(Ag, Q,k) =
(Ar QF) { CAPMF(“R”, P(Ag,Q.k— 1)) sek>1

m Exemplo 9.2 Considere novamente o cdlculo da PMF do Exemplo 4.7(10). Para
Q=(j>10)
Ap = enquanto i < 3 faca Ap

R=i j+i+1,j+1

temos que

P(Ag,Q,0) =~(i<3)A(j = 10)
=(i>3)A(j>10)

(AR, Q.1) = (i < 3) APMF(“R", P(4g, Q,0))
= (i <3)APMF(“R”, (i > 3) A (j > 10))
= (i <3)A[>2)A(j>9)
=({=3)A(j>9)

P(Az,Q,2) = (i < 3) APMF(“R”, P(Ag,Q, 1))
= (I <3)APME(R”, (i=3)A(j >9))
=(<3IN(E=2)A ([ =8)
=((=2)A([=8)

ou, em geral para k > 1,

P(Ar,Q.k) = (i=4—k)A(j > 10—k)
=(i=4-k)A(j>6+i)

€, portanto,

PMF(“Ag”, Q) = (3k € N: P(Ag, Q,k))
= P(Az,Q,0)V(3k € N: k> 1AP(Ag,Q,k))
—(i>3)A( 2100V (<3G > 6+i)

Note que a determinacdo da PMF deste comando é demasiadamente mais complexa que aquela
dos comandos anteriores. Além disso, a prova da validade de

P = PMF(“A”, Q)

na verificagdo de uma tH { P } A { Q } envolvendo um comando iterativo A é um problema em
geral indecidivel. Isto se deve ao fato que, se a correcdo de um algoritmo puder ser verificada,
isto implicaria reconhecer as entradas para as quais este algoritmo para, um problema cldssico de
indecidibilidade. Assim, o Método #1 nao serd o método pratico para a verificacao da correcao
do comando iterativo. Em vez disso, o0 Método #2 serd empregado para a verificagdo da correcio,
como apresentado a seguir.
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Método 9.2 — Método #2. Seja

{P}
INI
{INV} // t= ... (definig&o de 1)

enquanto C faca
A

{Q}

uma tH envolvendo um comando iterativo, onde IN/ e A sdo algoritmos, C é uma expressao
l6gica, P, INV, e Q sdo predicados, e ¢t € uma expressao das varidveis do algoritmo que resulte
em um inteiro. Tal tH € vélida sob correcao parcial se

1. atH { P} INI { INV } é vélida;
2. INVA-C = Q
3. atH {INVAC } A { INV } é vdlida.

e vélida sob correcdo rotal se, além de atender as propriedades 1, 2 e 3, atende as seguintes
propriedades

4. atH{r=o } A{r <o } é vilida;
5. INVAC= (t>0)

m Exemplo 9.3 Considere verificar a tH

{(P=(n=0)}
s,1+0,0
{INV=(s=(Yxe[l.i:Bx])AN(i<n)} // t= n—i
enquanto ; # n faca

s, i< s+Bli+1],i+]1
{Q=(s=(Xxe[l.n]:Bl])) }

Pelo Método #2 de verificacdo de comandos iterativos, devemos verificar:

. {P}si<0,0{INV }:
Utilizando o Método #2 do comando de atribui¢ao, verificamos a validade de
P:>Qf)f0
=P=(0=().xe[1.0]: B[x]))
=P=V /v
2. INVA=(i#n)=Q
=INVA(i=n)=Q V;
3. {INVA(i=n) }s, i< s+B[i+1],i+1{INV }:

Utilizando o Método #2 do comando de atribui¢ao, verificamos a validade de

INVA(i#n) = INVY oo

= INVA(i#n) = (s+Bli+1]= (Y xe[l.i+1]:Blx]))A(i<n) v
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4 {n—i=a}si<s+Bli+l],i+l{n—i<a}:
Novamente, pelo Método #2 de verificagdo da atribuicao,

S0
s+B[i+1],i+1

=mh—i=a)=h—-i-l<a) v

(n—i=a)=(n—-i<a)

5.INVA(i#n)= (n—i>0) v
Portanto, a tH € vélida sob correcio total. "

Elaborando o Comando lterativo

Meétodos para a elaboracdo do comando iterativo sdo apresentados a seguir. O primeiro trata de
correc¢do parcial, enquanto o segundo de correcdo total.

Método 9.3 — Método #3 (correcdo parcial). Para elaborar um comando iterativo A de
modo que a tH

{P}A{Q}

seja valida sob correcdo parcial, encontre predicados l6gicos INV e C de modo que
INVAC=Q

e tais que:

1. haja um algoritmo /NI para obter um estado satisfazendo INV;

2. C seja simples de computar.

Neste caso, definindo-se
A = INI; enquanto C faca R

€ uma solugdo para o problema, onde R é um algoritmo que deve ser elaborado tal que a tH
{INVAC } R{INV }

seja vélida.

Neste método, o passo de obter predicados INV e C tais que INVAC =- Q é o crucial e para o
qual existe algumas técnicas padrdo, apresentadas na Se¢do 9.3.

m Exemplo 9.4 Considere determinar um algoritmo A que torne vélida a tH
{P=n>1}A{ Q:(s:(er [1..n]:x)) }

Fazendo-se
INV = (s = (Zx ell.d:x)N(i<n))
-C=(i=n)

temos que INV A —C = Q. Além disso, INV ¢ facilmente satisfeito por

INI=i,s+1,1
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(Verifique.) Portanto, temos que
C=(i#n)
e o algoritmo A = INI; enquanto C faca R ¢ solucdo para o problema, onde R = 0. =
No exemplo anterior, o uso do bloco de repeticio R = @ € inaceitdvel na pritica, embora o
algoritmo seja vélido sob correcdo parcial. O problema com R é que ele ndo progride o estado de
modo a garantir que —C seja eventualmente satisfeito, caso nao seja inicialmente. Posterguemos

até o préximo exemplo para elaborar uma segunda proposta para R, depois de apresentar o método
que trata a corregdo total.

Método 9.4 — Método #3 (correcdo total). Para elaborar um comando iterativo A de modo
que a tH

{Pra{Q}

seja valida sob correcdo total, proceda como indicado no Método 9.3 para obter um algoritmo
A = INI { INV } enquanto C faca R

que esteja parcialmente correto e, no processo, tenha a preocupacgao adicional que R progrida
em relacdo ao objetivo de eventualmente satisfazer —C. Para tal, defina uma expressao inteira ¢
que mensure o quao “distante” estd C de se tornar falso, e verifique se € valido que

* o valor de ¢ decresca a cada iteracdo;

 sendo verdade tanto o invariante quanto C, vale ¢ > 0.

m Exemplo 9.5 Retornemos ao Exemplo 9.4, revisando o algoritmo R de modo a obter corre¢ao
total. No algoritmo produzido, inicialmente i = 1 e para que —C = (i = n). Assim, uma expressao
que mede o quanto falta para —C ser satisfeito seria

t=n—1i
Para decrescer ¢ a cada iteragdo, podemos incrementar i a cada iteragdo. Para garantir que isto
sempre ocorra, decompomos R em

R=R {INV' }i+i+1
Fazendo-se

INV' = PMF(“i < i+ 17, INV) = (s = (Zx elli+1]:x)A(i<n))
temos que

R=s«s+i+l
torna vélida a tH { INVAC } R { INV’ } (verifique), resultando no seguinte algoritmo:

{P=(n=1)}
s+ 1,1
{INV=(s=(Xxe[l.d]:x)A(i<n)} // t= n—i
enquanto ; # n faca
s—s+i+1
i<—i+1

{Q=(s=(Xxe[l.n]:x))}



9.3

9.3 Elaborando o Invariante 73

Elaborando o Invariante
Para elaborar um comando iterativo A de modo que
{P}A{Q}
seja uma tH vélida, é necessario encontrar predicados INV e C tais que

INVAC=Q

como foi apresentado no Método 9.3. Em grande parte, a escolha destes predicados € a esséncia
do comando iterativo, no sentido que o desenvolvimento restante do comando decorre quase que
por consequéncia. Esta secdo aborda um conjunto conhecido de técnicas para a elaboragdo de tais
predicados.

De uma maneira geral, os métodos a seguir possuem uma estratégia geral. Cada um deles
produz um invariante a partir de um enfraquecimento da pds-condi¢do (isto é, pela ampliagdo
do conjunto de estados que a satisfaz). A ideia é que, caso satisfazer a pds-condicao a partir de
um estado satisfazendo a pré-condicdo seja uma tarefa nao trivial, o invariante € enfraquecido o
suficiente para que:

* seja possivel, de formal trivial, satisfazé-lo a partir da pré-condicao (papel da inicializacdo), e

* seja possivel, iteracdo a iteracdo, fortalecer o invariante (papéis da manutengdo do invariante
e do decréscimo do valor da expressdo t) até que a pds-condi¢do seja satisfeita (papel da
condicdo de parada).

Eliminacdo de uma Conjun¢ao
No caso em que Q € expresso na forma de uma conjun¢ao, pode-se investigar se uma particao
qualquer dos termos envolvidos na conjun¢@o pode servir para estabelecer INV e C, como se segue.

Método 9.5 — Elimacdo de Conjun¢do. No caso em que Q é da forma
Q=g A A---Nay

defina, para algumi=1,2,... k—1, os predicados
INV=aogAop\--- ANy

C= —|(Oti+1 Aai+2A---Aak)

m Exemplo 9.6 Considere elaborar um comando iterativo que torne vélida a tH
{(n>0}A{<n<(r+1)*}

A pés-condigio possui uma conjungio implicita, a saber, (r> < n) A (n < (r+1)?). Aplicando a
eliminacdo de conjun¢do, podemos fazer

INV = (©* <n)

C==(n<(r+1))=m>(r+1)



74 Capitulo 9. Comando Iterativo

INV = (n < (r+1)%)
C=-(r*<n)=(r*>n)

Ambos invariantes sdo possiveis e derivam distintos algoritmos. Como exercicio, termine de derivar
os respectivos algoritmos. (Qual possui a melhor complexidade de tempo?) "

Substituicdo de uma Constante por uma Varidvel

Esta técnica consiste em substituir uma constante da pés-condi¢do (um nimero, por exemplo),
por uma varidvel nova no algoritmo. Além disso, estabelece-se o intervalo de valores que esta
variavel pode assumir, no qual deve estar incluido o valor da constante substituida. A expressao
do invariante consiste desta pds-condi¢do mais geral, que possui uma varidvel no lugar de uma
constante, e a condicdo de parada consiste em testar se a varidvel € igual a constante substituida.

Método 9.6 — Substituicdo de uma Constante por uma Variavel. No caso em que Q é
da forma

Q=...c...

onde ¢ denota uma constante numérica que aparece como parte da expressido de Q, defina o
invariante como sendo a prépria expressao de Q, substituindo-se ¢ por x, onde x € uma varidvel
nova. Em seguida, acrescente uma conjuncdo para estabelecer um dominio S para x. Além disso,
a repeti¢do deve ocorrer até que x = c, isto é, enquanto x # c. Portanto,

INV=(.x.)A(x€S)

C=(x#c)
m Exemplo 9.7 Considere elaborar um comando iterativo que torne valida a tH
1 n
{n>0}A< s= B >

A pés-condicdo especifica que apenas a varidvel s deve ter seu valor alterado por A, isto é, Be n
sdo constantes com respeito a A. Além disso, hd uma outra constante envolvida na pds-condi¢ao,
que € o 1, inicio do intervalo em que o somatdrio atua. Aplicando a substituicdo de uma constante
por uma varidvel, podemos produzir

INV=(s= B Y YAN(0<i<n)

ou

INV=(s= B )3 A1 <i<n+1)

C=(i=1)=(i#1)
Ambos invariantes sdo possiveis e derivam distintos algoritmos. Como exercicio, termine de derivar
os respectivos algoritmos. m
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Ampliando o Dominio de uma Variavel

O préximo método se assemelha ao anterior, no sentido que consiste de permitir que uma certa
grandeza possa assumir mais valores do que inicialmente a pés-condicao especifica. Enquanto no
método anterior tal grandeza é uma constante, neste € uma varidvel.

A técnica se caracteriza por obter o invariante a partir da pés-condicio, pela ampliagdo do
conjunto S dos valores que determinada varidvel pode ter. A ideia é tornar possivel estabelecer
o invariante por um algoritmo de inicializa¢do, e a condi¢do de parada ocorre quando o valor da
variavel estd em S, estabelecendo a pés-condicao.

Método 9.7 — Ampliando o Dominio de uma Varidvel. No caso em que Q é da forma
Q=...A(x€9)

onde x denota uma varidvel, defina o invariante como, para algum conjunto S’ # 0,
INV=_..A(xeSUS)

C=(x¢gS)

m Exemplo 9.8 — Busca Linear. Considere elaborar um comando iterativo que torne valida a tH

1 n 1 i n
B Ji:B[i]=x A< B x

Note que i deve apontar para uma posi¢do que contenha um valor x. Dentre as possiveis, digamos
que escolhemos encontrar a primeira. Portanto, o objetivo é fazer o valor i ser igual & primeira
posicdo p que contenha o valor x. Assim, revisamos a especificacdo para a seguinte:

1 P
B # X x Ali=p}

Assim, i admite um tnico valor na pés-condicdo. Usando o método de ampliar o dominio desta
variavel, elaboramos

INV = (1<i<D)
C=~(i=p)=(i#D)

Note, contudo, que a expressdo C ndo passa no teste de ter uma computacio simples. Logo, preci-

samos reescrevé-la para uma condicio equivalente mas que tenha esta propriedade. Recorrendo-se
a definicdo de p, e lembrando que INV vale quando C € avaliado, revisamos C para

C = (Bli| # )

Como exercicio, termine de derivar o algoritmo. "

Combinando Pré- e Pés-Condicdo

Todas os métodos de elaboracdo de invariante apresentados anteriormente se baseiam na pds-
condigdo e ignoram em grande parte a pré-condi¢do. O proximo método ilustra o caso em que a
pré-condicao deve ser , a0 menos parcialmente, considerada no invariante.
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Método 9.8 — Combinando Pré- e Pés-Condicdo. No caso em que Q é da forma
P=(VxeS:R(x))

Q= (VxeS:S(x))

onde R(x),S(x) denotam predicados, fazemos
INV=(VxeS\S:Rx)ANVxeS:Skx))

C=(5'#59)

m Exemplo 9.9 — Inversdo de Vetor. Considere elaborar um comando iterativo que torne vilida
atH

Em outras palavras, que seja revertido de posi¢cdo os n primeiros elementos do vetor B. Alternativa-
mente, poderfamos definir os predicados:

Ori(B,i,j) = (Vx € [i..j] : Blx] = 7,)

Rev(B,i,j) = (Vx € [i..j] : Bx] = Vp_rxs1)

e, assim, reescrever a tH como

1 n 1 n
B Ori A B Rev

Utilizando o método de combinar pré- e pés-condicdo, o invariante deve especificar que os i
primeiros elementos de B ja estdo com os elementos corretos, enquanto os demais estdo ainda em
suas posicoes iniciais. Em uma segunda anélise, constatamos que para ndo perder os primeiros i
elementos originais, ¢ conveniente afirmar também que os dltimos i elementos de B ji estdo com 0s
elementos corretos. Assim, derivamos o invariante e a condicao de parada:

1 i n—i+1 n
INV= B Rev Ori Rev A(i>0)

C==(i>n—i)=(i<n—i)

Como exercicio, elabore o restante do algoritmo. "

Exercicios

(nos slides)
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Infroducdo

Nesta parte, toda a teoria apresentada na Parte II serd aplicada a diversos problemas. Estas
aplicacdes serdo apresentadas segundo uma estrutura fixa, a saber:

1. Descricao: A descri¢io do problema em linguagem natural, conforme ela normalmente é
apresentada na vida real;

2. Desenvolvendo o Algoritmo: A aplicacdo do método formal, onde algoritmo e prova de
corre¢do vao sendo desenvolvidas ao mesmo tempo;

3. Descricao do Algoritmo Desenvolvido: Como no método de correcdo os comandos do
algoritmo sio desenvolvidos entremeado com a prova de correcdo, por conveniéncia, nesta
secdo uma descricdo completa do algoritmo € apresentada;

4. Consideracoes sobre Eficiéncia: Um atributo importante de todo algoritmo, além de sua
corre¢do, é sua eficiéncia de tempo e espaco associadas. Embora este ndo seja o foco deste
material, dedica-se esta secfo a analisar este importante tema que nao poderia ter sido deixado
de fora de uma obra sobre algoritmos;

5. Exercicios: Em geral, durante o desenvolvimento, diversas decisdes foram tomadas que
poderiam ter sido diferentes, que produziriam outras solucdes. Os exercicios exploram
estas outras possibilidades, além de observar nuances da solugdo apresentada. A dedica-
¢do aos exercicios é de suma importancia para se ter uma visdo completa do processo de
desenvolvimento.






10.1

Descricdo

Dados natural n, um vetor B[1..n] onde cada elemento é igual a 1, 2 ou 3, elabore um algoritmo que
ordene B[1..n]. Como exemplo, se

n=10,B=1[2,1,3,1,1,2,3,2,1,3]
a modificacdo de B de modo que
B=1[1,1,1,1,2,2,2,3,3, 3]

é aquela que satisfaz ao problema. Este problema foi introduzido com o nome de bandeira nacional
holandesa. A motivagao para o nome veio da forma como o problema foi originalmente descrito.
Nela, os elementos do vetor, ao invés de nlimeros, sdo as cores vermelho (correspondendo a 1),
branco (a 2) e vermelho (a 3). Ao ordenar, e representando o vetor graficamente de cima para
baixo (ao invés da forma usual esquerda para direita), veria-se as trés listas da bandeira nacional da
holanda, em suas respectivas cores. No entanto, esta lembranga a bandeira € um tanto quanto fraca,
uma vez que ndo ha garantia que as faixas tenham a mesma largura (isto é, que B inicialmente
possua quantidades iguais ou similares dos elementos 1, 2 e 3), ou mesmo que haja todas as trés
faixas! A falta da cor azul, por exemplo, transformaria a interpretacdo do vetor final na bandeira da
Indonésia! Assim, o nome do problema foi mantido pelo seu cardter histérico.

Por fim, este problema também inclui uma restricdo em relacdo aos algoritmos. Deseja-se
que os elementos de B sejam permutados comparando-se seus valores em pares e, eventualmente,
trocando-os de posicdo. Assim, solu¢des que contem a quantidade de ocorréncias de cada elemento
para depois alterar B de modo a produzir estas mesmas quantidades, mas de maneira ordenada,
estdo descartadas.

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.
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Desenvolvendo o Algoritmo

Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH

1 n

{P=(n=0)}A{ Q=8| =1 =2 =3

seja valida. Um comando iterativo serd empregado para se elaborar A, ou seja,
A = INI { INV } enquanto C faca R;

Sera aplicado o método de substituir as constante que indicam os pontos onde se comeg¢am 0s
elementos 2 e 3, além da constante n, por varidveis. Assim, deriva-se o invariante

1 < d < r < f n
INV=B | =1 =2 =3 Af<n+1)

Para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializag@o sdo, respectivamente,

C=-(f=n+1)=(f#n+1)
INI=d,t,f« 1,1,1

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condi¢do de parada, propomos

R=R;f+ f+1
e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH

1 < a4 < ¢ <f+1 n

{INVAC}R{INVS =B | =1 | =2 | =3 A(f <n)

seja vélida Parece natural investigar o contetido da posi¢do B[f] e, de acordo com seu contetdo,
alargar o respectivo grupo dos elementos iguais a 1, 2 ou 3. Assim, elaboramos

R=seB[f] =1entdo R || B[f] =2entdo R, || B[f] =3 entio R;
e procuramos elaborar algoritmos R;, Ry, R3 para cada caso. Se B[f] = 3, é trivial verificar que
R3:=0
é suficiente. Se B[f] = 2, entdo pode-se resolver o problema com
R, = B[t], B[f],t < B[f], B[t], t + 1
Finalmente, se B[f] = 1, entdo pode-se resolver o problema com
R\ = B[d], B]t], B|f], d,t < B|f], B[d], B]t], d+ 1,1+ 1

completando o algoritmo.
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{P=(n>0)}
dt, f<1,1,1
1 < d < r < f n
INV=B | =1 =2 =3 Af<n+1)
enquanto f # n+ 1 faca
se B[f] = 1 entdo
| B[d], B[t], B[f]. d, t + B|[f], B[d], B]t], d+ 1,1+ 1
|| B[f] = 2 entio
| B[], Bf], <= B[f]. B[t]. 1+ 1
|| B[f] = 3 entdo
|0
f<r+1
1 n
Q=8| =1 =2 =3

10.4 Consideracoes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo do algoritmo é de ®(n). Note que empregar um algoritmo de ordenagio
por comparacdo geral, isto €, que assuma que os elementos de B sdo inteiros arbitrarios, conduz a

uma solugdo de tempo O(nlogn).

10.5 Observacoes Importantes

// t= (n+1)—

m Observacdo 10.1 Na solucdo, tanto a pés-condi¢do como o invariante empregaram a notagao
grafica. Lembre-se que, dadas as convengdes estabelecidas para tal fim no Capitulo 3, esta é uma
notacdo formal e pode ser transformada para o equivalente em notacdo textual. Por exemplo, a
p6s-condi¢do poderia ter sido escrita como

{Q=(Vi€[l.n):B[i{]<B[i+1])}
€ 0 invariante como
INV= (Vie[l.d):Blij=1)A(Vi€d.t):B[i] =2)A
(Viet.f):Bli]=3)AN(1<d<t<f<n+]1)

Mas note como, quando bem empregada, a notacdo grafica é de longe a melhor forma de
raciocinar sobre o algoritmo. Isto foi particularmente verdade no passo de decidir cada um dos

algoritmos Ry, Ry, R3.

i
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m Observacdo 10.2 O leitor atento deve ter percebido que a pds-condigao falta, rigorosamente
falando, o termo

Q=...APerm(B,B,n)

onde Perm(X,Y,n) é um predicado que afirma que os primeiros n elementos do vetor X é
uma permuta¢do daqueles de Y. No entanto, note que, dada a restricdo do problema de que os
elementos de B s6 podem ser permutados, através da comparagdo de seus valores em pares e,
eventualmente, trocando-os de posicao, tal predicado ausente seria trivialmente satisfeito. Sendo
assim, opta-se por deixar na pés-condi¢do apenas as afirmacoes que caracterizam os algoritmos
corretos dentre os algoritmos possiveis.

10.6 Exercicios

Exercicio 10.1 Elabore uma variante do algoritmo apresentado que seja desenvolvido tendo
por base o invariante

INV=B | =1 =2 =3 A(t<n+1)

Exercicio 10.2 Elabore uma variante do algoritmo apresentado que seja desenvolvido tendo
por base o invariante

INVN=B | =1 =2 =3 | A@E<n+1)

Exercicio 10.3 Elabore um invariante para o problema que afirme que, a partir de certa po-
sicdo de B, os elementos ji estdo organizados ordenadamente (aqueles iguais a 1, seguido
daqueles iguais a 2, e por fim seguido daqueles iguais a 3). A parte inicial do vetor fica reser-
vada aos elementos ainda nio inspecionados. Com base neste invariante, elabore o algoritmo
correspondente.
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Descricdo

Dado um vetor V e naturais n, k, considere o problema de determinar os k menores elementos dentre
os n primeiros de V. Tais elementos minimos devem ser colocados em um vetor m, de modo que
mli] seja o i-ésimo menor elemento de V, para todo 1 < i < k. Como exemplo, se

n=6k=3eV=14,2,10,1,2,4]
a valoracdo
m=[1,2,2]

¢é aquela que satisfaz ao problema. Naturalmente, alguns elementos minimos podem ser indefinidos,
o que ocorre quando n < k. Neste caso, os respectivos k — n valores de m devem ser iguais a —+oo.

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

Desenvolvendo o Algoritmo

Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH
{P=n>0}A{Q=Vxe[l.k] :m[x] = MIN(V,n,x) }

seja valida, onde define-se a funcio
MIN(V,n,x) = “x-ésimo menor elemento de V[1..n]”

Um comando iterativo serd necessdrio para se elaborar A, ou seja,
A = INI { INV } enquanto C faca R;

Usando o método de substituir uma constante (n) por uma varidvel (i), elaboramos o invariante

INV=(0<i<n)A(Vxe][l.k|:m[x] = MIN(V,i,x))
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e, para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializacdo sdo, respectivamente,
C=-(i=n)=(i#n)

INI =i, m[1..k] <0, +oo

Em seguida, € necessario elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condicio de parada, propomos

R=R;i+i+l
e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH
{INVAC}R {INVl, = (0<i+1<n)A(Vx€[l.A]:m[x] =MIN(V,i+1,x)) }

seja valida. Note que o algoritmo R’ deve lidar com o caso em que o invariante sendo vélido para o
valor de i, precise se tornar valido para o valor de i quando incrementado. Isto sugere revisitarmos
a definicdo da fun¢do MIN, formalizando-a por uma descri¢ao recursiva. Com efeito, temos que

o0 ,sex>i+1

—oo ,sex=0
MIN(V,i+1,x) = ¢ m,_; ,se V[i+ 1] <myy

VIi+1] ,seme; <V[i+1] <my

my yseny < V[i+1]

onde m, = MIN(V,i,r).

Note que o valor de —e para x = 0 foi convenientemente escolhido para que as expressdes que
envolvam m,_; funcionem quando x = 1. Temos assim uma forma de atualizar os valores minimos.
Para qualquer valor de 1 < x < k, a atualizacdo pode ser feita por
{ (mlx—1] =MIN(V,i,x— 1)) A (m[x] = MIN(V,i,x)) }
se V[i+ 1] < m[x— 1] entdo
mx] < mlx— 1]
|| mx—1] < V[i+ 1] < m[x] entdo
mlx] < V[i+1]
|| m[x] <V[i+ 1] entdo
0

R// —

{m[x] =MIN(V,i+1,x) }
se o invariante e o comando de inicializa¢do forem redefinidos como

INV=(0<i<n)A(Vxe€[0.k| :m[x] = MIN(V,i,x))

INI =i, m[1..k], m[0] < 0, + o0, —oo
Agora, é necessdrio aplicar R” para todo 1 < x < k. Para que a pré-condi¢@o de R” ser respeitada,

temos que a ordem de aplicacdo deva ser para x = k,k—1,...1. Ou seja,

R — parax < k,k—1,...,1 faca
- R
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Descricdo do Algoritmo Desenvolvido

{P=n>0}

i, m[1..k], m[0] <= 0, 400, —oo
{INV=(0<i<n)A(Vx€e[0.kl:m[x] =MIN(V,i,x)) } // t= n—i
enquanto i # n faca

parax< k,k—1,... 1 faca

{ (mlx—1] =MIN(V,i,x— 1)) A (m[x] = MIN(V,i,x)) }
se V[i+ 1] <m[x— 1] entdo

| m[x] < m[x—1]

| mix—1] <V[i+1] < m[x] entdo

| mx] < VI]i+1]

| mix] <V[i+ 1] entdo

I 0

{m[x] = MIN(V,i+1,x) }
ii+1
{Q=Vxe[l.k]:m[x] = MIN(V,n,x) }

Consideracoes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo do algoritmo desenvolvido é de ®(kn). Outra solugdo comum para este
problema é ordenar V para obter seus k primeiros elementos depois de ordenado, cuja complexidade
de tempo resulta em @(nlogn). A solucdo original é preferivel sempre que k é pequeno em relagdo
a n ou, mais precisamente, quando k = o(logn), enquanto a segunda € preferivel no caso contrario.
H4 uma solugéo contudo mais elaborada, de tempo 6timo de @(n + klogk) para o problema. Nesta
solucdo, emprega-se o algoritmo de obter o k-ésimo menor elemento de V, que pode ser feito em
tempo @(n). Em seguida, pode-se particionar V nos elementos que estéo abaixo e acima de tal valor,
que também pode ser feito em tempo @(n). Por fim, ordena-se os k elementos da primeira parte de
tal parti¢do para se obter ordenadamente os k menores elementos de V, em tempo O (klogk).

Observacoes Importantes

m Observacdao 11.1 O algoritmo foi desenvolvido em uma sequéncia que ndo corresponde
aquela linear “de cima para baixo” correspondente a sua descri¢ao textual. Tal sequéncia de des-
cricdo ndo deve ser confundida como necessaria também para a sequéncia de desenvolvimento.

m Observacdo 11.2 Ao invés do desenvolvimento ser orientado pelo processo de execucao
(o “chinés” do algoritmo), ele é guiado pelas condi¢des 16gicas oriundas da correcdo de cada
comando. Uma vez escolhidos ambos o comando e o respectivo método de prova, este dltimo
guia a elaboracdo das partes do primeiro, em um desenvolvimento conjunto de algoritmo e
prova.

I = Observacdo 11.3 O comando para foi desenvolvido, de maneira livre, sem aplicacdo do
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método formal de desenvolvimento. Na pratica, isto é permitido sempre que sua corre¢do for
evidente (veja Exercicio 11.4). O método de correcdo visa guiar o desenvolvimento quando este
¢ julgado como complexo, ndo para ser um fardo ao desenvolvimento de algoritmos (ou trechos
de) cuja correcdo esteja suficientemente clara. Neste fino balanco entre formalidade e intui¢ao
reside a verdadeira eficdcia do emprego do método de correcdo na prética.

11.6 Exercicios

Exercicio 11.1 Redefina a pés-condi¢ao Q em termo da fungao:

ORD(V,n) =“vetor com os primeiros n elementos do vetor V em ordem
ndo-decrescente”

Exercicio 11.2 A defini¢do de um valor para a fungdo MIN(V,i+ 1,x) para x = 0, que implicou
na cria¢do da posi¢do extra m[0], foi feita por mera conveniéncia. O objetivo foi que o algoritmo
se tornasse homogéneo para todas as posicdes do vetor. Se assim ndo fosse, qual deveria ser a
defini¢@o recursiva da fun¢do MIN(V,i+ 1,x)? Atualize o o algoritmo em conformidade com
tal nova definigao.

Exercicio 11.3 H4 duas melhorias que podem ser feitas no comando para. A primeira, € iniciar
o valor de x com um valor em geral menor que k. A segunda, € finalizar a repeticdo em uma
condi¢@o que em geral ocorre antes de x ser menor que 1. Quais sdo tais valor inicial e condi¢do
de parada? Modifique o algoritmo para realizar tais mudancas.

Exercicio 11.4 O comando para do algoritmo constitui uma repeti¢do para a qual nio foi
empregado o método de desenvolvimento formal, isto é, pulou-se as etapas de estabelecer um
invariante, comando de inicializacdo, etc.. Desenvolva formalmente tal repeti¢do, definindo o
predicado

Z(I1,5)=(0<s<n)A(Vx €l:m[x]=MINV,s,x"))
e para invariante, usando e técnica de combinar pré- e pés-condicao, o predicado

INV' = Z([0..x],i) AZ((x,k],i + 1)

Exercicio 11.5 Outro algoritmo poderia ser derivado se 0 método para se obter o invariante
fosse aquele de substituir a constante k por uma varidvel i. Formalize tal invariante e desenvolva
o algoritmo que dele decorre.

Exercicio 11.6 Suponha que deseja-se, ap6s a elaboragio do algoritmo, verificar agora formal-
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mente sua correcdo. Tomemos, em particular, o comando
mx] < mlx— 1]

Mostre qual a verificacdo formal que deve ser efetuada para provar que este comando estd
corretamente empregado. Em seguida, proceda tal verificacdo. Para este exercicio, é necessario
se trabalhar com a formalizag¢@o do desenvolvimento do comando para, conforme solicitado no
Exercicio 11.4.






12.1

12.2

Descricdo

Dados naturais a, b, atribuir a varidvel e o valor
e=d

Como exemplo, se
a=3,b=4

a valoragdo

e =243

¢é aquela que satisfaz ao problema. Naturalmente, o problema € trivial se for pressuposto que a
funcdo de exponenciagdo pertence ao conjunto de comandos bésicos da linguagem de programacao.
No caso presente, procuramos por uma solucido que empregue apenas as 4 operagdes basicas
aritméticas (soma, subtracio, multiplicacio e divisao).

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

Desenvolvendo o Algoritmo

Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH
[P=(@=)Ab=0}A{Q=(e=d)}

seja vdlida. Um comando iterativo serd necessdrio para se elaborar A, ou seja,
A = INI { INV } enquanto C faca R;

Usando o método de substituir uma constante (b) por uma variavel (i), elaboramos o invariante

INV=(0<i<bh)A(e=d")
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e, para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializacdo sdo, respectivamente,
C=—(i=b)=(i#b)

INI =i,e+ 0,1

Em seguida, € necessério elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condic¢do de parada, propomos

R=Ri+i+l
e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH
{INVAC}IR {INV, = (0<i+1<b)A(e=a"")}

seja vdlida. Note que o algoritmo R’ deve lidar com o caso em que o invariante sendo vélido para o
valor de i, precise se tornar valido para o valor de i quando incrementado. Isto sugere revisitarmos
a definicdo da exponenciagdo, formalizando-a por uma descri¢do recursiva. Com efeito, temos que

g 1 ,sei+1=0
a-a ,sei+1>0
Portanto,
R =e+axe

completa o algoritmo (Solucdo #1). Consideraremos, agora, uma outra solucio. Nesta proxima,
também empregamos o método de substituir uma constante por uma varidvel. Na verdade, serdo
substituidas duas constantes de uma s6 vez, as constantes de valor 1 tornadas explicitas na pos-
condicdo

Q=(1-¢'=da")
Elaboramos entio o invariante
INV=(x>1)A(y>0)A (xe’ =a”)
e, para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializagdo sdo, respectivamente,

SC=(r=1)AL=1) = (x£ DV £1)
INI=x,e,y<1,a,b

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializa¢do com a condicao de parada, devemos diminuir
o valor de y, exceto quando y = 0. Assim, decidirmos tratar de forma especial esta exce¢do, para
que os demais casos se preocupem apenas em reduzir o valor de y. Uma ideia para se obter uma
melhor eficiéncia, motivagdo para a elaboragio desta nova solucio, é fazer com que y diminua néo
somente de unidade a unidade, mas que seja cortado pela metade. Isto serd possivel nos casos em
que y seja par. Como conclusdo, os argumentos anteriores sugerem o emprego de um comando
alternativo, isto &,

R=sey=0entdo R, || (yépar)A(y+#0)entdo R, || yéimpar entiio R3



12.2 Desenvolvendo o Algoritmo Q3

Para o caso em que y = 0, parece ser possivel escolher o valor adequado para e e terminar o
algoritmo. Supondo estarmos incertos de qual seria tal valor adequado, deixamos o método de
corre¢do guiar o desenvolvimento. Estabelecemos R a forma geral

Ri=xe,y+< 1,01

e desejamos saber para que valor da incognita [J o comando de atribuigdo esta correto. Calculamos
que

PME(“R;”, INV) = (1> 1)A(1>0)A(O=d")
Portanto, para que seja valido

INVACA (y=0) = PME(“R;”, INV)
é suficiente que

O=x

Em relagdo a R», a atualizacdo de y consistird, como discutimos, de seu corte pela metade. Para que
o invariante se mantenha, naturalmente os valores de x, e devem ser atualizados de forma apropriada.
Estabelecemos para R, a forma geral

Ry=x,e,y+ O, 0,y/2
calculamos que
PME(“Ry”, INV) = (00, > 1) A (y/2 > 0) A (0% = o)
Portanto, para que seja valido
INVACA (yé par) A (y # 0) = PME(“R,”, INV)
é suficiente que
Oy =x, 0= e
Assim, R; resulta, apds ser simplificado, em
Ry=e,y«exe,y/2
Para o caso em que y é impar, intenciona-se apenas decrementar y. Isto €, a forma geral de R3 é
Ry=x,e,y< Uy, h,y—1
e calculamos que
PME(“R3”, INV) = (0; > 1) A (y— 1> 0) A (O =d?)
Portanto, para que seja valido
INVACA (“y é impar”) = PMF(“R3”, INV)
¢ suficiente que
Oy =xxe, [y =¢
Assim, R3 resulta, ap6s ser simplificado, em
Ry=x,y+xxe,y—1

completando o algoritmo (Solucgao #2).
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12.3 Descri¢cdo do Algoritmo Desenvolvido
* Solugdo #1:

{P=(@>1)A(b>0)}
e+ 0,1
{INV=(0<i<b)A(e=d)}// t=b—i
enquanto  # b faca

e<axe

i—i+1

{Q=(e=d")}
* Solugido #2:

{P=(@>1)A(b>0)}

x, e,y 1,a,b

{INV=(x> DA >0)A(xe’ =a’) } // t= (x—1)+(y—1)
enquanto (x # 1)V (y # 1) faca

se y =0 entao

| x,e,y<+1,x,1

| (v é par) A(y # 0) entdo

| e,y<exe,y/2

|| v é impar entio

| x,y<xxe,y—1

{Q=(e=d")}

12.4 Consideracdes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo do algoritmo da Solugdo #1 é de ®(b), enquanto o algoritmo da
Solugio #2 é de ®(logh). Note que, em cada itera¢do do segundo algoritmo, ou bem y é cortado ao
meio, ou se ele for decrementado de uma unidade, serd certamente cortado ao meio na iteragao
seguinte.

12.5 Observacoes Importantes

m Observacdo 12.1 Enquanto o algoritmo desenvolvido na Solugédo #1 € bem familiar aos
ja iniciados no estudo de algoritmos, aquele da Solugédo #2 parece requerer um tempo maior
para ser digerido. Na verdade, este algoritmo é um bom exemplo da aplicacdo dos métodos
de correg¢do. Ao final de seu desenvolvimento, confiamos no algoritmo pelo resultado positivo
da verificacao formal , sendo mais dificil de se convencer de sua corre¢do por outras maneiras
adhoc. E um exemplo de “desenvolvimento sendo navegado por instrumentos”, fazendo alusio
a condicdo de profissionais da avia¢do que, em condicdes climdticas adversas, devem conduzir a
aeronave confiando primordialmente nas medigdes e verificacdes reportadas pela instrumentagao,
Jé& que a visdo encontra-se obstruida.

12.6 Exercicios
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Exercicio 12.1 Generalize os algoritmos, permitindo que as varidveis a,b de entrada sejam
inteiros arbitrario (isto €, um valor positivo, negativo ou nulo), desde que ao menos um deles
seja diferente de zero. Nao se esqueca de reescrever também a pré-condicao.

Exercicio 12.2 Uma possibilidade natural para o problema seria tentar o invariante obtido de
substituicdo da constante a da pés-condicdo por uma varidvel. Tente desenvolver o algoritmo
que decorre deste invariante e explique em que passo do desenvolvimento apresenta-se uma
dificuldade (e qual seria tal dificuldade).

Exercicio 12.3 Elabore um algoritmo para o problema de, dado uma matriz A de dimensao
n x n, determine a matriz A*, dada por

AF=AxAx---xA (k vezes)

Em termos de complexidade, sua solucio deve ter complexidade O(n?logn).

n-ésimo termo f, é definido por

£ = 1 ,sen=1oun=2
! fn71+fn72 ,sen>3

Como ilustragdo, os primeiros exemplos da sequéncia sdo: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, .... Mostre que,
paratodo n > 3,

(o) <()-(5)

e, empregando tal fato, elabore um algoritmo para o problema de, dado um natural n, determinar

Exercicio 12.4 A sequencia de Fibonacci é a sequéncia infinita de naturais f, f>, ... tal que o
fn. Em termos de complexidade, sua solu¢do deve ter complexidade O(logn).






13.1

13.2

Descricdo

Dados n naturais, armazenados em um vetor B[1..n], atribuir a varidvel m a média aritmética destes
elementos. Isto €, ao final do algoritmo, deve valer

o T Bl

n

Como exemplo, se
B=1[10,1,23,53,32,22|,n=56
a valoragdo
m=235
é aquela que satisfaz ao problema.

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

Desenvolvendo o Algoritmo

Note que, pela sua defini¢do, a média aritmética estd definida somente para todo n > 1. Em termos
formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH

seja valida. Observando-se que a computagio de Y7, B[k] ja foi estudada (Exemplo 9.7), podemos
usar um comando de composi¢do, estabelecendo um objetivo intermedidrio, como a seguir

A=A {m: Xn:B[k] }A2
k=1



98 Capitulo 13. Média Aritmética

O algoritmo A, é dado por
Ay =m<—m/n

completando a Solucdo #1. Na préxima solu¢do, um comando iterativo serd empregado para se
elaborar A, ou seja,

A = INI { INV } enquanto C faca R;

Usando o método de substituir uma constante (n) por uma variavel (i), deriva-se o invariante
i Blk
mv_<m_zhlu
n
e, para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializagcdo sdo, respectivamente,
C=—(i=n)=(i#n)

INI=i,m+ 0,0

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condi¢do de parada, propomos

R=R;i—i+1

e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH

{INVAC}R { INVE, | = <m_ W) }

n
seja vélida, o que se consegue com
R =m+ m+Bli+1]/n

completando o algoritmo (Solucdo #2). Consideraremos, ainda, uma terceira solugdo, novamente
com o uso do comando iterativo. Nesta préxima, também empregamos o método de substituir
a constante n pela varidvel i, com a diferenca que ambas as ocorréncias de n serdo substituidas,
resultando no invariante

i Blk
INV = <m _ Lic1 BH [ ]>
i
e, para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializagcdo sdo, respectivamente,
C=—(i=n)=(i#n)

INI =i, m+« 1, B[l]

(Agora, ndo € mais possivel inicializar i com 0.) Em seguida, € necessario elaborar um algoritmo R
que progrida em relacdo a terminacdo, enquanto mantém o invariante. Da mesma forma, temos

R=R;i+i+1

e desenvolve-se R’ de modo que a tH

i+
{INVAC} R { INVE, | = <m— W) }



13.3 Descricdo do Algoritmo Desenvolvido 99

seja vélida. Naturalmente, deve-se alterar o valor de m, porém, ndo é claro exatamente para qual
valor. Utilizando a técnica de deixar o método guiar o desenvolvimento, estabelecemos R’ como

R =m+0O

e desejamos saber para que valor da incdgnita [ o comando de atribuicdo estd correto. Calculamos
que

) i+1 B k
PME(“R”, INVL, ) = (D = Z"i—jr 1[ ]>

Como

o LB _ (Xio BN (i, Blit1]
i+1 i i+1 i+1
para que seja valido

INV AC = PME(“R”, INVL, )

l
é suficiente que

Oem .l +B[l+1]
i+1 i+1

completando o algoritmo (Solucgdo #3).

13.3 Descricdo do Algoritmo Desenvolvido
* Solucao #1:

{P=(n=1)}

i,m<+0,0

{INV=(m=Yi \B[k]) }// t=n—i
enquanto i # n faca

m < m+ Bli+ 1]

i<i+1

{m=Y;_ Bl }

m<—m/n

]

* Solugdo #2:

{(P=(n>1)}
i,m+<0,0

{INV = (m=Z220) b/ o= i
enquanto  # n faca

m<+m+B[i+1]/n

i—i+1

(0= (n=2) }




100 Capitulo 13. Média Aritmética

* Solugdo #3:

{P=(=>1)}
i,m< 1, B[1]

{INV = (m=E=P8) b/ 1= i

enquanto i # n faca

m e m () + 57

i+—i+1

{o-(a-52))

13.4 Consideracdes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo dos algoritmos das Solugdes #1, #2 e #3 sdo todos de ®(n). No entanto,
eles possuem uma caracteristica que os diferem, em relacio aos valores intermedidrios de m até
seu valor final com a média aritmética. Sejam b, bnsx respectivamente os valores minimo e
maximo dentre os elementos B[1..n]. Note que na Solugéo #1, os valores de m sdo crescentes
durante a iteracdo, atingindo um valor maximo potencialmente muito maior que bp,4x €, €m seguida,
decresce de uma s6 vez para o valor exato da média. J4 na Solugdo #2, os valores de m partem
de um valor minimo, potencialmente muito menor que bn;,, € sdo crescentes a partir dai, até
atingir o valor exato da média. Na Solu¢do #3, note que o invariante especifica que m serd a média
aritmética dos elementos B([1..i]. Assim, para toda iteragdo tal que 1 <i < n, o valor de m estard
entre bpin € bmax. Esta tltima propriedade € importante para garantir que o emprego do algoritmo
na pratica ndo causard nem instabilidades numéricas, que ocorrem quando valores intermedidrios
de calculo atingem valores muito pequenos, nem estouros de varidveis, que ocorrem quando valores
intermedidrios ultrapassam o maior valor representdvel pelo tipo da varidvel.

13.5 Observacoes Importantes

m Observacdo 13.1 Na Solucéo #3, foi necessario encontrar um valor para a incognita [] para
que fosse vélido

INVAC = PME(“R”, INVL )

€ uma pergunta interessante que pode surgir seria a seguinte: dado que

zsiﬂma)

PME(“R”,INV:, )= |O=
( +1) ( i

a forma mais facil de atribuir um valor a incégnita nao seria tornar o consequente da implica¢ao
em V? Aqui, mais facil, se refere ao fato que toda implicacdo cujo consequente seja V é valida,
independente do antecedente. E isto poderia ser conseguido fazendo

i+1
0= Z;CZI B [k]
i+1
Isto estaria correto? Bem, do ponto de vista l6gico, estaria. Mas do ponto de vista computacional,
ndo € uma solugdo adequada. Note que L] corresponde, no problema, ao valor que deve ser
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atribuido a m. Basta ver que, quando i = n na tltima iteracdo, estariamos dizendo que deve-se
atribuir a m a média dos elementos B[1..n], que é justamente o problema que estamos tentando
resolver! E € justamente aqui que entra o papel do antecedente: devemos utiliz4-lo para que a
expressao de [] seja de simples computacdo. Como o antecedente da implicacao é

INVAC = <m: m) A(i # n)

i

reescrevemos o consequente para que o resultados do antecedente possa ser utilizado para
simplificar a computagdo de [. Isto justifica a reescrita como

—_ LB _ (z;;_lB[k]> ( i >+B[i+1]

i+1 i i+1 i+1

com o objetivo de permitir que o valor de m garantido pelo antecedente possa ser empregado na
expressdo de [1. De forma geral, esta é a estratégia que deve sempre ser seguida na determinagao
de tais incégnitas: o emprego do antecedente para simplificar a expressdo da incégnita do
consequente.

13.6 Exercicios

Exercicio 13.1 A média geométrica de um conjunto de elementos é aquela em que o produto
e ndo a soma dos elementos é empregada para o seu cdlculo. Dado um vetor B[1..n|, a média
geométrica mg de seus elementos é definida como

mG = (B[1]B[2]---B[n])"

Elabore um algoritmo que atribua o valor de mg a uma varidvel m. Assuma a disponibilidade ao
algoritmo de uma fungdo POT(x,y), que computa o valor de x”, para todo racional x, y.

Exercicio 13.2 A média harmonica de um conjunto de elementos é o inverso da média aritmé-
tica dos inversos destes elementos. Isto é, dado um vetor B[1..n], a média harménica my de seus
elementos é definida como

n
1 1 1
B et B

my —

Elabore um algoritmo que atribua o valor de my a uma variavel m.

Exercicio 13.3 Dado um vetor B[1..n] e inteiro p, a média de poténcias m,, de seus elementos
¢ definida como

m, = (B[l]p+3[2]pn+...+3[n]p)117

Elabore um algoritmo que atribua o valor de m,, a uma varidvel m.
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Exercicio 13.4 Dado um vetor B[1..n] e fungdo f : R — R, a f-média my de seus elementos é
definida como

my—f! <f(B[1])+f(B[2])+~-+f(B[n])>

n

A importancia desta média é que generaliza outras médias. Com efeito, note que a f-média
se reduz a média aritmética para f(x) = x, a harmonica para f(x) = 1/x, e 2 geométrica para
f(x) = Inx. Elabore um algoritmo que atribua o valor de m; a uma varidvel m. Assuma a
disponibilidade ao algoritmo de fungdes F(x) e F~!(x), que computa respectivamente os valores

de f(x) e £~ ().

Exercicio 13.5 Na Solugdo #3, a definicdo do valor a ser atribuido a m, no contexto do
algoritmo R’, foi empregado uma incégnita [J e, para sua determinacdo, foi empregado o método
de correcdo (veja Observacdo 13.1). Aplique técnica andloga para determinar os valores de
atualizacdo de m nas Solucgdes #1 e #2.



14.1

14.2

Descricdo

Dado natural n, atribuir a varidvel r a raiz quadrada inteira de n. Isto &, ao final do algoritmo, deve
valer

r= vl
Como exemplo, se
n=23
a valoragdo
r=4
é aquela que satisfaz ao problema, uma vez que | /23] = 4.

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

Desenvolvendo o Algoritmo

Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH
{(P=(1>0)}A{Q=(r=|va])}

seja valida. Um comando iterativo serd empregado para se elaborar A, ou seja,
A = INI { INV } enquanto C faca R;

Usando o método de substituir uma constante (n) por uma varidvel (i), deriva-se o invariante

INV = (r=[Vi[)A(0<i<n)



104 Capitulo 14. Raiz Quadrada

No entanto, o desenvolvimento de um algoritmo a partir deste invariante oferecerd dificuldades
(Exercicio 14.1). Nao parece que as outras técnicas de elaboragdo de invariante funcionem para a
pos-condi¢do apresentada. Assim, redefiniremos a pds-condi¢io, de modo a eventualmente permitir
outras elaboragdes de invariante. No Exemplo 9.6, apresentou-se outras possibilidades de invariante.
Considere a redefini¢do da pés-condi¢do como

{(Q=r<n<(r+1)*}

Esta pés-condigdo possui implicita a conjungio (r> < n) A (n < (r+1)?). Aplicando o método de
eliminacdo de conjun¢do, podemos derivar

INV = (n < (r+1)%)
Para tal invariante, a condicao de parada e o comando de inicializagdo sdo, respectivamente,
C=-(r*<n)=(r*>n)

INI=r<+n

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condic¢do de parada, propomos

R=R :r—r—1

e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH
{INVAC}R {INV/_ = (n<?)}

seja vélida, o que se consegue com
R=0

completando o algoritmo (Solucdo #1). Note que, retornando a elaboragcao do invariante, pode-se
também escolher a outra cldusula para ser eliminada, produzindo o invariante

INV = (2 <n)
e, para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializag@o sdo, respectivamente,
C=-(n<(r+1))=n>{r+1?

INI=r+0

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Da mesma forma, temos

R=R ;r<r+1
e desenvolve-se R’ de modo que a tH
{INVAC}R {INV, = ((r+1)*<n) }
seja vdlida. Novamente, isto é conseguido por

R =0



14.2 Desenvolvendo o Algoritmo 105

completando o algoritmo (Solucdo #2). Apresentaremos agora uma terceira solugdo. Nesta, usando
o método de ampliacdo do dominio de uma varidvel, elabora-se o invariante

INV=(<n<s?
Para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializag@o sdo, respectivamente,
C==(s=r+1)=(s#r+1)

INI =r,s <+ 0,n+1

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Observa-se que, para qualquer valor arbitrario m, ocorre que ou m? < n, ou
n < m?. Isto significa que, para qualquer valor arbitrario m, este serve para atualizar ou r, ou s,
respectivamente as condi¢des anteriores. Sendo assim, por questdo de eficiéncia, surge a ideia de
usar como valor m a média de r e s, cortando a diferenca de r e s pela metade (a grosso modo) e, a
cada iteragdo, aproximar-se da condi¢do de término. Isto justifica que

R=m+«+ |(r+s)/2] ;sem?> <nentdor<m || n<m’entdo s < m

completa o algoritmo (Solucdo #3).

Finalmente, revisitaremos a Solugdo #2 para introduzir uma importante técnica. Note que, a
cada iteracdo, uma operagéo de multiplica¢@o € efetuada ((r+ 1) x (r+ 1)). Uma operacdo que
certamente possui um custo computacional maior do que aquele de uma adicao. (Se isto nao for
verdade no modelo de computagdo considerado, é certamente em computagdes a mao.) A proxima
técnica permitird o uso do invariante para transformar o algoritmo que troque uma multiplicagdo
por uma soma a cada iteracao.

Neste técnica, observa-se a operacio que se deseja economizar que, neste caso, é (r+1)2,
e supde-se que tal valor ja estard previamente computado em alguma nova variavel, digamos, z.
Sendo assim, ao redefinirmos o invariante da Solucio #2 para

INV=(<n)A(z=(r+1)?
e, para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializagcdo sdo, respectivamente,
C==(n<(r+1)))=(n>(r+1)*)=(n>z2)

INI=r,7+0,1

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Da mesma forma, temos

R=R;rr+1
e desenvolve-se R’ de modo que a tH
{INVAC}R {INV. = ((r+ 1 <n)A(z=(r+2)*) }

seja vilida. E necessario atualizar z para o valor (r+2)2. Se isto for feito sem maiores cuidados, na-
turalmente o objetivo de evitar uma multiplicagcdo nao foi atingido. Lembrando da Observacio 13.1,
devemos usar verdades garantidas pelo invariante para tornar esta atualiza¢cdo menos custosa. Com
efeito, como

(r+2)%=(r+1)>+2r+3
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temos que
R =7+ 74+2%r+3

o que completa o algoritmo se a multiplicacdo 2 * r for aceita como menos custosa, uma vez que,
ao invés do uso de um algoritmo geral de multiplicacdo, tal operagcdo necessita tdo somente uma
operagao de deslocamento dos bits da representacdo bindria de r a esquerda, tdo eficientemente
implementdvel quanto uma soma geral. No entanto, se o objetivo € ser purista em relacdo a reducio
a soma, basta observar que

R =z z+r+r+3

Ainda é possivel diminuir as 3 somas necessdrias para se atualizar z para apenas 2. Para tanto,
novamente, definimos a expressio 2r 4+ 3 como “custosa”, e a introduzimos no invariante, em uma
nova varidvel 7. Resulta na redefini¢do

INV=(?<n)A(z=(r+ 1)} A(E =2r+3)
e, para tal invariante, o comando de inicializagdo é
INI=r,z,7 +0,1,3
Como

NV, = (r+ 12 <) Az = (r+22) A =2(r+1)+3)

2r+1)+3=(2r+3)+2
temos que
R =z7+z+7,7+2

o que completa o algoritmo (Solugdo #4).

Descricdo do Algoritmo Desenvolvido
* Solugdo #1:

(P=(2>0))
r<n

{INV=n<(r+1?}// t=r—|vn]
enquanto > > n faca

‘ r<r—1

{Q=r<n<(r+1)?}

* Solucao #2:

(P=(n>0)})
r«0

{INV=r*<n}// t= |yn]—r
enquanto n > (r+ 1)? faca

‘ r<r+1
{Q:[2§n<(r+1)2}
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* Solugdo #3:

{P=(n=0)}
r,s<0,n+1
{INV=(P<n<s’)}// t=s—(r+1)
enquanto s # r+ 1 faca
m 5]
se m? < n entio
| r<m

| n < m? entdo
I sS<m

{Q=r<n<(r+1)?}

* Solugio #4:

{INV=(P<n)Az=(r+1)*)A(E=2r+3)}// t= |V/n]—r
enquanto n > z faca

57 +—z+7,7+2

r<r+1
{Q=r*<n<(r+1)?}

14.4 Consideracdes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo do algoritmo da Solugdo #1 é @(n — \/n) = @(n). A complexidade de
tempo do algoritmo da Solugédo #2 é melhor, de ®(/n). A complexidade de tempo do algoritmo
da Solugdo #3 é ®(logn), a melhor dentre as quatro. A complexidade de tempo do algoritmo da
Solucdo #4 ndo difere daquela da Solucédo #2, pois para esta secdo de andlise de complexidade
adotamos um modelo de computacio no qual tanto somas quanto multiplicacdes sdo executadas em
tempo constante. Mesmo sobre este modelo, talvez seja mais verossimil assumir que a constante
associada ao algoritmo da Solucdo #4 ser menor na prética que aquela associada ao algoritmo da
Solugao #2.

14.5 Observacoes Importantes

m Observacdo 14.1 Considere o seguinte experimento mental. Suponha que o leitor viaje pelo
tempo, retornando a um momento anterior ao contato com a apresenta¢do do desenvolvimento
do algoritmo da Solug@o #4. (Se esta apenas passando os olhos pelos texto, sem ainda ter
estudado o material, este € um excelente momento para fazer este exercicio!) Considere que
aquele exato algoritmo o fosse apresentado neste seu retorno ao passado. Por conveniéncia,
repetimos o algoritmo:
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// assuma n > 0

r,z,Z <—0,1,3

enquanto n > z faca
2,7 +z+7,7 42
r<r+1

// garante r = |\/n]|

Apresente um argumento adhoc convincente sobre a correcdo. Se encontrar dificuldades,
considere agora que o algoritmo foi apresentado com o invariante especificado. Utilizando
0 Método #2 de verificacdo de correcdo do comando iterativo, como fica a tarefa de provar a
correcdo? Este experimento visa demonstrar, na prética, o beneficio da declaracio do invariante
como parte integrante da especificacdo de um comando iterativo.

m Observacdo 14.2 O algoritmo da Solugéo #4 € um outro bom exemplo do “desenvolvimento
guiado por instrumentos” (veja Observacio 12.1).

14.6 Exercicios

Exercicio 14.1 Tente desenvolver um algoritmo para o problema a partir do invariante
INV = (r=|Vi[)A(0<i<n)

e descreva a dificuldade encontrada. No caso de ter conseguido completar o desenvolvimento,
contraste-a com as outras solu¢des desenvolvidas. Ela seria uma versdo piorada de alguma
delas?

{INVAC} R =0 { INV/_, }

{INVAC} R =0 { INV.,, }

que aparecem no desenvolvimento respectivamente das Solugdes #1 e #2 sdo validas.

Exercicio 14.3 Suponha que, no contexto da Solug@o #3, o invariante

| Exercicio 14.2 Prove formalmente que as tHs
| INV = (> <n<(s+1)?)

fosse empregado. Desenvolva o restante do algoritmo com base neste invariante.

Exercicio 14.4 Utilizando o Método #2 de verificagdo de corre¢do do comando iterativo, pro-
ceda a verificag@o formal do algoritmo da Solugdo #1.
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Exercicio 14.5 Utilizando o Método #2 de verificagdo de corre¢do do comando iterativo, pro-
ceda a verificagcdo formal do algoritmo da Solugdo #3.

Exercicio 14.6 Utilizando o Método #2 de verificagdo de corre¢do do comando iterativo, pro-
ceda a verificag@o formal do algoritmo da Solugdo #4.






15.1

15.2

Descricdo

Dado natural n, atribuir a varidvel s o somatério dos cubos 13, 23, ..., n?. Isto é, ao final do
algoritmo, deve valer

s = i K
k=1
Como exemplo, se
n=3
a valoragdo
s =36
é aquela que satisfaz ao problema, uma vez que 1° +23 +33 = 36.

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

Desenvolvendo o Algoritmo

Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH

{P:(nEO)}A{Q: (s:ik3> }
k=1

seja vdlida. Um comando iterativo serd empregado para se elaborar A, ou seja,

A = INI { INV } enquanto C faca R;
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Usando o método de substituir uma constante (n) por uma varidvel (i), deriva-se o invariante

i
INV=[s=Y Kk |A(0<i<n)
k=1
Para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializagdo sdo, respectivamente,

C=—(i=n)=(i#n)
INI=5,i+0,0

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condi¢do de parada, propomos

R=R:i+i+1

e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH

' i+1
{INVAC} R { INV,,, = (s: Zk3> ANO<i+1<n) }
k=1

seja valida, o que se consegue com
R =s<s+(i+1)°

completando o algoritmo. Porém, o algoritmo serd agora aprimorado, empregando-se a técnica de
trocar uma computacdo com maior custo (multiplica¢do) por outra de menor custo (soma), andlogo
aquele praticado na Solucgdo #4 do Capitulo 14. Note que, a cada iteracdo, duas operacdes de
multiplicacdo sdo efetuadas ((i+1) x (i+1) x (i+1)). A técnica consiste em supor que tal valor
estard previamente computado em alguma nova variavel, digamos, z. Assim, fazendo

I= <s— Zl:k3> A(0<i<n)
k=1
redefine-se o invariante para
INV=1IA(z=17)
e, para tal invariante, o comando de inicializacdo é redefinido para
INI =5,i,2+0,0,0
Note que, agora, temos que
INVi, =T A(z=(i+1)))

e, portanto, é necessdrio redefinir R’ para também atualizar o valor de z para (i + 1)*. Deve-se em-
pregar fatos conhecidos no invariante para que tal atualizag¢@o tenha um menor custo computacional.
Como

(i+1)7° =P +3%4+3i+1
temos que

R =7 7+3%43i+1;:5<5+2
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finaliza o algoritmo corretamente, mas nao resolve muito a motivag¢do de diminuir as multiplicagdes.
Indo adiante, definimos a expressdo 3i2 4+ 3i+4 1 como “custosa”, e a introduzimos no invariante,
em uma nova variavel 7’ onde se supde armazenar tal valor. Resulta na redefinicdo

INV=IA(z=2F)A (7 =3 +3i+1)

cujo comando de inicializacao correspondente passa a ser
INI =5,i,2,7 +0,0,0,1

Como

INVE, =T Az=(+1)°)AE =3+1)>+3(i+1)+1)

3G+ 1)24+3(i+1)+1= (3> +3i+1) + (6i+6)
Temos que
R=z7+z+7,7+6i+6;5+s5+2

0 que j4 reduz para apenas uma multiplicacdo em cada iteracdo. Mas ainda é possivel fazer mais um
ciclo de otimizacao, definimos a expressdo 6i + 6 como “custosa”, e a introduzimos no invariante,
em uma nova varidvel 7 onde se supde armazenar tal valor. Resulta na redefini¢do

INV=IA(z=2F)A(Z =3 +3i+1)A (7" = 6i+6)
cujo comando de inicializacio correspondente passa a ser
INI =s,i,2,7,7"+0,0,0,1,6
Como

INVL, =T A(z=(+D)AE =30+ 12430+ 1)+ 1) A =6(i+1)+6)

6(i+1)+6= (6i+6)+6
Temos que
R=z777z2+7,7+7,7+6;5ss+z

completa o algoritmo, eliminando todas as multiplicacdes.

15.3 Descricdo do Algoritmo Desenvolvido

{P=(n=0)}
s,i,2,7,7"+0,0,0,1,6
{INV: (s:22:1k3)/\(0§i§n)/\ }
(z=P)A(Z =32 4+3i+1)A (" =6i+6)
enquanto ; # n faca
2,7, —z+7, 7+, +6
S4—S5s+2z2
i+i+1
{Q=(s=2iu) }
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15.4 Consideracoes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo do algoritmo é ®(n), sem o uso de operagdes de multiplicagdes.

15.5 Observacoes Importantes

m Observacdo 15.1 O algoritmo é um outro bom exemplo do “desenvolvimento guiado por
instrumentos” (veja Observacdo 12.1).

15.6 Exercicios

Exercicio 15.1 Utilizando o Método #2 de verificagio de corre¢éo do comando iterativo, pro-
ceda a verificagc@o formal do algoritmo desenvolvido.

Exercicio 15.2 Elabore um algoritmo para, dado natural n, atribua a s o valor };_, k2. Tro-
que eventuais multiplica¢cdes por um nimero constante de somas, a exemplo do algoritmo
apresentado neste capitulo.

Yi i (ak?® + bk? + ck +d). Troque eventuais multiplicagdes por um niimero constante de somas,
a exemplo do algoritmo apresentado neste capitulo.

Exercicio 15.4 Elabore um algoritmo para, dado natural n, atribua a s o valor };_, k*. Tro-
que eventuais multiplica¢cdes por um nimero constante de somas, a exemplo do algoritmo

‘ Exercicio 15.3 Elabore um algoritmo para, dado natural n e inteiros a, b, ¢, d, atribua a s o valor
‘ apresentado neste capitulo.



16.1

16.2

Descricdo

Dados natural n, um vetor a[0..n] representando o polindmio de grau n
() =an" +ap 1 X"+ Fax+ag

onde a; = ali], e um inteiro x, atribuir a varidvel r a avaliacdo de f em x, isto é, r = f(x). Como
exemplo, se

n=4,a=1[-5-1,2,1],x=3
a valoracdo
r=43
é aquela que satisfaz ao problema, uma vez que f(3) = 1(3)° +2(3)> — 1(3) — 5 = 43.

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

Desenvolvendo o Algoritmo

Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH

{PI(nZO)}A{Q: ('”:Zn:a[k}xk> }
k=0

seja vdlida. Um comando iterativo serd empregado para se elaborar A, ou seja,
A = INI { INV } enquanto C faca R;

Usando o método de substituir uma constante (n) por uma varidvel (i), deriva-se o invariante

INV = (r: ia[k]ﬂ‘) A0 <i<n)
k=0
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Para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializag@o sdo, respectivamente,

C=—(i=n)=(i#n)
INI=r,i+ 0,0

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relagdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condi¢do de parada, propomos

R=R;i+ i+l

e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH

) i+1
{INVAC}R’{INV;+1—<F—Za ) 0<1+1<n)}

seja vélida, o que se consegue com
R =r«r+afi+1]xx"!

Empregando a técnica de pré-computar operacdes custosas no invariante, supomos que o valor x’
esteja armazenado na varidvel z, e revisamos o invariante para

INV = (r—Za ) ANO<i<n)A(z=1x)

e o respectivo comando de inicializa¢do para
INI=r,i,7+0,0,1

O desenvolvimento de R’ deve ser de modo que a tH
) i+1 )
{INVAC}R { INVL, = r—Za AO<i+1<n)A(z=x"h
seja vélida, o que se consegue com
R =z<+zxx;r<r+ali+1]*z

completando o algoritmo (Solugdo #1). Esta solucdo emprega duas multiplicagdes por iteracao,
mas hd como melhorar. Na préxima solu¢io, também usa-se o0 método de substituir uma constante
(0) por uma varidvel (i), que deriva o invariante (veja Observacdo 16.1)

INVz(r—Za ) (0<i<n)
Para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializag@o sdo, respectivamente,

C==(i=0)=(i#0)
INI =r, i< aln],n

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relagdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condi¢do de parada, propomos

R=R:i+i—1
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16.5
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e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH

{INVAC}R { INV. | = (r: Z a[k]xkiJrl) ANO<i—1 gn)}

k=i—1
seja vélida, o que se consegue com
R =r«rxx+ali—1]

completando o algoritmo (Solugdo #2). Este algoritmo constitui a famosa regra ou esquema de
Horner para avaliagdo de polindmios.

Descricdo do Algoritmo Desenvolvido
* Solugdo #1:

{P=(n>0)}
r,i,z+0,0,1
{INV=(r=Yj_oalkl*)ANO<i<n)A(z=x)}// t=n—i
enquanto  # n faca

7 7*xX

rr+ali+1]*z

i+—i+1

{Q=(r=Xisoalkl¥") }
* Solucao #2:

(P=(>0)}
r,i<—aln],n
{INV=(r=Y}_aklxX* YA O0<i<n)}// t=
enquanto i # 0 faca

r<rxx+ali—1]

i—i—1

{Q=(r="Xialklx) }

Consideracoes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo de ambos os algoritmos é de ®@(n). Aquele da Solugdo 1 emprega duas
multiplicagdes por iteragdo, enquanto aquele da Solucdo 2 apenas uma.

Observacoes Importantes

m Observacdo 16.1 Note que, para produzir o invariante da Solug@o 2, a pés-condicio Q foi
tomada como sendo

Q= (r = z": a[k]xk())
k=0

e a substitui¢do da constante 0 foi feita em ambas as ocorréncias. Considerar a existéncia da
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constante 0 no expoente de x é surpreendente, e também libertadora: abre a mente em relagao
as inimeras possibilidades com que um invariante pode ser gerado. Com efeito, hd intimeras
possibilidades de se gerar constantes implicitas, além daquelas explicitas, na expressao de
Q. Na verdade, esta substitui¢ao de constantes implicitas por varidveis ndo é novidade: esta
técnica ja foi empregada para a Solugado 2 do Capitulo 12. Observe que 14, por exemplo, duas
constantes implicitas 1 foram substituidas por duas varidveis diferentes. Estes exemplos ilustram
a diversidade de invariantes possiveis.

16.6 Exercicios

Exercicio 16.1 Utilizando o Método #2 de verificagio de corre¢do do comando iterativo, pro-
ceda a verificagdo formal do algoritmo desenvolvido na Solugdo 1.

Exercicio 16.2 Utilizando o Método #2 de verificagdo de corre¢do do comando iterativo, pro-
ceda a verificagdo formal do algoritmo desenvolvido na Solugéo 2.

Exercicio 16.3 Elabore um algoritmo para, dados natural n e inteiro x, atribua a r o valor
f(x,n), onde

flrn)=1+4x+x> - 42"

Para obter uma melhor complexidade, tente usar o fato que

flx,n) = f(xz’nT) (1+x) , se n &€ impar
, f(x27%)(1+%)*% ,Senépar
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Descricdo

A metodologia do corre¢do até aqui tratou de teoria e prética das varidveis escalares e vetor/matrizes.
Programas reais, contudo, empregam estruturas de dados de mais alto nivel, necessdrias para se
trabalhar com problemas complexos. Neste capitulo, trataremos de mostrar como a metodologia de
corre¢do pode ser estendida para uma fundamental estrutura de dados: as listas encadeadas.

Uma varidvel p do tipo ponteiro ¢ uma varidvel que guarda um endereco de memoria como
contetido. Tal conteddo consiste ou de um valor especial denotado por @, ou de um endereco
de memodria que armazena um dado, que € chamado de valor apontado e acessado pela sintaxe
pT. Uma varidvel v do tipo estrutura € uma varidvel cujo dado armazenado € acessado de forma
compartimentada, tal que a cada compartimento corresponde uma variavel distinta definida interna
a estrutura; se uma varidvel interna a estrutura é chamada de campo, o dado correspondente é
acessado através da sintaxe v.campo.

Listas encadeadas sdo baseadas nas noc¢des de estruturas e ponteiros, e projetadas da seguinte
maneira. Um nd de lista encadeada € uma estrutura que consiste das variaveis valor e prox. A
primeira armazena um valor arbitrdrio de interesse de uma aplicagdo. A segunda é empregada
para que os nds sejam sequenciados, de modo que cada n6 indique o préximo né que o segue. O
valor @ é empregado para indicar a inexisténcia de um préximo né. Uma lista encadeada é uma
varidvel L do tipo ponteiro que ou possui o valor @ ou seu valor apontado é um né6 de lista encadeada.
Diz-se que a sequéncia de valores de uma lista encadeada L é uma sequéncia vazia se L = (), ou
a sequéncia ay,ay,...,a, tal que (i) a; é o dado armazenado no campo valor do né que € valor
apontado por L, e (ii) se a; é o dado armazenado no campo valor de certo nd, entdo i = n se 0 campo
prox = 0 ou, caso contrdrio, a;11 € o dado armazenado no campo valor do préximo né. As listas
encadeadas possuem a representacio grafica cldssica mostrada a seguir. Note que, graficamente, as
varidveis estruturas sdo representadas por “caixas” de memoria compartimentadas, representando
suas varidveis internas, e as variaveis ponteiros sdo representadas por setas que indicam o valor
apontado ou, no caso de inexistente, por uma diagonal cortando o contetddo da varidvel ponteiro.

L . al . ar . cee . ap_1| e ay
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O problema que discutiremos € o seguinte. Dado uma lista encadeada L cuja sequéncia de

valores seja aj,ay,. . .,a, para algum n > 0, modificar L de modo que a sequéncia de valores de L
passe a ser a,,d,—1,...,1. Como exemplo, se
L| e 10| e 1| e 7| e 4 | e 2

a valoragdo

L| » 2 | e 4 | e 7| e 1 . 10

é aquela que satisfaz ao problema.

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

Desenvolvendo o Algoritmo

Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH

[r- )

{Q: L ° Ady . dp—1| e ° al }

seja valida. Um comando iterativo serd necessdrio para se elaborar A, ou seja,

ai

° az‘e ‘e an

A = INI { INV } enquanto C faca R;

Usando o método de substituir uma constante (7) por uma varidvel (i), elaboramos o invariante

INV:(OSISH)/\<L ——> da . ai—1| e ° ay )

e a condi¢do de parada e o comando de inicializagdo parecem ser, respectivamente,
C=-(i=n)=(i#n)

INI=i,L 0,0

Contudo, hé dois problemas a serem contornados:

1. A computagdo de C requer a ciéncia do valor de 77, que ndo € um dado disponivel de entrada.
Embora tal valor possa ser previamente determinado por um outro algoritmo, claramente
aumentard a complexidade da solu¢do. Ha condicdo equivalente para C de facil computagdo?

N

2. Ao se fazer o exercicio de elaborar R de modo a progredir em relagdo a condi¢do de
parada, percebe-se logo que o invariante ndo estabelece onde estdo armazenados os valores
Qij+1,0i12,- - .,a7, qUe SErao necessarios.
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O problema #2 motiva a redefini¢do do invariante para

L| » a; . ai—1| e e . aj A

INV=(0<i<n)A

S . aj+1 L ai+2| e e 3 Ay

E agora verifica-se que ambos os problemas sio resolvidos por esta invariante, pois para tal
invariante, a condi¢cdo de parada e o comando de inicializacio sdo, respectivamente,

C=o(i=n)=~(S=0)=(S#0)
INI=i,L,S+0,0,L

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condi¢do de parada, propomos

R=R;i+i+1

e, portanto, devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH

{INVAC}
R/
L ° adir1| e a; ° s aj
INV,,, = (0<i+1<n)A
S ® al+2 o al+3 ° e b day

seja vélida, o que se consegue com
R’zT(—S;S%ST.pm’x;TT.pro’x<—L;L%T

onde 7' é uma varidvel introduzida para armazenar um valor tempordrio. Isto completa o algoritmo.
Finalmente, nota-se que a varidvel i é supérflua no algoritmo, e assim pode ser desprezada. A
variavel passa a corresponder a uma constante 16gica no invariante.

17.3 Descricdo do Algoritmo Desenvolvido

{P:L ° ai ° as ° . ay }

L, S0 L
Ll e ai | e—plai 1| e . a A
INV=(0<i<m)A
S| e aj11| e—ldit2| e ° Qi

// t= n—i
enquanto S # ( faca
T+S
S+ ST.prox
T1.prox < L
LT

{Q: L ° Ady . anp—1| e ° al }
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17.4 Consideracoes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo do algoritmo desenvolvido é de ®(n), executado em uma unica leitura
dos elementos de L e emprega memdoria auxiliar constante. Portanto, o algoritmo resultante é 6timo.

17.5 Observacoes Importantes

m Observagdo 17.1 Na determinagio de C, é importante destacar a troca de uma condicéo
logica (i = n) pela expressdo (S = 0), equivalente a anterior no contexto do invariante. A troca
€ importante para que a expressao logica seja de facil computacdo.

m Observacdo 17.2 O problema de reversdo de uma lista encadeada ndo requer nem a alocag@o
de areas de memoria para novos nds, nem desalocacdo da memoria dos existentes por desuso.
Porém, ambas operacdes sao muito comuns em problemas envolvendo listas encadeadas. Assim,
os Exercicios 17.5 e 17.6 tratam o assunto, apresentando comandos especificos para tais fins.

17.6 Exercicios

Exercicio 17.1 Elabore um algoritmo para que, dada uma lista encadeada L, determine o
nimero de elementos de L.

Exercicio 17.2 Elabore um algoritmo que, dada uma lista encadeada L, determine a soma e o
produto dos elementos de L.

Exercicio 17.3 Elabore um algoritmo que, dada uma lista encadeada L, determine as quantida-
des de elementos ndo-positivos e ndo-negativos de L.

Exercicio 17.4 Elabore um algoritmo que, dados uma lista encadeada L e um valor ¢, atribua a
uma varidvel ponteiro b o né cujo valor seja igual a ¢ ou, no caso da sua inexisténcia, atribua a b
o valor 0.

Exercicio 17.5 Elabore um algoritmo que, dada uma lista encadeada L, crie uma outra lista
encadeada S de modo que a sequéncia de valores de S seja uma permutagdo daquela de L
ascendentemente ordenada. Para este algoritmo, portanto, serd necessario a alocacao de novos
nds. Assuma que, se p é uma varidvel ponteiro, a criagdo de uma nova memoria que armazena
um né de lista encadeada € feita através do comando

alocar(p)

fazendo parte deste comando tornar tal meméria criada para o né o valor apontado por p.
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Exercicio 17.6 Elabore um algoritmo que, dada uma lista encadeada L, remova todos os
elementos de L, desalocando apropriadamente a memoria dos ndés. Assuma que a memoria
associada ao valor apontado por uma varidvel ponteiro p é apropriadamente desalocada através
do comando

desalocar(p)

Exercicio 17.7 Elabore um algoritmo que, dada uma lista encadeada L, remova todos os
elementos duplicados de L, mantendo uma tnica c6pia de cada elemento original. Os nés da
lista encadeada que ndo forem mais utilizados devem ser apropriadamente desalocados.

Exercicio 17.8 Para cada problema em grafos abaixo, pesquise e estude algoritmos que re-
solvem o problema. Em seguida, elabore o invariante que estd implicita em cada algoritmo e
verifique formalmente o algoritmo.

1. determinagdo do centro de uma arvore;

2. distancia mais curta entre um vértice e todos os demais.
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Descricdo

Neste capitulo, a metodologia do correcdo serd estendida para uma fundamental e complexa
estrutura de dados: os grafos.

Um grafo é uma estrutura que modela um conjunto de elementos e alguma relagdo de interesse
entre pares de tais elementos. Por exemplo, um grafo pode representar uma rede social na qual o
conjunto de elementos € o conjunto dos usudrios desta rede e a relagdo de interesse € o conhecimento
mutuo entre tais usudrios, que € a informacao mais basica de uma rede social. Formalmente, um
grafo (V,E) consiste do conjunto de elementos V e um conjunto de relagdes E. Cada elemento de
V € denominado vértice e cada elemento de E € denominado de aresta. Cada vértice é elemento
arbitrario, enquanto cada aresta consiste de um par de vértices, denotado por um par ndo-ordenado
(isto é, uma aresta, digamos, (u,v) serd considerada a mesma que (v, u)).

Considere um grafo G que representa uma mapa de rotas de veiculos de determinada regido.
Nele, cada vértice representa um ponto distinto de destino neste mapa, e cada aresta (u, v) representa
que os pontos do mapa u e v estdo interconectados por uma via de comunica¢do (uma rua, uma
estrada, etc.). Na Figura 18.1, vé-se uma instancia concreta de G, como ilustracdo. Emprega-se na
figura uma notacdo grafica usual de grafos, na qual os vértices sdo pontos do plano e cada aresta é
representada por uma ligacdo entre os dois pontos associados aos vértices que constituem tal aresta.

E comum que os problemas acerca de mapas associem a cada aresta um valor, que servird de
dado de entrada para os problemas. Tais grafos, que associam valores as arestas, sdo chamados de
ponderados. Por exemplo, considere a atribuicio de valores as arestas dada na figura, representando
algum tipo de custo de travessia por aquele caminho (como distincia de percurso, ou tempo de
percurso, ou custo de pedagios, etc.). Um problema de interesse cldssico, por exemplo, é determinar
para cada vértice o caminho de menor custo entre este vértice e todos os demais, onde o custo de
um caminho corresponde a soma dos custos associados as arestas que o compde. Um caminho de
um grafo G é uma sequéncia vo, vy, ..., v tal que (v;,viy1) € E(G), paratodo i =1,2,...,k— 1.

Um problema também cldssico, mas cuja motivacido é menos direta, ¢ o problema da determina-
¢do de uma 4arvore geradora minima, que discutiremos neste capitulo. Mas antes, introduziremos
conceitos fundamentais acerta de grafos, que serdo empregados a seguir.
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Figura 18.1: Exemplo de um grafo G ponderado.

Um grafo em que quaisquer dois de seus vértices estejam conectados por um caminho é
chamado de conexo. Um ciclo de um grafo € um caminho fechado, isto €, um caminho vg,vy, ..., v
tal que vg = v, e k > 3. Um grafo aciclico € um grafo que nao possui ciclos. Uma drvore é um
grafo que seja conexo e aciclico. Dados dois grafos H, G, diz-se que H C Gse V(H) CV(G) e
E(H) C E(G). Uma drvore geradora de um grafo G é uma arvore T talque T C Ge V(T) =V(G).

O problema da drvore geradora minima (AGM) de dado grafo ponderado G é aquele de
determinar uma drvore geradora de G de minimo custo. O custo ¢(7') de uma érvore T é a soma do
custo associado as arestas de T, isto €,

ecE(T)
E, portanto, uma AGM T de G € tal que
T = argmin{c(T) : T é arvore geradora de G}

Como exemplo, se o grafo G e os custos associados a cada aresta de G dados de entrada sdo aqueles
da Figura 18.1, a arvore T apresentada na Figura 18.2, que consiste dos vértices e arestas em
vermelho, satisfaz ao problema. Verifica-se que ¢(7') = 22 e ndo ha drvore de custo menor.

Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

18.2 Desenvolvendo o Algoritmo

Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH
{P=Conexo(G) } A { Q=AGM(T,G) }

seja vélida, onde
Conexo(G) = “G ¢é conexo”

AGM(T,G) = “T € uma éarvore geradora minima de G”
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Figura 18.2: Exemplo de uma arvore geradora.

Um comando iterativo serd necessdrio para se elaborar A, ou seja,
A = INI { INV } enquanto C faca R;

Claramente, tal comando iterativo deve construir 7 incrementalmente. Assim, o invariante deve
estabelecer que T seja parte de uma arvore geradora minima de G. Isto pode ser formalmente
descrito através de

INV = (T C T) NAGM(T,G)

Note que 7' deve ser portanto uma floresta. Uma floresta é um grafo aciclico. Esta necessidade de
T ser, durante toda a itera¢do, uma parte de uma arvore geradora de G, que é um grafo aciclico. A
condicdo de parada e o comando de inicializacio para tal invariante sdo, respectivamente,

C=(T =T) = ~(n=|E(T)|+1) = (n # |E(T)| + 1)

INI=T «+ (V(G),0)
Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relagdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condi¢do de parada, propomos

R=R ;T + TU{e}

onde e é uma varidvel nova que armazenard a proxima aresta a ser introduzida em 7'. Portanto,
devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH

{INVAC}
R/
{ INV],(,, = (TU{e}) CT) AAGM(T, G) }

seja valida. Assim, dado uma floresta 7" que estd contida em uma AGM de G, é necessario atribuir
a e uma aresta tal que 7' U {e} também esteja contida em uma AGM de G. Naturalmente, 7' U {e}
deve ser floresta, isto é, um grafo aciclico. Entre as arestas que, quando adicionada a T, mantém o
grafo aciclico, parece razodvel verificar a possibilidade de ser aquela de menor custo. Com efeito,
esta escolha € justificada pelo seguinte teorema.
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Teorema 18.1 Sejam T uma AGM de um grafo Ge T C T. Se e € E(G) é uma aresta de
menor custo tal que 7 U {e} é floresta, entdo 7' U {e} estd contida em uma AGM de G.

Demonstrac¢do: Suponha, por absurdo, que 77 = T U {e} nio esteja contida em nenhuma AGM
de G. Seja T uma AGM de G em que T esteja contida. Seja T” =T U {e}. Seja e = (u,v).
Como u,v sdo vértices de T, entdo em 7" hd um ciclo C, no qual certamente e estd contida.
Como T’ ndo contém ciclos, hd certamente uma aresta ¢’ de C que ndo esteja contida em 7. Tal
aresta ¢’ estd contida, naturalmente, em 7. Seja 7" = T\ {¢'}. Note os seguintes fatos:

* Ociclo C em T” é tnico. Caso houvesse ciclo distinto C’, entio e também deve estar
contido em C’. Assim, a unido de C e C’, removidos da aresta e, constituiria um ciclo em
T, o que seria um absurdo;

» T" é aciclico, pois embora T” contenha o dnico ciclo C, ele foi desfeito com a remogio
de ¢;

e T" é conexo, pois para todo caminho em T entre dois vértices que passava por €', ha
certamente outro que se utiliza as demais arestas de C.

Pelos dois dltimos fatos, conclui-se que 7" é uma arvore geradora de G. Além disso,

C(T///) — C(T//) _ C(el)

A dltima desigualdade vem do fato que c(e) < c¢(¢’), pela escolha de e. Como ¢(7) é minimo,
entdo ¢(T"") = ¢(T). Logo, T"" € uma AGM de G. Como T’ C T"”, entdo ha uma contradigio
com a suposi¢do que 7’ ndo esteja contida em nenhuma AGM. ([

Portanto, o teorema anterior justifica que o algoritmo
R' = e« argmin{c(e) : e € E(G) | T U{e} € floresta}

completa o algoritmo (Solugdo #1). Esta solug@o é conhecida como algoritmo de Kruskal.

H4 uma outra solucdo bem conhecida para o problema, apresentada a seguir. Para ela, o
invariante especifica que 7" serd de um tipo mais restrito que floresta: 7" serd uma arvore. Uma
motivagcdo para perseguir esta alternativa € que, do ponto de vista de complexidade, pode ser
mais simples determinar uma préxima aresta que mantém 7 uma drvore do que manter 7 uma
floresta. Mas a discussa@o do aspecto de complexidade serd apresentada na se¢do correspondente.
Prosseguindo o desenvolvimento do algoritmo, considere o invariante

INV = (T CT)AARV(T) NAGM(T, G)
onde
ARV(T) = “T é uma arvore”
A condi¢do de parada e o comando de inicializag@o para tal invariante sdo, respectivamente,

C=~(T =T)=~(V(T)| =n) = (V(T)| #n)
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INI =T < ({v},0) , onde v é um vértice qualquer de G

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relagdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condi¢do de parada, propomos

R=R';T «+ TU{e}

onde e é uma varidvel nova que armazenard a proxima aresta a ser introduzida em 7. Portanto,
devemos agora desenvolver R’ de modo que a tH

{INVAC}
R/
{ INV],(,, = (TU{e}) € T) AARV(T U {e}) AAGM(T, G) }

seja valida. Assim, dado uma arvore T que estd contida em uma AGM de G, € necessario atribuir
a e uma aresta tal que 7 U {e} também esteja contida em uma AGM de G. Entre as arestas que,
quando adicionada a T mantém o grafo conexo e aciclico, parece novamente razoavel verificar a
possibilidade de ser aquela de menor custo. E novamente, esta escolha é correta.

Teorema 18.2 Sejam T uma AGM de um grafo G e T C T uma arvore. Se e € E(G) é uma
aresta de menor custo tal que 7' U {e} é uma arvore, entdo 7' U {e} estd contida em uma AGM
de G.

Demonstracdo: Suponha, por absurdo, que 7’ = T U{e} nio esteja contida em nenhuma AGM
de G. Seja T uma AGM de G em que T esteja contida. Seja T” =T U{e}. Seja e = (u,v).
Como u,v sdo vértices de T, entdo em 7" hd um ciclo C, no qual certamente e estd contida.
Como T’ ndo contém ciclos, hd certamente uma aresta ¢’ = (1/,V') de C que ndo esteja contida
em 7’. Dentre as possiveis, hd uma para a qual ' € V(T) e v ¢ V(T'). Tal aresta ¢’ estd contida,

naturalmente, em 7. Seja T"” = T"\ {€'}. A demonstra¢do agora segue rigorosamente aquela
do Teorema 18.1 a partir dos fatos que estdo 14 pontuados, e a obtengao consequente da mesma
contradicao. U

Portanto, o teorema anterior justifica que o algoritmo
R = e« argmin{c(e) : e € E(G) | ARV(T U{e})}

completa o algoritmo (Solugdo #2). Esta solugio é conhecida como algoritmo de Prim.

18.3 Descricdo do Algoritmo Desenvolvido
* Solucao #1 (Algoritmo de Kruskal):

{ P = Conexo(G) }
T + (V(G),0)
{INV=(T CT)NAGM(T,G) } // t= |[E(T\T)|
enquanto n # |[E(T)|+ 1 faga
e < argmin{c(e) : e € E(G) | T U{e} é floresta}
T+ TU{e}
{Q=AGM(T.G) }
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* Solugdo #2 (Algoritmo de Prim):

{ P =Conexo(G) }

T < ({v},0), onde v é um vértice qualquer de G

{INV=(T CT)AARV(T) AAGM(T,G) } // 1= |E(T\T)
enquanto |V (T)| # n faca

e « argmin{c(e) : e € E(G) | ARV(T U {e})}

T+ TU{e}

{Q=AGM(T.G) }

16.4 Consideracoes sobre Eficiéncia

18.4.1

As complexidades de tempo dos algoritmos desenvolvidos ndo sdo tdo diretas de serem deter-
minadas, como nos exemplos apresentados anteriormente. O problema reside no fato de que o
algoritmo que parte da definicdo em como se determinar a aresta e, em ambos 0s casos, possuem
uma complexidade que a intui¢do suspeita haver desperdicio, levando-se em conta que a mesma
operacgdo € aplicada na iteracdo seguinte em um estado quase idéntico ao anterior. Sendo mais
especifico, pode-se afirmar com seguranca que a complexidade de computar

e < argmin{c(e) : e € E(G) | T U{e} é floresta}

€ O(mn). Isto se deve a implementagdo em que cada aresta e € E(G) é percorrida, e dentre
aquelas em que se verifica que 7 U {e} é floresta, registra-se aquela de menor custo. Por sua vez, a
determinagdo desta ultima propriedade pode ser efetuada em O(|V(T)|+ |E(T)|) = O(n) através
do bem conhecido algoritmo de busca em grafos, adaptado para a detec¢do de ciclos. Levando-se
em conta que hd n — 1 iteracdes, a complexidade do algoritmo da Solucio #1 resulta em O(mn?).
A complexidade do algoritmo da Solugio #2 também resulta em O(mn?) por raciocinio andlogo.
No entanto, tais complexidades podem ser sensivelmente reduzidas, refinando-se as estruturas de
dados para a computacdo da determinagdo de e em cada iteracdo de maneira mais eficiente. Em
seguida, trataremos de apresentar os respectivos refinamentos em ambas as solugdes.

Refinamento da Solucdo #1 (Kruskal)

Observando-se o algoritmo, fica claro que uma forma de implementar a determinagao de e é ordenar
e percorrer as arestas por custo ascendente e, para cada aresta e sendo investigada, determinar
se T U{e} é floresta. Caso seja, a aresta é adicionada a T. No caso negativo, ela é ignorada e a
préxima na ordenacdo € considerada. Isto resulta no refinamento a seguir.

{ P =Conexo(G) }
T + (V(G),0)
E < E(G) ; ORDENARPORCUSTO(E) ;i <1
{INV=(T CT)NAGM(T,G) } // t= |E(T\T)|
enquanto |V (G)| # |E(T)|+ 1 faca

e i< E[i],i+1

se T U{e} é floresta entiao

| T+ TU{e}

{Q=AGM(T,G) }

A ordenacio das arestas por custo pode ser feita em @(mlogm) = O(mlogn®) = ®(mlogn).
Assim, a complexidade desta solucdo refinada é de O(mlogn+ mn) = O(mn), que ja representa
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uma melhoria. Mas ainda por ser melhorada. Note que a operagdo de maior custo € a verificacio se
T U{e} é uma floresta. Para o refinamento de tal operac@o, serd empregado uma estrutura de dados
chamada de unido disjunta, que representa um conjunto ¢ de conjuntos disjuntos de naturais. Cada
conjunto C € ¥ é identificado por um natural. As operacdes disponiveis nesta estrutura de dados
sdo:

* DEFINIR(%,]): define a estrutura de unido disjunta %, de modo que cada elemento i € [ seja
um conjunto {i} em ¢, identificado pelo natural i;

* IDENT(%,x): obtém a identifica¢do do conjunto que contém x;

* UNIR(%,r,s): une em % os conjuntos identificados por r e s e identifica este conjunto que
representa a unido disjunta com r ou s.

Esta estrutura de dados pode ser implementada de modo que a primeira operagdo seja executada
em tempo O(|I|) e as duas tltimas em tempo O(log|%’|). Resta saber como tal estrutura de
dados poderia ser ttil para detectar se 7 U {e} é uma floresta. Note que 7', inicialmente, possui
n componentes conexos distintos, cada um consistindo de um tnico vértice. Cada nova aresta
introduzida em T faz com que dois componentes conexos de 7' se unam, reduzindo o nimero
de tais componentes em uma unidade. Assim, pode-se empregar uma unifo disjunta 4 de modo
que cada C € ¥ represente os vértices em uma mesma componente conexa de 7', assumindo
V(G) ={1,2,...,n}. Isto conduz ao novo refinamento a seguir.

{ P = Conexo(G) }
T + (V(G),0)
E < E(G) ; ORDENARPORCUSTO(E) ; i+ 1
DEFINIR(Z,V (G))
{INV=(T CT)NAGM(T,G) } // t= |E(T\T)|
enquanto |V (G)| # |[E(T)| + 1 faca
e, i<+ E[i],i+1
Seja e = (u,v); r < IDENT(%,u); s < IDENT(%,v)
se r 7 s entdo
T+ TU{e}
UNIR(¥,1,5)
{Q=AGM(T,G) }

A complexidade de tempo deste refinamento resulta em O(mlogn).

18.4.2 Refinamento da Solucao #2 (Prim)

Para este refinamento, a estrutura de dados de fila de prioridade sera empregada. Esta estrutura
agrupa um conjunto de elementos, cada um associado a uma prioridade. As operagdes disponiveis
nesta estrutura de dados sao:

* DEFINIR(.%): define a estrutura de dados de fila de prioridade, inicialmente vazia;

* ADICIONAR(Z,x, p): adiciona na fila de prioridade .% o elemento x associado a prioridade
Ds

* REMOVER(.%): retorna o elemento associado a maior prioridade, e o remove da fila de

prioridade .%. A maior prioridade é aquela associada ao menor natural (a prioridade igual a
0 serda portanto a maior prioridade possivel).
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A fila de prioridade pode ser implementada de modo que todas as operacdes sejam executadas em
tempo O(|.7|). Para a determinagdo da préxima aresta e, é necessario encontrar a de menor custo
dentre aquelas que possuam uma ponta em 7 e outra fora. Assim, pode-se organizar uma fila de
prioridade com todas as arestas nesta condi¢ao, cujas respectivas prioridade sdo seus custos. Para
manter tal estrutura, note que, quando uma nova aresta e for adicionada a 7,

* todas as arestas w incidentes a extremidade de e que ndo pertence a 7, tais que w ndo possui
extremidade em 7, devem ser adicionadas a fila;

* todas as arestas w incidentes a extremidade de e que ndo pertence a T, tais que w possui
extremidade em 7', deveriam ser removidas da fila. Porém, note que a tinica remogao existente
na estrutura € por prioridade, o que nao € o caso neste momento. A solucao, assim, serd
ignorar a remog¢ao das arestas e ignord-la quando ela finalmente sair da fila.

Esta estratégia conduz ao seguinte refinamento.

{ P = Conexo(G) }
EmT[l..n]«F
T < ({v},0), onde v é um vértice qualquer de G; EmT[v] <V
DEFINIR(.Z)
para cada ¢ = (v,w) € E(G) faca
| ADICIONAR(Z ,¢,c(e))

{INV=(T CT)AARV(T) AAGM(T,G) } // 1= |E(T\T)

enquanto |V (7T)| +# n faca

e + REMOVER(.%); Seja e = (u,v)

se EmT[v] =V entéo

| wvevu

se EmT [v] = F entao
T« TU{e}; EmT[v|«V
para cada ¢ = (v,w) € E(G) faca

se EmT[w] = F entao
ADICIONAR(Z ,e,c(e))
{ Q= AGM(Tv G) }

Cada aresta pode ser adicionada no maximo uma vez na fila e, portanto, o nimero de iteracodes
ndo excede m. Como em cada iteracdo uma operagdo de remocao da fila é executada, esta operacio
possui custo total de O(mlogm) = O(mlogn*) = ®(mlogn). Por outro lado, cada novo vértice
que € adicionado em T tem sua vizinhanga percorrida e, para cada um deles, uma operagao de
adicdo na fila é potencialmente executada. Assim, esta parte do algoritmo possui complexidade
de O(Y,ev(g)(d(v)logm)) = O(logmYy.,cy () d(v)) = O(mlogn?®) = ®(mlogn). A complexidade
resultante da soma das duas complexidades anteriores € de O(mlogn), a mesma complexidade
daquela do refinamento do algoritmo de Kruskal.

18.5 Observacoes Importantes

m Observagcdo 18.1 Na determinagio de C, é importante destacar a troca de uma condicéo
16gica T =T pela expressdo n = |E(T)| + 1 na Solugdo #1 e atrocade T =T por |V(T)| =n
na Solucao #2, equivalente as anteriores no contexto do invariante. A troca € importante para
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I que a expressao logica seja de fécil computagao.

m Observacdo 18.2 Note que propriedades mais complexas em relagcdo aos grafos foram
especificas com o uso de predicados, como foi o caso de Conexo(G), AGM(G) e ARV(T). Isto
¢ importante para manter a descricao dos predicados onde eles se encontram simples, e eles sdo
suficientes para se validar as implicagdes logicas que sdo exigidas no processo de corregao.

m Observacdo 18.3 Note que os algoritmos produzidos no refinamento sdo bem diferentes
dos originais. No entanto, ndo se pode perder de vista que sdo, em esséncia, a mesma solugao
dos originais. Na apresenta¢@o do texto, ndo se incorporou o refinamento ao método formal da
corre¢do. Ao invés, proveu-se a parte argumentos de que os algoritmos refinados sao equivalentes
aos respectivos originais. Este balancgo, entre método formal e argumentagdo complementar, é
importante para que o método formal seja empregado com sucesso na pratica. E um cendrio para
tal separacdo € este portanto: empregar o método formal de correcdo para produzir a esséncia
do algoritmo, materializada na estratégia da solucdo, e prover argumentos complementares para
justificar os refinamentos das estruturas de dados com objetivo de melhorar a eficiéncia. (Se
esta omissdo de incorporar todo o algoritmo refinado no método formal causar incémodo ao
leitor, veja o Exercicio 18.1.)

18.6 Exercicios

Exercicio 18.1 Redefina o invariante de ambos os algoritmos refinados de modo a incorporar
todo o algoritmo no método formal e, em seguida, verifique formalmente ambos os algoritmos.






19.1

19.2

Descricdo

Dados naturais n e m e dois vetores T[1..n] e P[1..m] de caracteres, procura-se determinar se a
cadeia formada pelos caracteres P[1..m| ocorre como subcadeia da cadeia formada pelos T'[1..n].
Isto é, procura-se saber se existe 1 <i <n—m+1 tal que

Tlioit+m—1]=P[l..m]

Em caso afirmativo, pede-se atribuir & varidvel i o valor que torna vélida a igualdade acima. Caso
contrério, a variavel i deve ser atribuida a n+ 1. Como exemplo, se

n=8,m=3,T=Ib,c,b,c,c,b,a,b],P=b,c,c]
a valoragdo

i=3
é aquela que satisfaz ao problema, uma vez que

T[3.5] =P[1..3]
Desenvolva seu algoritmo. Ao final, compare com aquele que serd desenvolvido a seguir.

Desenvolvendo o Algoritmo
Em termos formais, procuramos elaborar um algoritmo A tal que a tH
{P=(n>0)A(m>0)}

A
{Q=((1<i<n)=(P[l.m]|=T[i..i+m—1]))A((i=n+1)= (P[l.m]| L T[1..n])) }
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seja valida. Note que a pds condicao € precisa, mas de alguma forma, a pés-condi¢ao € de dificil
leitura pois € longa. Porém, note que a primeira metade dela diz respeito a um resultado que deve
ser satisfeito em uma dada condig@o (a saber, se o padrdo existe no texto) e a segunda metade em
outra condic¢do (se o padrdo nao for encontrado no texto). Isto € relativamente comum, e colocar
as duas condi¢des na mesma linha € a razdo para que a proposicdo fique um pouco menos clara.
Assim, pode-se pensar em apresentar a pés-condicdo de uma forma que favoreca o entendimento.
Assim, ela serd apresentada por

Q- Pll.m|=Tli.i+m—1] ,sel<i<n
P[1..m]  T[1..n] ,sei=n+1
Um comando iterativo serd empregado para se elaborar A, ou seja,
A = INI { INV } enquanto C faca R;

Seja i 0 menor valor de i que torna valido Q. Ou seja, sendo

}

S minfic on Pll.m|=Tli..i+m—1] ,sel<i<n
el “”{ Pl1.m] € T1.a] eizntl

Esta constante tem a vantagem de simplificar a p6s-condi¢@o, que mais uma vez, serd redefinida por

Usando o método de ampliar o dominio de uma varidvel (i), deriva-se o invariante
INV=(1<i<)AP..j]=Tli.i+j—1)A0<j<m)

Para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializag@o sdo, respectivamente,
C=—((j=m)V(i=n+1)=(#mAGi#n+1)

INI=i,j+ 1,0

Em seguida, € necessario elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializacdo com a condicdo de parada, vé-se que é
necessario incrementar j ou r a cada iteracdo. Isto sugere o emprego de um comando condicional,
e define-se R como

R=seCientdo (R ;j< j+1) || Coentdo (Ry;i<i+1)
e, portanto, devemos agora desenvolver Cy,R;,C,, R, de modo que as tHs
[{INVACAC } R, {INVJH_( §i§?)/\(P[1..j+l]:T[i..i+j})/\(0§j+l§m)}
{INVACAG, } Ry {INV, | = (1 <i+1<)A(P[L.j]=T[i+1.i+j)A(0<j<m)}
sejam vdlidas, o que se consegue com
Ci=(Plj+1]=T[i+]j]), Ri=0

Cr=(i+j>m)V (PL+ 1 £Tli+]]) . Ra=j«0

completando o algoritmo (Solucdo #1). A determinagdo, contudo, de C,, R, pode levantar uma
questdo interessante: ha alguma maneira de atribuir um valor correto para j sem empregar o trivial
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“j < 0”? Note que, ao executar Ry, ja se conhece todos os caracteres 7'[i..i + j — 1] e, sendo assim,
ao incrementar i, talvez se possa determinar um valor de j maior que 0. Ou, ainda de maneira
mais geral, talvez seja possivel incrementar i por mais de uma unidade, e ainda escolher um valor
compativel correspondente para j maior do que 0. Se isto for possivel, isto sem divida traria
beneficios ao tempo de execucdo. Veja a figura abaixo e, em seguida, detalharemos tal estratégia.

i rooitj—1 n
T #
1 J m
P ”

+—— (prefixo préprio de P|[1..j] que é também seu sufixo)

1 K} m

P

Os vetores mais acima e no meio da figura corresponde aos vetores 7 e P no invariante,
que estabelece que as por¢des T'[i..i+ j— 1] e P[l..j] sdo iguais. A situa¢do que foi levantada
anteriormente ocorre quando P[j+ 1] # T[i + j], como indicado na figura por um simbolo “#” nas
respectivas posicdes dos vetores. Na solugdo anterior, avanca-se i de uma unidade e atribui-se j = 0,
0 que certamente € o mais seguro de se fazer sem maior andlise. A proposta desta segunda solugdo é
verificar em que condi¢des € possivel atribuir i = r, avangando i de uma ou mais posicdes, e atribuir
j =s2>0. Assumindo que tais atribui¢cdes ocorram, o vetor mais abaixo na figura corresponde a
P realinhando-se da posi¢ao i para a posi¢cao r de T. Note que, como ja se conhece, neste ponto
do algoritmo, todos os caracteres T'[r..i+ j — 1], procuramos avangar j para uma posi¢do s tal
que P[l..s] = T[r.i+ j— 1], que é o maximo de informacdo que se dispde. Comparando-se a
relagcdo que se impde do vetor P anterior e o vetor P atualizado, percebe-se que € necessdrio que
P[l..s] = P[j —s+1..j]. Note que P[l..s] é um prefixo préprio de P[1.. ], enquanto P[j — s+ 1..j]
¢ um sufixo de P[1..j]. E possivel que haja diversos valores possiveis para s de realinhamento,
isto é, prefixos proprios de P[1../], de diferentes comprimentos, que também sdo sufixos de P[l..J]
(ver Exercicio 19.1). Por este motivo, para se garantir que o avan¢o mantenha o invariante (em
particular, mantenha a condigio i < i), € necessério que o avango seja 0 menor daqueles possiveis,
isto é, que s corresponda ao comprimento do maior prefixo préprio de P[1..] que seja também seu
sufixo.

Assim, a proxima solugdo adotard um comando de composicao, com o objetivo intermedidrio de
pré-processar, para cada valor possivel de j, tais comprimentos do maior prefixo préprio de P[1.. ]
que seja também seu sufixo, de modo que tal informagdo seja utilizada no algoritmo, conforme
andlise anterior. Portanto, definindo-se a funcdo

PS(j) = “comprimento do maior prefixo proprio de P[1..j] que seja também sufixo de P|[1..;]”

procuramos por algoritmos Ay, A que satisfacam

{P=n>0))A(m=>0)}

A

{IPProc:P/\(Vje [1.m—1]:V[j]=PS())) }
A

{Q=(=0}
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O algoritmo A, € andlogo ao algoritmo da Solucdo #1, exceto pela redefini¢do de R para
R=seCentdo (R ; j< j+1) || C, entdo R,
onde C1,R;,C; sdo os mesmos de anterior, enquanto R, € redefinido para
Ry=j i V[jl,i+j-VI

conforme a nova estratégia de avango de i e atualizagcdo de j apresentada (ver Exercicio 19.4).
Resta entdo elaborar A;. Para tanto, serd necessdrio caracterizar quando certo valor de s € igual
a P(j). Veja os dois primeiros da préxima figura. Pelo desenho, fica claro que, se s = PS(j), entdo:

* Pls]=P[j]e
* P[l..s— 1] é prefixo préprio de P[1..j — 1], isto é, P[l.s— 1| =P[j —s+ 1..j— 1].

(prefixo préprio de P[1..j] que é também seu sufixo)

1 s m

— (prefixo préprio de P[1..s] que é também seu sufixo)

1 s m

P

Pela observagio de que qualquer prefixo préprio P[1..s— 1] de P[1..j — 1] que seja seu sufixo tal
que P[s] = P[j] serve para compor um prefixo préprio P[1..s] de P[1..j] que seja seu sufixo, conclui-
se que s = PS(j) se P[1..s— 1] é o maior prefixo préprio de P[1..j — 1] que seja seu sufixo e para o
qual P[s] = P[j]. Esta restri¢do em destaque é importante para entender que nio necessariamente
s—1=PS(j—1).

Usando o método de ampliar o dominio de uma varidvel (i), deriva-se o invariante

INV =PA (Vxe[l..j—1]:V[x] = PS(x)) A (V[j] > PS()))
APV =1 =P[j—V[j]+1..j—1])

Para tal invariante, a condi¢do de parada e o comando de inicializagdo sdo, respectivamente,

INI=j+«1;V[j]«0

Em seguida, € necessdrio elaborar um algoritmo R que progrida em relacdo a terminagdo, enquanto
mantém o invariante. Comparando-se a inicializa¢cdo com a condicdo de parada, vé-se que é
necessério incrementar j ou decrementar V[j| a cada iteragdo. Isto sugere o emprego de um
comando condicional, e define-se R como

R =seC) entdo R| || C; entdo R,
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onde R; sera encarregado de incrementar j, enquanto R, de decrementar V'[j]. Pela andlise anterior,
temos que

= (jAm AV =)V PV = PLD) . Ri=j e j+1:Vj] e V[i-1]+1
G = (V[ £0) A(PIVIJ £ P« Ra=VIj] VIV
Note que, de fato,
C=CVQ

(ver Exercicio 19.6.) Isto completa o algoritmo (Solugao #2), conhecido como algoritmo KMP,
iniciais dos trés autores que o descobriram: Knuth, Morris, Pratt.

19.3 Descricdo do Algoritmo Desenvolvido
* Solugdo #1:

{P=(n=0)A(m=0)}
i,j+< 1,0
{INV=(1<i<)AP[L.j]=T[i.i+j—1)AO<j<m)}// t=n—i

enquanto (j #m)e (i #n+1) faca
se P[j+ 1] =T[i+ j] entdo
| Je i+l
| (i+j>n)ou (P[j+1] # T[i+ j]) entdo
j<0
i<—i+1

{Q=G=0}

onde
Pll.m|=Tli..i+m—1] ,sel<i<n

P[l.m| Z T[1..n] ,sei=n+1 J

i=min{i € [l.n+1] I{

* Solugdo #2 (Algoritmo KMP):

{P=(n>0)A(m=>0)}
je15V]jl+0

{INVZPA(vxe[1..j_1]:v[x}—pS(x))A(v[j]ZPS(J-))}// (= (VL)
ANPLV[j]=1]=Plj=V[j]+1..j—1]) ’
enquanto (j # m) ou ((V[j] #0) e (P[V[]]] # P[)])) faca

se (j #m) e ((V[j] =0)ou (P[V]j] = P[j])) entdo

| jJj+ 1LV« V[i-1]+1

| (V[j]#0) e (P[V[j]] # P[)]) entdo

| V< VIVl
{PProc=PA(Vje[l.m—1]:V[j]=PS(j)) }
i,j< 1,0
{INV=(1<i<)AP[l.j)=Tli.i+j—1)AO0<j<m)}// t=n—i
enquanto (j #m)e (i #n+1) faca

se P[j+ 1] =T[i+ /] entdo

| j«<Jj+1

| (i+j>n) ou (P[j+1] # T[i+ j]) entdo

| i Vit j=V]j]
{Q z—l)}
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onde

PS(j) = “comprimento do maior prefixo préprio de P[1..j] que seja também sufixo de P[1..;]”

Consideracoes sobre Eficiéncia

A complexidade de tempo de do algoritmo da Solucio #1 é de O(n?). Isto ocorre pois, no caso do
padrdo ndo ocorrer, todas as n posi¢des iniciais serdo investigadas e, para cada uma, pode ser que
haja ®(n) comparagdes entre os caracteres do padrdo e do texto, sem que haja incremento de i,
supondo que m = @(n) (ver Exercicio 19.5). Por outro lado, a complexidade daquele da Soluggo 2
¢ de ®(n), justificado da seguinte forma. (...)

19.5 Observacoes Importantes

m Observacdo 19.1 Na Solugéo #2, na determinagdo de R,, o valor de i ndo € tdo trivial
de ser determinado. E um exemplo onde o emprego da verificagdo da correcdo do comando
de atribui¢do, em conjunto com o uso de incdgnita, pode tornar a determinacdo dos valores
corretos a serem atribuidos uma tarefa menos ardua. O Exercicio 19.4 pede que tal estratégia
seja empregada para confirmar o valor utilizado no algoritmo.

m Observacdo 19.2 O algoritmo KMP € particularmente de dificil explicacdo. Como exerci-
cio, procure outras fontes em que o algoritmo é apresentando, prestando particular atengao a
argumentagdo empregada. O nivel de confianca da explicagdo se aproxima daquela suportada
pela verificagdo da correcao? A explicagao alternativa poderia ser utilizada para produzir o
algoritmo, ou apenas para justificar o algoritmo pronto?

19.6 Exercicios

Exercicio 19.1 Elabore um exemplo de padrdo para mostrar que, para certo valor e j, pode
haver diversos prefixos préprios de P[1..j] que sdo sufixos de P[1..J].

Exercicio 19.2 Execute passo-a-passo os algoritmos apresentados para a entrada
n=16 T =[A,B,B,A,A,C,A,A,D,A,A,B,A A, B,A]

m=4 P=[A,A,B,A|

Exercicio 19.3 Note que, no Exercicio 19.2, o padrao P é encontrado na posi¢do i = 10 da
cadeia 7. O padrdo também ocorre na posi¢do 13, mas ele ndo é encontrado pois o algoritmo é
projetado para parar na primeira ocorréncia do padrao. Modifique ambos os algoritmos para
que eles determinarem todas as posicdes iniciais em que o padrio ocorra. Mais especificamente,
considere atribuir a uma varidvel p o nimero de ocorréncias do padrdo. Além disso, na posi¢ao
k=1,2,...,p de um vetor i[1..n], atribuir o inicio da k-ésima ocorréncia de P em 7. Para o
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I exemplo do Exercicio 19.2, o algoritmo deveria produzir p =2 e i[l1] = 10 e i[2] = 13.

Exercicio 19.4 Na Solugdo #2, na determinagio de R;, o valor de i ndo € tdo direto e exige
alguma reflexdo. Empregue uma incégnita no método de atribuicio de modo que a prépria
verificagdo de correcdo confirme o valor utilizado na atribui¢do. Note que o valor de i+ j é um
invariante, isto é, € igual a um mesmo valor antes e depois da atribui¢do. Sendo assim, procurar
determinar um valor apropriado para a incégnita [J de modo que

{i+j=a}lji<V[j,O0{i+j=a}

Exercicio 19.5 Mostre uma instincia, em funcéo do valor de n, que comprove a complexidade
de pior caso do primeiro algoritmo de ®(n?).

I Exercicio 19.6 Prove formalmente que C = C; V C; no contexto da Solugio #2.
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