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Introducao

O Stewart explica o truque da mudanca de variavel na
integral usando varidveis dependentes e diferenciais. Por
exemplo, se x ¢ a variavel independente, u ¢ a varidvel de-
pendente, e a relagao entre elas é u = g(z) = 2z, entdo

temos
du _

d — do(y) = 49, —
&= wu = o) = G2 =2

/sen( 2¢ ) 2 dx = /sen(u) du
: du

Dé uma olhada:

StewPtCaplp5 (p.10) varidvel dependente
StewPtCap3p75 (p.228) Diferenciais

StewPtCap5p39 (p.360) 5.4 Integrais Indefinidas
StewPtCap5p48 (p.369) 5.5 A Regra da Substitui¢ao

S6 que contas com varidveis dependentes e diferenciais sao
dificeis de justificar formalmente! A gente viu como ex-
pandir contas curtas em que certos passos tém justificati-
vas complicadas em contas maiores mas em que cada passo
tem uma justificativa bem simples... se a gente tenta fazer
isso com a igualdade entre integrais acima a gente acaba
descobrindo que as regras pra varidveis dependentes e difer-
enciais sdo bem complicadas.

Entdao eu vou fazer o seguinte. A regra da mudanca de
variavel na integral definida, que o Stewart explica nesta
pégina,

StewPtCap5p51 (p.372) ...para as integrais definidas

¢é bem facil de demonstrar usando s6 o [TFC2].

Eu vou usar estas quatro defini¢oes aqui — onde [MVD)]
é a formula pra mudanga de varidvel na integral definida,
[MVI] é a férmula pra mudancga de variavel na integral in-
definida, [MVD4] ¢ uma demonstracdo da [MVD] com 4
igualdades [MVI3] é uma demonstracdo da [MVI] com 3
igualdades,

VD] = ([ A @rde = [ fu)du )
MV = ([ fg@)d@de = ] fd)
[ Flo(@)g (@) de = F(g(x))izh
MVD4] = - i((i()\)“)m (9(a))
= f“ it " f(u) du

(ff(v Vg (x)dz = Flg(z)) )

MVI3] = e
= [ f(u)du

e a gente vai ver que d4 pra tratar algumas destas formulas
e demonstragoes como abreviagoes pras outras, e que da
pra expandir as versoes mais abreviadas em outras em que
0s passos sao mais faceis de justificar.
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Um exemplo

Isto aqui é um exemplo de como contas com
mudanca de varidvel costumam ser feitas na
pratica:

2cos(3z +4) dx
= 2(cosu) 1d
= os ) - o du

2
= g/cosudu

= Zsenu

3
2
=3 sen(3x + 4)

E necessario indicar em algum lugar que a
relagdo entre a variavel nova e a antiga é esta:
u =3z +4.

Compare as contas acima, que ndo tém nem
os limites de integragdo nem as barras de
diferenga, com as da coluna da direita:

a=b
2cos(3z +4) dx

z=a

u=3b+4 1
= / 2(cosu) - 3 du

3a+4
=3b+4

2
= = cosudu
3 Juzsa+a

u=3b+4 )

= 3 ((SCU u)lu:3u+-’l

— % ((sen(dr + 4))\f;Z)

Noés vamos tratar a versdao a esquerda como
uma abreviacdo pra versao da direita. Note
que pra ir da versdo “completa” pra “abre-
viada” é super facil, é s6 apagar os limites
de integragdo e as barras de diferenga — mas
pra ir da versao “abreviada” pra “completa”
a gente precisa reconstruir os limites de inte-
gragao e as barras de diferenga, o que é bem
mais dificil.
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Caixinhas de anotagoes

O meu truque preferido pra ndo me enro-
lar nas contas de uma mudanga de variavel
é fazer uma caixinha de anotac¢oes como essa
aqui,
u=3r+4
du — d%d 23:1: +4)=3

T
du = 3dx

dr = 1{ du

na qual: a) a primeira linha diz a relagdo
entre a varidvel antiga e a varidvel nova —
que nesse exemplo é u = 3x + 4, b) todas
as outras linhas da caixinha sdo consequén-
cias dessa primeira, e ¢) dentro da caixinha
a gente permite gambiarras como:

dr =42 du

Durante quase todo o curso de C2 a gente
val tratar esse tipo de coisa como uma igual-
dade entre expressoes incompletas — mais ou
menos como se a gente estivesse dizendo isso
aqui:

+20) = /99]

Na caixinha a esquerda eu colori as linhas
que sdo gambiarras em vermelho.

Repare que se a gente soubesse usar difer-
enciais a gente saberia dar um sentido pras
igualdades que envolvem diferenciais, e que
eu marquei em vermelho... mas a gente nao
sabe, entdo a gente vai considerar que elas
sdo gambiarras que a gente s6 vai entender
direito em Célculo 3.

Aqui tem um exemplo grande:
2fT112 (C2-P1, p.5) Questao 1: gabarito
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Os detalhes horriveis

Nesta pagina aqui — Mirandal93 — o Miranda diz “Nao
podemos calcular uma integral que possui tanto um x e
um u nela”, mas ele nao explica porqué... se em

w=b
/ 2 cos(u) dx

esse u fosse uma abreviagio para 3z + 4 essa integral
acima seria equivalente a do inicio do slide anterior,
né?.. =(

Neste slide eu vou tentar contar o que eu sei sobre como
o método da substituigao funciona — pra convencer vocés
de que nao vale a pena vocés tentarem entender os de-
talhes agora.

Toda mudanca de varidvel numa integral definida é con-
sequéncia da igualdade (13) do slide “Contas (2)”. Por
exemplo, compare:

z=b u=h(b)
[ amer@ar = [* " gwau

=b ii(iubla 1
/ 2cos(3x +4)de = / 2(cosu) - 3 du

—3a+4

29

r=a

A gente pode tentar descobrir qual é a substituigao certa
passo a passo, comecando pelas fungdes mais simples....
eu faria assim: olhando pra parte direita eu chuto que
g(u) = 2(cos u) - +; olhando pra parte esquerda eu chuto
que h(z) = 3z +4, e dai h(z) = 3; al cu testo esta
substitui¢ao aqui,

g(u) == 2(cosu) - %
(13) | h(z) =3z +4
W(z) =3

e vejo que o resultado dela ¢ equivalente (mas nao
iguallll) & dltima igualdade da coluna da esquerda —
nao preciso nem substituir o a e o b.

‘Preciso reescrever este slide! ‘
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Os detalhes horriveis (2)

Estas contas aqui,

u =
du  _ 3
dr éﬁx
du = Zhdx
T,
= 4da’dx

fazem sentido se a gente considerar que:

1. x é uma varidavel independente,

2. u é uma varidvel dependente, com u = u(z) = %,
3. uma variavel independente,

4. du é uma variavel dependente, com du = %dz,

5. estas regras sobre diferenciais valem: Leitdp61 (p.275),

6. estas regras sobre varidveis dependentes valem: Stewl14p53 (p.951),
7. o dz num [ f(z)dz funciona como uma diferencial.

Eu ja perguntei pra vdrios matematicos fodoes que eu conhego — incluindo os
desenvolvedores do Maxima, na mailing list — onde eu posso encontrar alguma
formalizagao das regras de como lidar com varidveis dependentes, diferenciais
e mudanca de varidvel na integral indefinida, e todos eles me responderam a
mesma coisa: “nao fago a menor idéia! Eu sei algumas das regras mas nao
todas, e ndo sei onde vocé pode procurar...” =(

Moral: |é melhor a gente tratar o du = 42° dz como uma gambiarra...
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Caixinhas com mais anotagoes

sen f)*(cos§)"df = sen 0)*(cos 6)% cos 6 df senf = s
ds d
= [(sen8)*( (2059) )3 cos 6 df @ = agsen 6 = cost
= f(ben 0)4(1 — (sen)?)? cos 6 df ds = cos 0 df
_ f — s?)3ds cosfdf = ds
[ senf = s
[ (sen 0)*(cos 0)7 df = J( eerié cosg) cos 6 do ds — dson ) = cosd
a f - s ds = cos 6 df
cosfdf = ds

(cosf)? =1 — (sen §?)
(cosf)? =1—s?
| (cos0)f = (1—s%)* |
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Caixinhas

/ sV1—s2ds

/5\/1 — s2ds

/

V1-—s?

\\\

/(son 0)v/1 — (senf)? cos 0 df

(sen 8)+/(cos 9 cos 6 df
(sen 0)(cos @) cos 6 df

(sen 6)(cos 0)* d

(sen 8)(cos 0) cos 6 df

(sen 6)(cos 9 df

1
/@cosﬂdﬁ
/1(10

\\

=9

arcsen s

com mais anotagoes (2)

= fgsend = cosf

ds = cos6do

s = senf
ds _ d _
o

s =senf
% = d%sen& = cosf
ds = cos 0 df
52 = (sen6)?
1—s2=1-(senf)?
1— 5% = (cosh)?
V1—s2=cosf
arcsen s = arcsen sen
arcsen s =
0 = arcsen s
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Caso particular 1 (MVD)

(MVD) = (L2 re@g @ de = [ fw)du )

ol [0 %] = (e 2de = [P @)
g(@) =2z

IMVD] | ¢'(z):=2 jl = (fx sen(2z) - 2dx = f”_;jqenudu)
f(u) :=senu

S50 F(g(2)g/(x) da

MVD4] =
7g(h)—g(a)
= filgw flu
P2
F(2b) — F(2a)
Fu)[i=
Ji5 f(w) du
F(2n)[2)
F(2b) — F(2a)
Pl

—ob
[ senudu
"

S p(2n) 24

o(@) = 22 [TT:: sen(2z) - 2dx
[MVD4] |: g(x):=2 :| =
)

:| f:::: sen(2z) - 2dx

(= cos 22)|"="

(—cos2b) — ( cos 2a)

(- conuid
L' senudu

[MVD4] {

F(u) 7( coqu)
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Caso particular

[MVI]

a1 |9(z) =22
[MVI3] [g’(z) - 2:|
|: g(z) =2z :|
MVI3] | ¢'(z):=2
f(u) :=senu
g(x) :=2x
. g'(w):=2
[MVI3] { 1) o sen ]
F(u) := (— cosu)
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1 (MVI)

([ flg@)g'(@)de = [f(u)du)
= ([f@2z)-2de = [f(u)du)

= ( [sen(2z) -2dx = [senudu )

[ 1 = F(g(x))
= F(u)
= [ f(u)du
( JCa) - 2dr = F(22) )
= F(u)
= [f(u)du
[sen(2z)-2dx = F(2x)
= F(u)
( = [senudu )
( [sen(2z)-2dx = (- cos2z) )
= (—cosu)
= [senudu

11
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Caso particular 2 (MVD)

[MVD) = (=g @de = [0 fu)de )
g(x) == a? cr=b P ru=b%
vl [46 =2 = (g omar = 28 fan )
g(z) =2 ,
IMVD] | ¢'(z) =2z = ( f;:ub sen(z?) - 2vdr = f::ubz senu du )
f(u) :=senu
S 1 aa)g (@) de = 5@(:))&;;
[MVD4] - _ F((i()\))i;}’ﬁ (g@)
= 15 f(w) du
[ fa) 2mde = P,
7) 1= 22 = F(b?) - F(a?
[MVD4] [gg((zé — 21} = _ F((u));z’;i< )
= [ f(u)du
. fr::b sen(z?) - 2xdy = F(arz)\fj
g(a) = a? = — R R
vy {m) - u} - = e
J(w) = senu = ﬁ?::'; sen u du
o) = a2 Sy e = o
. g(x) =2z - = (—cosbh?) — (- cos a?
(MVD4] f(u) :==senu - = (—crz)s u)mjlz
F(u) := (—cosu) = 1:‘:’2 senu du
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Caso particular 2 (MVI)

[MVT]
vy 25

= ([ /(o=

= f udu)
= () 2de = [ )

du')

= ( [sen(a?)-2zdx = [senudu)

I Flg(x)d (z) da

J f(a?) -2z dx

[
oY
==&

WO
L &
X2
S
SN———

([l
T =ms

£ =%

g &

N g

& g

N——

("
( 2w dy
<

—cosa?)
(= cosu)
[ senudu

] fsen 22) - 2z dx
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Caso particular 3 (MVI)
vl ([ fg@)g@ds = [ fu)du)

MVT] [;],((i)) ::::S;)I;g;] ( [ f(senz)coszdr = [ f(u)du)
g(z) :==senz
[MVT] g'(x) = cosx
flu) = u?(1 —u?)?

= ( f(sena)*(1 — (senz)?)?cosadr = [u*(1—u?)?du )

F(g(x))
F(u)
[ fu)du

SeIl.L
f f u) du

( J(senz)®(1 — (sen)?)? cos x dz

( [ fg(x))g (z) dx
[MVI3] =

(ff(senz)cosxdw

F(senx)
F(u)
Jur(1—u?)?du
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O macaco, de novo

Estas duas igualdades sao falsas

1—(send)? = cosf
arcsen sen 6 0

quando @ = ... confira!

Mas elas sdo verdadeiras para 6 = 0, e para
todo § num certo intervalo em torno do 0 que
eu nao quero contar qual é.

Lembre quem em Célculo 2 a gente vai
primeiro fazer as contas como o macaco que
faz todas as contas como se tudo funcionasse,
e a gente vai deixar pra checar os detalhes,
como se 0 esta no intervalo certo, s6 no final,
depois de termos feito as contas todas.

15

O Leithold é super cuidadoso nas contas e
nesses detalhes como os dominios da fungoes
e o intervalo onde mora o #, mas a maioria
dos outros livros de Célculo 2 que eu conhego
nao sao — eles sao meio porcalhdes com esses
detalhes... e a gente também vai ser, senao
nao vai dar tempo de cobrir o suficiente da
matéria.
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O truque dos intervalos

Dé uma olhada nas primeiras paginas daqui:

Leit5p3 5.1. Antidiferenciacao

O Leithold usa expressdes como “num intervalo 7,
“para todo x € I” e “definidas no mesmo intervalo” um

montao de vezes. O truque de usar sempre intervalos
resolve esse esse problema daqui super bem:

2fT24 Meme: expanding brain, versdo In

A minha definigdo preferida pra integral indefinida,
2fT23 Outra definicdo pra integral indefinida

também resolve o problema — de um modo bem mais
simples, e que ¢é suficiente pro tipo de conta que a gente
tem que treinar em Calculo 2.
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MVI

A nossa férmula pra mudanga de varidvel na integral indefinida vai ser esta aqui:

Jfg@)g (@) de = [ flu)du = (/f’(g(ﬂﬁ))g’(x) dv = /f’(u) du)

Da pra demonstrar ela deste jeito,

[ raang@de = s = ) = [

onde a primeira e a terceira igualdades sdo consequéncias do , e a igualdade do meio
s6 vale se tivermos u = g(z).

Os livros demonstrama [ f(g(z))g'(z)dz = [ f(u)du deum jeitos que eu nunca
achei muito convincentes — ou fingindo que tudo é 6bvio, ou “derivando tudo em z”.
As contas abaixo me ajudaram a entender o que acontece quando a gente “deriva
tudo em z”:

d d d d
([ rueg@i) = Liee) = 4t = 5 [ Fwa
dx dx dr -~ dx
’ . flg(x)) _—
F(g(x))g' () f'(9(x))g' (x) ——— (u)
F(g(2)g' (=)
(9(=))
f'(9(x))g’ (=)
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Simplificando raizes quadradas

Na aula de 16/maio/2023 vocé aprendeu — na
prética, ndo vendo uma defini¢ao formal — o que
¢ transformar uma integral mais dificil numa inte-
gral mais ficil, que nés sabemos integrar...

a) Digamos que vocé sabe integrar f V1—s2ds.
Transforme [ /1 — (5z)%>dz em algo que vocé
sabe integrar.

b) Transforme [ /1 — (az)?dz em algo que vocé
sabe integrar.

¢) Digamos que vocé sabe integrar f V1-— 2° ds
para qualquer valor de k. )

Transforme [ /1 — (51‘)242 dx em algo que vocé

sabe integrar.

d) Transforme [ /1 — (ax)? * dz em algo que vocé

sabe integrar.

k
e) Transforme [ /1 — (az)?" dz em algo que vocé

sabe integrar.

f) Transforme [ /1 — ((1,.77)2)C dz em algo que vocé

sabe integrar.

¢) Entenda este truque aqui:

(/3 — 32 ha?
= FI=CP
= VB/TI-(%)
Use ele — com adaptagdes, 6bvio — pra transformar
f V25 — 22 dx em algo que vocé sabe integrar.

h) Use ele pra transformar [ /25— a2 * dz em
algo que vocé sabe integrar.

i) Use ele pra transformar [ v/a®> — 22 dz em algo
que vocé sabe integrar.

. . : Sk

j) Use ele pra transformar f Vva? —z?" dx em algo
que vocé sabe integrar.

. . e k

j) Use ele pra transformar [ 2%va® — 22" dz em
algo que vocé sabe integrar.

VE—Z# =

—

<
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Exercicio 3
Slogan:

Toda integral que pode ser resolvida por
uma sequéncia de mudancas de variavel
pode ser resolvida por uma mudanga de var-
idvel s6.

Durante a quarentena eu dei algumas questoes de prova
sobre este slogan. Dé uma olhada:

http://angg. twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1. pdf #page=4
http://angg. twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1. pdf#page=9
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-P1.pdf#page=15

a) Resolva a integral abaixo usando uma mudanga de
varidvel s6 (dica: u = g(h(z))):

/ F(g(h(@)g (@)K () de = ?

b) Resolva a integral acima usando duas mudangas de
varidvel. Dica: comece com u = h(z).

O Miranda e o Leithold preferem fazer em um passo sé
certas mudangcas de varidveis que eu prefiro fazer em dois

ou trés passos. Entenda o exemplo 8.1 do Miranda — o
da segao 8.4, na pagina 264...

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#263

¢) ...e descubra como resolver a integral dele fazendo
duas mudangas de varidveis ao invés de uma s6. A se-
gunda mudanca de varidvel vai ser s = sen 0, e a primeira
eu prefiro ndo contar qual é — tente usar as idéias do ex-
ercicio 1 pra descobrir qual ela tem que ser.

[Ainda néo atualizei este slide! |
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