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Links

Segoes sobre fragoes parciais nos livros:

StewPtCap7p23 (p.438) Secdo 7.4

StewPtCap7p25 (p.440) Observagao: podemos usar um método alternativo...
Leit9p24 (p.551) Secio 9.5

Miranda240 Segao 8.1: Fragoes parciais

CederjC2V2p77 (p.75) 23. Fragdes parciais - primeira parte

CederjC2V2p93 (p.91) 24. Fragdes parciais - segunda parte

Quadros:

2kQ41 (2025.1)

2jQ32 (2024.2) 29/out /2024

2iQ33 (2024.1) 09/abr/2024

2hQ31 (2023.2) 19/set /2024

2hQ37 (2023.2) 20/set/2023

25Q30 (2023.1) 19/mai/2023

2Q17 (2022.2) 21 /set/2022

2yQ43 (2019.2) 13/out/2019: polindmios em
2xQ26 (2019.1) 17/mai/2029: polinémios em x

Eu tentei fazer um programa pra typesettear essas figuras mas o resultado ficou feio —
2bT212 — e eu ainda nao tive tempo de melhora-lo.

Polinémios de Laurent em Maxima:
http://anggtwu.net/MAXIMA/laurentl.mac.html
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http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=240
http://anggtwu.net/tmp/cederj__calculo_2_vol_2.pdf#page=77
http://anggtwu.net/tmp/cederj__calculo_2_vol_2.pdf#page=93
http://anggtwu.net/2025.1-C2/C2-quadros.pdf#page=41
http://anggtwu.net/2024.2-C2/C2-quadros.pdf#page=32
http://anggtwu.net/2024.1-C2/C2-quadros.pdf#page=33
http://anggtwu.net/2023.2-C2/C2-quadros.pdf#page=31
http://anggtwu.net/2023.2-C2/C2-quadros.pdf#page=37
http://anggtwu.net/2023.1-C2/C2-quadros.pdf#page=30
http://anggtwu.net/2022.2-C2/C2-quadros.pdf#page=17
http://anggtwu.net/2019.2-C2/2019.2-C2.pdf#page=43
http://anggtwu.net/2019.1-C2/2019.1-C2.pdf#page=26
http://anggtwu.net/LATEX/2020-2-C2-Tudo.pdf#page=212
http://anggtwu.net/MAXIMA/laurent1.mac.html
http://anggtwu.net/2025.1-C2.html

Sobre as questoes de prova

A P1 vai ter uma questao em que vocé
vai ter que resolver uma integral como
essa aqui:

/ Za.?f +b de
cx?+dr+e

A VR e a VS védo ter questoes em que
vocé val ter que resolver integrais de
“fungoes racionais improéprias”, como
isto aqui,

/am3+bx2+ca:+d
ex?+ fr+g

em que vocé vai precisar de divisao de
polindémios com resto.

Neste semestre eu vou considerar que
fragoes parciais sdo principalmente
uma desculpa pra gente aprender duas
coisas: a) um jeito de lidar com
polindmios que vai nos permitir fazer
um montao de contas com poliné6mios
ou de cabeca ou escrevendo muito
pouco, e b) um caso que a gente pre-
cisa usar um pouquinho de Algebra
Linear — “resolver um sistema” — pra
transformar uma integral complicada
em outra mais simples.

A gente s6 val ver os casos em que 0O
polinémio do denominador tem raizes
reais e essas raizes sao todas difer-
entes.
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A integral do %

Lembre que:

o = ( / () dz

ke = (
DFI = | L) = /o)
P9 = 1
@) = Fr
g 7))

e que eu estou usando uma definigao pra integral
indefinida na qual as duas igualdades abaixo
sdo equivalentes:

f@) = o)
/f(l‘)d.’l}

I
B8
=

Ou seja, pra mim o ‘“+C” ¢ opcional.

Me contaram que o Reginaldo da errado pra quem
nao escreve o ‘+C”, entao se vocé for fazer C2 com
ele no préximo semestre nao esquega o ‘+C"!!!

Exercicio 1
Calcule a integral abaixo. Dica: u = bz + c.

a
/bx-ﬁ—cdlr

Temos:

exp(In(z))

In'z

#:f(g(@))

L In(—x)

In |z

L 1n ||

I
I

I3

1/z
1/x
1/z
%d.r
Ldx

©

(10)

T

1/ exp’(In(x))
1/ exp(In(z))
1/x
F'(g(@))g'(x)
In'(—z) - -1
1/(—z)- -1
1/z

Inz quando 0 < z,

In—z quando z < 0
“ Inx quando 0 < z,
= 1ln—z quando z <0
% Inz  quando 0 < z,
% In—z quando x <0
1/ quando 0 < z,
1/ quando z <0
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Contas sem “vai um” e polinémios

Compare esta conta com niimeros,

233312

-24 231 2400 z 200+ 12
37
. 3012
-36 360 3
13 12 = 112
“12 233227231 12

23%¥3: 93112 + 1

-l

Com esta conta com polindmios:
2x3 4+ Fx e Ix+ 3 X+ 2
laxdedyt L x+?
M 2x*+3x%x +1
3x%+ Fx
~(3x*+6x)
1x+ 3
~(1x+ ‘z)
-

1

2x¥+4x3+0x +0 = (2x3+0x+0) - (x+2)
3x'+6x+0 = (3x+0)- (x+2)
Tx+2 = 1 - (x+2)
2x3FIxT+ Ix 41 :(2x1+3x+4)-(wz)

3
2x3 4 Ix 43y 4+ 3 :(2)(:*3)(4_7). (x+2)+1

Exercicio 2
Traduza a conta com polindmios da esquerda
pra notagao de caixinhas daqui: 2xQ26, 2yQ43.

Exercicio 3
Traduza a conta abaixo pra notagdo de caixin-
has:
2 4
z+3 + z—5

2(x —5) n (x+3)4
(x4+3)(z—5) (z+3)(z—5)
2(x —5)+ (z+3)4

(z+3)(x—5)
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Funcoes racionais

Exercicio 4

Entenda a defini¢ao de “fungdo racional prépria” daqui —
Miranda240 — e acrescente mais linhas nas contas do exerci-
cio 3 pra “simplificar” o resultado até ele virar uma “fungao
racional propria”. Faga isso tanto na notagao usual quanto
na notagao de caixinhas.

Exercicio 5

Entenda as contas do Exemplo 8.1 daqui — Miranda241
e transforme a expressio abaixo numa fungio racional

imprépria:

2 4
100022 + 100z + 10 + —— +
z+3 x-5

Exercicio 6
Isto aqui é verdade:

A B

(A4 B)z+ (—5A+3DB)
7{41’,
r+3 -5

x?—2x—15
mostre porqué “aumentando o nivel de detalhe” — trans-
forme a igualdade acima numa série de igualdades na qual
cada passo seja bem facil de verificar.

Exercicio 7
Resolva:

a) (A+B)x+ (-5A+3B) =9z +11

b) (A4 B)z+ (—5A+3DB) __ 9z+1l
x?—2x—15 2 —2x — 15
0 (A+B)z+(-5A+3B)  2z+7
22 —2r—15 22 —2x —15
d) A N B _ o 2w+7
x+3 x-5 22—2x-15

A B
e)‘/x+3+z75dl

2+ T
TS i )
)/:527295715“’”

Exercicio 8

(Bem trabalhoso, pra casal)

Mostre como organizar a solugao do (7f) em
varias séries de igualdades faceis de justificar,
como no slide 3. Vocé pode precisar de algumas
coisinhas em portugués, como na tltima pagina
do PDF de 2022.2: 2fT137.
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Todos os slides a partir daqui sdo antigos!

Assim que der eu vou fazer uma faxina neles
e deixar s6 o que ainda serve!!!
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Exercicio 1
Algumas consequéncias da regra da cadeia...

RC| = (- flate) = ot (@)

Obtenha os seguintes casos particulares da [RC]:

g) 9(z) = —2 + 200, f(r) =Inz
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Exercicio 2.

/—da::7
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Derivadas formais (de novo)

Todas estas igualdades sao verdadeiras,

mas se tentarmos formalizar elas com

todos os detalhes vamos ver que varias delas
falam de func¢ées com dominios diferentes...

d

= nz
)
7|

L
@ln\

8 [—8 |8 =

[tde
Ldx
=dx
=dx
=dz

f—dx
f—dm

—
8] |8 |8 -8 [—8

8 =
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quando x < 0,
quando x > 0
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Repare aue:
2 4
X+3 X+S

(1

2(x+5) +4(x+3)
(r3)(xes)  (X43)(x45)
2(x+38) +4(x+3)
(x+3)(x+§)
2x+10 + 4x+12

x4 8% + 1§
Ex + 22

X 8% +15

A maioRia 205 PROGRamAs D¢ "Compurer ALGeam"
Tem FvALoEs QUe FAZEm A OPeRAsAe ACIMA €
HVERSA  Deia -

A

(

2
X+ 3

4
X+

¥ )

"to_"g{-_l»,e,.\l
(Fa'en) 6x + 22
AT 2
“apart" X +8x + 18
(»1rveis)
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Exercicio 3.

1 1
togeth =7
) toge er(x+1+x—1)
A B
b) together( + ) =7

r—a x—D>b

c)together( A + B + ¢ ):?

r—a xz—b z-—c
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Exercicio 4.

a)

Exereleig: _
EniconThe EXPRESIOL
Pafa C,J, e f Qe
FAtAm €374 FoRmuLA
SER  VERIAIT:

CX+J
,A-{- 8

R
X-b - x2+—€’(+F
X- & )

.

As Sups FoRmULAS Pata €% f
N Podem CavTer "X,
Use A FoRmuLa Qe Vocd

AcABoy Ot ODTER PARNAQ  EVCUNTRAR
a5 A3 Bb Tas gle:

A B 2x+3

x*-7+10
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Exercicio 4: uma solugao pro item (a)

A B _ cx+d

a) z—a + z—b z2+ex+f
A B _ A(xz—b) B(z—a)
z—a + z—b = (z—a)(z—b) + (z—a)(z—b)

A(z—b)+B(z—a)
(z—a)(z—b)

(A+B)z+(—Ab—Ba)
2+ (—a—b)z+ab

= A+ B
= —Ab— Ba
= —a—2>b
= ab

S~ 0o QLo
|
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Exercicio 4: uma solugao pro item (a), cont...

D4 pra gente reescrever isso usando o ‘[:=]":

c=A+B
A 4 B _crid d:=—Ab—Ba
z—a " a—b z2textf —a=b

,(A +E = (A+B)I+(—Ab—Ba))

= \s-a 22+ (—a—b)z+ab
e sabemos que esta igualdade é verdade:

A B (A+ B)xz + (—Ab— Ba)

r—a x—b 2?2+ (—a —b)x +ab

entao isto aqui

= A+B

= —Ab— Ba
—a—b
= ab

~ o aan
Il

é uma solugao para a equacao

A B cr+d
2ter+f 7

+
r—a x—0b

mas niao sabemos se é a tnica solugao!

Sempre dé pra escrever solugoes de equagdes
usando o ‘[:=]’. Por exemplo, as duas soluges
da equagao

(z—2)(x—5)=0:

Sao:
(z=2)(z—-5)=0)[z:=2] =
(2-2)(2-5) = 0)
(z=2)(z—5)=0)[z:=5] =
(6-2)(6-5)=0)

Nenhum livro “basico” define

“solugao de uma equacao” desse jeito —
como “a substituicdo que transforma a
equagao numa igualdade verdadeira” —
mas eu acho isso um bom modo de
entender o que sdo “equagoes” e
“solugoes”..

Ah, note que eu nao fiquei repetindo a
condigao “as suas férmulas para ¢, d, e, f
nao podem conter ‘z’” o tempo todo...
eu deixei isso implicito. =)
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Exercicio 4: uma solugao pro item (b)
Temos duas solugoes para

(x—a)(x —b) =2 Tz +10:

umaéa=2eb=5eaoutraéa=5eb=2.

Lembre que Calculo 2 é sobre chutar e testar.
A gente pode chutar que a =5, b = 2, e que
¢,d, e, f sao os que a gente obtém pelo

item (a), e ai ver se isso nos leva a uma
solucao...

(Obs: isso funcionall!)
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Exercicio 4: item (c)
Seja [PFP] esta igualdade aqui — o
“principio por tras das fragoes parciais”:

( A B A(x—b)+B(x—a))

x—a+x—b (x —a)(z —b)

[PFP] =

) Resolva o exercicio 8.7.2 do livro do Miranda —
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=251

e depois mostre qual é a substituicdo da forma

[PFP] { j]

B:="

que “esta por tras” da sua solucao.
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Exercicio 5.

Use estas idéias para integrar:

/2x3+7x2+7x+3
de =

T+ 2

2025-1-C2-fracoes-parciais 2025may07 03:48
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Exercicio 6.
O que acontece nos casos em que “teria vai um”?

a) Tente fazer a divisio com resto de z® por x + 2.

Mais precisamente, encontre um polindémios R(x) e Q(z) tais que
(%) = Q(z) - (x + 2) + R(x) e R(z) é no maximo de grau 1.
Teste a sua respostal

b) Calcule [ Ix—jz dz pelo método acima.

. . . 3
Teste a sua resposta derivando a sua antiderivada para 5.

¢) Calcule [ zx—; dx fazendo a substituicao u = = + 2.
Vocé deve obter o mesmo resultado que na (b).

d) Calcule [ dx por fragoes parciais.

22
(z+1)(z—1)
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Dica importante

Lembre que uns dos meus slogans é
“eu s6 vou corrigir os sinais de igual”...
No slide 77 a igualdade mais importante é a da tltima linha.
Noés vamos usé-la assim, pra transformar a integral original
em algo facil de integrar:

j X3+ 2T Ixp

X+2
j(2x2+3x+1).(x+2) 1
X+2

(2 135 11).
JEX I ey 0
X+7 X 42

:J2X2+3Y+1 2 Jy
><+’2’

dx

H

dy

r
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Uma questao da P1 de 2020.1
A questao 3 da P1 de 2020.1,

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1. pdf

era de fragOes parciais, e eu pus nesse PDF um gabarito
parcial dela, que nao inclui nem as contas da divisao de
polinémios nem a verificagdo de que a nossa integral
esta certa. Faca a questao, incluindo a parte que

nao esta no gabarito.
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Notacgoes posicionais

Temos: Exercicios
[a] = x Calcule:
[b:a] = ba! +ax° a) 123 + 456
[c:b:a] = cx? + bat + az® b) 123 + 56
[d:c:b:a] = da’+ca®+ba' + az® ) 123+6
Compare: d) 234-1
€) 23410
4567 = 4-10°+5-102+6- 10" +7-10° f) 234 - 100
= 410°+5-1024+6-10+7 g) 234 - 1000
= 4000 + 500 + 60 + 7 h) 234 - 1001
= 4507 i) 34 + 56
[4:5:6:7] = 4a®+52° + 6" + 7a” j) 3z +4) + (52 + 6)
= 42+ 522+ 60+ 7 k) [3:4]+[5: 6]
[4:5:6:7][x:=10] = (42®+ 52+ 62" + 7z°) [z := 10] W) [1:2:3]4[4:5: 6]
= 4-10°+5-1024+6-10" +7-10° b)[1:2:3]+[5:6]
= 4-10°+5-10°+6-10+7 ¢)[1:2:3]+[6]
= 4000 + 500 + 60 + 7 d)[2:3:4][1]
= 4567 e)[2:3:4]-[1:0]
f)[2:3:4]-[1:0:0]
Quadros: ¢)[2:3:4]-[1:0:0:0]
2xQ26 (2019.1) W)[2:3:4]-[1:0:0:1]
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Notagoes posicionais (2)

Relembre como fazer a divisao com resto.
Quadros:

2hQ35 (2023.2)

2xQ27 (2019.1)

Exercicio

Faga estas divisdes com resto

e teste os seus resultados:

a) 2773/12

b) (223 + 72% 4+ 7w + 3)/(1x + 2)
c)[2:7:7:3]/[1:2]
Gabarito:

2hQ35 (2023.2)

(%i1)

(4i2)

(%13)
(%03)

(%i4)
(%hod)

(%i5)
(%o5)

(%i6)
(%o6)

hi7)
(hoT)

(%18)
(%o8)

23

dividenums ( a, b) :=
matrix([a, b], [mod(a,b), floor(a/b)1)$
dividepolys(pl,p2) := block([q,r],
[q,r] : divide(pl, p2, x),
matrix([pt, p2], [r, qIN$
dividenums(100,33);
100
1

dividenums(2773,12);

2773 12
1231
12 % 231 + 1;
2773
dividepolys(2#x™3 + T#x"2 + T#x + 3, x + 2);

2034+ Ta? +Ta+3 T+2
1 222 +32+1

(x+2) * (2%x72 + 3*x + 1) + 1;
(x42) (22 +32+1) +1
expand ((x+2) * (2%x72 + 3*x + 1) + 1);

288+ T2t + T 43
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