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Questao 1

(Total: 6.0 pts)

Lembre que no curso eu mostrei que o meu modo preferido de
escrever 0 “método” para resolver EDOs com varidveis sepa-
réveis — “EDOVSs” — é o “método” [M] abaixo... eu pus o
termo “método” entre aspas porque alguns dos passos da [M]
sao gambiarras nas quais a gente nao pode confiar totalmente,
e af a gente precisa sempre testar as nossas solugoes. O [I]

abaixo — a “férmula” — ¢ uma versdo resumida do [M].
by _ o)
dr — h(y)
hMy)dy = g(z)dx
th(y) dy fg(z)d‘ﬂ‘ﬂ
M o= | Hy+G G(x)+C,
H(y) = Gz)+C,—Cy
= G2)+Cs
HY(H(y) = H(G(x)+Cs)
Il
Yy
dy _ g(x)
dv h(y)
[Fs] = | HW(H(y) = HYG(2)+Cy)
Il

y

Seja (*1) esta EDOVSs:

dy —2(z+2) (%)

dx 2(y—1)
a) (0.5 pts) Desenhe os tracinhos do campo de dire¢oes da
EDO (*) nos pontos com z,y € {—2,—1,0,1,2}. Aqui vocé
vai ter que desenhar 25 tracinhos e vai ter que caprichar — um
tracinho com coeficiente angular % tem que ser visualmente
bem diferente de um com coeficiente angular 1 e de um com

coeficiente angular 2.

b) (0.5 pts) Encontre as duas solugdes gerais explicitas da
EDO () - a solugdo “positiva” e a “negativa” — e dé nomes
para elas.

¢) (0.5 pts) Teste a sua solu¢do “negativa’.

d) (0.5 pts) Sejam Py = (2,4), P, = (—2,2), P; = (—2,0) e
Py = (—1,1). Para cada desses pontos encontre uma solugio
particular explicita que passa por ele e dé um nome pra ela.
e) (0.5 pts) Faca os graficos das solugdes que vocé encontrou
no item (d). Dica: as fun¢des que vocé deve ter encontrado
passam por varios pontos com coordenadas inteiras; comece
desenhando esses pontos.

Muito importante: | leia a pdgina do “Lembre que...”!
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Questéo 1, continuagiao

No curso nés vimos um monte de particulas em portugués, como
“seja”, que podem parecer ébvias a primeira vista, mas quando a
gente vé a tradugao delas pro Maxima a gente consegue reconhecer
que elas sao operacoes diferentes, com significados precisos, e que
nao sao nada Gbvias — tipo: se vocé explicar elas pra uma crianca
fazendo cara de “é Gbvio, sua burral” a crianga vai berrar de deses-
pero.

No6s também vimos varios personagens. Imagina que o Alex e o
Bob tém que mostrar pro leitor sem nenhuma paciéncia que um
certo ponto nao estd no grafico de uma determinada funcao, e o
Alex escreve s6 “6 # /2 + 3" O leitor sem paciéncia vai achar isso
péssimo, porque niao da pra entender rapido nem qual é o ponto,
nem qual é a funcdo, nem quais foram as operacoes que o Alex
usou, nem quais foram os passos. Mas o Bob escreveu uma solugiao
que o leitor sem paciéncia achou clarissima — o leitor sem paciéncia
conseguiu entender todos os passos dela num instante.

No préximo item “encontrar os resultados certos” vai valer 1.0 e
“usar as particulas em portugués corretamente” vai valer 2.5. Im-
provise se precisar nao souber o modo curto de escrever
alguma coisa escreva como der, e se vocé niao souber detalhar algum
passo faga ele sem detalhes mesmo. O ideal seria vocé fazer algo
com o Padrdo Bob de Qualidade, mas faca o que der e tente nao
empacar — lembre que o tempo ¢ limitado!

se Vo

f) (3.5 pts) No item (d) vocé tinha 4 pontos e 4 fungdes — ou 4
equag Quais destes pontos obedecem quais destas equagoes?
Ou, em outras palavras, quais destes pontos estao nos graficos de

quais destas fungoes?
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Questao 2
(Total: 5.0 pts)

Seja:
F(

4 cos(log z)(sen(log z))* 4
ZCOAOSL)VENO8 L)) dx
x
a) (0.5 pts) Integre F(z) pelo “método rdpido” dos anexos — use
duas mudangas de varidvel, cada uma com uma caixinha de ano-
tagoes, e siga exatamente o modelo — alinhe os sinais de ete.

Chame a igualdade da primeira mudanga de varidvel de eada

segunda mudanca de varidvel de [oh
b) (2.0 p
rapido, vocé pode me mostrar justificativas pras igualdades *
2 yisando casos particulares da [MVI1]?”

Imagine que alguém te diz “eu nao acredito no método

Traduza as suas justificativas do item (a) pra justificativas que sat-
ifagam a pessoa do item (b).

¢) (2.5 pts) Imagine que alguém te diz “cu nio acredito na [MVI1],
voceé pode me mostrar justificativas pras igualdades 2 o2 ysando
casos particulares da [MVD4]?”

Traduza as suas justificativas do item (b) pra justificativas que sat-
ifacam a pessoa do item (c).
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Anexo 1: lembre que... mangas
Lembre que: Um exemplo em Maxima:
. « » . (%i1) edo : 'diff(y,x) = -x/y;
e nés estamos usando o termo “mangas” pra palavras ou sim- o)
bolos que podem ter vérios significados diferentes, /’iu - (ij
ax v)
4 (4i2) imp : ode2(edo,y,x);
e 0 é uma manga, ps )
. £)
« NO MEU CRITERIO DE CORRECAQ distinguir os varios (
tipos de ‘=" vale boa parte dos pontos de cada questao, E;Jg exps : solve(imp,y);
o
B ~ . g . y= r?
« a gente geralmente usa particulas em portugués pra distinguir !
os varios tipos de ‘=’s, (4i4) exps :
Clot)
. . . - y=—VG-2y=vV3 -z
« as particulas que nds usamos mais vezes no curso sio “en- -
tao”, “lembre que”, “sabemos que” — sendo que estas as vezes E;Jf’i define(f1(x), rhs(expsli]));
3 ” hOD, —
sao omitidas — e “seja”, “queremos que”, “vamos supor que”, fl(x) == —V/C3 —a?

vamos testar se”, (416) define(£2(x), rhs(exps[2]));

(o)

e nés usamos testes e chutar-e-testar bastante no curso, mas f2(z) = VO3 — a2
nos livros eles aparecem pouquissimo — os livros costumam (A7) dofine(£3(x), subst(C3=25, £2(x0));
mostrar s6 o que da certo, ChoT)

* 10 curso eu muitas vezes usava ‘=)’ e ‘=(’ pra indicar “deu (i8)  3-13(a);
certo” e “deu errado”. ho8) -

« uma das minhas desculpas pra usar o Maxima no curso é que (19) is(3=£3(4));
quando a gente traduz as contas de C2 pra Maxima os ‘=’s (o9 .

rue
com significados diferentes tém traducdes totalmente difer-
entes.
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Anexo 2: contexto

Quase todas as expressdes matemédticas que us-
amos em C2 dependem do contexto. Por exemplo,
a interpretacao default pra esta expressao aqui:

fla)y=2-9=2

Para toda fun¢do f: R — R
e para todo z € R temos:
flay=2-9=2

Se vocé s6 escreve “f(x) = x — 9 = 2”7 e mostra
isso pro “colega que seja seu amigo” ele vai levar
meia hora tentando adivinhar qual foi o contexto
que vocé estava pensando mas nao escreveu...

...e se ele descobrir em menos de, digamos, 50 ten-
tativas, ele vai dizer “ok, joia, t& certo!”.

O “colega que seja menos seu amigo” vai fazer
menos tentativas, e os personagens “o monitor” e
“o professor” da Dica 7 vao checar se o que vocé es-
creveu vai ser entendido corretamente por qualquer
pessoa que saiba as convengoes de como escrever
matematica.

Lembre que quase todo mundo para de ler um
texto matemdtico quando vé uma besteira muito
grande escrita nele. Imagine que um “colega que
seja menos seu amigo” te mostra a solucao dele
pra um problema e te pergunta se esta certa. A
soluc@o dele comega com:

Sabemos que 2 = 3. Entdo...

O que vocé faria?

Dica: releia isto aqui:
Slogans27:07 até 32:45
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Anexo 3: um gabarito de 2022.2

A substituicao é:

G(z) :=a*+5
H(y)=y*+3
S = | gla) =4
h(y) =2y
H Y (2):=+r -3
a) Seja:
dy Ax
& 2 (+)
b) Seja: HY(z) = Va-3.
Temos: H '(H(y)) = /H(y)—3
= V(*+3) -3
=y

H(G(x) +Cs)
VI(G(x) +C5) -3
((z*+5) +C5) —
Vat+2+C;
Vat+2+ Cs.

c) Y

Seja: f(x)

d) Serd que f(z) obedece ()?

Temos f'(z) = \/%2;}(, e com isso:
(z) =Vat + 2+ Cs
(1) [0 S
Val+2+Cs
- (ﬁ=ﬁ) =)
e) Se flz) = i,
e,  f(1) = 2
entao  f(1) = V1T+2+C;
= V3+4+Cs
2 = 3+C;
2 = 3TCY
4 = 340
Cy =1
fl@) = Vat+2+C;
= Va*t+3
Seja:  fi(z) = Vat+3.
f) Serd que  fi(z1) = i,
ie., f() = 27
VITHS = Vi
=2 =
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Anexo 4: O que quer dizer “Por ... com ...”?

Por [RProd] com

=

= (62° ) Por [RMC] com ¢ =6, f

= (62°) Por [RPot| com n =3

= (Gti)E + (714) (1822)

= (62%)-7 d T“ + (72*)(182%)  Por [RMC] com ¢ =7, f(z) = 2*
= (61*) 7 a8 + (72*)(182%)  Por [RPot] com n =4

= (62%)(282°%) + (72" )(1812)

= (6a® )(2817) + 12625

= 1682° + 1262°

= 2942°

Compare: nés definimos [RProd] como esta igualdade,
RProd) = (7@ = 1) 50(2) + 9(e) - 1(@)
rod] = | = (f(@)9(2)) = f(@) -g(@) + 9(e) - f (@
e se substituirmos f(z) por 62° e g(z) por 7z* na igualdade [RProd| nés

obtemos isto aqui,

[RProd] = (@) = F0) )+ o(0) 1))

. = 62°
RProd] ; ((3 :: (E((ﬁﬁ)(m")) = (6z3)£(7z4)+(7z4)£(6z3)>

que ¢é exatamente a igualdade que eu marquei 14 em cima...
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Anexo 5: o que quer dizer “Por
F@) = (62%)(Ta")
Fla) = ((62°)(7x ))
= 4((62%)(7a)
= (G J)%(714) Por [RProd| com f(x)
= (627)4(T2") a3 Por [RMC] com ¢ =
= (6 3)i(hr") ( ) 6 dz Por [RPot| com n =3
(62%) (7| + (72)(1822)
(62°%) - | 7Lzt |+ (721)(1822) Por [RMC] com [¢] =
(61*) 7423 + (T2*)(182%)  Por [RPot] com n =4
(62°)(282%) + (72 )(1812)

(62%)(282%) + 12625
1682° + 1262°

=
= 204a8

Lembre que a “regra da multiplicagao por constante” ¢ esta igualdade aqui,

[RMC] = (%((f(l)) = (%f(l))

e se substituirmos ¢ por 7 e f(z) por #* nela nés obtemos isto aqui,

[RMC] =

[e]:
/(@)

O =T logo acima desta frase justifica a parte que muda no =7 l4 de cimal!

d
b

[RMC]
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Anexo 6: método rapido, MVI1]|, MVD4]

Lembre que o “método rapido” tem essa cara aqui:

/' (Inz)? cos((Inx)*) i

T
J(Inz)?cos((In)?)L da
J u® cos(ut) du

[ cos(ut)u® du

Jcosv- %dv

1 [cosvdv

Jsenv

T sen(u)
+sen((Inz)*)

e em cada caixinha de anotagoes a) a primeira linha
diz a relagao entre a varidvel antiga e a variavel nova,
b) todas as outras linhas da caixinha sdo consequéncias
dessa primeira, e ¢) dentro da caixinha a gente permite

gambiarras com diferenciais.
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E lembre que:

[MVI1]

[MVD4]

10
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Anexo 7: como justificar uma MV de cabeca

Por exemplo...

/(‘OS( a? )% 32? dr =
N <~

cos( 2® ) 1327 du =

MVIL)
J 1'(9(2)g'(w)dz = [ f'(u)d
32?dx = [ cos(u)

Jcos(t?) - 132 dt = [ cos

/t2 cos(t*)dt = /é cos(w)dw  Por [MVII]
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Dicas:
Repare que no exemplo a esquerda o problema
original era este,

/t2 cos(t%) dt =7
e eu resolvi ele nesta ordem: 1) eu mudei a variavel
dele pra z pra ficar com algo mais par
MVTI1], 2) eu escolhi a mudanga de var
que era v = z°, 3) eu calculei 0 %, 4) eu rearrumei
o problema original pro au fiear colado no dz, 5) eu
fiz a mudanca de \uudel p(,lo método rapido, 6) eu
reescrevi as anotagoes do método répido pra obter
g(z), ¢'(z) e f'(u), 7) eu transformei essas g(z),
¢'(z) e f'(u) numa substituicao, 8) eu cdlculm os
resultados parciais dessa substituigdao e da
9) eu reescrevi a substituigao que eu tinha obndo e
testado pra fingir que eu primeiro tinha resolvido
o problema original de cabeca e depois eu escrevi
a justificativa porque alguém me perguntou como
eu tinha chegado naquele resultado.
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Questao 1: gabarito em Maxima

(%i1) [transpose(matrix(S5p)),
transpose (matrix(S5n))];

(o) ;
g(@)=—(2(@+2)\ (g9(z)=—(2(+2)
(-1 hy)=2(y—1)
(;(.mf—(.ﬂf | G =—(z+2)7°
Hy)=(y-1)° ():(’/*1)2
Hinv (y) = /5 + 1 Hinv (y) = 1— /7
(%i2) EDOVS_M  _s_ Sbp;
(%h02)
=y -
2(y—-1)de = Z:\Z)d;)
/2 1/71)1/1, = =2 @+2)de
Il
(,,/71) +C1 = —(z+2)*+C2
(y—1)* = —(x+2?*+C3
y=1+1 = \/=(@+2°+C3+1
|
Yy
(%i3) EDOVS_edo _s_ S5p;
(%o03)

d v+ 2
I
daz? y—1

(%i4) EDOVS_imp _s_ S5p;
(%hod)
(y—1)°=0C3—(z+2)

(%i5) EDOVS_exp _s_ SBp;
(%o5)

[ e 1 o2
y= \/('.‘; (z+2)7+1

(%16) item_1aQ);
(%06)
2
15
1
0s
o
05
1
as

2
215105005 115 2

(4i7) item_1b(Q);
(hoT)

fp () :
fn (z) -
fes— v 2P =

(%i8) item_1c();
(%08)
d

iz (I’Vm

(%19)  ev(%, diff);
(%09)

[ |
s

1ol
sz 7

r+2 r+2

\/('.;7(: +2

(%i10) item_1d();
(%010)

Pl=24]
P2=[-2,2
P3=[-2,0
P4 =[-1,1

V03— (a

fl(.r)—\/257(1+2)2
2(r)=y/1-(e+2’+1
f3(r) =1-/1-( )

fa(r)=1— \/1
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+2)

r 42

—(@+2)°

+1

(%i11) item_1e();

(%o11)

6420246
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Questao 2: mini-gabarito

4 cos(log z) (sen(lOO‘ z))? d

Lr

[ 4cos( lov z) sen(logz))® - Ldz

u=loga
2 [ 4cos(u)(sen(u))® du [ = :‘% ]
= [4(sen(u))® cos(u) du du=gde
o [ 40 dv b }
= ot dv = cosudu
= (senu)!
= (sen(logx))*
[S3a] = I L ]
| £/ (u):=4 cos(a) (sen())*
o(r)=logx
P _ g'(@)=7
[Sda] = | F(u)i=4 cos(x)(sen(u))?
| rwi=(senu)t
[MVI1)[S3a] = ( [4cos(logz)(sen(logz))®-Ldx =
frr;b 4cos(logz)(sen(log z))* - L dx
[MVD4][S3a] =
I f‘4ms(h)a z)(sen(log z))* - L dx
[MVD4][S4a] =

[ 4cos(u)(sen(w))® du )

J(logx)[2=)
f(logb) flloga)
F)" logb

N lg’":;_zﬂcaos(u)(sen(u))3 du
(sen(log2))*[;Z,
(sen(log b))* — (sen(log a))*
(sen(w)) 1505,
f":logb 4 cos(u)(sen(u))® du

u=loga
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Questao 2: mini-gabarito (cont.)

4 cos(log z)(sen(log x))* dz
= [4cos(logz)(sen(logx))® - L du

= [4cos(u)(sen(u))? du

= [4(sen(u))® cos(u) du

o [ 4t dv [

R

=
dv'= cosudu
= (senu)?

= (sen(logx))*

[S2b]
[S3b] =

[S4b]

(
£ (w)=tu®

[MVI1][S3b] = ( ffflu()'ser‘:(.r))3 cos(z)dr = [4udu )
[MVI1][S3b][S2b] ([ 4(sen(w))?cos(u)du = [4v*dv )
f::’4(sen(u))ﬁcos(u)du = f(sen(u))\:zi

= [(sen(b)) (*h)f(seﬂ(fl))

[MVD4][$3b][S2b] =

= [ n(a) 403 dv
fu";h 4sen(u))? cos(u) du = (sen(u))*|'="

= (sen(b))* — (sen(a))*
sen(b)

[MVD4][S4b][S2b] = ‘
sen(a)
=

"0 408 dy

y=sen(a)
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