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Spoiler: descontinuidades

Digamos que f : [a,b] — R é uma fun¢io qualquer.
Vamos definir o conjunto dos pontos de descontinuidade da f,
ou, pra abreviar, o “conjunto das descontinuidades da f”, assim:

desc(f) = {x€la,b]]|f ¢ descontinua em x }

A expressao “f tem um ntimero finito de pontos de descontinuidade”,
que eu vou abreviar pra “f tem finitas descontinuidades” apesar
disso soar bem estranho em portugués, vai querer dizer:

desc(f) é um conjunto finito

O conjunto vazio ¢ finito, entdo toda f continua “tem finitas
descontinuidades”. Essa fun¢io aqui tem finitas descontinuidades:

.

.

=
A fungdo de Dirichlet, que nds vimos aqui,

2dT104 (2021.2) A fungéo de Dirichlet
tem infinitas descontinuidades.
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Spoiler: descontinuidades (2)
Sejam

As figuras dos préximos slides mostram

flz)dx e g(x)dx
J_{0,7.5],% J_{0,7.5],%

para varios valores de k. Use-as pra entender porque
“na integral as descontinuidades nao importam” —
se s6 tivermos um numero finito de descontinuidades.
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Montanhas

Seja f(x) a fungdo da préxima pagina — “as montanhas”.
Vocé vai receber (pelo menos) uma copia dessa pagina.
Faca cada item abaixo em um dos 12 graficos da f(z).

Represente graficamente cada um dos somatorios abaixo.
Se vocé tiver dificuldade com algum desses somatorios
faca ele em varios passos, como nestes slides:

2fT65 Somatorios

2¢'T85 Particoes, informalmente

a) S0 fla)(z — zi)
b) Zz 1f<1:z 1)(331 — Ti— 1)
) Sty max(f (i), f(x:) (2 — xi1)
d) S5 min(f (i), f(2:) (@ — 2im1)
) S 1f(zl B (5 — mi1)
£) Soi, HE= ) (g, — )

o

@

2024-1-C2-somas-de-riemann 2024jul02 03:44


http://anggtwu.net/LATEX/2022-2-C2-Tudo.pdf#page=65
http://anggtwu.net/LATEX/2023-1-C2-Tudo.pdf#page=85
http://anggtwu.net/2024.1-C2.html

X
R

12

Ty Xy Ty XT3 Xy Tz g

3

To Ty Ty T

Iy T5 Tg

I7 Iy

To Ty

T7 T

To Ty Ty

T3 Ty Tz T

N

7

Ty Ty T2

2

To Ty

Tg
T3 Ty Ty Tg L7 Tg

To Ty Ty T To T Ty Ty Ts Tg Ty Tg To Ty Ty T3 Ty Ty T L7 Ty
To Ty Ty T3 Ty Tz T L7 Ty Ty Ty T3 Ty Tz Te Ty Ty To T Ty T3 Ty Ty T

2024-1-C2-somas-de-riemann

7 Tg


http://anggtwu.net/2024.1-C2.html

Miranda: somas inferiores e superiores

Nas pdginas 217 e 218 o Miranda define as notagoes I(f,P) e
S(f, P), e 14 no meio dessas definigoes ele define

) e e/

usando o truque do “vire-se”: ele mostra uma figura e o leitor tem
que se virar pra entender o que essas notagoes querem dizer... veja:
Miranda217 (Defini¢do 3)

Mais itens pra fazer na figura das montanhas
a) Entenda o que essas notagoes do Miranda querem dizer
e verifique que na figura das montanhas temos:

max(f(z1), f(z2)) < mglﬁﬁ?]f(ﬂf)
min _f(z) < min(f(z2), f(z3))

z€[x2 3]

e depois represente nas montanhas:

8
b) Y (maefe, s £(2)) (s — i)
¢) Sob (mitaege, o f (@) (@i — Ti1)
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Particoes, informalmente

Informalmente uma particdo de um intervalo [a,b] ¢ um modo de de-
compor [a, b] em intervalos menores consecutivos. Por exemplo,

(2,7 = [2,3.5] U [3.5,4] U [4,6] U [6,7]

A definigao “certa” é mais complicada... vamos vé-la daqui a pouco.
O caso geral da igualdade acima é:

[a,6] = [ay, b,] U az, ba] U ... U fan, by),

onde:

N ¢é o mimero de intervalos,

a=ay, b= by, (“extremidades”)

a; < b; para todo i em que isto faz sentido (i
b; = a;41 para todo i e.q.i.f.s.; neste caso, i =

Um jeito pritico de definir uma partiao é usando uma tabela.
Por exemplo, esta tabela

ioa;
1 2
2 35
3 4
4 6

corresponde a particdo de [2, 7] do infcio deste slide.

Compare com:

Miranda212 7.2 Integral definida

Leit5pdl (p.324) 5.5 A integral definida
StewPtCap5p8 (p.329) somas superiores e inferiores
StewPtCap5p10 (p.331) pontos amostrais
StewPtCap5p16 (p.337) defini¢do da integral definida

Uma definigio um pouco melhor de partigio é a seguinte.
Digamos que P seja um subconjunto nao-vazio e finito de R,
e que o menor elemento de P seja a e o maior seja b.

Entao P é uma particao do intervalo [a, b)

Exemplo: a particao P = {2,3.5,4,6,7} corresponde a:

[2,7] =[2,3.5]U[3.5,4] U [4,6] U [6,7]

Pra fazer a traducio da “versio conjunto” pra “versio tabela” ponha
os elementos de P em ordem e chame-os de by, ..., by; defina cada a;
como sendo b;_; — por exemplo, a; = by — e encontre a, b, e N. Depois
que voce tem a “versao tabela” ¢ bem facil obter a “versao unido de
intervalos”.

Quando dizemos algo como “Seja P a partigio {2.5,4,6}" estamos
criando um contexto no qual hd uma particao “default” definida... e
neste contexto vamos ter valores definidos para N, a, b, e para cada
a; e bj. Por exemplo...

Seja P a partigao {2.5.4.6}. Entdo

sy f(b) - (b — i)

I
I\l
i
=
=

|
£

+0
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A definicao de particao

Se P ¢ um subconjunto finito e nao-vazio de R,

entao podemos interpretar P como uma particdo...

Por exemplo, se P = {200, 20,42, 99, 63, 33, 20,20}

entdo P = {20, 33,42,63,99, 200}, e ai vamos interpretar
esse conjunto de 6 pontos — ordenados em ordem crescente —
como uma parti¢do do intervalo I = [a,b] = [20,200] em

5 subintervalos (“N = 5”), assim:

20 33 42 63 99 200
To T1 X9 XT3 X4 Iy

ar by I = [a17b1]
az by I, = [G2>b2]
asz bs I3 = [037 b3]
ay by I, = [a4, b4]
as  bs 15 = as,bs
a b = [a, b] = [xg, 2]
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Exercicios sobre particoes
a) Converta esta “partigio”

[4,12] = [4,5] U [5,6] U [6,9] U [9,10] U [10,12]
para uma tabela. Neste caso quem séo a, be N7
b) Seja P = {2.5,3,4,6,10}.
Converta P para o “formato tabela” e para o

“formato unido de subintervalos”, que é este aqui:

la,b] = [a1,b1] U ... Ulan, by].

c) Seja P ={4,2,1,1.5}.

Interprete P como uma parti¢do. Diga quem sao o N,

0 a e o b dela e monte a tabela dos subintervalos dela.
d) Seja P = [2,4]s.

Diga quem sdo os pontos da particao P.

e) Seja P = [2,5]s.

Diga quem sao os pontos da particao P.

Uma dica sobre simplificagdo

No Ensino Médio as vezes convencem a gente de que
e 6 - simnlificada pra 3

uma fragio como que ser simplificada pra 3,

mas se a gente tem que listar uma sequéncia de nimeros

comegando em 0 em que cada nimero novo é o anterior

mais % eu acho bem melhor escrever essa sequéncia como

do que como:

Lembre destes trechos da Dica 7: 2gT4

“Uma solugdo bem escrita é facil de ler e facil de ver-
ificar”, e “Se as outras pessoas acharem que ler a sua
solugdo ¢ um sofrimento, isso ¢ mau sinal; se as outras
pessoas acharem que a sua solugdo esta clarissima e que
elas devem estudar com vocé, isso é bom sinal”.
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Aviso

As proximas péaginas tém definigdes pre-
cisas de: partigdo, inf e sup, [inf] e [sup],
integral definida, e um monte de defini¢oes
intermedidrias que a gente vai precisar pra
entender as definigdes mais importantes...

O objetivo desta parte do curso é fazer
vocés aprenderem um monte de
pra entenderem defini¢bes complicadas
“visualizando o que elas querem dizer”.
Estas técnicas vao ser uma das partes do
curso que vao ser mais tteis pras matérias
seguintes.

Aparentemente cada um dos exercicios
deste PDF tem um monte de “dicas” de
como fazé-lo. A gente normalmente imag-
ina que essas dicas sejam s6 sugestoes de
um modo de chegar até o resultado final,
mas aqui nao é bem assim...

Lembre que neste slide daqui, da “Intro-
dugao ao curso”,
2hT22 Sobre aulas expositivas

eu falei em “musculos mentais diferentes”.
Essa idéia vai valer aqui também; por ex-
emplo, nos slides sobre o “Jogo colabora-
tivo” eu digo que ¢é pro jogador P escrever
as suas jogadas num determinado formato
e pro jogador O escrever as suas respostas
num outro formato, e digo que se o jogador
P nao entender imediatamente a resposta
do jogador O ¢é porque o jogador P tem
que rever certos exercicios béasicos de “set
comprehensions”...

Escrever as jogadas exatamente nesses for-
matos vai exercitar uma série de musculos
mentais bem especificos.
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Aviso (2)

Quando a gente vé um artista do Cirque de
Soleil fazendo um ntimero de aéreos a gente re-
conhece imediatamente que ele tem uma coor-
denagdo motora absurda e que ele t4 usando
um monte de musculos que a gente nunca usou
e um monte de outros musculos que a gente nem
sabia que existiam...

Quando a gente vé uma pessoa que entende bem
— e que é capaz de explicar claramente — cada
detalhe de uma definigdo bizarramente compli-
cada como essa daqui, que o Stewart fez altos
malabarismos pra ela caber em 9 linhas,
StewPtCap5pl6 (p.337)

é a mesma coisa, SO que essa pessoa treinou mus-
culos mentais. Nos exercicios deste PDFzinho
a gente vai treinar varios dos misculos mentais
que essas pessoas mais usam — e pra isso a gente
vai fazer devagar e por escrito e com desenhos
muitas coisas que elas fazem de cabega.

Também da pra comparar o que a gente vai
fazer aqui com a historinha deste slide:

2hT11 Atirei o pau no gato

Algumas mudancas de nota no Atirei o pau
no gato exigem que a gente levante uns de-
dos da flauta ao mesmo tempo que a gente
abaixa outros... a gente s6 consegue aprender
isso treinando muitas vezes muito devagar, e en-
quanto a gente ndo treina bastante o som fica
horrivel.
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