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O macaco

Vocé ja deve ter assistido o video do Mathologer sobre o “Calculus
Made Easy”:

http://angg.twu.net/mathologer-calculus-easy.html

Eu vou usar esse video como uma espécie de mapa pra um monte
de idéias importantes de curso de Calculo 2, e o Mathologer — obs: as
vezes eu vou chamar ele de Burkard, que é o nome dele... ele respon-
deu um e-mail meu, entdo vou fingir ele é meu amigo, td =) — mas,
bom, voltando: o Mathologer diz varias vezes que a gente pode treinar
um macaco pra calcular derivadas, e isso vai ser uma das coisas mais
importantes do meu curso de Calculo 2. Deixa eu explicar.

Num curso tradicional de Calculo 1 a gente faz centenas de horas de
contas na mao. Af a gente adquire muita pratica nisso e a gente passa a
poder fazer o papel do macaco muito bem. Depois que a gente tem essa

2022-2-C2-buraco 2023jan23 22:44


http://angg.twu.net/mathologer-calculus-easy.html
http://angg.twu.net/2022.2-C2.html

pratica toda a gente comeca a poder fazer também um outro papel, que
é o papel na pessoa que programa o macaco e diz quais regras ele tem
que seguir...

Deixa eu dar um exemplo. No trecho do video que comega no 17:00 a
gente vé como o macaco calcula a derivada (Z‘ESI%)/ “fazendo a algebra
no piloto automatico”. Se a gente seguir o video com bastante atencao a
gente vé que o macaco nao esta usando so as b regras pra derivada que

aparecem na coluna esquerda no video no 16:15, que o Burkard escreve

como (f+g)' = f'+4, (f=9) = '=d, (fg) = f'g+fg, (L) = LLL
e (f(g)) = f'(9)g... o macaco também usa as regras que o Burkard
poe na tabela na parte de cima da tela no 13:00, e no 17:35 ele calcula
em separado o resultado de (5 + sinz)’ — que da cosz — e no 17:50 o

macaco substitui o (5 + sinx)’ na expressao original por cosx.
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Exercicio 1.

Acesse o PDF do capitulo 2 do Leithold.

Entre as paginas 68 e 70 ele tem varias contas de limites feitas passo
a passo, com os sinais de ‘=" alinhados e com justificativas a direita.
Esse formato esta explicado aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=7

Faca as contas que o Mathologer faz entre o 17:00 e o 18:15 nesse
formato, com os ‘=’s alinhados e as justificativas a direita, e com as
restrigoes que eu vou pér no quadro (vou PDFizar elas depois)...
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Aula 3: Derivadas formais (e algumas coisas relacionadas)

Dé uma olhada na segdo 3.3 do Leithold (no capitulo 3). Os teo-
remas 3.3.1 até 3.3.7 dele correspondem exatamente as operagoes de
derivagao que o Mathologer usa no video (obs: a regra da cadeia é
o teorema 3.6.1), mas cada um desses teoremas tem uma férmula e as
hipoteses necessarias pra formula valer. O macaco que calcula derivadas
no video do Methologer no trecho entre 17:00 e 18:15 usa s6 as formulas
sem checar que as hipéteses valem. O que o macaco faz é chamado de
derivacao formal, e estd explicado aqui:

https://en.wikipedia.org/wiki/Formal derivative
Em Célculo 2 nés vamos ver varias operagoes que sao tao dificeis que
é o melhor jeito de aprendé-las, e de debugar erros nelas, é dividindo elas

em varias partes. Nos acabamos de ver que “calcular derivadas (compli-
cadas)” pode ser dividido em “aplicar formulas” e “checar hipé6teses”,
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e vocé deve lembrar que vocé passou a maior parte do seu curso de
Calculo 1 s6 “aplicando férmulas” sem “checar hipéteses”, ou checando
as hipoteses rapidinho no olho, mas sem escrever nada tipo “aqui as
hip6teses fulana e beltrana valem, entao bla”.

Nos ultimos semestres mooooooontes de alunos chegaram em Cal-
culo 2 sem saber “aplicar férmulas” direito. Eu também vou dividir a
operacao de “aplicar uma férmula” em varias partes, até chegar a uma
parte — a operagao ‘[:=]" — que é ficil de implementar num computa-
dor e que corresponde exatamente ao que o macaco que do Mathologer
faz, mas que o Mathologer nao explica explicitamente.

Se vocé tiver qualquer dificuldade com essa operagao ‘[:=]" o melhor
modo de estuda-la é estudando a matéria de Calculo 1 e Calculo 2 pelo
Leithold e vendo como essa operagao aparece implicitamente em todo
lugar, mas sempre acompanhada do “checar hipoteses”
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FEu costumo dividir essa operacao de “aplicar férmula” em varias
operagoes separadas e dar um nome “padrao” pra cada uma dessas op-
eragoes. Os programas de computacao simbélica também fazem essa
divisao em varias suboperagoes, porque cada suboperacao corresponde
a uma funcao diferente, e essas fun¢oes podem ser chamadas em sepa-
rado. Eu vou usar a terminologia do Maxima, que é o programa de com-
putacao simbdlica que eu tenho usado... o Maxima considera “substitu-
icao” e “simplificacao” como operagoes separadas. O “Maxima Work-
book” explica substituicao na se¢ao 11.4 e simplificagao no capitulo 12;
ele também explica “formas canonicas” nas se¢oes 9.2 e 9.3, e eu vou
considerar que “por uma expressao na sua forma canoénica” é uma forma
de simplificagao. Link:

http://roland-salz.de/Maxima_Workbook.pdf

Deixa eu dar um exemplo mais basico disso. No6s conhecemos a
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formula 2a = a + a. Se nés s6 substituirmos todos os ‘a’ nesta férmula
por 10 o resultado é 2 - 10 = 10 + 10; trocar 2 - 10 por 20, ou 10 + 10
por 20, sao consideradas “simplificagoes”.

A substituicao sempre substitui variaveis por expressoes.

No video do Mathologer ele as vezes abrevia f(z) como f, e desabre-
via isso depois, e ele as vezes escreve ‘df’ pra “diferencial” (veja a secao
4.9 do Leithold). E muito mais diffcil formalizar contas de Calculo —
ou seja, justificar formalmente cada passo delas — quando a gente per-
mite esses truques (que sao parte da “notagao de Leibniz”). Na maior
parte do meu curso esses truques vao ser proibidos; ele as vezes vao ser
permitidos temporariamente, mas a gente sempre vai ver como tratar as
contas em que eles sdo permitidos como “versoes abreviadas” de contas
em que eles sao proibidos. Depois eu vou disponibilizar um monte de
links sobre porque é que os matematicos pararam de usar a notacao de
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Leibniz.
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Exercicio 2: arvores

Vai ser muito mais facil a gente entender como o macaco derivador
funciona se a gente souber tratar expressoes matematicas como arvores.

Veja os dois screenshots abaixo — eles mostram como Maxima e o
Sympy representam certas expressoes como arvores. Note que as repre-
sentacoes sao diferentes!

http://angg.twu.net/IMAGES/luatree.png
http://angg.twu.net/IMAGES/luatree-sympy.png

Pegue algumas expressoes que vocé obteve no exercicio 1 e represente
elas como arvores no formato do Maxima.
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Exercicio 2: dicas

Lembre que nas arvores nao aparecem parénteses.

Lembre que a — b — c = (a — b) — c.

Lembre que a — (b — ¢) # (a — b) — c.

Lembre que a — (b — ¢) e (a — b) — ¢ dao arvores diferentes.
Lembre que a* = a®.

’MUITO IMPORTANTE:‘ lembre que na maior parte do curso a
expressao ‘dx’ nao vai poder aparecer sozinha... eu vou até me referir
a ela a toda hora como “uma espécie de fecha paréntese” pra fazer as
pessoas lembrarem disso.
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Funcgoes menos elementares

No video o Mathologer primeiro define “func¢oes elementares” de um
jeito, e depois, a partir do 27:26, ele diz que poderiamos ter incluido
nas nossas operacao que criam novas func¢oes elementares a operacao
que obtém a inversa de uma funcao... ele nao da detalhes, mas repara
que se a gente puder obter a inversa de toda funcdo a gente vai ter
que poder obter a inversa de funcoes constantes, como por exemplo
f(z) = 1... entdo provavelmente o que ele quer dizer é que a gente quer
considerar como “elementares” coisas como +/x, </, arcsen x, arccos ,
etc...

Obs: falta I¥TpXar as coisas que a gente viu no final da aula de
2022aug31! As fotos dos quadros desse dia estao aqui:
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros.pdf#page=3
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EDOs por chutar-e-testar
Links pros exercicios de hoje:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=12

http://angg.twu.net/2022.1-C2/C2-quadros.pdf#page=4

http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-VSB. pdf#page=9

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=
185

...e os exercicios da secao 5.1 do Leithold.
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Este PDF vai ser refeito depois!
Por enquanto:

1) assista a parte do video do Mathologer sobre como usar um carro
pra derivar e integrar — essa parte comeca no 3:12. Link:
http://angg.twu.net/mathologer-calculus-easy.html#03:08

Repare que ele sempre poe o grafico da distancia em cima e o grafico
da velocidade embaixo; quando ele fala de derivacao ele comeca com
uma funcao “original”, f, em cima e ele desenha, ou escreve, a derivada
dela, f’, embaixo.

2) O Leithold define a inclinagdo de uma reta na péagina 17 (no
capitulo 1) e na péagina 150 (no capitulo 3) ele discute a derivada da
funcao |z|. Leia estes trechos.
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Item 3

Considere que a fungao G(z) do exercicio 4 daqui
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-TFC1.pdf#page=10

¢ um grafico da posicao do mathologermével no tempo. Copie esse
grafico num papel e abaixo dele faga o grafico correspondente da veloci-
dade do mathologermével no tempo.

Tem uma espécie de gabarito desse exercicio aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-MT3. pdf#page=4
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Item 4

Na P1 do semestre passado — link:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-P1.pdf#page=7

eu defini as fungoes f(z) e g(x) desta forma:

Interprete esses graficos da f(z) e da g(z) como dois graficos diferentes
da velocidade do mathologermével no tempo. Copie elas num papel e
acima de cada um deles faga o grafico correspondente da posicao do
mathologermével no tempo.

Tem uma espécie de gabarito disso aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-P1.pdf#page=8
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Item 5

Faca o exercicio 1 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-TFC1.pdf#page=7

Pra fazer ele vocé vai ter que interpretar o grafico da f(x) como um
grafico de velocidade, e vocé vai que interpretar expressoes como esta

aqui
=2
/ f(z)dx
r=1.5

como o quanto a posicao do mathologermével varia entre o “instante
inicial”, que é t = 1.5, e o “instante final”, que é t = 2.
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Links

Ainda nao digitei tudo o que a gente

fez nessa aula, s6 uma parte...

Link pras fotos do quadro desse dia:
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros . pdf#page=8
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A gente vai comecar entendendo as segoes 5.1 e 5.2 do Leithold, mas
vamos traduzir algumas coisas dele pra uma linguagem mais simples...
principalmente isto,

/df(a:) = /%dw = /(%f(:v)) dr = /f’(a:)d:c

...e a definicdo de integral indefinida.
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Outra defini¢ao pra integral indefinida

O Leithold, e a maioria dos livros, usam uma defini¢do
bem complicada pra [ 2z dx... pra eles [2xdz é o con-
junto de todas as ‘f’s que obedecem isto aqui:

f(x) =22

e 22+ C é o conjunto de todas as ‘g’s que sdo “da forma
2% 4+ C” para algum C € R, e pra ele esta igualdade

/Zxd.r:rz+c

quer dizer: o conjunto de fungdes [2zdz ¢é igual ao
conjunto de fungdes 22 + C.

Nés vamos usar uma |outra defini¢do| pra igualdades

como esta,
[r@as=gto)

que é a seguinte: as trés igualdades abaixo vao ser equiv-
alentes pra nos,

ff(iﬁ) dx ()
f@) g(@)

Essa tradugdo vai servir pra qualquer igualdade com in-
tegrais, e ela vai nos permitir testar facilmente se uma
igualdade com integrais é verdadeira ou nao. Por ex-
emplo, digamos que o macaco integrador do Mathologer
tem estas integrais na tabela de integrais dele:

Jrzde = $2*+3
J2xdr = 2*+42

Entao d4 pra testar esta igualdade

f2fﬂd.’l‘ = 2fmdm+99

assim: ,
J2zde = 2[xde+99
4 [2xdr = L(2[axdz+99)

%442 22243

~ ——

2 2246
22+105
2

ou seja, a igualdade acima é verdadeira — e a gente con-
seguiu testar isso usando nimeros “concretos” ao invés
de ‘+C"s! Yesss
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Meme: expanding brain, versao In
Na defini¢do do Leithold a férmula

f%daz =In|z| + C é FALSA!ll

A formula certa é a que aparece na

quarta linha desse meme aqui:

[Ldz = Inz
[idz = In|z|
[2dz = Injz|+C
1 _ In|z| 4+ C;  quando z < 0,
f z dz {ln |z| + C5  quando z > 0

Esse video aqui mostra como é que o C

“ajusta a altura da parte esquerda” e o Cy

“ajusta a altura da parte direita” do grafico:
http://www.youtube.com/watch?v=udkex7hDC2o#t=5m25s
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Pedacos do quadro

Os préximos slides tém alguns pedagos do que eu escrevi no
quadro nessa aula, e que eu ainda nao tive tempo de digitar...
Lembre que d& pra acessar as fotos do quadro aqui:
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros . pdf#page=8
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Exercicios pra casa

Como a gente generalizaria a conta da pagina 107
Mais precisamente: vocé consegue fazer contas
parecidas com as da pagina 10, mas que:

a) Integrem
/a:2h”(x) dr?

a) “Apliquem integragao por partes duas vezes” em

/m(x)h”(w) dx ?
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Links

Tanto o Leithold quanto o Daniel Miranda
tém secoes sobre fragoes parciais.

A secao do Leithold é a 9.5.

A do Miranda é a 8.1:

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=240

A idéia de fragoes parciais que vai ser
mais importante pra outras matérias é que
operagoes como polinémios sao como
operagoes sobre niimeros “sem vai um”.

Tem figuras (manuscritas) sobre isso aqui:

http://angg.twu.net/2019.1-C2/2019.1-C2.pdf#page=26
http://angg.twu.net/2019.2-C2/2019.2-C2.pdf#page=43
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Slogan: contas sem “vai um” podem ser traduzidas
pra contas com polinémios.
O que mais nos interessa pra Fragoes Parciais
¢é divisao com resto. Exemplo:

23113 12

- 24
R
-3¢
73
~12

1

231
36o

12
23112
2333
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30
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231 -

12

12

12

12
12 + 1
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...e traducao do exemplo para polinémios:

2x3+3‘x2+7x+31 X + 2
(o3 2
A(Zx +4x7) 2x%+ 3% +1
IxT+Ix

~(3x%+6x)

1x+3
~(1x+ ?)

- T

/’

2x¥+4x¥+0x +0 = (2x2+0x +0) - (x+2)
3x2+6x+/o (3x+0)- (x+2)
1x+2 = 1 - (x+2)
7‘2X33+¥X:+?x+1 :(2x7+3x+1). (x+2)
22X+ IxP+Ix + 3 :(2x1+3)(+1), (x+2) + 1

1
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Exercicio 1

Algumas consequéncias da regra da cadeia...

Re| = (- flate)

f’(g(x))g’(x)>

Obtenha os seguintes casos particulares da [RC]:

g) 9(z) = —2 + 200, f(r) =Inz

2022-2-C2-fracoes-parciais
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Exercicio 2.

/—da::7
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Derivadas formais (de novo)

Todas estas igualdades sao verdadeiras,

mas se tentarmos formalizar elas com

todos os detalhes vamos ver que varias delas
falam de func¢ées com dominios diferentes...

Llng = 1 [Ldz = In(z)
Ln(—z) = 2 [idz = In(z)+C

Linjz| = = [tdr = In(—x)
[tdz = In(—2)+C
[2dz = In(|z])
[2dz = In(jz])+C
I % dr — In(—z) + C}

hl(l‘) + CQ

2022-2-C2-fracoes-parciais 2023jan23 22:45
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Repare aue:
2o, b 2 )
XE3 0 XHS (a3)(xes)  (X43)(X+5)
2(x+35) +4(x+3)
(x+3)(x+$)

2x+10 + 4x+ 12

(1

x4 8% + 1§
Ex + 22
X+ 8% +15

A maioRia 205 PROGRamAs D¢ "Compurer ALGeam"
Tem FvALoEs QUe FAZEm A OPeRAsAe ACIMA €
A IHVERSA Dgia .

"togethert
2 + 4 (Fa'en) 6x + 22
XP3 0 xtg | Tugparen X%+ 8x +18
(»1rveis)
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Exercicio 3.

1 1
togeth =7
@) toge er(x+1+x—1)
A B
b) together( + ) =7

r—a x—D>b

c)together( A + B + ¢ ):?

r—a xz—b z-—c
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Exercicio 4.

a)

Exereleig: _
EniconThe EXPRESIOL
Pafa C,J, e f Qe
FAtAm €374 FoRmuLA
SER  VERIAIT:

CX+J
,A-{- 8

R
X-b - x2+—€’(+F
X- & )

.

As Sups FoRmULAS Pata €% f
N Podem CavTer "X,
Use A FoRmuLa Qe Vocd

AcABoy Ot ODTER PARNAQ  EVCUNTRAR
a5 A3 Bb Tas gle:

A B 2x+3

x*-7+10
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Exercicio 4: uma solugao pro item (a)

A B

a) r—a + r—b
A B

r—a + z—b

S~ 0o QLo

cx+d
z2+ex+f

A(xz—b) B(z—a)
G-a)Gb) | aa)ab)
A(z—b)+B(z—a)

(z—a)(z—b)
(A+B)z+(—Ab—Ba)

2+ (—a—b)z+ab
A+ B
—Ab — Ba
—a—b
ab
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Exercicio 4: uma solugao pro item (a), cont...

D4 pra gente reescrever isso usando o ‘[:=]":

c=A+B
A 4 B _crid d:=—Ab—Ba
z—a " a—b z2textf —a=b

,(A +E = (A+B)I+(—Ab—Ba))

= \s-a 22+ (—a—b)z+ab
e sabemos que esta igualdade é verdade:

A B (A+ B)xz + (—Ab— Ba)

r—a x—b 2?2+ (—a —b)x +ab

entao isto aqui

= A+B

= —Ab— Ba
—a—b
= ab

~ o aan
Il

é uma solugao para a equacao

A B cr+d
2ter+f 7

+
r—a x—0b

mas niao sabemos se é a tnica solugao!

Sempre dé pra escrever solugoes de equagdes
usando o ‘[:=]’. Por exemplo, as duas soluges
da equagao

(z—2)(x—5)=0:

Sao:
(z=2)(z—-5)=0)[z:=2] =
(2-2)(2-5) = 0)
(z=2)(z—5)=0)[z:=5] =
(6-2)(6-5)=0)

Nenhum livro “basico” define

“solugao de uma equacao” desse jeito —
como “a substituicdo que transforma a
equagao numa igualdade verdadeira” —
mas eu acho isso um bom modo de
entender o que sdo “equagoes” e
“solugoes”..

Ah, note que eu nao fiquei repetindo a
condigao “as suas férmulas para ¢, d, e, f
nao podem conter ‘z’” o tempo todo...
eu deixei isso implicito. =)


http://angg.twu.net/2022.2-C2.html

13

Exercicio 4: uma solugao pro item (b)
Temos duas solugoes para

(x—a)(x —b) =2 Tz +10:

umaéa=2eb=5eaoutraéa=5eb=2.
Lembre que Calculo 2 é sobre chutar e testar.
A gente pode chutar que a =5, b = 2, e que
¢,d, e, f sao os que a gente obtém pelo

item (a), e ai ver se isso nos leva a uma
solucao...

(Obs: isso funcionall!)
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Exercicio 4: item (c)
Seja [PFP] esta igualdade aqui — o
“principio por tras das fragoes parciais”:

( A B A(x—b)+B(x—a))

x—a+x—b - (x —a)(z —b)

[PFP] =

) Resolva o exercicio 8.7.2 do livro do Miranda —
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=251

e depois mostre qual é a substituicdo da forma
pre] | £

que “esta por tras” da sua solucao.

2022-2-C2-fracoes-parciais 2023jan23 22:45
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Exercicio 5.

Use estas idéias para integrar:

/2x3+7x2+7x+3
T+ 2

2022-2-C2-fracoes-parciais 2023jan23 22:4!
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Exercicio 6.
O que acontece nos casos em que “teria vai um”?

a) Tente fazer a divisio com resto de z® por x + 2.

Mais precisamente, encontre um polindémios R(x) e Q(z) tais que
(%) = Q(z) - (x + 2) + R(x) e R(z) é no maximo de grau 1.
Teste a sua respostal

b) Calcule [ Ix—jz dz pelo método acima.

. . . 3
Teste a sua resposta derivando a sua antiderivada para 5.

¢) Calcule [ zx—; dx fazendo a substituicao u = = + 2.
Vocé deve obter o mesmo resultado que na (b).

d) Calcule [ dx por fragoes parciais.

22
(z+1)(z—1)
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Dica importante

Lembre que uns dos meus slogans é

“eu s6 vou corrigir os sinais de igual”...

No slide 77 a igualdade mais importante é a da tltima linha.
Noés vamos usé-la assim, pra transformar a integral original
em algo facil de integrar:

j’2><3+?x“+;xv+&

X+ 2 JX
:j(2X2+3x+1)-(x+2)+4
— LT Iy
X472
o X a3 ). 1
faen) gy 4
X7 X2
:J2X2+3Y+1 y——dy

><+’2’
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Uma questao da P1 de 2020.1
A questao 3 da P1 de 2020.1,

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1. pdf

era de fragOes parciais, e eu pus nesse PDF um gabarito
parcial dela, que nao inclui nem as contas da divisao de
polinémios nem a verificagdo de que a nossa integral
esta certa. Faca a questao, incluindo a parte que

nao esta no gabarito.
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Calculo 2 - 2022.2

Aula 10: Mudanca de variaveis
(e integrais de poténcias de senos e cossenos)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C2.html
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Links

A mudanca de varidveis na integral indefinida (“MVI”) é uma gambiarra que
eu até hoje ainda nao sei interpretar geometricamente.

A mudanca de varidveis na integral definida (“MVD”) — que nés vamos ver
depois! — é facil de interpretar geometricamente: ela muda os limites de inte-
gragao. Veja esta figura aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-algumas-t-ints.pdf#page=12

Noés vamos tentar entender a MVI pela se¢ao 5.2.1 do Leithold, pela se¢ao 6.2
do Miranda e pela se¢do 5.5 do Thomas. Links:

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=192
http://angg.twu.net/2020.2-C2/thomas_secoes_5.5_e_5.6.pdf

O Miranda explica como integrar poténcias de senos e cossenos na segao 8.3:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=255

Veja também:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-algumas-t-ints.pdf#page=16
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-algumas-t-ints.pdf#page=39
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-VSB.pdf#page=8
http://www.youtube.com/watch?v=PTCUjrEBc4g#t=4m35s (até 10:00)
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Uma conta com mudanca de variaveis
[MVI]: mudanga de varidveis na integral indefinida.

[MVA]: uma aplicac¢ao tipica do [MVI] (caso geral).

[MVA] [.. .]: uma aplicacao tipica do [MVI] (caso particular).
Compare com o Teorema 5 e o Exemplo 3 daqui:
http://angg.twu.net/2020.2-C2/thomas_secoes_5.5_e_5.6.pdf

v = ([ rtatang@as = [ o)
[ra@)gay i = [
IMVA] = M _
au = fg(x))
r ]J:/((‘? ;Sceorlz / cos(\zf/) ~\23¢sz1¢ = / cos(u) du
[MVA] g(z) = z? - " @ = sen(u)
g'(z) =2 du = sen(2?)
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Justificando cada igualdade

Quando os livros dizem “u = g(x)” eles nao dizem claramente
em quais lugares podemos substituir u por g(z)...
Por exemplo, serd que podemos fazer isto aqui?

[rwae = [ 1) i

Eu acho que nao, mas até hoje eu nao sei as regras exatas...
Me parece que o melhor modo de justificar estas trés igualdades

[re@ng@ide = [ = s = fo(w)

é assim:
d d d d
4 / Flo(e)g@) dz) = L / FPayde = L pw) = Lfge)
dx dx dr -~ dx
v flg(z)) ROR
Flo@)g @) 7w TS pee @)

o) J'(g(@))g’ (x)

f'(9(2))g' ()
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Exercicio 1.

Leia a secao 6.2 do Miranda. Ela comeca na pagina 189:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=189
Entenda bem o exemplo 6.6 da pagina 192 dele.

Faca os exercicios de 1 a 13 das paginas 196 e 197,

exceto pelos exercicios que envolvem secantes.

Dé uma olhada no meu modo preferido de nao me enrolar
na mudanca de variaveis, que é o método das “caixinhas
de anotacoes”, explicado aqui, nas paginas 39-44,
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-algumas-t-ints.pdf#page=39

e tente usa-lo.
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Exercicio 2.

Entenda bem os exemplos 1, 2 e 3 da secao 8.3 do Miranda,
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=255
e as “caixinhas de anotagoes”:

http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-algumas-t-ints.pdf#page=39
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-algumas-t-ints.pdf#page=16

Depois disso resolva estas trés integrais:

a) [(cosz)*senz dx
b) [(cosz)*(senz)® dx
¢) [(cosz)*(senx)® dx
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Calculo 2 - 2022.2

Aulas 11 e 12: substituicao trigonométrica
(a derivada da funcao inversa)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2022.2-C2.html
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Links
Vamos usar a secao 9.4 do Leithold

e a secao 8.4 do Miranda:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#263

Alguns links pra PDFs antigos meus:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-algumas-t-ints.pdf#page=24
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-subst-trig.pdf#page=1
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-P2.pdf#page=2
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-VSA.pdf#page=4

Quadros da primeira aula sobre substituicao

trigonométrica (ainda nao digitei o contetido deles):
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros. pdf#page=22
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Exercicio 1

Simplificando raizes quadradas
Nas tltimas aulas vocé aprendeu — na préatica, nao
vendo uma definigao formal — o que é transformar
uma integral mais dificil numa integral mais facil,
que nods sabemos integrar...
a) Digamos que vocé sabe integrar [ v/1 — s2ds.
Transforme [ /1 — (5z)%>dz em algo que vocé
sabe integrar.
b) Transforme [ /1 — (az)?dz em algo que vocé
sabe integrar.
. . . . k

¢) Digamos que vocé sabe integrar j V1—s2"ds
para qualquer valor de k.

42
Transforme [ /1 — (52)2 " dz em algo que vocé
sabe integrar.

42

d) Transforme [ /1 — (az)? ~ dz em algo que vocé

sabe integrar.

e) Transforme [ /1 — (n,,r)?’C dz em algo que vocé

sabe integrar.

f) Transforme [ /1 — ((w)r"k dz em algo que vocé

sabe integrar.

¢) Entenda este truque aqui:

(/3 — 32 ha?
VE=FCP
= VEO-EP
= VB/I-(5)
3y1- (21
Use ele — com adaptagdes, 6bvio — pra transformar
f V25 — 22 dx em algo que vocé sabe integrar.

h) Use ele pra transformar [ /25— a2 * dz em
algo que vocé sabe integrar.

i) Use ele pra transformar [ v/a®> — 22 dz em algo
que vocé sabe integrar.

. > Sk

j) Use ele pra transformar [ v/a? — 22" dz em algo
que vocé sabe integrar.

j) Use ele pra transformar [ 2%va® — 22" dz em
algo que vocé sabe integrar.

VE—Z# =

—

<
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Exercicio 2

No final da aula de 28/set — veja a foto do quadro:
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros.pdf#page=23

lllés vimos que a demonstragdo de que ﬁlnz =
© bode ser generalizada, e af a gente obtém a
“férmula da derivada da fungdo inversa”, que eu
chamei de [DFI]...

Essa generalizacdo pode ser “especializada” pra
obter outros casos particulares diferentes de

d e — 1
Tz =_.

a) Faca o primeiro exercicio que eu pus no quadro:

g(z) := arcsenx
(z) := arcsen’ z

1— (senx)?

¢) Use as identidades trigonométricas que va-
mos ver em sala pra encontrar uma férmula pra
derivada do arctan.

d) Use as identidades trigonométricas que va-
mos ver em sala pra encontrar uma férmula pra
derivada do arcsec.
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Exercicio 3
Slogan:

Toda integral que pode ser resolvida por
uma sequéncia de mudancas de variavel
pode ser resolvida por uma mudanga de var-
idvel s6.

Durante a quarentena eu dei algumas questoes de prova
sobre este slogan. Dé uma olhada:

http://angg. twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1. pdf #page=4
http://angg. twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1. pdf#page=9
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-P1.pdf#page=15

a) Resolva a integral abaixo usando uma mudanga de
varidvel s6 (dica: u = g(h(z))):

/ F(g(h(@)g (@)K () de = ?

b) Resolva a integral acima usando duas mudangas de
varidvel. Dica: comece com u = h(z).

O Miranda e o Leithold preferem fazer em um passo sé
certas mudangcas de varidveis que eu prefiro fazer em dois
ou trés passos. Entenda o exemplo 8.1 do Miranda — o
da segao 8.4, na pagina 264...

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#263

¢) ...e descubra como resolver a integral dele fazendo
duas mudangas de varidveis ao invés de uma s6. A se-
gunda mudanca de varidvel vai ser s = sen 0, e a primeira
eu prefiro ndo contar qual é — tente usar as idéias do ex-
ercicio 1 pra descobrir qual ela tem que ser.
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Calculo 2 - 2022.2

Aula 13, 14 e 16: Somas de Riemann,
imagens de conjuntos, e infs e sups

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Introducgao: Somas de Riemann

Somas de Riemann podem ser definidas de varios jeitos

diferentes. A figura abaixo tem dois desses jeitos: os

retangulos mais escuros dela sdo a “melhor aproximacao
Y . . . g RLI =1 . .

por retangulos por baixo” para [ f(x) d@, repare que

todos esses retangulos mais escuros estao “apoiados no

-1 -0.5 0 0s 1

Nés vamos considerar que os retangulos mais claros da
figura também estdo apoiados no eixo z, s6 que eles
estao atras dos mais escuros, entdo a gente s6 vé uma
parte deles.

Esses retangulos mais claros — que, deixa eu repetir, es-
tdo todos apoiados no eixo x — sao a “melhor aproxi-

- ~ I z=1
macao por retangulos por cima” para f,:q f(z)da.

D4 pra fazer uma figura como essas na mao e no ol-
hometro assim: 1) a gente comega desenhando uma
curva y = f(z); 2) depois a gente desenha a parede
esquerda da regido f::: f(x) dz, que é um segmento ver-
tical em = = a, e a parede direita, que é um segmento
em z = b; 3) depois a gente divide o intervalo de inte-
gracao, [a,b], em um certo nimero de subintervalos — a
Cristiane Hernandez usou o intervalo [—1, 1] e dividiu ele
em 7 subintervalos iguais; 4) pra cada um desses subin-
tervalos a gente desenha o retangulo mais alto cuja base
é aquele intervalo e que estd todo sob a curva y = f(z);
5) pra cada um desses subintervalos a gente desenha o
retangulo mais baixo cuja base ¢ aquele intervalo e que
estd todo acima da curva y = f(x); 6) ai a gente col-
ore tudo do jeito certo, usando uma cor pra “melhor
aproximacao por retangulos por baixo” — os retdngulos
do passo 4 — e outra cor pra “melhor aproximagio por
retangulos por c¢im” — os retangulos do passo 5.

Eu peguei a figura a esquerda das notas da Cristiane

Hernandez. Link:
http://angg.twu.net/2015.1-C2/CALCULOITA_EAD_Versao_Final_
correcao_aulas_25_a_30.pdf#page=12
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Atirei o Pau no Gato: seja como o Bob

Imagina que vocé estd fazendo aula de
flauta doce junto com o Alex e o Bob, e
na prova vocés vao ter que tocar Atirei
o Pau no Gato.

O Alex demora um tempéao pra encon-
trar cada nota, e ele leva meia hora pra
tocar a musica toda.

O Bob toca a musica toda certinha em
menos de 30 segundos.

Quando saem as notas o Alex tirou uma
nota baixa e o Bob tirou 10.

Ai o Alex vai chorar pontos e diz “pdxa,
profe, eu me esforcei muito!”

Quando o Bob tocou Atirei o Pau no
Gato ele fez a musica parecer facil. O
esforgo dele ficou invisivel.

‘ Seja como o Bob.
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O que a gente vai fazer neste PDF vai
parecer com o Atirei o Pau no Gato,
s6 que com somatoérios e retangulos
e trapézios ao invés de notas. Vocé
vai aprender a visualizar e a desen-
har figuras com dezenas de retdngulos
e trapézios em poucos segundos — e Vocé
quer chegar no ponto em que fazer esses
desenhos passa a ser bem facil.

)
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Somas de retangulos

No “item 5” da aula sobre o Mathologermével — links:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-mathologermovel . pdf#
page=5
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-TFC1.pdf#page=7

vocé aprendeu a calcular dreas de figuras “feitas de retan-
gulos”, e como essas dreas representavam distancias vocé
sabia que algumas dreas iriam “contar negativamente”...
Agora a gente vai fazer o contrario do que a gente fez
naquela aula. Ao invés da gente transformar uma figura
feita de retangulos — cuja drea a gente quer calcular — numa
expressao como esta aqui,

2(2 - 1.5) +3(4 - 2)

a gente vai transformar expressoes como essa acima numa,
figura feita de retangulos. A convengao vai ser essa aqui.
Por exemplo, em

3(4—-2)

0 3 vai ser a altura do retangulo e (4—2) vai ser a base dele.
Mais precisamente, o “3” diz que o teto desse retangulo vai
estar em y = 3, e 0 “(4 — 2)” diz que a base dele vai de
z =2 até x =4, e como nds agora sé estamos interessados
em retangulos apoiados no eixo o chio dele vai ter y = 0.
Ou seja, os vértices dele vio ser:
(2,3), (4,3
(2,0), (4,0

)
)-
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Lembre que matematicos e fisicos pensam de jeitos muito
diferentes. Por exemplo, é comum livros de Fisica dizerem
coisas tipo “dreas negativas nao existem, entao temos que
fazer o ajuste tal”, ou “a massa niao pode ser negativa,
entdo bla”, e é comum livros de Matemética dizerem coisas
tipo “vamos supor que existe um ntimero i tal que i = —1.
Entao esse nimero ¢ vai ter que ter as propriedades tais e
tais
Lembre também que na aula de 29/setembro eu fiz uma
figura sobre generalizar e depois disso obter outros casos
particulares da férmula geral... dé pra acessar essa figura

://angg . twu.net/2022.2-C2/C2-quadros . pdf#page=24
Aqui nés vamos pensar “como matematicos”, e pra gente
isso aqui

Y- (l'd - Ie)
“vai ser” um retangulo apoiado no eixo z, com altura y e
base indo de z, (“extremidade esquerda”) até x4 (“extrem-
idade direita”)... a representagio grifica dele vai ser a que
eu descrevi acima, e a area dele vai ser o resultado numérico
de y - (x4 — z.) — que pode dar um nimero negativol...
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Exercicio 1

a) Verifique que 3(4 — 2) e 3(2 — 4) sao dois retangulos que tém
a mesma interpretacdo geométrica, mas um tem area positiva e o
outro tem area negativa.

Depois leia as paginas 35 e 36 daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-propriedades-da-integral.pdf#page=35

e os dois links da pagina 35 pra Wikipedia em portugués, e repre-
sente graficamente cada um dos retdngulos abaixo:

b) (=3)(2—4)

¢) (=3)(4—-2)

Pra nds todos eles sdo “retangulos”. Na definicao da Wikipedia
quais deles sao “retangulos degenerados”?
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Somatodrios
Da pra expandir somatdérios tanto em um passo sé
como em dois passos, como aqui:

S, 108 = 102+ 10% + 10* + 107

SO 108 = (109)[k =2
+ (10%)[k == 3]
+ (10M)[k := 4]
+ (10%)[k := 5]

= 10+ 103 +10* + 10°

Exercicio 2

Veja esta pagina aqui para os detalhes,
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=13

e faga todos os itens do Exercicio 3 dela.
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O jeito esperto

Leia as paginas 6 e 7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-1.pdf#page=7
Exercicio 3

a) Faga o exercicio 1 da pagina 6 desse PDF —
o que pede pra vocé desenhar uma parabola.

b) Desenhe sobre essa pardbola o retdngulo f(0.5)(1 — 0.5).
Aqui vocé que usar o “jeito esperto”.

Se vocé nao aprender a usar o jeito esperto:

e vocé vai demorar muito,

e seu retangulo nao vai ter um vértice sobre a parabola,
e e vocé nunca vai virar o Bob.
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Exercicio 4.

Seja f(z) a fungdo da préxima pégina.

Vocé vai receber (pelo menos) uma cépia dessa pagina.
Faga cada item abaixo em um dos 12 gréficos da f(z).

Represente graficamente cada um dos somatérios abaixo.
Se vocé tiver dificuldade com algum desses somatérios
comece expandindo ele em dois passos, como na péagina 7.

a) Z? 1f($1)($2 Ti— 1)

b) Yoy f(wioa) (@ — mi)

) E ymax(f(zio1), fzi)(zi — 1)

d) Z ymin(f (i), f(@:))(zi — 2i1)

) St ) (i — i)
28

f) Sl 1%+f(3:z) (‘rz _ xi—l)

o

)
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Soma superior e soma inferior
Nas paginas 217 e 218 o Miranda define as notagoes

e

usando o truque do “vire-se”: ele mostra uma figura e o
leitor tem que se virar pra entender o que essas notagoes
querem dizer... veja:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=218

Exercicio 5.
a) Entenda o que essas notagoes do Miranda querem dizer
e verifique que nas figuras da pagina 9 temos:

max(f(z1), f(z2)) S max f(x)

z€[z1,32]
min f(z) S min(f(x2), f(x3))

z€[w2,w3]
e depois represente nos graficos da pagina 9:
8
b) 3 i (maxacps,_ ) f(2)) (@i — 2i-1)
8 .
€) iy (Milgefe, o) f(2))(2i — 2i21)
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“Set comprehensions”
Lembre que:

{a€{1,2,3.4} [a>3} = {34},
{10a|a€ {1,2,3,4}} = {10,20,30,40}...

Se vocé nao lembrar tente ler as paginas 8 a 12 daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=8

que tem explicagoOes e exercicios, mas as explicagoes estdo escritas numa
ordem estranha... =(

Resumindo muitissimo: existem dois tipos diferentes de notagoes da
forma “{... | ...}”, e um bom modo de entender como elas funcionam é
anotar quais pedacos delas sao “geradores”, quais sao “filtros”, e quais sdo
“resultado”; os “geradores” funcionam como o ‘for’ de uma linguagem de
programacao, os filtros funcionam como um ‘if’ — ou, mais precisamente,
como um “if not ... then break” — e o “resultado” funciona como um
‘print’.

Exercicio 6.
Entenda a expressdo abaixo e calcule o resultado dela:

7,1 €{0,1,2,3},z € {0,..., r+y<5
{(zy) lyel .3} {0,...,yl,z+y <5}
resultado gerador gerador filtro

e compare-a com estes programinhas em Lua e Haskell:
http://angg. twu.net/2022.2-C2/set_comprehensions_in_lua_and_haskell.png
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Imagens de conjuntos finitos
Veja as paginas 5 e 6 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-somas-3.pdf#page=5

Dois abusos de linguagem
(que eu expliquei no quadro):

f({7>879} = {f(x)\$€{7,8,9}}

)
max{a,b,c,d,¢) — max(a, max(b, max(c, max(d, c))))
)
)

78,9 = {f(7),£(8), f(9)},
max(a,b,c,d,e) = max(a, max(b,c,d,e))
= max(a, max(b, max(c,d, e)))
= max(a, max(b, max(c, max(d,e))))
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Imagens de intervalos

Veja as paginas 5 e 7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-somas-3. pdf#page=5

Digamos que na sua turma de Célculo 2 tem dois Alexes difer-
entes, um Bob, um Carlos e um Daniel, e todo mundo té ten-
tando resolver um exercicio que é o seguinte: “seja f a fungao
da pagina 5 do link acima. Calcule f([1,3])
Todo mundo reconhece que o intervalo [1, 3] é um conjunto com
infinitos pontos, e cada pessoa tenta resolver esse exercicio de
um jeito diferente.

O Alex 1 decide comegar listando todos os pontos do intervalo
[1,3]. Ele vai primeiro obter uma lista de pontos que ele vai
escrever nesse formato aqui,

{z1, 29, 23,24,.. .}
e depois ele vai simplificar esse conjunto daqui,
{f (@), f@a), f(x3), f(2a),. -}

transformando ele numa lista de nimeros, pondo os niimeros
dessa lista em ordem e deletando as repetigdes... s6 que como
o conjunto {@1, xa, x3, 4, ...} € infinito ele nunca consegue ter-

minar o primeiro passo.

O Alex 2 decide que ele vai pegar uma sequéncia de conjuntos
finitos cada vez maiores, e “cada vez mais parecidos” com o
conjunto [1, 3]. Ele escolhe essa sequéncia aqui...

A = {1,3},

A, = {1,2,3},

Ay = {1,15,2,25,3},

Ay = {1,1.25,1.5,1.75,2,2.25,2.5,2.75,3}, . ..

Ele calcula f(A;), f(As2), f(As), f(A4) pelo grifico usando o
“jeito esperto” — como nas figuras da pagina 5 do link — e ele
deduz, por um argumento informal e olhométrico, que f([L,3])
deve ser o intervalo [3,4].

O Bob faz algo parecido como o Alex 2, mas ele encontra um
modo de “levantar” todo o intervalo [1, 3] pro grafico da fun¢ao
y = f(z) de uma vez s6, e de depois “projetar” pro eixo y esse
“intervalo levantado”. Ele obtém uma figura bem parecida com
a tltima figura da pagina 5 do link, e ele descobre — também
meio no olhdmetro — que f([1,3]) = [3,4].

O Carlos vé que ¢ 6bvio que f([1,3]) = [f(1), f(3)] = {3.3} =
{3}, e portanto a imagem do intervalo [1,3] pela funcao f ¢é
um conjunto com um ponto sé. =(

O Daniel resolve que tudo isso é informal demais pra ele, e que
ele precisa aprender um modo 100% preciso e formal de calcu-
lar f([1,3]) sem o grafico. Ele descobre que vai ter que estu-
dar uma coisa chamada “Andlise Matematica”, baixa o “Ele-
mentary Analysis: The Theory of Calculus” do Kenneth Ross,
comega a estudar por ele e aprende coisa incriveis — mas cle
leva um ano nisso.
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Exercicio 7.
Seja f(x) esta fungao:

a) f([0,1]) a’) f((0,1))
b) f([1,2]) b7) f((1,2))
¢) £([0,2]) ') £((0,2))
d) f([2,3]) d) f((2,3))
e) f([1,3]) e’) f((1,3))
£) £(10,3]) £7) f((0,3))
g) f([0,4]) g) £((0,4))
h) f([4,8]) ) f((4,8))
i) £([0,8]) ) £((0,8))
3) F((L7) i) A((L7)

Dicas:

Faga os itens (a) até (j) primeiro. Os
itens (a’) até (j’) sdo bem mais difi-
ceis, e em alguns deles os resultados
vao ser conjuntos fechados ou “semi-
abertos”.

O Leithold define intervalos semi-
abertos na pégina 6 (no capitulo 1).
Daqui a pouco nés vamos ver um
modo de testar as respostas dos itens
desse exercicio, e um modo de re-
solver ele por chutar e testar... mas
aguente um pouquinho!
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Retangulos acima e abaixo

Lembre que eu contei que em cursos tradicionais de Célculo 2 —
aqueles em que as pessoas passam centenas de horas fazendo contas
a mao, e mais outras centenas de horas estudando por aqueles livros
que fingem que certas coisas dificilimas sdo ébvias — as pessoas
acabam aprendendo algumas coisas super tteis que nao aparecem
listadas explicitamente no programa do curso...

Uma dessas coisas é aprender a entender defini¢does que aparente-
mente envolvem um numero infinito de contas. Se a gente for como
o Bob a gente consegue visualizar o que essas defini¢oes “querem
dizer”.

As definigbes formais de “retdngulo acima (ou abaixo) da curva”
e “melhor retdngulo acima (ou abaixo) da curva” sdo assim — elas
aparentemente precisam de infinitas contas.
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“Para todo” (V) e “existe” (3)

(Va € {2,3,5}.a? <10) = (a® < 10)[a:=2] A
(a? < 10)[a == 3] A
Ja:=5
)

a:
a:
(a* < 10)[a := 5]
— (22<10) A (32 < 10) A (52 < 10)
— (4<10)A (9 <10)A (25 < 10)
= VAVAF

= F

(Ja € {2,3,5}.a®> < 10) =

(4 < 10) V(9 < 10) V (25 < 10)
VVVVF
=V
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Visualizando ‘V’s e ‘d’s
Repare...

(Vze{l,...,7}.2<2) -
Vze{l,...,7}. z<4) -
(Ve e{l,...,7}.2<z<4) =
(Ve e {1,...,7}. r=6) =
(Ve e{l,...,T}2<z<4Vz=6) =

FAVAVAVAVAVAV
VAVAVAFAFAFAF
FAVAVAFAFAFAF
FAFAFAFAFAVAF
FAVAVAFAFAVAF

...que da pra visualizar o que a expressao

Ve e{l,...,7}.2<zx<4Vz=06)

“quer dizer” visualizando os ‘V’s e ‘F’s
de expressoes mais simples, e combinando

esses “mapas” de ‘V’s e ‘F’s.
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Visualizando ‘V’s e ‘3’s (2)

As vezes vai valer a pena definir proposicoes

como nomes mais curtos, como F(z) =

G(z) =(x <4), H(z) = (x =6)... AL
(Ve € {1,..., TV .F(z)) _

(Vo e {1,...,7}. G(z)) -
(Vo € {1,..., 7}.F(z) A G()) _
(Vo€ {1,....7}. H(z)) =

(Vo € {1,...,T}.F(z) AG(z) vV H(z)) =

(2 < SL’),

FAVAVAVAVAVAV
VAVAVAFAFAFAF
FAVAVAFAFAFAF
FAFAFAFAFAVAF
FAVAVAFAFAVAF

E isso que a gente vai fazer pra analisar expressoes

como (Ve € A, )e(dx € A.____ ) e descobrir quais
sao verdadeiras e quais nao — mesmo quando o conjunto
A é um conjunto infinito, como N, R ou [2, 10].
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Visualizando ‘¥’s e ‘3’s (3)

As vezes vamos ter que fazer figuras com muitos ‘V’s e ‘F’s,
e vai ser mais facil visualizar onde estao os ‘V's e ‘F’s

delas se usarmos sinais mais faceis de distinguir...

Vou usar essa convengao aqui:

O V é uma bolinha preta, ou solida: e
O F é uma bolinha branca, ou oca: o

(Ve e{l,...,7}.F(x)) = oAeNeNeANeNeA e
(Vz e {1,...,7}. G(z)) = eANeNeAOANOAOAO
(Ve e {1,...,7}.F(z) A G(x)) = oANeAeAOANOAOAO
(Ve ed{1,...,7}. H(xr)) = oAoAoAoAoAeAo
(Vze{l,....,7}.F(z)AG(z)VH(z)) = oANeANeANoAoANeAo

Vocé pode fazer as suas préoprias definigoes —

como o meu “e :=V e o:=F” acima — mas elas
que ficar claras o suficiente... releia a dica 7:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=3
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20
Instrugées de desenho (explicitas)
Sejam f(x) = :

e P(y) = Vx€{1,2,3}.f(\:v/)<y.

em (z,0)
—_————

-~~~

em (0,y)

As anotacgoes sob as chaves sao “instrugoes de desenho”
que o Bob vai usar pra calcular cada P(y) de cabega,
e pra visualizar o que P(y) “quer dizer”...

Na préxima pégina eu fiz as figuras pra P(4).
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vz € {1,2,3}. f( \1// )< 4

em (2,0)
N————

em (0,4)

21

em (0,4)

e A gy

e}

~—
em (0,4)

em (0,4)

VAN
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Exercicio 8.

Sejam:

fla) = % >£ ;

Ply) = Vee{l,2.3}.f(x) <y,
Qly) = vee{l,2,3}.f(x) <y
R(y) = Vee{l,2,3}.f(z) >y
S(y) = Vee{l,2,3}.f(z) >y
Ply) = Vz€[3,5.f(x) <y,
Qy) = Vee[35.f(x)<y,
R(y) = Vae[3,5.f(z) 2y,
S'y) = Vo e3,5.f(z)>y.

Para cada uma das expressoes a direita visualize-
a, represente-a graficamente numa das copias do
grifico da f(z) da préxima pégina, e dé o resultado
dela.

Note que aqui eu nao estou dando instrugoes de
desenho explicitas — vocé vai ter que escolher como
vocé vai fazer pra visualizar cada expressao.

2022-2-C2-somas-de-riemann 2023
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a) P(3.5), P(3.0),..., P(0.5)
b) Q(3.5), Q(3.0),....,Q(0.5)
¢) R(3.5), R(3.0),..., R(0.5)
d) $(3.5),5(3.0),...,5(0.5)
e) P'(3.5), P'(3.0),..., P'(05
f) Q'(3.5),Q'(3.0),...,Q'(0.5)
g) R(3.5), R'(3.0),..., R(0.5)
h) §'(3.5), '(3.0), ..., 5(0.5)

Nos itens (e) até (f) os seus desenhos vao ter in-
finitas bolinhas... alids, vocé vai ter que fazer de-
senhos que finjam que tém infinitas bolinhas, e nos
quais o leitor consiga entender o que vocé quis rep-
resentar... dica: leia a se¢do “Mais sobre bolinhas”
nas paginas 29 até 36 daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-2-4. pdf #page=29
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Exercicio 9.

A se¢ao “Mais sobre bolinhas” daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-2-4.pdf#page=29
tem dicas sobre como visualizar subconjuntos
“definidos por proposigoes”, como este aqui:

{z€A|Pa)}

A gente primeiro marca cada ponto de A com uma
bolinha ou preta ou branca, e depois a gente pega
o conjunto das bolinhas pretas e interpreta cle
como um outro conjunto — o resultado.

Use isto pra visualizar cada um dos conjuntos

a direita e pra encontrar uma descrigio mais simples
para cada um deles. Geralmente essas “descri¢oes
mais simples” vao ser em notagio de intervalos.

As fungoes P,..., S, P',...,S" sdo as do exercicio 8.
O simbolo R denota a “reta real estendida”:
R = RU{-o0,+0c0}
= (—00,400) U{—00, 400}
= [7001 +OO]

Para mais detalhes, veja:
https://en.wikipedia.org/wiki/Extended_real_number_line

a) {yel0,3] | P(

b) {y€[0,3] | Qy
¢) {y€[0,3]| R(y)
d) {y€[0,3]| S(y)

a’) {y€[0,3]| P'(y) }
b) {y€0,3]|Qy)}
) {yel03]| Ry}
&) {ye[0,3]]S(y)}
e){yeR|Py)}
f)i{yeR|Qy)}
g) {y €R|R(y)}
h) {yeR|S(y)}
) {yeR|P(y)}
D{veR|Qy)}
k) {yeR[R(y)}
D{yeR[S(y}
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Na Semana Académica...

Durante a Semana Académica tente entender as defini¢oes
de “sup” e “inf” das paginas 2 até 15 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-infs-e-sups.pdf

...e se vocé tiver curiosidade dé uma olhada aqui:
https://pt.wikipedia.org/wiki/Supremo_e_%C3%ADnfimo

As defini¢des da Wikipedia sao muito mais abstratas.

Muitas das construgoes que nés vamos ver em Calculo 3

vao ser definidas usando sequéncias grandes de definigoes,
exatamente como no PDF sobre infs e sups do link acima...
Por exemplo:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C3-plano-tangente.pdf#page=5
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Quantificadores
Veja as paginas 14 até 17 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=14
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O truque do elemento neutro

Como 2° =1, e 0 1 é o elemento neutro da multiplicacao,

isso aqui funciona:

21.20 = (2)-(2
22.23 = (2.2)-(
28.22 = (2.2.2
24.21 = (2.2.2
25.20 = (2.2.2.

= (2-2-2-

= (2-2-2-

2022-2-C2-somas-de-riemann
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O truque do elemento neutro pra quantificadores

(Vo € {20}.P(z)) A (Vo € {42,99,200}.P(z)) = (P(20)) A (P(42) A P(99) A P(200))

(Vo € {20,42}.P(z)) A (Vo € {99,200}.P(x)) = (P(20) A P(42)) A (P(99) A P(200))

(Vo € {20,42,99}.P(xz)) A (Vo € {200}.P(z)) = (P(20) A P(42) A P(99)) A (P(200))

(Vo € {20,42,99,200}.P(z)) A (Vo € 0.P(z)) = (P(20) A P(42) A P(99) A P(200)) A (Vo € 0.P(z))
= (P(20) A P(42) A P(99) A P(200)) AV
= (P(20) A P(42) A P(99) A P(200))

(3z € {20}.P(z)) V (Fz € {42,99,200}.P(x)) = (P(20))V (P(42) Vv P(99) V P(200))

(3z € {20,42}.P(z)) V (3z € {99,200}.P(x)) = (P(20)V P(42)) vV (P(99) V P(200))

(Fz € {20,42,99}.P(x)) V (3x € {200}.P(x)) = (P(20)V P(42) Vv P(99)) V (P(200))

(Fz € {20,42,99,200}.P(z)) V (3z € 0.P(x)) = (P(20)V P(42)V P(99) Vv P(200)) vV (3z € 0.P(z))
= (P(20) Vv P(42) v P(99) vV P(200)) V F
= (P(20) Vv P(42) v P(99) v P(200))
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Visualizando proposicoes

Como visualizar

“O retdngulo 3(4 — 2) estd abaixo do grafico da f”7

Isto pode ser formalizado como:

Vo € [2,4].3 < f(x)

Veja a paginas 5 a 8 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-infs-e-sups.pdf#page=5
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Calculo 2 - 2022.2
Aula 19: o TFC1 e o TFC2.

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Os proximos 3 slides sao uma versao melhorada (7)
das defini¢oes de partigoes, de inf e sup, e de
integral definida destes PDFs antigos:

Particoes:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-1.pdf#page=9 (até a p.12)

Infs e sups:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-infs-e-sups.pdf#page=2 (até a p.15)

Integral definida como limite — definigoes:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-infs-e-sups.pdf#page=16 (até a p.21)
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=35 — [a, b|n
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-1.pdf#page=16 — simplificacbes

Integral definida como limite — uma animagao:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-TFC1.pdf#page=35 (até a p.41)
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A definicao de particao

Se P ¢ um subconjunto finito e nao-vazio de R,

entao podemos interpretar P como uma particdo...

Por exemplo, se P = {200, 20,42, 99, 63, 33, 20,20}

entdo P = {20, 33,42,63,99, 200}, e ai vamos interpretar
esse conjunto de 6 pontos — ordenados em ordem crescente —
como uma parti¢do do intervalo I = [a,b] = [20,200] em

5 subintervalos (“N = 5”), assim:

20
Zo
ay

33
(o
by
]

42 63

T2 T3

by

as bg
Q4

99 200
Ty Iy

Il = [al,bl]

IZ = [ag,bz]

[3 = [ag, bg]
b4 .[4 = [a4, b4]
as b5 [5 = [a57b5

b = [a, b] = [xg, 2]
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As definic¢oes de inf e sup
Digamos que f : R —+Re B CR.

Vamos definir inf(f(B)) e sup(f(B)) —

e também inf(D) e sup(D), pra D C R —
desta forma:

{yeR|3zeB. f()=y}
{yeR|Vde D.y<d}
{yeR|Vde D.d<y}
acLANNMeL l<a)
= BEUANu€eU. B <u)

S~ oo
I
—~—
&H
O
G
m
o
—

(o = 1inf(D
(8 = sup(D

Com isto podemos definir a integral definida.
A defini¢ao formal dela estd na proxima pagina.

~— —
~— —
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—z=b

[ @

La=a

( /;:b f(z)de existe)

> sup(f([ai, b)) (b — a;)
[inﬂP
me (las, b)) (b — a;)

/ fla)de — / f(x)dx
p [ s
lim

lim
f(w)dx
[
bl

dr—/ f(z)dx
d:rf/r bf )
z)dr =0 )

(se a integral existir)

o
(7.
(-
I
/

(se a integral existir)
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Exercicio 1.

Leia isto aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-1.pdf#page=9 (até a p.12)
a) Seja P ={4,2,1,1.5}.

Interprete P como uma particao.

Diga quem sao o N, o a e o b dela e monte

a tabela dos subintervalos dela (p.10 do link acima).
b) Seja P = [2,4]e.

Diga quem sao os pontos da parti¢cao P.

c) Seja P = [2,5]ss.

Diga quem sao os pontos da particao P.
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Exercicio 2.

Sejam f(x) =

e B=1[1,3].

Represente graficamente B, f(B) e os conjuntos abaixo:

C = {(= f(x))|veB}

D = {f(z)|zeB}

D = {yeR|dreB. flz) =y}
L = {yeR|Vde D.y<d}
U = {yeR|VdeD.d<y}
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Exercicio 3.

(2,5)

Sejam f(z) = \
‘:::::,(7'9):

e P=1{1,3,4,5}.

Represente graficamente:

Tpf
b) [ S

) [ (@)

)
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Exercicio 4.

Dé uma olhada nesses 4 slides sobre a fungdo de Dirichlet:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=51 (até a p.54)

Sejam:

fo) = 0 quando z € Q,

g@) = fla)+u.

Represente graficamente:

2 o
| —| I*—
s S
B B
=
5 &’ &
QL
S 3

@D
~
1=l
o
S
3
=}
—
8
~—
U
S

1 quando x € R\Q ’
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Calculo 2 - 2022.2

Aula 22: 4reas, volumes,
e comprimento de arco
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Links

http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-TFC1-e-TFC2. pdf#page=5
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-TFC1-e-TFC2.pdf#page=9
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=278
http://angg.twu.net/2022.2-C3/APEX_Calculus_Version_4_cap_7.pdf
http://angg.twu.net/2020.2-C2/thomas_secoes_5.5_e_5.6.pdf#page=14

Nessa aula eu escrevi muuuuitas coisas no
quadro, e ainda nao tive tempo de digita-las.

Vocé pode acessar os quadros dessa aula aqui:
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros.pdf#page=36
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Aulas 23 e 24: EDOs com variaveis separaveis
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Links

Quadros deste semestre — veja as paginas 39 e 40:
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros.pdf#page=39

Segoes 1.2 e 1.3 do “Diffy Qs”s do Jiri Lebl:
https://www.jirka.org/diffyqs/diffyqs.pdf#page=27

PDF sobre EDOs com varidveis separaveis de 2021.2:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-edovs.pdf

Fungoes inversas:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-edovs.pdf#page=15

P2 do semestre passado (veja as questdes 2 e 3):
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-P2.pdf

Dicas pra P2 do semestre passado (tem alguns links bons):
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-dicas-pra-P2.pdf

VSB do semestre passado (veja a questdo 4):
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-VSB. pdf

Quadros de 2019.2:
http://angg.twu.net/2019.2-C2/2019.2-C2.pdf#page=84
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Calculo 2 - 2022.2

Aula 25: EDOs lineares
com coeficientes constantes
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Links:

EDOLCCs no “Diffy Qs” do Jiri Lebl:

https://waw. jirka.org/diffyqs/diffyqs.pdf#page=84

EDOLCCs nas notas da Cristiane Herndndez:
http://angg.twu.net/2015.1-C2/CALCULOIIA_EAD_Versao_Final_correcao_aulas_25_a_30.pdf#page=229

Questoes sobre EDOLCCs nas provas de 2022.1:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-P2. pdf#page=5
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-VR. pdf#page=4
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-VSA. pdf#page=2

“Uma demonstra¢ao complicada:”
http://angg. twu.net/LATEX/2022-1-C2-der-fun-inv.pdf#page=5
Nessas aulas eu escrevi muitas coisas no quadro, e ainda

nao digitei elas. Vocé pode acessar as fotos dos quadros aqui:
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros . pdf#page=41

Material de 2019.2:
http://angg.twu.net/2019.2-C2/2019.2-C2. pdf #page=93
http://angg. twu.net/LATEX/2019-2-C2-tudo . pdf#page=10

Sobre o > em 42 - f e em f - g, veja os slides 15 até 21 daqui:
http://math.andrej.com/asset/data/the-dawn-of-formalized-mathematics.pdf
http://math.andrej.com/2021/06/24/the-dawn-of-formalized-mathematics/
https://vimeo.com/567049015

O Leithold define f + g, f —g e f - ¢ na pagina 36 (cap.1)
e define a notacao %]l_:zn na p.145 (sec.3.1).

Capitulo sobre niimeros complexos no “GA1” do Acker:
http://angg.twu.net/acker/acker__ga_livrol_2019.pdf#page=141
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Dicas pra P1
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Primeira dica:

A P1 vai ter uma questao sobre fracdes parciais. Veja:

http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-fracoes-parciais.pdf
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=240

Faga os exercicios 8.1, 8.2 e 8.4 da pagina 251 do Miranda:

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=251

Segunda dica:
A P1 vai ter uma questao de “produza suas proprias féormulas”.

Treine pra ela fazendo os “exercicios pra casa” daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-int-por-partes.pdf#page=11

Terceira dica:
A P1 vai ter uma questao de substituicdo trigonométrica.
Estude pra ela pelos links destes dois PDFs,

http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-mudanca-de-variaveis.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-subst-trig.pdf

...e faga pelo menos o item (a) do “Exercicio 1”7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-subst-trig.pdf#page=3
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Questao 1
(Total: 3.0 pts)

[

Dicas: 1) Vocé provavelmente vai precisar de pelo
menos duas mudangas de varidvel pra chegar no
resultado final. 2) No curso nés vimos dois mo-
dos de fazer mudangas de varidvel de um jeito
legivel: um modo usava chaves sob subexpressoes e
o outro modo usava “caixinhas de anotagoes” como
a abaixo,

Calcule:

V1 —da?dx .

u = senzx
du _ d . .
i = 4-SeNT = CoST
coszdr = du

T = arcsenu

em que todas as outras linhas da caixinha eram
consequéncia da primeira.

Questao 2
(Total: 2.0 pts)

No curso n6s definimos que pra nds a “férmula da
integracao por partes” seria esta aqui:

w = ([ taae = o= [ roar)

Mostre que aplicando integragdo por partes trés
vezes da pra obter uma férmula que transforma
a integral [2°h”(z)dz em algo bem mais sim-
ples. Aqui vocé vai poder omitir os argumentos
das fungoes se quiser — note que na [IP] eu abre-
viei, por exemplo, ‘f(x)’ para ‘f’.

Nesta questdo eu vou ver principalmente se vocé
sabe os truques pra deixar as contas dela organi-
zadas e legiveis.
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Questao 3
(Total: 2.0 pts)

No curso nés definimos que pra nds a “férmula” do
TFC2 seria esta aqui:

e = ([T P = Fei)

—a

Mostre que quandoa =1,b=3 e

xr  quando x < 2,
F(z) =
2z quando x > 2

a formula [TFC2| ¢é falsa.

Dicas: o melhor modo de fazer isto é represen-
tando graficamente F(z) e F'(z) e calculando cer-
tas coisas a partir dos graficos. Considere que
o leitor sabe calcular areas de retdngulos, tridn-
gulos e trapézios no olhometro quando as coor-
denadas deles s@o ntmeros simples, mas comple-
mente os seus graficos com um pouquinho de por-
tugués quando nem tudo for 6bvio s6 a partir dos
graficos.

Questao 4
(Total: 2.0 pts)

4r+5
/(172)(z+3) de

e teste o seu resultado.

Calcule:

Questao 5
(Total: 1.0 pts)
Seja f(z) a fungdo no topo da pagina seguinte.
Seja

—

P = [ fa,

1=2
Desenhe o grifico de F(z) em algum dos grids
vazios da préoxima pagina. Indique claramente qual
é a versao final e quais desenhos sido rascunhos.
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Questao 1: gabarito
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f %“3\/@- %du

Tle f /1 — u? du

1716 [(sen Q)j(cos 9)5005 6)do
5 J (cos 0)*(sen ) (sen §) db
5[ =A)(=1)de

76 [ A —1)de

Tlﬁ frc4 —c%de

1 /c? 3

6(5 — %)

1

16

1

16

1

16

u=2z
u?=4z>

r=u/2
x3=u3/8
du=2dx
da::%du

u=sen 0
u?=(sen 9)?
1—u2=(cos §)?
V1—u2=cos 6

du __
G5 =cos 0

L du=cos8db

c=cos 0
%:7 sen 0
de=—sen 6 df
(—1)dc=sen 6 df

(sen 0)?=1—c?
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Questao 2: gabarito

[ &*h" da
fx2h” dx

[ xh' dz

[ 2*h" dx

2?0 — [ 32*h dx

23h — 3fx2h” dx

2*h — [ 2zh/ dx

2?h' =2 [ xh dx

zh— [1-hdx

xh— [ hdzx

230" =3 [2*h dx

230" — 3(a?h — 2 [ xh! dz)
2?*h" = 3(x?W — 2(xh — [ hdz))
*h" — 3220 + 6(zh — [ hdx)
3h" — 32*h + 6xh — 6 [ hdx)
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Questao 3: gabarito
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Questao 4: gabarito

4x+5
(z=2)(x+3)

dr +5
A+ B
3A—-2B
A
B
4x+5
(z— 2)($+5)
J‘ _ 4x+45
(z— 2)(1+3)

"ﬂ‘m""“c,v% 8

B(z—2)
(z—2)(z+3) + (z—2)(z+3)
A(z+43)+B(z—2)
(z—2)(z+3)
Az+3A+Bz—2B
(z—2)(z+3)
(A+B)z+(3A—2B)
(z—2)(z+3)

(A+ B)z + (34 — 2B)
4

5

13/5

7/5

13/5 7/5

z+3

L5
5t de

f d$+7fz de
Bn |"c—2|—|—7ln|a:+3|

-2
13/5
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Questao 5: gabarito

f<x>: 0

ro = g5 0= AR
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Links
EDOs exatas no “Diffy Qs™:

https://www.jirka.org/diffyqs/diffyqs.pdf#page=63

Material meu de 2019.2:

http://angg.twu.net/2019.2-C2/2019.2-C2.pdf#page=104
http://angg.twu.net/LATEX/2019-2-C2-tudo.pdf#page=14
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EDOs
A prova vai ter uma questdao de EDOs com varidveis separaveis
valendo muitos pontos. Estude pra ela por aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-edovs.pdf#page=2
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros.pdf#page=39

A prova vai ter uma questao de EDOLCCs.
Estude pra ela por aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-edos-1lineares.pdf#page=2
http://angg.twu.net/2022.2-C2/C2-quadros.pdf#page=41
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Somas de Riemann
A prova vai ter uma questao pequena de somas de Riemann.
Pra se preparar pra ela refaga os exercicios destas paginas 8s:

http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-somas-de-riemann.pdf#page=8
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-TFC1-e-TFC2.pdf#page=8

Obs: estas dicas estao muito incompletas!!!
Vou acrescentar mais coisas aqui depois!!!
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Questao 1

(Total: 6.0 pts)

Lembre que nés vimos que o “método” para resolver
EDOs com varidveis separaveis — “EDOVSs” — pode
ser escrito como a demonstragio [M] abaixo, e a “for-
mula” para resolver EDOVSs pode ser escrita como [F]:

@y _ )
dx h(y)
hy)dy = g(x)dx
[y = [ o)
T | I
M} = H(y) +C G(x) +Cy
H(y) = G@)+C-C
= G(z)+Cs
H’I(HH(Z/)) = H7YG(z)+Cs)
Y
dy _ o)
dz h(y
[F] = H’I(HH(Z/)) = HY(G(z)+Cs)

Y

Quando a gente quer criar exercicios de EDOVSs que
sejam facil de resolver a gente comega escolhendo G(z)
e H(y), ndo g(x) e h(y).

Digamos que G(z) = 2' +5 e H(y) = y> + 3.

a) (0.5 pts) Diga qual ¢ a EDO da forma % = %
associada a esta escolha de G(c) e H(y). Chame-a de
(%). Nao esquega do “Seja’!

b) (0.5 pts) Escolha uma funcio H~! adequada. Defina
ela com um “Seja” e verifique que ela obedece o que
esperamos dela.

c) (1.0 pts) Encontre a solugao geral da EDO (x).
Chame-a de f(z) e defina ela com um “Seja”.

d) (1.5 pts) Verifique que essa funcéo f(x) obedece (x).
e) (1.0 pts) Encontre uma solugio fi(z) que passe pelo
ponto (x1,y1) = (1,2). Defina-a com um “Seja”.

f) (1.5 pts) Teste a sua solugao fi(x).

2022-2-C2-P2 2023jan23 22:44


http://angg.twu.net/2022.2-C2.html

Questao 2

(Total: 3.0 pts)

No curso nés vimos um modo de resolver EDOs lin-
eares com coeficientes constantes — “EDOLCCs”
— no qual a gente traduzia a EDO “pra Algebra
Linear”, fatorava uma “matriz”, e ai encontrava
as solucoes bésicas dessa EDO e tratava elas como
“vetores”.. por exemplo,

Yy’ +5y +6y =
(D*+5D+6)f
(D+2)(D+3)f

M =

Me=2

Me™3®

Me™2

M(42e7% + 99e737) =

o

+2)(D+3)

Il
cooco—~ocoo

Seja (x) esta EDO:

Yy -2y =0 (%)

a) (0.2 pts) Traduza a EDO (x) para “Algebra
Linear” e fatore-a. Chame essa versao fatorada de
(#x), e defina-a com um “Seja”.

b) (0.3 pts) Encontre as duas solugdes bésicas
para a EDO (x). Chame elas de f; e f,. Nao
esqueca o “Sejam”!

¢) (0.5 pts) Encontre a solugdo geral para a EDO
(*) e chame-a de f. Nao esquega o “Seja”!

d) (2.0 pts) Encontre uma solugao g para a EDO
(*) que obedega g(0) = 7 e ¢’(0) = 1. Defina
esta g com um “seja” e verifique que ela realmente
obedece g(0) =T7e ¢(0) =1.
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Questao 3

(Total: 1.5 pts)
Lembre que nés vimos estes tipos de Somas de Riemann,

L = X5 S — )
Rl = S fb) (b —a)
[Trap] = N M(@-GJ

M] = L f(eE) (b — )

[min] = 2;1 min(f(a;), f(b:)) (b — a;)
(max] = o, max(f(a), f(b:)(bi — a)
inf] = 2, inf(f([ai,bi]) (b - a2)
sup) = SN sup(f([ai, b)) (b; — a;)

e vimos que o [Trap] pode ser interpretado tanto como uma
soma de trapézios como como uma soma de retdngulos.

Seja f(x) a fungdo dos gréficos & direita.
Represente graficamente:

a) [inf] 1,2,3,4}

b) [SUPi(l.z.x.q}

c) [M](l,s,s)

d) [Trap];, 5 5 usando retingulos
e) [Trapy, 5 5 usando trapézios

Indique claramente qual desenho é a resposta final de cada
item e quais desenhos sdo rascunhos.
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Questao 1: gabarito
A substituigao é:

G(z) =245
H(y) =y +3
S = | glw) =4
h(y) =2y
H(z) =vz -3
a) Seja: ,
dy Az
qr 2 (*)
b) Seja: HYz) = Va—3.
Temos: H Y(H(y)) = Hy)
= V+
=
<) y

Seja:  f(z) = Val+2+Cs.

d) Sera que f(z) obedece (x)?
L _ 223

Temos f'(z) = T

) flx)=+vat+24Cs

() — Aot 2
(10 =55) | o) =
_ ( 2% 4

VaTt2+Cs — 2\/21+2+C;
e) Se  flz) = i,
2

ie., (1 = 2
entdo f(1) = VIT+2+C;
= V3+GCs
= 2
2 = 30y
4 = 3+Cy
03 =1
fle) = Va"+2+Cs
= Vi*+3
Seia: fi(r) = VaT T3
f) Serd que  fi(z1) = wyi,
ie., H) = 22
VITT3 = Vi
-2 o
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Questao 2: gabarito Questao 3: gabarito (sem desenhos)

a) Temos: D2+ D —20 = (D +5)(D —4).

! a) [inf]g 55 = 12-1)+4(3—-2)+3(4—-3)
Seja (xx) esta EDO: b) [supﬁ{l z:i} = 4(2-1)+5(3-2)+5(4-3)
D+5)(D—-4)f = 0.  (x%) ) Mgz = 4B-1+3(6-3)
d) [Traply 55, = 3(3—1)+35(5—3)
b) Sejam fu(x) = ¢, () = e, 0 [Traplasy = @1 +3526-3)

¢) Seja

f(x) = afi(z)+bfa(x)
— 11+b(,—57:_

d) Digamos que g(z) = afi(z)+ bfa(zx)

= ae™ +be >,

9(0) = 7,
g(0) = 1L
Entdo: g(0) = ae®+ be?, I I Y N
= a+b
g(0) = a-4e®+b-(=5)e’,
= 4da — 5b,
a = 4,
b = 3,
g(x) = de* +3e7,
9(0) = 4+3 =7, =)
JO) = 16-15 = 1, =)
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Questao 1
(Total: 4.0 pts)

Calcule:

Dicas: 1) Vocé provavelmente vai precisar de pelo
menos duas mudangas de varidvel pra chegar no
resultado final. 2) No curso nés vimos dois mo-
dos de fazer mudangas de varidvel de um jeito
legivel: um modo usava chaves sob subexpressoes e
o outro modo usava “caixinhas de anotagoes” como
a abaixo,

V1 —da?dx .

u = senzx
du

—_d . — .
dr — 4z SenT = cosx

coszdr = du
T = arcsenu

em que todas as outras linhas da caixinha eram
consequéncia da primeira.

Questao 2
(Total: 1.0 pts)

2=6
/ (22 +3)" dz

=5

Calcule:

Lembre que no curso nés vimos que existem varias
nogoes diferentes do que é “simplificar uma ex-
pressao”... por exemplo, no ensino médio os profes-
. . G 0 » 1,1 1
sores ex1ge1n que a gente “simplifique” 7 + 5 + 13
pra gons 3036, IIld.b em Cdlculo 2 a gente geralmente con-

sidera - Tt ﬁ + o5 1 mais “simples” do que

3036
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Questao 3

(Total: 5.0 pts)

Lembre que nés vimos que o “método” para resolver
EDOs com varidveis separaveis — “EDOVSs” — pode
ser escrito como a demonstragio [M] abaixo, e a “for-
mula” para resolver EDOVSs pode ser escrita como [F]:

@y _ )
dx h(y)
hy)dy = g(x)dx
[y = [ o)
T | I
M} = H(y) +C G(x) +Cy
H(y) = G@)+C-C
= G(z)+Cs
H’I(HH(Z/)) = H7YG(z)+Cs)
Y
dy _ o)
dz h(y
[F] = H’I(HH(Z/)) = HY(G(z)+Cs)

Y

Quando a gente quer criar exercicios de EDOVSs que
sejam facil de resolver a gente comega escolhendo G(z)
e H(y), ndo g(x) e h(y).

Digamos que G(z) = 2' +5 e H(y) = y> + 3.

a) (0.5 pts) Diga qual ¢ a EDO da forma % = %
associada a esta escolha de G(z) e H(y). Chame-a de
(%). Nao esquega do “Seja’!

b) (0.5 pts) Escolha uma funcio H~! adequada. Defina
ela com um “Seja” e verifique que ela obedece o que
esperamos dela.

c) (1.0 pts) Encontre a solugao geral da EDO (x).
Chame-a de f(z) e defina ela com um “Seja”.

d) (1.0 pts) Verifique que essa funcéo f(x) obedece (x).
e) (1.0 pts) Encontre uma solugio da EDO (*) que
passe pelo ponto (z1,y;) = (1,2). Chame-a de fi(z) e
defina-a com um “Seja”.

f) (1.0 pts) Verifique que a sua f(z) realmente passa
pelo ponto (z1,y1).
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Dicas de como escrever

Tudo isso aqui sao coisas que nds vimos no curso:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-buraco.pdf#page=4
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-tudo.pdf#page=5
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=7
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-der-fun-inv.pdf#page=5

Dé uma olhada em como eu usei “Seja”, “Temos”, “Entao”, “Isto é”,
“Digamos que”, “Sera que” e “=)” no gabarito da P2:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-P2.pdf#page=5

Quando vocé nao usar essas expressoes como “seja’, “entao”, “isto é”,
etc, o leitor vai imaginar que elas foram “omitidas por brevidade” e ele
vai tentar completar as suas contas recolocando mentalmente nelas as
expressoes que vocé omitiu. Quando vocé for estudar pra prova tente
escrever nas suas contas todas essas expressoezinhas explicitamente!

Ah, e lembre que vocé ndo pode usar “H(y) = y*” numa parte das suas
contas e “H(y) = y?> + 3” em outra parte sem explicar em portugués
porque o seu H(y) mudou...
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Dicas pra questao de EDOVSs
A VS vai ter uma questao de EDOs com varidveis separaveis (EDOVSs).

Pra conseguir fazer ela vocé vai ter que entender a idéia de “solucao geral”
muito bem, e vocé vai ter que conseguir obter uma solucao geral a partir da
qual dé pra obter todas as solugoes particulares.

Pode ser que a questdao de EDOVSs da prova tenha uma solugdo geral com
um ‘£’ em algum lugar, como no primeiro exemplo que nés vimos em sala...
nele quando a gente usava +\/7 em algum lugar (onde? descubral) a
gente obtinha solugbes que eram semicirculos acima do eixo z, quando a
gente usava —\/7 a gente obtinha solugdes que eram semicirculos abaixo
do eixo x.

Dicas pra questao de mudanga de varidveis

A VS vai ter uma questdo com uma integral que vocé vai ter que resolver
por varias mudanca de varidveis, e eu s6 vou dar dicas pra primeira delas.
Treine pra ela pelos exercicios do Leithold e do Miranda que eu recomendei
aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-2-C2-mudanca-de-variaveis.pdf#page=2
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Calculo 2 - 2022.2

Prova suplementar (VS)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
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Questao 1

(Total: 6.0 pts)

A primeira  EDO com varidveis separdveis
(“EDOVS”) que nés vimos no curso foi % =—1 As
solugoes particulares dela eram pedagos das curvas
de nivel de 2% + y*> = C — e esses pedagos eram ou
semicirculos acima do eixo x ou semicirculos abaixo
do eixo y.

Na P2 eu pus uma questdo sobre uma EDOVS um
pouco mais complicada do que essa dos semicirculos,
e muitas pessoas fizeram erros de conta horriveis que
eu acho que foram causados por desorganiza¢io na
hora de fazer as contas... por exemplo, varias pessoas
escreveram “H(z) = /z” num lugar das contas e
“H(xz) = +/x + 3" em outro — o que OBVIAMENTE
6 um erro conceitual GRAVISSIMO, né, a menos que
vocé explique em portugués direitinho que H(x) vai
ser y/x em um contexto e v/x + 3 em outro contexto
separado...

Seja (*) esta EDOVS:

dy 42
dr 4y +3) ()

Encontre as duas solugoes gerais da EDO (x) —
uma “positiva” e outra “negativa” —, encontre as
solugoes particulares que passam pelos pontos (1, —1)
e (1,-5), e teste tudo.

Nesta questao eu vou avaliar principalmente se vocé
sabe usar direito os truques do anexo da pagina 4.
Ou seja, ndo vai bastar vocé usar o “método” para
resolver EDOVSs, que é esse aqui:

dy _ g(@)
dr — h(y)
h(y)dy = g(x)dx

_/l hMy)dy = /g(z) dz
Il 1

H(y) + Cy
H(y) = G(@@)+C—C

M) =

G
H-'(H(y) = H'(G(x)+Cs)
I
y
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Questao 2

(Total: 4.0 pts)

Calcule a integral abaixo usando pelo menos trés
mudancas de variaveis.

4z 4z
/86 lf(c +2) dz
et + 2

Obs: no curso nés vimos que qualquer integral que
pode ser resolvida por uma sequéncia de mudangas
de varidveis também pode ser resolvida por uma
mudanga de varidvel s6, mas aqui é pra usar pelo
menos trés!
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Anexo: galjarito de d) Serd que f(z) obedece (¥)?
uma questao da P2 ,
Temos f'(z) =

22° :
= —————=, € COIN ISS0:
e T o
A substituicao é: 214+2+C3

(4 — 4
Glr) = 45 (=) |y YA
Hiy) = y? +3 F@) = 7ore
gl = ) = 413 _ 2a° _ 423 _
B 9}7((7;)) ) (== )
H7l(2) =2 =3 ) Se  flz) = m,
Sein: te,  f(1) = 2
a) Scja: s entdgo  f(1) = VIT 2+ Cy
D2y = V310G
de 2y )
b) Seja: H'(z) = Vo-3 2 = 371Gy
Temos: H~YH(y)) = +/H(y)—3 4 = 3+Cs
- V+3)-3 Cy = 1
— fo) = V127G,
o) y = HY(G()+C) = Vi3
- VG +Cy) -3 Seja: filz) = Vat+3.
= ((z*+5)+C3) —3 £) Serd que ) =
- Ve e My
Seja: f(z) = Vat+2+0C VITF3 = Vi
=2 o
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