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Nos comecamos o curso de C3 em 2022.1
usando este PDF aqui, de 2021.2:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-intro.pdf

Depois de fazer os exercicios de desenhar

parabolas parametrizadas dele nds passamos pros

exercicios de “adivinhar trajetérias” daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-vetor-tangente.pdf#page=7
Logo depois disso, nas aulas de 8 e 13 de abril

de 2022, eu pedi pras pessoas “adivinharem” a

trajetoria do exercicio 4 daqui fazendo s6 contas

a mao e aproximagoes no olhometro:
http://angg.twu.net/2022.1-C3/C3-quadros.pdf#page=5

Essa trajetoria da a orbita da proxima pagina.
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Links
Links pro livro do Thompson e pro PDF do semestre passado:

https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf

Vou acrescentar mais material aqui depois!

2022-1-C3-notacao-de-fisicos 2022decl6 18:35


https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf
http://angg.twu.net/2022.1-C3.html

ON RELATIVE GROWINGS 11

(2) Let « represent, in Fig. 5, the horizontal distance, from a wall,
of the bottom end of a ladder, AB, of fixed length; and let y be the

B

O S———
¥

Fic. 5.

height it reaches up the wall. Now y clearly depends on x. It is easy to
see that, if we pull the bottom end A a bit further from the wall, the
top end B will come down a little lower. Let us state this in scientific
language. If we increase x to  + dz, then y will become y — dy; that is,
when x receives a positive increment, the increment which results to y
is negative.

Yes, but how much? Suppose the ladder was so long that when the
bottom end A was 19 inches from the wall the top end B reached just
15 feet from the ground. Now, if you were to pull the bottom end out
1 inch more, how much would the top end come down? Put it all into
inches: # = 19 inches, y = 180 inches. Now the increment of  which

we call dr, is 1 inch: or 2 + dx = 20 inches.

CALCULUS MADE EASY 12

How much will y be diminished? The new height will be y — dy. If
we work out the height by Euclid I. 47, then we shall be able to find
how much dy will be. The length of the ladder is

(180)2 + (19) = 181 inches.
Clearly then, the new height, which is y — dy, will be such that

(y — dy)? = (181)* — (20)? = 32761 — 400 = 32361,
y —dy = V32361 = 179.89 inches.

Now y is 180, so that dy is 180 — 179.89 = 0.11 inch.

So we see that making dr an increase of 1 inch has resulted in
making dy a decrease of 0.11 inch.

And the ratio of dy to dr may be stated thus:

dy 011
dx 17

It is also easy to see that (except in one particular position) dy will
be of a different size from dx.

Now right through the differential calculus we are hunting, hunting,
hunting for a curious thing, a mere ratio, namely, the proportion which
dy bears to dx when both of them are indefinitely small.

It should be noted here that we can only find this ratio i when
y and z are related to each other in some way, so that whenever  varies
y does vary also. For instance, in the first example just taken, if the
base x of the triangle be made longer, the height y of the triangle
becomes greater also, and in the second example, if the distance = of

the foot of the ladder from the wall be made to increase, the height y

2022-1-C3-notacao-de-fisicos 2022decl6 18:35


http://angg.twu.net/2022.1-C3.html

Exercicio 1.

.-
As contas a direita sdo uma versio um pouco modernizada das J’T{‘
contas das paginas 11 e 12 do livro do Thompson. Repare que es- o *Yo ={
tamos usando zy e yo pros valores “antes” e ‘xy e y; pros valores X} -)-391 = 17
“depois”, e isso nos permite mencionar nas mesmas contas os val- x4y = 11
ores de “antes” e de “depois” — o Thompson precisa manté-los em 1 Y4 =

. . § X o o RN 9 2 2 2
blocos de contas separados, e precisa de explicagoes em inglés pra (Xv"- x) + (33-‘)&) =/
dizer o que é o qué. 2 2

T . P (Yo =dy) :X—x:‘
a) Numere as linhas das paginas 11 e 12 do Thompson e escreva J
ao lado de cada igualdade a direita a que linha do Thompson ela Jo - Yy = £-x2
corresponde. R !

A i 5 " 181 - 20°

b) Faga uma versao da Fig.5 do Thompson que tenha propor¢oes 3 -

um pouco) mais coerentes com os dados das contas dele, e que =
(um g ) q (3_2%_1‘_ 100

indique quais distancias sao g, 1, Yo € y1. Faca tudo no olhémetro

- ndo use régua. = /32369

¢) Nas minhas contas eu usei o simbolo ¢ pro comprimento da escada %1 29. 89
(“length”). Represente graficamente o circulo 180 - J :
4 =179.89
{(z.y) eR? | Va2 +y2 =1} 190~ 129,892 dy
e represente os pontos (2o, yo) € (z1,y1) nele. Faca tudo & mao sem Jy =0.11
régua, mas incluindo informacées suficientes pro leitor entender o dx = 1

seu grafico.
d) 0 37"’ do Thompson corresponde & derivada de qual fun¢ao, em dl-" -

. . _ . 5z oM 1q
que ponto? Diga que fungdo ¢ essa, calcule a derivada dela, calcule Jx =" - 0.1
na calculadora o valor da derivada dela no ponto certo, e compare 1
o seu resultado com o valor do Thompson.
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Exercicio 2.

Leia a se¢ao 4.7 do livro do Daniel Miranda:
http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=117

Os livros mais modernos:

i) distinguem dx e Az,

ii) escrevem y = f(z) ao invés de y = y(z),
iii) evitam a convengio x; = xo + Az.

a) Traduza o inicio da segdo 4.7 do Miranda - até o fim
da pagina 118 - pra notacao do Thompson. Dicas:

f(x) =~ f(p)+ ['(p)(x —p) f(xy) = f(xo) + f'(wo)Ax
L(z) = [f(p)+ [(p)(z—p) L(zy) = f(zo) + ['(x0)Az

e a funcdo L é exatamente a série de Taylor da funcdo f truncada até
grau 1... lembre que nés quase sé vimos séries de Taylor no caso em que
Zo era 0, mas ficamos de ver depois o caso em que o “ponto base” nao
precisava mais ser 0...

=
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Alguns truques de traducgao

Truque 1: quando a gente escreve férmulas “com o mesmo formato” perto uma
da outra o leitor tende a ler a segunda ou como uma traducao da primeira pra
outra notagdo ou como um caso particular da primeira...

Isto aqui é uma traducdo de duas das férmulas da p.117 do D. Miranda pra
“notagao de fisicos”:

f@) =~ f(p)+ f(p)z—p) fl@) ~ flxo)
L) = fp)+ @)@ —p) L(z1) = f(xo)

E isto aqui é um caso particular da primeira férmula:
F(402) & f(4) + f/(4)(4.02 - 1) ()
Repare que a férmula () fica mais clara se escrevermos isto explicitamente:
1 =4.02 zo=4
...e repare que se a gente tentar escrever isto aqui direto
VA2 ~ VA + VE (4.02 - 4)
fica confuso e péssimo — néo existe uma notagiao padrdo pra derivada de /x

em x = 4!l Aqui a gente TEM que usar um truque novo — a gente tem que
dar um nome pra fungio /z. Por exemplo...
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Alguns truques de traducgao (2)
Seja f(z) = /x = /2.

Entdo f'(z) = $271/2 = 3oE = 2%/5, e
f(4.02) ~ f(4)+ f'(4)(4.02—4)
= VA02 = Vit 55(4.02-4)
Repare que acima eu s6 fiz as subtitui¢des f(z) = /T e f/(x) := 5= eu

2z
acho que as contas mais mais faceis de entender se a gente fizer as substituigoes

e as simplificagbes em passos separados:

f(4.02)
= 4.02

F(4) + f/(4)(4.02 — 4)
\/ 4+ 512(4.02 - 4)
= 2+ 7(0.02)

= 2+0.005

= 2005
2.004993765576342...

QR

Vv4.02

A dltima linha acima tem um ‘=" ao invés de um ‘~’; e eu calculei o resultado
dela com a calculadora.
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O exemplo 4.4 da pagina 120

el

ha Il

a

2(30z* — z?) Ax =

2(60x — 327) = (202 — z?) = V(&) =

V(xo) + V' (20)(x1 — o) =

V(o) (21 — o) ~

VI(5)(z" = 5)

(3052 - 5 Ar =

(205 — 5%) =

75m ~
V(z*) €

VI(5)(z* - 5)

V/(5)Ax

T5TAT

V/(5)(a* — 5)
V(5)+ V'(5)(z* - 5)
625 + T5mAz

2022-1-C3-notacao-de-fisicos 2022decl6

0.1
625 + 75m - 0.1
2625 + T5m - 0.1
654.5 + 23.56

+0.1

5625 £ 757 - 0.1

3625 £ 757 - 0.1

654.5 £ 23.56

[654.5 — 23.56, 654.5 + 23.56]
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O exemplo 4.4 da pagina 120 (2)

No exemplo 4.4 o D. Miranda faz as contas o mais rapido possivel — porque ele quer
que os leitores passem meia hora reescrevendo as contas e checando os detalhes — e
ele usa um monte de truques de fisicos... por exemplo, ele fala em “erro de medida”
e usa o0 ‘t’ no sentido que os fisicos costumam usar: pra matemaéticos a frase “as
solugbes de (z —17)(z +23) = 0 sdo da forma z = 20+ 3” quer dizer que x = 20— 3
ou = 20 + 3, mas pra fisicos “z = 20 + 3” quer dizer z € [20 — 3,20 + 3]...

Tem um monte de pessoas na turma que nao fizeram Fisica.

Na pégina anterior eu escrevi as contas do exemplo 4.4 tentando fazer com que elas
ficassem bem faceis de verificar por pessoas que nao fizeram Fisica. Eu fiz as contas
com simplificagoes, como V’(5) = 757, bem passo a passo, e deixei as contas com
aproximagoes, como 757 -0.1 & 23.56, pro final; além disso eu repeti algumas linhas,
como a que diz

V(z*) =V (5) = V'(5)(z* = 5)

varias vezes, e ao invés de tentar ver direto quais eram as consequéncias de Ax =
£0.1 eu comecei vendo as consequéncias de Az = 0.1 e sé depois passei pra Ax =
£0.1... as contas com Az = #+0.1 sdo parecidas com as pra Az = 0.1, mas com
alguns detalhes complicados novos.
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Exercicio 3.

Faca as contas do Exemplo 4.5 do D. Miranda —
o que é sobre uma esfera — de um jeito parecido
com o que eu usei nas contas do Exemplo 4.4 —

que era sobre uma tigela...

Faca tudo BEM passo a passo e deixe os truques
“de fisicos” pros passos finais das contas.

Exercicio 4.
Faca a mesma coisa pro Exemplo 4.6.

2022-1-C3-notacao-de-fisicos 2022decl6 18:35


http://angg.twu.net/2022.1-C3.html

11

“dy is always a dependent variable”

Agora vamos ver como varios livros
lidam com esta idéia aqui:

dy
—dr =d
dz * Y
Repare que temos %Ax ~ Ay mas j—zda: =dy.
O livro do Thomas explica isso bem melhor que o
livro do D. Miranda. Leia a definicao de diferenciais

na p.225 do Thomas e entenda os exemplos 4 e 5
das paginas 225 e 227 dele:

http://angg.twu.net/2022.1-C3/thomas_secoes_3.7_e_3.8.pdf
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O truque das variaveis novas

No capitulo VI o Thompson calcula - ((z? + ¢) + (az* + b))
organizando as contas mais ou menos desta forma:

y = (2> +0¢)+ (a2’ +b)

dy d((z2+c)+(az* +b))

dx (e )dz dlaz+b)
z7+c + azr”+

dx . dx
= 27+ 4ax?
No capitulo IX — “Introducing a useful dodge”

o Thompson mostra como a gente pode simplificar contas
como essa introduzindo “varidveis dependentes” novas.

Exercicio 5.
Entenda os exemplos (1)—(4) das paginas 66-68 do Thompson.

Exercicio 6.
Faca os exercicios (1)—(4) da pégina 72 do Thompson.

Links:

https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf#page=45
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf#page=83
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Derivadas parciais no Thompson

Leia o inicio do capitulo XVI do Thompson —
“XVI. Partial Differentiation” — da p.172 até p.174.
Entenda os exemplos (1) até (3) dele.

Exercicio 7.
Faca os exercicios (1)—(5) das paginas 177 e 178 do Thompson.
Obs: o (6) precisa de graficos 3D, vamos fazer ele depois.

Exercicio 8.

Digamos que F(x,y) = z3y*, g(t) = sent, h(t) = e*.

Vamos usar esta notagao aqui: F, = %F, gt = %gp etc.

a) Calcule £ F(g(t), h(t)) usando “notacdo de mateméticos”.

b) Digamos que x = ¢(t), y = h(t), z = F(x,y).
d

Calcule %z usando “notacao de fisicos”.
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Derivadas parciais e derivadas totais
Digamos que z = z(z,y) e y = y(z).

Vamos comegar com um caso bem concreto — um que
eu usei em EDOs com variaveis separaveis em C2... link:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-edovs.pdf

O nosso caso bem concreto vai ser:

= Z(l’,y) = '1:2 +y2a

y=y(r)=v1—2a2

quando noés s6 consideramos o z = z(z,y) = 22 + y>

as derivadas parciais de z sao z, = 2z e z, = 2y,

mas quando também consideramos o y = y(z) = v/1 — 22

‘ _ 2 2 _ dz _
al temos 2z = z(z,y(x)) = 2>+ V1 -2 =1,e E=0.

Esta derivada £ = L z(z, y(z)) é chamada de
derivada total de z com relacao a y.
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Exercicio 9.

Digamos que z = z(z,y) = (v + 2)(y + 3)
e que y = y(z) = senz.

a) Calcule %, g—z.

b) Calcule j—z.d

c) Calcule 2.

Convencao: quando uma expressao como z, puder

ser interpretada tanto como uma derivada parcial quanto
como uma derivada total o default é interpreta-la

como derivada parcial.
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Exercicio 10.
Digamos que z = z(z,y) e y = y(z).

(Isto é uma versao mais geral do exercicio 9).

a) Calcule 2.

b) Calcule £4 -,

Dica: siga as dicas dos proximos dois slides,
e escreva as suas contas em varias notagoes
diferentes “em paralelo”.
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Dicas pro exercicio 10

Compare:
=/ (g(h(2)))
(Al = | = F(g(h(x))f9(h(x))
= ["(g(h(x)))g' (h(x))H (x)
£ sen(cos(tan(z)))
[A2] = = sen’(cos(tan(z))) < cos(tan(z))
= sen’(cos(tan(x))) cos'(tan(z)) tan’(z)
#w(z(y(2)))
(A3 = | =w(a(y(2) g2y
= w'(2(2(2)))2'(y(2))y' ()
#w(z(y(2)))
A4 = | =w.e(y(@)) g2(y(x)
= w2 (2(2(2))) 2y (y(7))a ()
w y=y(z)
[A5] = ( =w, Lz ) z=z(y) = z(y(z))
= W,2yYy w=w(z) =w(z(y)) = w(z(y(z)))
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Dicas pro exercicio 10 (cont.)

O [Al] é a versdo em “notacao de matemadticos”.
O [Al] é a versdo mais geral.

O [A2] é um caso particular do [Al].

O [A3] é uma “versdo renomeada” do [Al].

O [A4] ¢ uma “versdo abreviada” do [A3].

Toda vez que a gente tiver duvidas sobre como fazer
contas

numa notagao como a do [A5] a gente vai expandir

ele pra notagdo do [A4], depois renomear as fungdes
“que tém nomes de varidveis”, como y(x) ~ f(z),
depois fazer as contas na “notagdo de matematicos”, e
depois voltar pra “notagao de fisicos”...

Ou seja: se y = y(x), z = 2(y) e w = w(z),

d
dg

(@)
Zh(o(f(x)

w =7
)=
)

~
s =7

18

e a gente tem que escrever os nomes
novos...por exemplo:

y =y(z) = h(z),
z=z(y) = 9(y),
w=w(z) = f(2)

e af a gente calcula -Lh(g(f(x))) e
depois traduz as contas de volta pra
“notagao de fisicos”.

Lembre que eu nunca vi esse método
de tradugdo explicado direito, entao
0 que estd aqui é uma tentativa

de explica-lo...

Ah, e se a gente se perder nas contas
na notagao do [Al] a gente pode tentar
fazer um caso particular, como o [A2],
e depois voltar pro [Al]...
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Uma piramide
(A gente viu isto na aula de 2022may20.)

O objetivo desta aula e das proximas é fazer vocés
aprenderem a olhar pra algo como isso aqui...

OO O
OO MR EFEEFREROO
OO NNDNN—ROO
DO DNDWNORH—RLOO
OO, OO
ODORRRRRROO
OO O
OO O

...e verem uma piramide.
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Uma piramide (2)

Note que isto é muito diferente da nocao de funcao de Calculo 1...
nao estamos dizendo o dominio da fun¢ao F'(z,y) do slide anterior, nao
estamos dando uma férmula pra ela, e s6 estamos dando o valor dela
em alguns pontos...

A figura do slide anterior s6 define uma fungao se 1) a gente diz
que ela representa a funcdo mais simples possivel que assume aqueles
valores, 2) se todo mundo tem a mesma nogao de “fun¢do mais simples
possivel”, e 3) se nao estamos num caso ambiguo.

Releia isto aqui, sobre “adivinhar trajetérias”:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-vetor-tangente.pdf#page=7

No diagrama de numerozinhos do slide anterior o leitor precisa “adi-
vinhar” que a superficie z = F(z,y) ¢ feita de pedagos de planos.
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Low Poly

Computadores preferem pensar que superficies 3D sao feitas de triangulos
veja o golfinho abaixo e a pagina da Wikipedia sobre “Low Poly”
mas humanos preferem imaginar que tridngulos vizinhos que estdo no
mesmo plano em R? sdo grudados e viram poligonos mais complicados...
Além disso qualquer diagrama de numerozinhos pode ser triangulado de
varios jeitos, e humanos costumam achar que a triangulagao da pirdmide

acima a direita é “mais natural” que a triangulacao de baixo...

Assista o video sobre “fun¢des quadraticas” (a partir do 4:05) pra en-
tender como nés vamos usar diagramas de numerozinhos pra superficies
que ndo precisam ser compostas de poligonos, e o video sobre “cabos na
diagonal” pra entender essa histéria das triangulagoes “mais naturais”.
Links:

https://en.wikipedia.org/wiki/Low_poly

/www . youtube.com/watch?v=2noSv8hyNIk
/angg . twu.net/eev-videos/2021-1-C3- funcoes-quadraticas.mpd

/www . youtube.com/watch?v=nxsIKOtPWAT
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Regioes

No proximo exercicio vamos considerar
que o plano esta divido nestas 5 regioes,
que vamos chamar de N, W, E, S, e B —
faces Norte, Oeste, Leste, Sul e “base”...

0
0
0
0
0
0
0
0 0
0
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Regides (2)

As defini¢oes do fi, fo, ..., f5 a direita definem a mesma funcéo, e a defini¢ao
do f5(x) é uma tradugio “pra notagio com ‘€’s” da defini¢ao do fy()...

Muitos matematicos — e livros, como por exemplo os do Guidorizzi — con-
sideram que as defini¢des do f4(z) e do fs(z) sdo ruins porque as condigoes,

u “regives”, depois dos “quando”s nao sao disjuntas, e af essas definigoes
“s6 fazem sentido” se a gente mostrar que quando z € (—o0, 2N (2, 4] temos
2=, e que quando z € [2,4] N [4, —c0) temos z = 4...

A deﬁmgdo fi(z) por um grafico nos permite pular certos detalhes. B “6b-
vio” que ela corresponde a uma defini¢ao por casos com trés casos diferentes,
mas com a definigao pelo gréfico a gente ndo precisa definir se o ponto z = 2
pertence a primeira regido ou a segunda, e nem se o ponto x = 4 pertence
a segunda regido ou a terceira...

D4 pra gente definir a pirdmide do slide anterior “de um jeito que deixaria
0 Guidorizzi feliz” por uma defini¢do por casos como a defini¢ao do Fp(x)
a direita, em que cada uma das fungoes Fg, Fy, Fiv, Fg, Fs é¢ um “plano”,
isto ¢, ¢ da forma a + bz + cy, e os conjuntos B, N, W, E, S sdo descritos
formalmente de jeitos como este aqui...

S = {(wyeR x>y 1<y a+y<8}

D& uma olhada nos slides 6 e 7 daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2- infs-e-sups. pdf #page=6

Daqui a algumas aulas nés vamos fazer um monte de exercicios de traduzir
entre notacao de conjuntos e representagoes graficas — nds vamos precisar
disso pra entender conjuntos abertos em fechados em R? — mas por en-
quanto nés vamos definir regives do plano por figuras.

2022-1-C3-notacao-de-fisicos 202
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f3(z) =

falz) =

6 18:35

———~

2 quando r < 2,

z quando 2 <z <4,
4 quando 4 <z

2 quando z < 2,

z quando 2 < x < 4,
4 quando 4 <z

2 quando z < 2,

z quando 2 <z <4,
4 quando 4 <z

2 quando z € (—00,2],
x quando x € [2,4],

4 quando z € [4,400)

Fg(z,y) quando (z,y) €
Fy(z,y) quando (z,y) €
Fy(z,y) quando (z,y) € W,
Fg(z,y) quando (z,y) €
Fg(z,y) quando (z,y) €
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Exercicio 11.

Faca o diagrama de numerozinhos de cada uma das superficies
z = F(z,y) abaixo. Desenhe os numerozinhos nos pontos com
x,y € {0,1,2,3,4} — ou seja, 25 numerozinhos em cada item.

a) F(x,y) =2x

b) F(z,y) =3y

c) Fz,y) =2z + 3y

d) F(z,y) = 10 + 2z + 3y

Exercicio 12.
Mostre que se z = F(x,y) é um plano com equagao
F(z,y) = a+ bz + cy entdo isto aqui vale:

Y(zo,0), (71,11) € R%. Az = bAx + cAy.
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Exercicio 13.

A pirdmide dos slides anteriores pode ser descrita formalmente
por uma defini¢cdo por casos como esta aqui,

Fp(z,y) quando (z,
Fy(z,y) quando (z,

(z,y
(z,y
z = Fp(x) = Fw(z,y) quando (z,y
(
(

)€

)€
)e W
Fp(z,y) quando (z,y) €
Fs(z,y) quando (z,y) €
onde cada um dos Fgr(z,y), onde R é B,N,E,W ou S, é uma
equagao de um plano — ou seja, é “da forma a+bx + cy”. Descubra
quais sao estas equagoes de planos e escreva a sua resposta neste
formato aqui, mas com os nimeros certos:

r,y) = 2+3z+4y
z,y) = H+6x+ Ty
8+ 9z + 10y

= 11+ 122+ 13y
= 14+ 15z + 16y

q& -
<

T,
u?jgj% Z Qj
3]
seeess
I

B
<
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Exercicio 14 (“barranco”).

No exemplo da piramide a gente comecou com um diagrama de
numerozinhos e ai encontrou um modo de dividir o plano em 5 regioes
que fazia com que todos os numerozinhos numa mesma regiao ficassem
no mesmo plano. Faga a mesma coisa com o diagrama de numerozinhos
abaixo — vocé vai precisar de pelo menos 6 regioes.

4444444414
4444444414
333344444
2222344414
11123444
00012344
00001222
00000111
0-0-0-0-0-0-0-0
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AN
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FHFFOIN—AOO
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FFOIN—~AOOO

N
= e
S HFFON—
FHFHFON—O
FFFON—ADOO
FHFOMN—~HOO O
FFNN—AHOOOD
FFON—~OOO

N
= = A
T FON—
FFFFON—HO
FHFFON—HOO
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ARSI e Rl
A
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Exercicio 15.

Lembre que em planos a férmula da aproximacao linear

Fzo+ Az, yo + Ay) =~ F(xo,y0)

+  Fy(wo,y0)Az
+  Fy(z0,0)Ay
d& resultados exatos...

Seja z = F(z,y) a fungdo que d4 a superficie da piramide da
figura a direita. Descubra os valores de:

a) F(1.5, 3) e) F(5.2, 2.3)

b) F(1.1, 3) f) F(5.2, 1.9)

¢)F(5.1,3) g F(3.1,2.1)

d)F(5.1,2)  h) F(2.9, 1.9)

Tente fazer as contas de cabeca.

Se vocé se enrolar faga as contas todas explicitamente, e use
os “truques de traducdo” das paginas 6 e 7 pra fazer as contas
da forma mais clara possivel... depois esconda as suas contas
e tente obter todos os resultados de novo de cabega.
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0
0
0
0
0
0
0
00
0

28


http://angg.twu.net/2022.1-C3.html

Exercicio 16.

Seja z = F(z,y) a fungdo que dé a superficie da pirAmide com
duas faces extras da figura a direita. Descubra os valores de:

a) F(2.1, 2.1)
b) F(2.5, 2.5)
¢) F(2.6, 2.6)

fazendo as contas de cabeca.
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Derivada direcional (Bortolossi)

O Bortolossi define a derivada direcional
deste jeito, na p.296 do capitulo 8 dele:

of . .. flp+t-v)— f(p)
v (P) =lim 7

Digamos que f : R?> — R, que os argumentos da f
se chamem z e y, que p = (g, yo), que o vetor v
seja (v, 8), e que z = z(z,y) = f(z,y).

0
0
0
0
0
0
0
0 0

Exercicio 17.
Seja f(z,y) = 2(z,y) = F(z,y), onde F(z,y) é a

pirdmide do exercicio 15 (figura a direita). Exercfcio 18.
Sejam p = (z0,30) = (2,3) ¢ v = (@75 _ (‘2*03 A partir do que vocé obteve no

exercicio 17, qual vocé acha que

: S®+tv)=f(P) 1 ara os secuintes ve S .

Calcule : para os seguintes valores de ¢: deve ser o valor de —2((2, 3))?
a)t=1 o) t=1/4 o
b)t=2 f)t=-1 Exercicio 19.
c)t=3 g)t=-1/2 ...e o valor de -25((2,3))?
d)t=1/2  h)t=-1/4 o0

2022-1-C3-notacao-de-fisicos 2022decl16 18:35
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O gradiente

Obs: esse exercicio aqui vai ser totalmente reescrito depois!
Leia a defini¢do de gradiente na pagina p.298 do capitulo 8

do Bortolossi. Tente entendé-la usando as dicas abaixo.
Se F: R? — R, entdo:

a) 35 (20, 90) = 95 (20, 90) = Ful0, o),

b) 22 (2, yo) = %(ﬂfoyyo),

9) %(onyo) = %(75071/0)

d) VF = (F,. F)

Exercicio 20.

a) Usando a F da pirAmide mais simples, calcule:
VF(2,4), VF(4,2), VF(6,4), VF(4,6).

b) Represente graficamente (zg, o) + VF(x9,y0) para
estes valores de (o, yo): (2,4), (4,2),(6,4), (4,6).

¢) Seja G a fungio da pirAmide torta do mini-teste.
Calcule: VG(5,3), VG(8,3), VG(8,6), VG(5,6).

d) Represente graficamente G(z,y) + VG(z,y) para
cada um dos 4 pontos do item (c).

2022-1-C3-notacao-de-fisicos 2022decl16 18:35
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Exercicio 21.
Leia a definicao de curvas de nivel nas paginas
97 e 98 do capitulo 3 do Bortolossi.

a) Seja F(z,y) =2z + .

b) Faga o diagrama de numerozinhos da
F(z,y) para os pontos com z,y € {0, 1,2,3}.
c¢) Desenhe quatro curvas de nivel diferentes
da F(z,y) sobre o diagrama do item (b).

d) Represente graficamente F' + VI para cada
um destes 16 pontos do (b). Isto vai dar 16
vetores, cada um apoiado num dos numerozinhos.
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Exercicio 22.

Faca a mesma coisa que vocé fez no
exercicio 21, mas agora para
F(z,y) = 3z — 2y.

Exercicio 23.
Faca a mesma coisa que vocé fez nos
exercicio 21 e 22, mas agora para
2,2
Tty
F(z,y) = ———
(z,y) 10
x,y € {-2,-1,0,1,2}.

(§]

Exercicio 24.
Faca a mesma coisa que vocé fez no
exercicio 23, mas agora para

Ty

2022-1-C3-notacao-de-fisicos 2022decl6
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Seja z = z(x,y) = F(x,y) a fungao
que da a superficie desta piramide:

OODDODDODDODDODDODDODDODDODO
OO0 OOODODODOOO
SOOI |OODODDODOO
ODOODNHRBOODODDOOD
OO RNH|OOOO
OCODNOFRWNHRDOOO
OO WITHR=WND—RROoOO
O PO TGP O
OO WN—HTOOO
OO RLRTOODODDOO
DO OTOOOOCDOOoOO
DO OCOoCOoOOoO

Lembre que:

%(p) — limy_ f(P+t~\;)—f(P)

Digamos que p = (5,3) e v = (1,1;.
Calcule w parat =4t =3,
t=2,t=1t=5,t=—-1t=—

N =

2022-1-C3-MT1
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Seja z = z(x,y) = F(z,y) a fungdo  Gabarito:

que d4 a superficie desta piramide: fott)Je) ; EE:;:‘/?;’ h
TITHITHE: A
000000 = ~1/2
8 8 8 8 8 8 (1) % 8 8 8 8 et ie) i(,(jé))gf((sm
0000@M1231IN\O0O0 iOT
8 8 8 ? % % i g g) ? 8 8 f(p+2-\2')*f(p) _ f((715));f((5~3))
0 0523456420 0 = 3
000912342000 =1
00000120000 Letiv)—f@) _  LEA)-[(52)
000000090000 _ w2
000000000000 - 3
f(P+O-I’:)'V)*./(p) _ f((5:535)-f((5:3)
.5 ).5
Lembre que: = 52
0 : +tv)— - 3
a_é(p) = limy o Hpttv)—f(p) ‘;) /(e) [N ) [(L529)4(53)
. 5 T
Digamos que p = (5,3) e v = (1, ) — L

Calcule f(p+t~\;)—f(p) para t =4, t = 3, L on01) i(:&)):lf((m))
=2 t=1t=5t=—-1t=— -

. = 2

N [—=
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Obs:
Falta eu escrever como a gente descobre que
f(5.5,3.5) = 3.5 e que f(4.5,2.5) = 0.5...
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Introducao

No semestre passado eu apresentei funcdes homogéneas de um jeito que de-
morou muito... esse aqui:

http://angg. twu.net/LATEX/2021-2-C3-funcoes-homogeneas . pdf

Vou tentar outro jeito agora.

Normalmente a gente comega a ouvir falar de fungdes homogéneas por
polindmios homogéneos, que sio polindmios que todos os mondmios deles tém

o0 mesmo grat... por exemplo,

Y+ baty® — 627

& um polinomio em duas varidveis, & ¢ y, que & homogéneo de grau 7. porque

%yt 2'y?, e 27 sdo mondmios de grau 7. Qualquer polinémio em duas vas
pode ser decomposto em polinémios homogéneos; por exemplo:
F(zy) = a + parte homogénea de grau 0

+ br+tey 4+ parte homogénea de grau 1
+ da?+exy+ fy? + parte homogénea de grau 2
+ + hay? + ja*y + ky® <+ parte homogénea de grau 3
n

Repare que fica implicito que a,b, ..., k,... sdo constantes.

Uma fungiio em duas v
obedece isso aqui:

rifveis, F(x,y), homogénea de grau k, é uma que

] = (FO -z Xop) = M-Flany))

ou, equivalentemente,

) = Se (22,2) = A~ (z1,m1)

T entdo Fza,yn) = M- Flan,y)
O Yy, y1, 75,42, A € R” fica implicito. Veja estas péginas da Wikipedia:
https://en.wikipedia.org/wiki/Homogeneous_polynomial
https://en.wikipedia.org/wiki/Homogeneous_function

Eu inventei nomes curtos — [Hy] e [H}] — pra essas propriedades pra poder
usar a operagao ‘[:=]" de Célculo 2,
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2- intro.pdf#page=11

pra obter casos particulares. Por exemplo, se a fungio F(z,y) ¢ homogénea
de grau 2 entdo estes casos particulares valem:

= (F(10-3,10-4) = 10*-F(3,4) )
_ (be (30,40) = 10-(3,4) )
=\ entio F(30,40) = 102 F(3,4)
Vamos definir [Hy], [Hy), [Hy), ..., [H{], [Hy], [Hy], ... “do jeito Sbvio” — [Hy] =

[Hi][k = 2], [H]
detalhes disso.

3] = [Hi[k

], ete. No exercicio abaixo vocé vai entender os

Exercicio 1.
Complete:

a) [Hy]k :
b) [Hy][k

2022-1-C3-funcoes-homogeneas 2022decl6 18:35
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Exercicio 2

Digamos que F(z,y) é uma funcio de duas varidveis,
que nao precisa ser um polinémio em duas variaveis
ela pode ser algo bem mais esquisito.

Digamos que F(z,y) seja homogénea de grau 2.
Digamos que a figura a direita diz coisas que a gente
sabe sobre a fungdo F' e coisas que a gente quer
descobrir sobre ela — por exemplo, o numerozinho

2 na posi¢ao (1,1) diz que sabemos que F(1,1) =4,
e 0 ‘7 na posigao (3,3) diz que queremos saber
F(3,3). Como F obedece [H}], este caso particular
do [Hj] tem que valer:

x1:=1
Se (z2,92) = A-(z1,11) glffl
entdo F(xa,y2) = N F(zy,y1) 23
A=
~/Se (3.3) = 3-(1,1)
~ \entio F(3,3) = 32-F(1,1)

E portanto F(3,3) =3%- F(1,1) =3*-4=9-4 = 36.
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Exercicio 2 (cont.)

a) O que vocé tem que por em cada ‘7’ daqui

Se (x2,92) = A (21,1)
entdo F(wa,ya) = A F(zy,11)

pra descobrir o valor de F'(3,0) a partir do valor
de F(1,0)?

b) Qual vai ser o valor de F'(3,0)?

¢) O que vocé tem que por em cada ‘7’ acima
pra descobrir F(—2,4) a partir de F(1,—-2)?

d) Qual vai ser o valor de F(—2,4)?

e) Qual vai ser o valor de F(—1,—-1)?

f) Escreva as contas do item (e) de forma que cada ‘=’

seja facil de justificar. Baseie-se neste jogo aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2022-1-C2-der-fun-inv.pdf#page=4
g) Descubra os valores da F nos outros ‘?’s da
figura a direita.
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Exercicio 3.

No exercicio 2 nés supusemos que a fungao F(z,y)

era homogénea de grau 2. Agora nds vamos usar ?

a mesma figura, mas vamos supor que a F(x,y) é R Z ) ? ,
homogénea de grau 1. : 345
Digamos — como no exercicio anterior — que os 7?7?7877
numerozinhos da figura a direita indicam coisas ) ; 7 z

que a gente sabe sobre a fungao F(z,y) e que os : 2

7" indicam coisas que a gente quer descobrir. ?

Descubra o valor dessa F(z,y) em cada ‘7’ da
figura.
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Exercicio 4.

No exercicio 2 nés supusemos que a fungao F(z,y)
era homogénea de grau 2, e no exercicio 3 nds su-
pusemos que ela era homogénea de grau 1. Agora
nds vamos usar a mesma figura, mas vamos supor
que a F(z,y) é homogénea de grau 3.

Digamos — como no exercicio anterior — que os ?
numerozinhos da figura a direita indicam coisas

que a gente sabe sobre a fungao F(z,y) e que os

“?” indicam coisas que a gente quer descobrir.

Descubra o valor dessa F(z,y) em cada ‘7’ da
figura.

2022-1-C3-funcoes-homogeneas 2022decl6 18:35
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Exercicio 5.

Vamos dizer que uma fun¢ao F(z,y) é homogénea de grau k em
torno do ponto (z,yo) quando ela obedece

-4-20 2 4
-2-101 2
00000
210-1-2
420-2-4
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Mini-teste 2

Digamos que F(z,y) é uma funcio de duas varidveis,
que nao precisa ser um polindémio em duas varidveis —
ela pode ser algo bem mais esquisito.

Digamos que F(z,y) obedece isto aqui,

Flag + Mz, 50 + My) = NF(z0 + Az, yo + Ay)
onde g =4 e yp = 3.

A figura abaixo diz o que sabemos sobre a F'(z,y)
e 0 que queremos saber sobre ela.

Descubra o valor de F'(z,y) em cada um dos ‘?’s
e escreva os seus resultados sobre alguma das
figuras da direita.
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Gabarito

W =
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Questao 1.

(Total: 7.0 pts)

Quando nés fizemos os exercicios do barranco —
reproduzido na préxima péagina — ndés vimos que
as duas faces mais complicadas dele eram a) a
face que continha os pontos (3,5,2), (4,5,3) e
(3,6,3) e b) a face que continha os pontos (7,2,2),
(8,2,2) e (7,3,4). Vou chamar essas faces de F,
e Fy e usar os mesmos simbolos pras fungoes dos
planos associados a elas: quando (z,y) € F, temos
z(z,y) = Fu(z,y) e quando (z,y) € F, temos
2(z,y) = Fiy(w,y).

a) (0.2 pts
b) (0.2 pts
¢) (2.0 pts) Mostre em qual regido do barranco
os numerozinhos obedecem z = F,(z,y) e em qual
regiao eles obedecem z = F,(x,y). As faces F, e
Fy tém uma aresta em comum?

d) (0.6 pts) Sejam Py = (6,2.5), P, = (6.5,2.5)
e P, = (7,2.5). Descubra - no olhdmetro mesmo -
quem sao z, € z, nos pontos By, P e P,.

) Dé a equagéao do plano F,(z,y).
) Dé a equagao do plano Fy(z,y).

e) (2.0 pts) O Bortolossi define a derivada dire-
cional por essa férmula aqui:

flp+t-v) - f(p)

of -
v () = lim :

Calcule
flp+t-v)— f(p)
t

quando p = Py e v = (0.5, —0.5), para os seguintes
valoresde t: t =3,t=2,t=1,¢t=05,t= -3,
t=-2t=-1,t=-05

f) (2.0 pts) Lembre que o gradiente de uma
fungao de R? em R é deﬁmdo como ?G (z, y

= (22,%,), € & Nossa convengao pra no-
tacdo pra desenhar vetores gradientes é que cada
?G(m,y) & desenhado como G(z,y) + ?G(z, ).
Represente em um dos diagramas de numerozin-
hos da préxima pagina V F para estes valores de

(z,y): (2,1), (2,5), (5,3), (6,6), (7,1), (7,2.5).
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(muito incompleto)

: gabarito

Questao 1

Dois modos de dividir o barranco em faces:

Eu prefiro o primeiro modo porque ele tem
uma face a menos, mas vou aceitar respostas

que usavam o segundo modo.

As faces F, e F, sdo:

SRR —o
SRR =}
O™~
TN —AOD
FFImN—~OoD
YT mN—~ocooS
FHma—~oooe
YHmN—~ocooS
Trma—~oocoo

<+ Hever—Loco
T mN—OOoOS
Fwma—~oooe
FTmN—ooOD

T+y—=6
2y —2

¢) Veja as figuras acima.

d) Em Py = (6,

.5) temos z = 2.5, z, = 1, z, = 1;

2
2

.5) temos z = 3, e nesse ponto z,

(6.5,
tem;

Em P,

€ 2, NAo exis!

=3,2,=0,2,=2.

(7.2.5) temos z

Em P,
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Questao 2.

(Total: 3.0 pts) Gabarito
No capitulo VI o Thompson calcula £ ((z? + ¢) + Veja o livro do Thompson! O:

4 . a
(a:v + b)) organizando as contas mais ou menos https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf .
desta forma: pdf#page=81

= (¢ +¢)+ (az’ +)
d((z*+c) +(az1+b ))

4

(z +r) + d(a::]f+b)
= 217 + 4ax®

E no capitulo IX — “Introducing a useful dodge” —
o Thompson mostra como a gente pode simplificar
contas como essa introduzindo “varidveis depen-
dentes” novas... por exemplo, w = x> 4+ ¢. Além
disso ele trata dy e dw como varidveis que depen-
dem de z e dy.
Use estes truques pra calcular 2 quando:

a® + 2? 3 a? — a?
a? — 2%\ a® + 22

Y=
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Questao 1

(Total: 1.0 pts)

Digamos que:
Flzy) = a

+ br+cy

+ da?+exy + fy?

a) (0.2 pts) Calcule F,, F,, F,,, F,, ¢ F,, nos pontos

(w,9) € (0,0).
b) (0.8 pts) Mostre como reescrever F(z,y) como

F(z,y)
ety

I SV S T

+ +

onde em cada lacuna vocé vai poér uma expressio que
depende s6 das derivadas parciais de F(z,y) no ponto
(0,0).

Questao 2
(Total: 3.0 pts)
Digamos que:

G(zg+ Az,yo+Ay) = a
+ bAz+cAy
+

d(Az)? + eAzAy + f(Ay)?

a) (0.6 pts) Calcule Gy, Gy, Gyu, Guy ¢ Gy, nos pontos
(z,y) e (0,0).
b) (2.4 pts) Mostre como reescrever G(z,y) como

Glr,y) =
+  Ar+ Ay
+ AP+ AzAy+ Ay

onde em cada lacuna vocé vai pdér uma expressio que
depende s6 das derivadas parciais de G(z,y) no ponto
(20, 0)-
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Gabarito das questoes 1 e 2

Se (0, 0)
2(x,y)

+ 4+

+
+

a+br + cy +da? + exy + fy?
b+ 2z + ey
2d

e
c+ex+2fy

€
of

F(0,0)
E(0,0)2 + F,(0,0)y
1F2(0,0)2 + Fry(0.0)y + 15, (0.0)y?

(0,0),

22T+ ZyY
1 2 - - 1, 2
%2l ZayTY + 5 2yyY

(w0 + Az, yo + Ay)
(w0 + Az, yo + Ay)
Fou(o + Az, yo + Ay)
Fuy(wo + Az, yo + Ay)
( )
( )
( )

Fyewo + Az, yo + Ay

Fyy(wo + Az, yo + Ay

F(wo,y0)
Fio(wo,50)
Faa(w0,0)
Fay(0, 90)
F, (o, y0)
Fyr<10~yﬂ)
Fyy(x0,90)

F(zo + Az, yo + Ay)

2(zo + Az, yo + Ay)

+ 4+ I

+ 4+

ST

a+bAz + cAy + dAz* + eAxAy + fAy?
b+ 2dAz + eAy
2d

e
c+eAx+2fAy

€
of

F(x0,0)
Fy (o, y0) Az + Fy (0, y0) Ay
3o (w0, Y0) A2® + Fuy (0, y0) AxAy + 3, (0, y0) Ay?

AT+ 2,Ay
ZaaA1? + 2y AxAy + 12, Ay?
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Questao 3

(Total: 5.0 pts)

Seja H(z,y) = \/z2 + 3¢ e seja (20, 30) = (1,1).
Encontre as aproximagoes de Taylor de ordem 1 e
2 para H(zo + Az, yo + Ay).

Questao 4

(Total: 1.0 pts)

Seja M (zo + Az, yo + Ay) = Az(Az + Ay).
Digamos que (o, yo) = (4, 3).

Faga o diagrama de numerozinhos da M (z,y) nos
pontos com Az, Ay € {-2,-1,-0,1,2}.
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Questao 3: gabarito
Seja H(z,y) = /22 +3y>=S.

Entao:
H(z,y) = S H(zo,y0) = 2
Hy(z,y) = z/S H,(xo0,0) = 1/2
Hy(zv,y) = 3y/S Hy(z0,5) = 3/2
Hyo(x,y) = (S*—2%)/S*  Hul(xo,50) = 3/8
Hﬂ,(w,y) = 731’3//5& Hm!/(vLOvyO) = 73/8
Hyy(x,y) = (3527992”‘5‘3 H'z/y(ImyU) = 3/8
Aproximagao de Taylor de la ordem:
H(zo+ Az,yo+ Ay) ~ H(xo,Y0)
+  Ho(@o,y0)A + Hy(2o, yo) Ay
= 2
+ %A:L‘Jr%Ay

Aproximagao de Taylor de 2a ordem:

H(zo + Az, yo + Ay) H(zo, Yo)

H (20, y0) Az + Hy(zo, yo) Ay

%sz(ﬁm ,UU)AJUZ + Hay(20, yo) AzAy + %Hyy(‘z‘(la yo)Ayz
2

1Az +3Ay

k! SAx? — —’ALAy + 1 Ay

16

+ 4+ I+ + 2
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Questao 4: gabarito

0-1038
20026
41014
62002
830-10
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Questao 1.
(Total: 5.0 pts)
Sejam:

Y
(o,90) = (L,1).
Lembre que a férmula para a aproximagao de Taylor de
2a ordem é:

+ zAx+z,Ay
+ = 2" L 4 2 ArAy +

2y AyAy
2

Calcule as aproximagdes de Taylor de la e 2a ordem
da fun¢io F(z,y) em torno do ponto (xg,yo) € use-as
para calcular duas aproximagoes para F(1.1,1.1), uma
usando Taylor de 1la ordem e outra usando Taylor de 2a
ordem.

Pontuagao:
a) (2.0 pts) Taylor de la ordem.
b) (3.0 pts) Taylor de la ordem.

Note que esta questao tem um monte de “subitens secre-
tos” — um monte de coisas que vocé vai ter que calcular
de forma organizada pra conseguir chegar até os resul-
tados finais — e eu nao estou dizendo quais sdo esses
subitens... vocé vai ter que se virar!

Questao 2.
(Total: 5.0 pts)
Sejam (zo,y0) = (4,3) e:

F(zo+ Az, yo + Ay) = Ay,
G(zo + Az, yo + Ay) = Az(Az+ Ay),
H(z,y) = Fla,y)+Gz,y).

Faca os diagramas de numerozinhos das fungoes
F(z,y), G(z,y) e H(x,y) nos pontos com Az, Ay €
{-2,-1,0,1,2}. Depois faca uma cépia (a caneta)
do seu diagrama de numerozinhos para a fungao z =
H(z,y) e trace sobre essa copia (a lapis) as curvas de
nivel dela em 5 valores de z diferentes. Dica: essas cur-
vas de nivel vao ser “curvas quadricas”, como pardbolas
e elipses, que vocé deve ter visto no fim no curso de GA.
Pontuagao:

a) (2.0 pts) Diagramas de numerozinhos.
b) (3.0 pts) Curvas de nivel.
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Questao 1

(Total: 10.0 pts)

O diagrama de numerozinhos abaixo corresponde a
uma superficie z = F(z,y) que tem 5 faces. Tam-
bém é possivel interpretd-lo como uma superficie
com 7 ou mais faces, mas vamos considerar que a
superficie com s6 5 faces é que é a correta.

ODOOO DO ==
OO O DN Wk
[SI=TEY CY XN
[ST=] ST HNFNNIN
=YY CI NN
SY=T CHNF NN

a) (2.0 pts) Mostre como dividir o plano em 5
poligonos que sdo as projegoes destas faces.

b) (1.0 pts) Chame estas faces de face C (“cima”),
E (“esquerda”), M (“meio”), D (“direita”), e B
(“baixo”), e chame as equagoes dos planos delas de
Fo(w,y), Fp(z,y), Fu(z,y), Fp(x,y), e Fa(z,y).
Dé as equagoes destes planos.

¢) (2.0 pts) O segmento de reta que ¢é a fronteira
entre as regioes M e D “corresponde & intersecao
entre os planos Fy/(z,y) e Fp(z,y)”. Faca as con-
tas e explique em portugués o que a expressio en-
tre aspas quer dizer.

d) (2.0 pts) Para cada um dos 5 poligonos do item
(a) escolha um ponto com coordenadas inteiras ue
esteja dentro desse poligono e ndo na fronteira dele.
Chame esses pontos de Pg, Pg, Py, Pp e Pg. Para
cada um destes 5 pontos represente graficamente

P+ VF(P).
e) (1.5 pts) Seja Q(t) a seguinte trajetoria:

Q) = {“"4)

quando ¢ < 6,

(6,10 —¢) quando 6 < ¢.

Represente graficamente Q(t) + Q'(t) para t =
1,3,5,7,9.

f) (1.5 pts) Digamos que (z,
Qt) e que z = z(z,y) = z(
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FHMOAN—ADODODDOO
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I TINOO
I TINOO
I ONOO
FFHFFFOAN—ADOO
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FHOAN—ADODODOO
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T TINOO
T TINOO
tFHFFFFONOO
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FTFOAN—AOOOO
FFONHOOOO
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Gabarito (muito incompleto)
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Questao 1

(Total: 7.0 pts)

O diagrama de numerozinhos da préxima folha cor-
responde a uma superficie z = F(z,y) que tem 5
faces. Também é possivel interpreta-lo como uma
superficie com 7 ou mais faces, mas vamos con-
siderar que a superficie com s6 5 faces é que é a
correta.

a) (2.0 pts) Mostre como dividir o plano em 5

poligonos que sao as projecoes destas faces.

b) (1.0 pts) Chame estas faces de face NW
(“noroeste”), S (“sul”), C (“centro”), E (“leste”),
e SE (“sudeste”), e chame as equagdes dos planos
delas de Fyw(z,y), Fs(,y), Fo(z,y), Fa(z,y), e
Fsp(z,y). Dé as equagdes destes planos.

¢) (1.0 pts) Sejam:
Py = {(e.5,2) € B |2 = Fy(w,y) ),
Po = {(@y.2) €|z = Felx.y)},
r = PsNPc.

Dé uma parametrizagao para a reta 7.

d) (2.0 pts) Seja

A = {0,1,...,9} x {0,1,...,10};

note que os numerozinhos do diagrama de nu-
merozinhos estdo todos sobre pontos de A. Para
cada ponto (z,y) € A represente graficamente
(z.y) + $VF(z,y).

Obs: quando @F(T y) = 0 desenhe uma bolinha
preta sobre o ponto (z,y), e quando ﬁF(x, y) nao
existir nao desenhe nada.

e) (1.0 pts) Sejam

QW) = (1,0)+1(1,1),
@) = Q).
L) = F(z(t),y(t)).

Faga o gréfico da fungao h(t). Considere que o

dominio dela ¢ o intervalo [0, 8].
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Questao 2
(Total: 3.0 pts)

Seja H(z,y) = /x + ay.
Dé a aproximacao de Taylor de ordem 2
para H(x,y) em torno do ponto (1,1).
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Questao 1: gabarito

d) No interior da regiao...
NW: temos V(z,y) = (0,0),
S: temos V(z,y) = (— ,0

C: temos V(z,y) = (-1,

E: temos V (z,y) ﬁ,

SE: temos V (z,y) = (0,

Nas fronteiras entre as regides o gradiente nao ex-
iste.

Vou fazer o desenho depois.

6666666666
6
6
6
6
a) 6
6
6
6
6
6
b)
Ps = {(z,y,2) €eR¥|z2=10-2z},
Pe = {(z,9,2) €R® | z=y—a+4},
c) r = {(z,y,2) R |2=10-22=y—x+4},
= {(z,y,2) €R¥ | 2=10-22, y=6—2x},
= {(2,6—2,10—-2z) |z €R}

2022-1-C3-VSB
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Questao 2: gabarito
Sejam S = \/x +ay e Sy = V1 + a. Entao:

H(z,y) = S H(L,1) = S
Hy(z,y) = 1/(25) Hy(1,1) = 1/(25)
Hy(z,y) = a/(25) H,(1,1) = a/(25)
m(ch) = —1/(45%) H..(1,1) = —1/(459)
Hyy(2,y) = —a/(45°) Hyy(1,1) = —a/(4S5)
Hyy(v,y) = —a?/(45%) Hy,(1,1) = —a?/(457)
H(l+Az,1+Ay) = (1 1)

+ H,(1,1)Az+ H,(1,1)Ay

O Heo (1,122 4 H, (1,1)AzAy + Hy,(1,1)52

= 50

+ ZéoAx+ 75, AzAy

+ 4_513A2I +453AxAy+ZTa§ATyZ
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Critérios de correcao

Erros crassos exatamente iguais ao de colegas po-
dem fazer a pessoa perder mais pontos.

Questao 1

Item la:

Ja fizemos exercicios deste tipo muitas vezes, en-
tao aqui a correcao ¢ bem rigorosa. Se alguma
das regioes da pessoa tem quatro pontos nao-
coplanares ela leva zero neste item.

Item 1b:
Aqui as fungoes Fyy e Fgp sdo triviais e ndo con-
tam pontos. Se a pessoa obtiver trés planos difer-
entes para Fg, Fo e Fg fazendo contas claras e
legiveis pequenos erros de conta podem ser per-
doados.

Item 1c:

Aqui a reta correta é a reta
r={(x,6-2,10-2z)|zeR}.

Se a pessoa obteve a projegdo desta reta no plano
(z,y), que ér = {(z,6 —2,10-2z) |z €R}.
entdo ela ganha s6 0.6 pontos.

Repostas com retas dadas por equagoes ao invés
de retas parametrizadas sdo aceitas sem desconto
de pontos.
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Item 1d:

Nos fizemos exercicios deste tipo muitas vezes
em sala — tanto a parte de calcular gradientes
de regides planas de diagramas de numerozinhos
quanto a parte de representar graficamente somas
de pontos e vetores seguindo esta convengao:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-tudo.pdf#
page=8

entdo aqui a corregao pode ser bem rigorosa. Eu
esperava que os alunos mostrassem que sabiam que
nas regides NW e SE os gradientes sao zero, que
na regiao S ele aponta pra esquerda, que na regiao
C ele aponta pra noroeste que e na regiao E ele
aponta pra cima; erros nisso sao considerados er-
ros graves e descontam muitos pontos. Os erros
que descontam poucos pontos sdo: 1) nao recon-
hecer que nos pontos de fronteira entre os planos
o gradiente ndo estd definido e 2) nao reconhecer
que na regiao S o médulo do gradiente é o dobro
do médulo na regido E.
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Critérios de corregao (cont.)

Item le:

Se a pessoa conseguiu desenhar a reta Q(¢) ela ganha 0.1 pontos.

Se além disso ela conseguiu fazer um grafico da funcao h(t) em que o valor de h(t) estd
correto em todos os valores de ¢ inteiros ela ganha mais 0.5 pontos.

Se além disso a pessoa conseguiu ver que a inclinagdo da fungdo h(t) muda quando t = 2.5
ela ganha os 0.4 que faltam.

Questao 2
Aqui erros de conta no calculo das derivadas parciais podem ser perdoados. O mais
importante é que a pessoa ponha o resultado final numa destas formas:

G(l+Az,1+Ay) ~
+ _ Ar+ Ay
+ Ax? + AzAy + Ay?
ou:
Gr,y) ~ ___
+ _(e-D+__(y-1)
+ _@-1+ (@-Dy-D+__(y-1)?

e manipule os coeficientes de forma coerente.
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