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Introducao a “notacao de fisicos”

Noés vamos aprender a usar duas con-
vengoes de notagdo matemdtica no
curso — ou, pra encurtar, duas “no-
tagbes”. O Bortolossi usa uma notagao
muito mais precisa, que eu vou chamar
de “notacdo de matemédticos”, e o Sil-
vanus Thompson usa uma notagdo mais
intuitiva mas bem mais dificil de for-
malizar, que eu vou chamar de “no-
tagao de fisicos”.

Na “notagao de fisicos” muitos simbolos
vao ser abreviagoes e as regras pra ex-
pandir essas abreviagdes vao depender
do contexto. Vao existir algumas con-
vengoes pra expandir essas abreviagoes
que vao ser seguidas quase sempre, mas
vao existir muitas excegoes — e muitos
casos ambiguos...

Na pégina 170-172 do cap.5 o Bor-
tolossi fala de algumas convengoes so-
bre variaveis que ele vai usar o minimo
possivel, porque elas as vezes sao difi-
ceis de interpretar e as vezes sdo am-
biguas...

Isso é um assunto bem maior e mais
complicado do que parece. Quando eu
fiz graduagdo em algumas matérias es-
sas convengoes — que eu vou chamar
de “notacao de fisicos” — eram total-
mente proibidas, mas em outras elas
eram tratadas como algo 6bvio que
todo mundo sabia usar.

A gente vai aprender alguns dos princi-
pios por trds da “notagdo de fisi-
cos” e vamos como usar essa ‘notagao
de fisicos” como uma abreviacio pra
uma notagao muito menos ambigua que
matematicos “estritos” aceitam.
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Material do semestre passado

No semestre passado eu usei a “notagio de fisicos” pela Aqui tem uma lista — ainda bem incompleta — de PDFs e videos do
primeira vez no curso de Célculo 3, e dei uma parte semestre passado sobre “notagao de fisicos™:

do curso alternando entre trés livros: o do Bortolossi

(“notagao de mateméticos”), o do Silvanus Thompson Aula 14: Notagéo de fisicos

(“notacdo de fisicos”), e o do Thomas (que usa as duas ~ http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C3-notacao-de-fisicos.pdf

notagoes). Desta vez eu vou fazer a mesma coisa, s6 que
de um jeito mais organizado que o do semestre passado,
porque: 1) eu vou reusar bastante material do semestre
passado, 2) agora que eu acho que sei “todas” as regras
necessarias pra traduzir a “notagao de fisicos” pra “no-
tacio de matemdticos”.. obs: esse “agora eu acho que
sei todas as regras” quer dizer “agora eu tenho um con-
junto de regras de tradugao que parece ser suficiente pra
traduzir tudo que a gente vai usar da ‘notagao de fisicos’ 6/ag0/2021: Silvanus Thompson: triangulo
em Céleulo 3 pra ‘notagao de matematicos’”. Ninguém
que eu conhego sabe fazer essa tradugao formalmente, e
eu estou conversando de vez em quando com umas pes-
soas de outras universidades pra ver se elas concordam 6/ago/2021: Silvanus Thompson: o exemplo da escada
com a minha traduga

30/jul/2021: introdugdo a NF, versido preliminar:
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos.mp4
https://wwu.youtube . com/watch?v=fMNgrsubMek

4/ago/2021: Segundo video sobre notagio de fisicos
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos-2.mp4
https://wau.youtube . com/watch?v=bjB10g0-7Do

http://angg. twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos-s-tr.mpd
https://wwa. youtube . con/watch?v=h0WVx0gv9IpO

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos-s-esc.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=-0QxJty23hQ

20/ago/2021 - Thompson/Gardner
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-funcoes-quadraticas-4.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=d0fnURoPTIQ
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Silvanus P. Thompson: Calculus Made Easy (1910)
Vou usar bastante o livro do Silvanus P. Thompson...

Ele estda em inglés, mas descobri uma versao em EIEX dele
feita a partir de uma versao em dominio publico — esta aqui:
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf

que eu consigo modificar. Vou tentar traduzir algumas
paginas dessa versao pra portugueés.

Links pra uma versao em HTML do livro
e pra comentarios sobre ela:

https://calculusmadeeasy.org/
https://avidemia.com/calculus-made-easy/
https://news.ycombinator.com/item?id=27991120
https://news.ycombinator.com/from?site=calculusmadeeasy.org

o Silvanus nao distingue dz de Ax.
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Um primeiro exemplo

Digamos que y = /x.

Podemos considerar que x e y “variam juntos”,
“obedecendo certas restri¢oes”. O conjunto dos pontos (z,y)
que obedecem essas restrigoes é { (z,y) € R? |y = /7 }

e o grafico é:

Y
To,T1 € R
Yo = +/To
By (> o= VT
Yo

Ar = x1—x
Ay = yi—w
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Um primeiro exemplo (2)

Em geral vamos considerar que xy é “mais fixo” do que z7.
Quando dizemos “diminua Az; ele era 1 e passa a ser 0.5”

0 7o nao muda e o x; sim — e temos Yy = /7o, Y1 = \/T1,
Ay =y1 — yo.

O Silvanus Thompson usa os termos “independent variable”
e “dependent variable”. Neste exemplo nds vamos considerar
que o e x1 sdo as variaveis independentes, e que a partir
dos valores delas da pra calcular os valores das variaveis
dependentes, que sao Az, o, y1, € Ay.

Também daria pra considerar que as variaveis independentes
sdo xg e Ax... al x1 passaria a ser uma das varidveis
dependentes.
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O truque de omitir nomes de funcoes

O “normal” seria a gente dizer que y = f(z) = v/z,
mas os “fisicos” as vezes dizem so:

e al em contextos em que a letra y é usada como
um nome de funcao ela é interpretada como f...
Af a gente vai ter coisas como:

&y _ lim Ay _
dr  Az—0 Ax

f' (o)

Veja as contas do proximo slide.
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O truque de omitir nomes de fungées (2)

d
e o =

2021-2-C3-notacao-de-fisicos

y Ay
Airgo Ax
lim Y1 — Yo
Az—0 Az
. y(w1) = y(wo)
Alggo Ax
lim y(zo + Az) — y(x0)
Az—0 A.T
lim f(zo + Ax) — f(x0)
Az—0 Ax
f'(x0)

2021dec28 00:58
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Algumas regras de traducgao

O y = y(z) & esquerda diz que quando o y
aparece “fazendo papel de varidvel” ele pode
ser substituido por y(z). Repare que o y antes
do ‘=" em y = y(x) “faz papel de varidvel” e o
y depois do ‘=" “faz papel de nome de fung¢ao”.

A regra y = y(x) vale “para todo 2” — inclusive
para ‘z’zes com indices, como zg e z;. Portanto
o = y(xo) e y1 = y(a1).

O y(z) = f(z) diz que um y “que faz papel de
nome de fungao” pode ser substituido por um f.
Obs: na “notacdo de matematicos” o conjunto
dos simbolos que fazem papel de varidveis TEM
que ser disjunto do conjunto dos simbolos que
fazem papel de funcao.

dy _ 1 Ay g0 g
Na igualdade = hmAJHOE 0 ‘dx’ e o ‘dy

podem ser tratados como diferenciais — o livro
do Thomas explica isso na secdo 3.8. Entao
num certo sentido “dz é o limite de Az e dy
é o limite de Ay”, mas dd um certo trabalho
formalizar isso de um jeito que funcione direito.

Quando (var) é uma varidvel o significado de-

fault de A(var) ¢é (var); — (var)y — entdo Az =
1 — 20 € Ay = y1 — Yo-
Como Az = x7 — g entdo 1 = o9 + Az e

y(@1) = y(ao + Az).

J'(wo) = limag 0 M ¢é exatamente a

definicdo de derivada que vimos em Célculo 1.

Subscrito é% vezes vai querer dizer derivada:

—dy _
Vo= =0y

Quando um subscrito puder dizer tanto
derivada total quanto derivada parcial a in-
terpretagao preferida é a como derivada par-
cial. Obs: ainda nao vimos derivadas parciais e
derivadas totais, vamos ver em breve.
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Exercicio 1

Assista este video do 6:13 até o 12:56:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=fMNgr5wDMek

Ele explica como a regra da cadeia vira algo super curto
na “notacao de fisicos”.

a) Calcule z,, usando a “notacao de fisicos”.
raduza as suas contas pra notacao convencional.
b) Trad t t 1

No item a vocé encontrou uma férmula geral.
Agora vamos aplica-las em casos especificos pra testa-la.

c) Especialize as suas contas do item a pro caso

z(y) = seny, y(x) = e**.
d) Calcule - sen(e?®) pelo método convencional.
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Exercicio 1: dica

;. A . d /
No exercicio 1 vocé vai ter que calcular algo como 7-(f'(g(z))),
e quase todo mundo se enrola nisso.

Leia a “gambiarra” da segunda coluna do slide 9 daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=9

e calcule o resultado desta substituicao:

d PR

Z(h(k(x)) = B (k(z)) - K RS
( dx( (k(x)) (k(x)) (m))) ,Z,((u))::f,/,((u))
x):=g (T
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Lendo o Silvanus Thompson

Neste semestre nés vamos aprender alguns
tépicos pelo livro do Silvanus Thompson —
nés vamos ler algumas segoes do livro e en-
tender elas em detalhes, depois vamos pular
um monte de se¢oes que tém demonstragoes
informais de coisas que vocés viram em CAal-
culo 1, e vamos ler algumas segoes 14 adiante.
Na pégina 5 do Thompson ele diz isso aqui:

Let us think of z as a quantity
that can grow by a small amount
so as to become z + dx, where
dz is the small increment added
by growth. The square of this
is 2% 4+ 2z - dz + (dz)* . The
second term is not negligible be-
cause it is a first-order quantity;
while the third term is of the sec-
ond order of smallness (...)

Noés vamos modernizar a notagdo do Thomp-
son um pouco. NOs vamos usar o subscrito
‘o’ pra indicar “antes” e o subscrito ‘i’ pra
indicar depois, vamos fazer desenhos pondo
o “antes” e o “depois” lado a lado, e vamos
distinguir dz e Az. Pra gente Ax vai indicar
a diferenca z1 — xy, que nao vai ser necessari-
amente muito pequena, e sé vamos escrever
ela como dz quando soubermos que (dz)? é
infinitesimal /desprezivel /etc, e quando sou-
bermos que podemos fazer as contas fingindo
que (dz)? = 0; pra transformar essas contas
com (dz)? = 0 em contas formais nds vamos
ter que acrescentar limites nos lugares certos
ou usar uns “termos de erro” como o(z) ou

Também vamos distinguir “igual” de “aprox-
imadamente”. Por exemplo, na pagina 12
o Thompson diz “4/32361 = 179.89”, mas
nés vamos escrever isso como “v/32361 ~
179.89".
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Silvanus Thompson: o exemplo do tridngulo (p.10)

Links:
https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf#page=21

http://angg.
4
sen 300
21/2 7
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cos’ 30°
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1
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u
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»

twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos-s-tr.mp4

AdTes:
Xd
D€Pous: ] dy
Yy =
Yo | Yo +dx
X4z X:ﬁ-r)x
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Silvanus Thompson: o exemplo da escada (p.11)
Links:

https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf#page=22
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C3-notacao-de-fisicos-s-esc.mp4

pepots:
8 ANTes:
=181 Yor q
180
o x A Xo=19
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Silvanus Thompson: o exemplo da escada: contas

\/ xc’z *."o" ={ '
XOZ "'3@2 = ‘e’l
x1'l "'31’2 2 11
(x°+ax)'l+(9°_ag)7-:[z
(30‘35)1 . X'l_ X:'
Yo -dy - W
"V 181® - 20
= J32361 - 400
= 32361

%139, 89
180 -dy < 139 ¢q
190179, 89 = dy

2

dy = 0.14
dx = 1
Jy

?}? :Eﬂ_: 0.1
1
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Exercicio 2

Nas péaginas 25 e 26 o Thompson faz uma contas e conclui
que se y = z° + 5 entdo % = 3z2. Entenda as contas dele

e traduza-as pra notacao modernizada.

Link:

https://www.gutenberg.org/files/33283/33283-pdf . pdf#page=36
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Exercicio 2: dicas

17

Yo = To+5
y = 15+5
= (zo+Ax)*+5
(o + A:E)3 = x5+ 3x2Az + 3z0(Az)* + (Ax)?
Tente Slmphﬁcar , leia 0 Thompson supondo que

Ax é muito pequeno e tente entender como ele lida
com termos que ele considera “despreziveis”.

Mais uma idéia: quando y = y(x)
e Ax é muito pequeno temos %Am ~ Ay.

O Thompson escreve isto como %dx = dy.
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Exercicio 2: mais dicas

Repare que vocé esta tentando aprender trés “notacoes” ao mesmo
tempo: a do livro do Thompson (“T”), a versao modernizada da no-
tagdo do Thompson (“M”), e a “notagdo de matematicos” do livro do
Bortolossi (“B”)...

Se voceé tiver um procedimento pra traduzir, por exemplo, a notacao
T pra notacdo B, vocé pode usa-lo pra aprender a fazer a traducao
oposta, de B pra T... vocé pode fazer uma tabela com expressoes e
contas na primeira notacao e as tradugoes delas pra segunda notagao
e usar essa tabela pra tentar descobrir como a traducao da segunda
notacao pra primeira deve funcionar.

2021-2-C3-notacao-de-fisicos 2021 dec28 00:58


http://angg.twu.net/2021.2-C3.html

19

O truque das variaveis novas

No capitulo 6 0 Thompson calcula £ ((2% + ¢) + (az’ + b))
organizando as contas mais ou menos desta forma:

y = (2% +c¢)+ (az* +b)

dy d((m2+c)+(ax4+b))
dx dx
_ d(z%+0) d(az*+b)
- dx o dz
= 2x + 4ax®

No capitulo 9 — “Introducing a useful dodge” -
o Thompson mostra como a gente pode simplificar contas
como essa introduzindo “varidveis dependentes” novas.

Exercicio 3.
Entenda os exemplos (1)—(4) das paginas 66—68 do Thompson.

Exercicio 4.
Faga os exercicios (1)—(4) das paginas 66-68 do Thompson.
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Derivadas parciais

Nos vamos aprender derivadas parciais comegando por
como calcular derivadas parciais de fungdes simples.

A explicacao do Bortolossi é mais facil de entender
que a do Thompson mas o truque de introduzir
variaveis novas do Thompson vai ser incrivelmente 1util.

Leia as paginas 168 e 169 do capitulo 5 do Bortolossi.
Comece do tultimo paragrafo da 168 — o que comega com
“Mais ainda”. Leia a pagina 169 toda.

Exercicio 5.
Faca todos os itens do exercicio 1 da pagina 177
do capitulo 5 do Bortolossi.
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Derivadas parciais no Thompson

Leia o inicio do capitulo XVI do Thompson —
da pagina 172 até a 174.

Entenda os exemplos (1) até (3).

Obs: a maioria dos livros modernos usa
uma definicao de “derivada total” que nao é
totalmente compativel com a definicao de
“diferencial total” do Thompson...

Fique preparado!

Exercicio 6.

Faga os exercicios (1)—(6) das paginas
177 e 178 do Thompson.
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Derivadas parciais e derivadas totais
Digamos que z = z(z,y) e y = y(z).

Vamos comegar com um caso bem concreto — um que
eu usei em EDOs com variaveis separaveis em C2... link:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-edovs.pdf

O nosso caso bem concreto vai ser:

= Z(l’,y) = '1:2 +y2a

y=y(r)=v1—2a2

quando noés s6 consideramos o z = z(z,y) = 22 + y>

as derivadas parciais de z sao z, = 2z e z, = 2y,

mas quando também consideramos o y = y(z) = v/1 — 22

‘ _ 2 2 _ dz _
al temos 2z = z(z,y(x)) = 2>+ V1 -2 =1,e E=0.

Esta derivada £ = L z(z, y(z)) é chamada de
derivada total de z com relacao a y.
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Exercicio 7.

Digamos que z = z(z,y) = (v + 2)(y + 3)
e que y = y(z) = senz.

a) Calcule %, g—z.

b) Calcule j—z.d

c) Calcule 2.

Convencao: quando uma expressao como z, puder

ser interpretada tanto como uma derivada parcial quanto
como uma derivada total o default é interpreta-la

como derivada parcial.
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Exercicio 8.

Digamos que z = z(z,y) e y = y(z).

(Isto é uma versao mais geral do exercicio 7).
a) Calcule 2.

b) Calcule £4 -,
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Tudo que vem depois daqui vai ser reescrito.
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Exercicio 5: gabarito

(%i3) £ : sqrt(r”2 + s72);
(%03)

V§2+r?

(%i4) [diff(f, r), diff(f, s)];
(%hod)

T S
V2 + 12 /52 + 72

(%i5) £ : t/s - s/t;
(%05)

®» |
| ®

(%i6) [diff(f, s), diff(f, t)]1;
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(%06)
t 1 s 1

2t s

(%17) f : Q*XA4*yA3 - X*y"2 + 3*y + 1;
(%oT)
2x4y37xy2+3y+1

(%i8) [diff(f, x), diff(f, y)l;

(%08)
[8m3y3 —y2,6alc4y2 — 23:y+3}
(%19) £ : (t+v) / (t-v)
(%09)
v+t
t—uv
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(%i10) g : sqre ((t+v) / (t-v)) ;
(%010)
v+t
t—wv

(%i11) h : log(sqrt((t+v) / (t-v)));

(%ho11)

(%i12)
(%o12)

(%hi13)

s (11)
)

[diff (£, t), diff(f, v)]1;

1 v+t v+t " 1
t—o (t_v)Q’(t_U)Q t—o

[diff(g, t), diff(g, v)]1;

2021-2-C3-notacao-de-fisicos 2021dec28 00:58

|

28


http://angg.twu.net/2021.2-C3.html

(%013)

(%hi14)
(%ho14d)

(%i15)
(%015)

(%i16)
(%o016)

1 v+t v+t
t

1
- (t—v)? (t—v)? =

)
v+t
2./ 2

[diff(h, t), diff(h, v)]1;

(o) (2 - ) (-

v+t
t—v

U ( 1)+t2+7>

2 (v+t) ’

f: (x73-y72)72;

[diff (£,

(a® —y?)
x), diff(f, y)1;
[6x2(m3——y2)7—4y

2021-2-C3-notacao-de-fisicos
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(%i17)
(%ho17)

(%i18)
(%018)

(%i19)
(%019)

(%120)
(%020)

f : xxexp(y) + y*sin(x);
xe¥ +sinxy
[diff (£, %), diff(f, y)1;
[eY + coszy, xe¥ + sin z]
f @ exp(x) * log(x*y);
e’ log (zy)
[diff(f, x), diff(f, y)I;

X x

v e
e’ log (zy) + —, —
Ty
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(%i21) £ : x * cos(x/y);
(%ho21)

G)
T cos | —
)

(hi22) [diff(f, x), diff(f, y)I;
(%022)

. <x> o sin (g) 2 sin (g)

y) oy
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Quadratics - tests
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Um segundo exemplo
Digamos que o conjunto dos pontos (z,y)
“que obedecem as restrigoes” ¢é esse aqui:

{(z,y) eR* 2" +y" =5}

e que (2o, yo) = (3,4).
Os fisicos consideram que “é 6bvio” que (em geral!) varidveis
“variam continuamente”, entao se 1 = xo + Ax e y; = yo + Ay

e Az é muito pequeno entao Ay é muito pequeno também.
(Veja o video!...)
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