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Cursos tradicionais vs. esse aqui

Num curso “tradicional” de Célculo 2 — presen-
cial e sem computadores — a gente ensinava basi-
camente integrais e equagoes diferenciais, que eram
duas coisas que as pessoas iriam usar muito pouco
nos cursos seguintes... s6 que pra resolver inte-
grais e equagoes diferenciais as pessoas tinham que
resolver contas que acabavam ficando com vérias
paginas, e pra nao chegar em resultados errados
elas tinham que aprender a escrever essas contas
de jeitos muito claros, em que cada passo fosse
muito facil de revisar depois, e quando os cursos
eram presenciais era facil as pessoas trabalharem
em grupo, trocarem idéias sobre o melhor jeito de
organizar as contas, e revisarem as contas umas
das outras — e num instante as pessoas passavam
a ter intimidade suficiente umas com as outras pra
poderem dizer coisas como “nao entendi esse passo
aqui”, “me explica isso?”, “isso aqui ta errado
“acho que d4 pra fazer isso aqui de um jeito mel-
hor, 67, “sua letra té horrivel aqui, dd pra escrever
mais claro?”; e coisas assim...
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Eu estou participando de um grupo de pessoas
de vérias universidades que estao discutindo como
adaptar seus cursos de Matemédtica ao contexto
atual, em que o ensino é remoto e os computa-
dores podem fazer vdrias das contas que antes
todo mundo tinha que fazer & mao. Uma das ap-
resentagoes que eu achei mais legais foi uma do
Carlos Tomei, da PUC-Rio — vou colocar a link
pro video na préoxima versao dos slides! — sobre
como cle estd dando o curso de Calculo 1 atual-
mente. Os alunos da PUC tém acesso a um pro-
grama chamado Maple, que faz contas e gréficos de
muitos tipos, e que sabe calcular todas as derivadas
que aparecem em Calculo 1. Se o que importasse
no curso fosse s6 fazer contas os alunos que us-
assem Maple resolveriam qualquer prova antiga de
Calculo 1 em poucos minutos — se eles pudessem
escrever na prova sé o resultado de cada conta.
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Algumas dicas de GA que valem pra C2 também
A dica 7 é INCRIVELMENTE importante. Link:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

1) Aprenda a testar tudo: contas, possiveis soluces de equagdes, repre-
sentacdes graficas de conjuntos

2) Cada “seja” on “sejam” que aparece nestas folhas é uma definigao, e
vocé pode nsé-los como exemplos de definigaes bem-escritas (é¢él!!!) pra
aprender jeitos de escrever as suas definicdes

3) Em “matematiqués” a gente quase nio usa termos como “ele”, “ela”,
“isso”, “aquilo” e “1&” — ao invés disso a gente da nomes curtos pros
objetos ou usa expressdes matematicas pra eles cujo resultado é o ob-
jeto que a gente quer... mas quando a gente estd discutindo problemas
no papel ou no quadro a gente pode ser referir a determinados objetos
apontando pra eles com o dedo e dizendo “esse aqui”.

1) Se vocé estiver em ditvida sobre o que um problema quer dizer tente
escrever as suas varias hipoteses — a pratica de escrever as suas idéias é
0 que vai te permitir aos poucos conseguir resolver coisas de cabega.

5) Muitas coisas aparecem nestas folhas escritas primeiro de um jeito
detalhado, e depois aos poucos de jeitos cada vez mais curtos. Vocé vai
ter que aprender a completar os detalhes.

6) Alguns exercicios destas folhas tém muitos subcasos. Nos primeiros
subcasos vocé provavelmente vai precisar fazer as contas com todos os
detalhes e verificé-las virias vezes pra nio errar, depois vocé vai aprender
a faz »z mais rapido, depois vai poder fazé-las de cabega, e
depois vocé vai comegar a visualizar o que as contas “querem dizer” e v
conseguir chegar ao resultado graficamente, sem contas; e se vocé estiver
em duvida se o seu “método gréfico” estd certo vocé vai poder conferir
se 0 “método gréfico” e o “método contas” ddo aos mesmos resultados.
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7) Uma solugiio bem escrita pode incluir, além do resultado final, contas,

representagdes gréficas, explicagdes em portugués, testes, etc.
Uma solugiio bem escrita é fcil de ler e fdcil de verificar. Vocé pode testar
se uma solugiio sua estd bem escrita submetendo-a as seguinte pessoas:
a) vocé mesmo logo depois de vocé escrevé-la — releia-a ¢ veja s ela
estd clara; b) vocé mesmo, horas depois ou no dia seguinte, quando vocé
ndo lembrar mais do que vocé pensava quando vocé a escreveu; ¢) um
colega que seja seu amigo; d) um colega que seja menos seu amigo que
0 outro; €) o monitor ou o professor. Se as outras pessoas acharem que
ler a sua solugio é um sofrimento, isso & mau sinal; se as outras pessoas
acharem que a sua solugio estd clarfssima e que elas devem estudar com
vocd, isso ¢ bom sinal. GA é um curso de escrita matematica: se voct
estiver estudando e descobrir que uma solugio sua pode ser reescrita de
um jeito bem melhor, nio hesite — reescrever ¢ um 6timo exercicio.
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Contexto

Quase todas as expressdes matemédticas que us-
amos em C2 dependem do contexto. Por exemplo,
a interpretacao default pra esta expressao aqui:

fl@)=2-9=2

Para toda fun¢do f: R - R
e para todo z € R temos:
flx)y=2-9=2

Se vocé s6 escreve “f(x) = x — 9 = 2”7 e mostra
isso pro “colega que seja seu amigo” ele vai levar
meia hora tentando adivinhar qual foi o contexto
que vocé estava pensando mas nao escreveu...

...e se ele descobrir em menos de, digamos, 50 ten-
tativas, ele vai dizer “ok, joia, t& certo!”.
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O “colega que seja menos seu amigo” vai fazer
menos tentativas, e os personagens “o monitor” e
“o professor” da Dica 7 vao checar se o que vocé es-
creveu vai ser entendido corretamente por qualquer
pessoa que saiba as convengoes de como escrever

matematica.

Lembre que quase todo mundo para de ler um
texto matemdtico quando vé uma besteira muito
grande escrita nele. Imagine que um “colega que
seja menos seu amigo” te mostra a solucdo dele
pra um problema e te pergunta se esta certa. A
solucdo dele comega com:

Sabemos que 2 = 3. Entao...

O que vocé faria?
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Sintaxe

Em Prog 1 vocé aprendeu a usar uma linguagem
— 0 C - com uma sintaxe que era totalmente nova
pra vocé, e a cada aula vocé aprendia mais algu-
mas construgoes sintdticas — ou, pra encurtar, “sin-
taxes” — que o compilador entendia. E vocé deve
ter dado uma olhada de relance, durante poucos
segundos, na sintaxe completa do C em BNF, que
é o apéndice A do Kernighan & Ritchie... na ver-
sao do K&R que eu tenho esse apéndice A tem 9
paginas. E algo parecido com isso aqui:
http://www.csci-snc.com/ExamplesX/C-Syntax.pdf
https://www2.cs.arizona.edu/ debray/Teaching/
CSc453/D0CS/cminusminusspec.html
O pessoal de computagido tem duas matérias so-
bre isso. Em Linguagens Formais eles aprendem
a definir matematicamente as linguagens que um
computador possa entender, e em Compiladores
cle aprendem a fazer programas que entendem cer-
tas “linguagens formais” e “compilam” “progra-
mas” escritos nessas linguagens.
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Quase tudo nessas duas matérias ¢ bem dificil de
entender, mas algumas poucas idéias sao faceis e a
gente vai usar elas pra entender algumas sintaxes
que vao ser usadas em C2 e que devem ser novas
pra quase todo mundo... por exemplo estas,

(expr)

Y (o)

(var)=(expr)
(var)=(expr)
/ (expr) d{var)
(var)=(expr)
{expr) ()= {oon
V(var)e(expr). (expr)
I(var) e (expr). (expr)
e as notagoes de “set comprehensions” daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#
page=8
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Sintaxe (2)
Veja se vocé consegue entender isto. E adaptado de:
https://en.wikipedia.org/wiki/Context-free_grammar

(Stme) — {Id) = (Expr) : i x 2 2 e =0 = g Lo
gm - L<S(t<"ét;'f>t>)}<5tmt> {19) (Opte) (Num) - (1d)  (Num) {1d) ~ (Exer) (Optr) (Expr)
(StmtList) — (Stmt) (Expr) (Expr) (Expr) (Expr)
i i 0
oo & o B _m e
(Expr) — (Num) (StmtList)
(Expr) — (Expr) (Optr) (Expr) -
i) — x (StmtList)
(d) — y (Stmt)
(Num) — 0
(Num) — 1 (Stmt)
(Num) — 9
(Optr) — >
(Optr) — +
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A linguagem de Calculo 2

A linguagem de Caleulo 2 nio tem uma gramatica totalmente definida,
como o C. Cada livro usa convengdes um pouco diferentes, ¢ TODOS
ELES supoem que o leitor vai aprender a sintaxe certa s6 lendo o livro
e estudando — ndo hd um compilador no qual a gente possa digitar ex-
pressoes de Céleulo 2 e que va dizer “Syntax error” onde a gente errar.
O méximo que a gente tem sio alguns programas que entendem algumas
expressoes de Céleulo 2 escritas em ascii ¢ que sabem converter es
expressoes pra formatos mais bonitos. Por exemplo:
https://docs.sympy.org/latest/tutorial /printing.html

Existem programas que entendem demonstragdes ¢ que sio capazes de
checar cada passo de uma demonstragio pra ver se cle estd correto. Eles
geralmente precisam de um monte de dicas sobre qual é a justificativa de
cada passo — essas dicas sio mais ou menos como a parte a direita dessa
demonstragio aqui, que aparece na pigina 370 do livro do Thomas:

Using Substitution

/m.nu +5)do = /unu'.l’L/H

- ;/ cosudu gl s o

= Jsinu+ C

L9 e ren s

Eu comecei a aprender um desses “programas que entendem demon-
stragoes” nas férias — o Lean:

https://www.ma. imperial .ac.uk/~buzzard/xena/

Ele é considerado muito mais ficil de usar que os “proof assistants” an-
teriores a ele mas ele ainda é bem dificil. Existem tutoriais pra ele nos
quais os usuarios tém que demonstrar na linguagem do Lean montes de
exercicios de Matemética Discreta e Calculo 1, mas acho que ainda falta
bastante pra alunos de primeiro periodo conseguirem resolver os seus
exercicios na linguagem do Lean.
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Eu vou fazer algumas referéncias ao Lean no curso, meio como curiosidade
e meio por conta de uma coisa cuja explicaio é meio longa. Ld vai.

Uma das coisas que me dd mais édio ¢ ter que lidar com alunos que
escrevem um monte de contas totalmente sem pé nem cabeca nas provas
e depois juram que “tava tudo certo, caramba” e que eu s6 dei nota baixa
pra eles porque eu tava de marcagio com eles. T tem uma coisa que me
dé tipo 1/100 desse 6dio, que é lidar com alunos que fazem demonstragdes
nos quais eles pulam montes de passos e juram que tudo que eles fizeram
“6 8hvio”

Neste curso nés vamos ver as definigoes precisas de alguns tipos de “pas-
sos bvios” que aparecem em demonstragdes e contas que sio comuns
de Cdleulo 2. A maioria das demonstragdes que nds vamos ver sio por
sequéncias de igualdades, e vio ter este formato:

(expr) (expr)  (justificativa)
(expr)  (justificativa)

= (expr)  (justificativa)

= (expr) (justificativa)

A operacio de substituicio que en vou explicar nos préximos slides vai
servir pra ZILHOES de coisas durante o curso — entre elas pra gente
entender quais passos da forma abaixo sio “Gbvios”:
(justificativa)

(epr) = (expr)
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Substituig¢ao: introducgao

Vocé deve ter alguma pritica de substituicdes de varidveis “em portugués”..
por exemplo,

Se substituirmos & por 10a + b
ey por 3¢+ 4d em:

a¥ 4 2x
obtemos:

(10a + b)**+* 4 2(10a + b)

E vocé também deve ter saber substituir fungdes “usando portugués™

Digamos que f(z) = 2. Entio:

f(200) = 200
fBu+4) = (Bu+4)?
f(420% +99) = (420% +99)2
fla) = 2x
112000 = 2-200
F'(Bu+4) 2(3u + 4)
f(422% +99) = 2(422® + 99)

Como o que vocé aprendeu em Prog 1 vocé provavelmente sabe faze
fungio que recebe um string qualquer e substitui todas as letras ‘a’ no string
por “00”s; se essa fungiio receber o string “banana” cla retorna “boonoonoo”.
A gente diz que uma fungiio dessas ¢ “puramente sintética” porque ela nio se
importa com o significado dos strings “banana” ou “boonoonoo”.
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A nossa operagiio ‘[:=]" vai servir pra substituir tanto varidveis quanto fungges
em expressoes matematicas. No caso mais basico a sintaxe dela é esta aqui:

(expressdo original) (substituicdo) = (expressdo nova)
(expressdo original)[(var) := (expr)] = (expressdo nova)

Ela vai agir da forma mais sintética possfvel. Essa regra aqui vai ser MUITO
IMPORTANTE:

O ‘= depois de uma substituigio tem
um significado especial (...) a prontn-
cia dele é “o resultado da substituicio
a esquerda ¢ a expressio a direita”.

Eu niio estou definindo precisamente o que isso quer dizer, mas olhe estes
exemplos:

(2=3+a-4)[a:=5] = (2=3+5-4)

(2=3+a-4)a:=5+6] = (2=3+(5+6) 4)
(2=3+a-4)[a:=10] = (2=3+40)

As duas primeiras linhas seguem a idéia de que “o resultado da substituigio &
esquerda ¢ a expressio & direita” mas a terceira linha ndo - na terceira a gente
tranformou o 10-4 em 40, e nisso a gente fez algo a mais além de simplesmente
substituir o ‘a’ por ‘10

Aqui as duas primeiras linhas sio verdadeiras mas a terceira nio,

(z7)[e:=2+3] = (2+3)*
(%) [r:=2+3] (2+3)23
() [r=2+3] = 2433
(@) e =243 = a2

porque na terceira a gente omitiu parénteses de um jeito que muda o significado
da expressio original. A quarta linha também 6 falsa, porque “[z == 2 + 3]”
quer dizer “substitua TODAS as ocorréncias da varidvel  por 2+3 ou (2+3)”,
¢ teve um ‘z’ que a gente ndo substituiu.




Substituicdo: introdugio (2)

A nossa operagio ‘[:=]
Lembre que:

] também vai servir pra substuir fungdes.

Digamos que f(z) = 2%. Entdo:
f(200) = 200*
fBu+4) = (Bu+4)?
F(420% +99) = (4207 + 99)?
F@) = 2
£/(200) = 2-200
f(Bu+4) = 2(3u+4)
)

f(422° +99) = 2(422% + 99)

Isto aqui vai ser verdade:

() oo - (225)

Agora eu vou introduzir uma gambiarra. A motivagao pra ela é a
seguinte: se f(z) = 22senx entdo temos dois jeitos equivalentes de
escrever f'(z):

fl(z) = 2z-senz+2%cosz
f(z) = a?cosz+2z-senw

Se a gente nao decide de anteméo qual das duas expressoes pra f'(x)
a gente vai usar fica muito mais dificil - pelo menos pra mim, que
sou péssimo em contas — calcular o resultado de uma substitui¢ao
como esta:
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A gambiarra é que em substituigées como a acima, em que tanto
f(x) quanto f’(z) vao ter que ser substituidos, a gente sempre vai
escrever linhas novas na caixinha das substitui¢oes pra ajudar, e
essas linhas novas vao ser consequéncias das linhas de cima. Por
exemplo, a substitui¢ao acima pode virar isto,

(Q;TS[)) [f’(x) .f(jvi' . se:;e: ;2 cos L:| =7

mas também poderfamos ter usado o f'(z) na outra ordem.

Uma das vantagens do * ser uma operacao ‘puramente sin-
tatica” é que podemos aplicar o " a expressoes cujo significado
a gente ainda nao entende. Nés vamos usar isto muitas vezes no
curso pra entender defini¢oes que parecem complicadas porque sao
muito gerais. O ‘[:=]" nos permite obter casos particulares que sao
faceis de entender.

Exercicio 1.

Quando eu corrigi as Pls do semestre passado eu vi que muitas
pessoas ainda tinham muita dificuldade com o ‘[:=]", e af depois
de fazer o gabarito dela eu pus um apéndice no PDF da P1 com
exercicios baseados no gabarito. Tente fazer o exercicio da pagina
17; a definicdo da férmula [S21] estd na pdgina 7. Link:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-P1.pdf#page=14

19:05



Exercicio 1.

Este é o “Exercicio 1” do apéndice do gabarito da P1 do
semestre passado, ligeiramente rearrumado e incluindo
as dicas.
No semestre passado nés definimos a [S2I] — que é uma
demonstracao! — deste jeito:

Se F'(u) = f(u) entao:

Flo@) = [ 1o @)ds

[s2) = I
F(u) =
Obs: u = g(z).

f(u)du

Nés vamos usar “[S2l]” como uma abreviagdo pra essa
coisa grandona entre parénteses.

Copie a [S2l] — a versdo “por extenso” dela, a direita
do ‘=" — pra uma folha de papel e recorte isso pra vocé
poder reusar essa [S2I] “por extenso” sem precisar copié-
la vérias vezes. E sério, esse tuque da [S2I] recortada vai
te poupar muito tempo! Depois encontre os resultados
das quatro substitui¢oes da coluna da direita e compare-
os com o gabarito do préximo slide.
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a) [s2

b) [S21]

c) [S21]

d) [S21]

19:05

=u

Flu) i= )
g(x) =3z
g'(x):=3

o

zi=w
ui=y
f(y) = cosy)| =
g(w) =24+w
g (w):=1
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Gabarito do Exercicio 1

Se F’(u) ) entdo:
/ 1o

F(u) = /f(u)du,
Obs: u = g().

Se F'(u) = f(u) entao:

Obs: u = g(x).

Se F' ( ) f(u) entao:

[ €=
/fq )9 () dx wi=w

f(u)( )(,os(Z\/j w)
) = u) a glw)=vuv
F /f(”“ 7)== (2y5) !

Obs: u = g(x).

Se F’( ) f(u) entao:
/f Vg (x) dz

F(u) = [(u) du
Obs: u = g(x).
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Floa) = [ fao)a' o) as vy
I Flv) = =G
F(u) = [ f(u)du g(u) :=u+4

24k s

Se F'(u) = m(z
cos(2+ 3z +4)

F(3z) = /

Fo) =

Obs: u = 3x.

cos(2+Vu+4)

3dr
2314 !

d
2vVu+4 "

Se F'(v) = cm(:}fﬁ) entdo:

Flu+4) = /

I
F(v) = /
Obs: v =u+4.
Se F'(w) = co
PV =
I
Flw) =
Obs: w = \/v.

cos(2+Vu+4)
2Vu+4

cos 2+f)
20 v

< ldu

s(2 + w) entdo:

/cos(2 +V) - (2v0) T de

/cns(? +w) dw

Se F'(y) = cos(y) entao:
F2+w) = /(‘05(’2 +w) - ldw

Fo) = [ eoso)dy

Obs: y =2+ w.

19:05
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EDOs por chutar e testar

Eu costumava comegar o curso por este exercicio aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-intro.pdf#page=4

Considere estas equagoes:

1) z+2=5

2) 2?2+3=

3) 2’ +r=6

4) fi(z) =at

5) f'(x)=2f(2)

6) f'(x)+ f'(x) = 6f(x)
7 fl@)=-1/f(x)

8) f(z)=—a/f(x)

As equagoes 1-3 sdo equagdes “comuns” em que temos que encontrar
valores de x que satisfacam a igualdade e as equagao 4-8 sao EDOs em
que temos que encontrar funcoes f que satisfagam a igualdade para
todo = no dominio de f. A sugestdo pros exercicios 4-8 é: comece
testando as ‘ f’s abaixo...

x°,
= 2002° + 42,

I
o

€
= €
e

= VI—2a?

e
Do
Il

5
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Normalmente esses t

sao feitos usando Portugués. Por exemplo:

Vamos tentar encontrar solu¢des para a EDO f'(z) =
por chutar-e-testar. Vamos ver se f(x) = z* é uma solugiio
para esta EDO. Substituindo f(z) por f(z) = 2* na EDO
f'(z) = z* obtemos 3z = z%; esta igualdade ndo é ver-
dadeira para todo z, entdo a fungio f(z) = z® ndo é uma
solucdo para a EDO f(z) = 2.

A parte em que todo mundo se enrola ¢ o “Substituindo f(x) por
f(z) = 2% na EDO f'(z) = 2 obtemos. n6s podemos
€SCIever esse Passo como:

e temos
(VzeR. 32 =a') = F.

O dominio da funcio f(z) = 2® ¢ R, e por isso eu usei “Vz € R” logo
acima. Em Célculo 2 muitos detalhes, como os dominios das fungoes,
ou s6 sdo preenchidos no final ou sdo deixados implicitos (“a cargo do
leitor”)... af os livros normalmente vao dizer s6 algo como “3z? = 2t
¢é falso” e vocé vai ter que descobrir os detalhes por si mesmo.

Exercicio 2.
Encontre solugoes das EDOs 4-8 por chutar-e-testar. Use as ‘f’s sug-
eridas & esquerda.

19:05

12



Somatorios

O material desta pagina foi adaptado daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-subst.pdf#page=19

Antigamente somatérios eram matéria de ensino médio, mas hoje
em dia muita gente chega em Célculo 2 sem nunca ter visto so-
matérios...

As férmulas para somas de progressoes aritméticas (PAs) e para
somas de progressdes geométricas (PGs) usam ‘Y_’s. Veja:

https://pt.wikipedia.org/wiki/ProgressyC3%A3o_aritm/C3%A9tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Progress’C3%A30_geom/,C3/A9trica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Somat’C3%B3rio

Relembre:

Shp 108 = 107 +10° + 10 + 10°
=100 + 1000 + 10000 + 100000
= 111100
(1-10)335, 105 = (1 —10)(100 + 1000 + 10000 + 100000)
= (100 + 1000 + 10000 + 100000)
—(1000 + 10000 -+ 100000 + 1000000)
=100 — 1000000

= 10° - 10°"!
10% — 10°+!
5 10k
P 1-10

A férmula geral é:

b
k z*
§ b= 5
1—
k=a

2021-2-C2-intro

Repare que dé pra calcular o somatério do inicio do slide anterior
em mais passos usando o

10? +10° + 10" + 10°

108 =

= 10°+10° + 104 +10°
As vezes a gente vai usar passo intermedidrio com *
nao se enrolar em somatérios de expressoes complicadas...
emplo aqui, ¢ nas paginas seguintes:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-1.pdf#page=12

Exercicio 3:
EchL!ldd e calcule:
a) Yoo (2n—1)
b) S 20+ 1)
©) Xiolk+1)
d) Yokt 1
e) (Zk =0 )
EchL!ldd e Ldkule/ simplifique até onde der:
f) o2k —1)
g) Zk:l (2n—-1)
) X0y f(10m)
i) ELJ f(10n), onde f(z) = 10z

2021decl11 19:05
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Calculo 2 - 2021.2

Aula 4: integrais como somas de retangulos (1)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Links pra videos antigos
Vamos usar estes videos antigos aqui:
este de 2020.2,

http://angg.twu.net/eev-videos/2020.2-C2-somas-1.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=bbZfQmtFCSw

e este de 2021.1, sobre o exercicio 9:
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-somas-1.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=Ht5iLKGlysM

Este sobre nao tou entendendo nada
também vai ser bem importante:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-somas-1-dicas.mpd
https://www.youtube.com/watch?v=pCD1p9FZYdI
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Algumas figuras
Dé uma olhada nas notas de aula da Cristiane Hernandez, linkadas
na pagina do curso... ela usa varias figuras como essa aqui:

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05



Algumas areas faceis de calcular

Por enquanto a gente sabe calcular a area de algumas figuras simples:
retangulos, tridngulos, trapézios, e figuras formadas por varios
retangulos, tridngulos e trapézios.

Algumas pessoas viram no Ensino Médio um método de calcular
a area de qualquer poligono. Vamos rever isto agora.

Assista os primeiros 10 minutos deste video do Mathologer:
http://www.youtube.com/watch?v=0KjG8Pg6LGk

Algumas idéias dele vao ser muito importantes pra gente depois.
Por exemplo, que areas podem ser calculadas de varios jeitos,
e que alguns pedacos devem ser contados “negativamente”.

Na verdade ndés vamos usar principalmente retangulos e
trapézios...
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Areas de trapézios
O truque pra calcular a area de um trapézio é transforméa-lo
num retangulo com a mesma area que ele por cortar-e-colar. Veja:

70
| £ 456)
2
hy+hy
2
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Nossa funcao preferida

Seja f(z) =4 — (z —2)%

Isto é uma parabola com a concavidade pra baixo.
Verifique que:

f(0)=4-4=0,

f()=4-1=3,

f@Q)=4-0=4,

fB)=4-1=3,

f4)y=4—-4=0.

Além disso f'(z) = —2(x —2), f'(1) =2, f'(3) = -2, ¢
a reta tangente a curva y = f(x) em x = 1 tem coef. angular 2, e
a reta tangente a curva y = f(x) em x = 3 tem coef. angular -2.

Exercicio 1: use estas informagoes para tragar o grafico de f(x)
entre x =0e x =4.
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Dois jeitos de visualizar (z, f(z))

Jeito burro:

Em z = 2.5 temos
f(25)=4—(25-2)2=4—-0.52=4-0.25 = 3.75.
Encontre o ponto y = 3.75 no eixo y.

Desenhe o ponto (2.5, 3.75).

Jeito esperto/répido:

Encontre no eixo z o ponto x = 2.5.
Suba esse ponto pra curva y = f(z) —
vocé encontrou o ponto (2.5, f(2.5))!

O “jeito esperto” esta explicado neste video aqui:
http://wuw.youtube.com/watch?v=bbZfQmtFCSw#t=4m00s
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Mais exercicios

Exercicio 2. Desenhe o grafico da nossa funcao preferida

(obs: sempre no intervalo entre z = 0 e z = 4!)

e desenhe sobre ele o retdngulo “cuja area ¢ £(0.5) - (1.5 — 0.5)”.
Truque: isto ¢é altura - base, e a base vai de x = 0.5 a x = 1.5.

Exercicio 3. Desenhe em outro grafico
a nossa funcao preferida e sobre ela os retangulos da soma abaixo:
£(0.5)-(1.5—0.5)+ f(1.5)- (2—=1.5)+ f(2)- (3—2)+ f(3.5)(3.5 = 3)
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Particoes
Informalmente uma partigdo de um intervalo [a, b] é um modo de
decompor [a, b] em intervalos menores consecutivos. Por exemplo,

2,7 =1[2,3.5| U [3.5,4] U [4,6] U[6,7]

A defini¢do “certa” é mais complicada... vamos vé-la daqui a pouco.
Caso geral:

[a,b] = [al,bl] U [ag,bg] Uu...u [CLN, bN],

onde:

N é o nimero de intervalos,

a=ay, b= by, (“extremidades”)

a; < b; para todo i em que isto faz sentido (1 =1,..., N)
b; = a;4+1 para todo i e.q.i.f.s.; neste caso, i =1,..., N — 1

Y
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Particoes (2)
Um jeito pratico de definir uma particdo é usando uma tabela.
Por exemplo, esta tabela

i a; b
1 2 35
2 35 4
3 4 6
4 6 7

corresponde a partigao de [2,7] do slide anterior.
Exercicio 4. Converta esta “particao”

[4,12] = [4,5] U [5,6] U [6,9] U[9,10] U [10,12]
numa tabela. Neste caso quem sao a, b e N?

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05
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ParticGes (3)

A definicao certa de particao é a seguinte.

Digamos que P seja um subconjunto nao-vazio e finito de R,
e que o menor elemento de P seja a e o maior seja b.

Entdo P é uma particao do intervalo [a, b].

Exemplo: a partigio P = {2,3.5,4,6,7} corresponde a:
2,7 =1[2,3.5|U[3.5,4] U [4,6] U [6,7]

Pra fazer a traducao ponha os elementos de P em ordem e chame-os
de by, ..., by; defina cada a; como sendo b;_; — por exemplo, a; = by —
e encontre a, b, e N.

Exercicio 5. Converta a particio P = {2.5,3,4,6,10} para o for-
mato tabela e para o formato [a,b] = [a1,b1] U ... U [an, by].
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Particoes definem muitas coisas implicitamente

Quando dizemos algo como “Seja P a partigao {2.5,4,6}” estamos
criando um contexto no qual ha uma particdo “default” definida... e
neste contexto vamos ter valores definidos para N, a, b, e para cada a;
e b;. Por exemplo...

Seja P a partigdo {2.5,4,6}. Entao
S ) (b —a) = S (b)) - (b~ )

= f(b1) - (by —a1) + f(ba) - (b2 — az)
= f(4)-(4—25)+ f(6)(6—4)
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Note que a expressao Zf:a expr quer dizer “some varias copias da
expressao expr, a primeira com ¢ substituido por a, a segunda com %
substituido por a + 1, etc etc, até a copia com ¢ substituido por b”...

Se voceé tiver dificuldade pra interpretar alguma expressao com so-
matorios vocé pode calculd-la beeem passo a passo usando a operagao
‘[-=]" da aula passada. Por exemplo:

S fb) - (bi—a) = (f(bi)- (b — a;))[i == 4]
+ (f(bs) - (b — a;))[i := 5]
+ (f (i) - (b — aq))[i == 6]
+ (f(be) - (b — a;))[i :=T]
= [f(by) - (bs — ag)
+ f(bs) - (b5 — as)
+ f(be) - (b — ag)
+ f(b7) : (b7 - a7)
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Alguns exercicios de visualizar somas de retangulos...

Exercicio 6. Seja f a nossa funcao preferida e seja P a partigao
{0.5,1,2,2.5}. Represente num grafico s6 a curva y = f(z) e os retan-
N
gulos da soma Y .", f(b;) - (b; — a;).

Exercicio 7. Seja f a nossa funcao preferida e seja P a mesma
particdo que no exercicio anterior. Represente num grafico s6 — separado
do gréfico do exercicio anterior!!! —a curva y = f(z) e os retdngulos da

N
soma Y~y f(a;) - (bi — a;).

Exercicio 8. Usando a mesma fun¢ao f e a mesma particao P dos

exercicios anteriores, represente num outro grafico a curva y = f(x) e

A N a;+b; a;i+b; 2
os retangulos da soma ) ", f(*“5*) - (b; — a;). Repare que “3= ¢é o
ponto médio do intervalo [a;, b;], e é facil encontrar pontos médios no
olhémetro.

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05
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Agora comparando com a Wikipedia

Exercicio 9. Dé uma olhada na péagina
https://pt.wikipedia.org/wiki/Soma_de_ Riemann

da Wikipedia. Vamos tentar entender alguns pedagos dela.

Seja P a “parti¢ao do intervalo [0, 3] em 6 subintervalos iguais”. Tem
um ponto em que a pagina da Wikipedia diz: “os pontos da particao
serdao...” — entenda as definigoes dela, descubra quem é Ax neste caso,
e escreva quais sao os pontos desta particao na linguagem da pagina da
Wikipedia e na linguagem que eu usei nos slides.

Expanda a formula da pagina da Wikipedia para a “soma média”
neste caso. Expanda também a nossa formula 32N | f (%tbe) - (b —a;) e
compare as duas expansoes.

(Vamos ver o que sao “infimos” e “supremos” na aula que vem)
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Dicas pro exercicio 9
Eu pus um video com varias dicas pro exercicio 9 aqui:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-somas-1.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=Ht5iLKG1lysM

Uma dica extra... no Ensino Médio as vezes convencem a gente de
que uma fragdo como 2 tenl que ser simplificada pra , mas se a gente

tem que listar uma sequéncia de niimeros comecando em 0 em que cada

numero novo é o anterior mais % eu acho bem melhor escrever essa

0123456doquecomoOl13133

sequéncia como 3, 7,7, 5, 7> 1 1 2 2

2°

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05
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Dicas pro exercicio 9 (2)

Além disso no exercicio 9 vocé vai ter alguns somatorios de ex-
pressoes como f(%£%)- (b; —a;) em que todos os ‘(b; —a;)’s ddo o mesmo
valor. Vocé pode reescrever todos esses ‘(b; — a;)’s como nimeros, mas
se vocé parar as suas expansoes e simplificagoes um passo antes e man-
tiver eles como (0.5 —0), (1 — 0.5), etc, al vai ser facil interpretar cada

f(_ai;bi) - (b — a;) como um retangulo.

Sobre o “jeito esperto”, leia isto aqui:
http://angg.twu.net/2021.1-C2/2021-jun-18-pergunta_sobre_jeito_esperto.pdf
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Trapézios

Tem dois modos diferentes da gente
interpretar geometricamente W(b —a):
1) como um retdngulo de altura w, ou

2) como um trapézio com vértices

(a,0), (b,0), (b, f (b)), (a, f(a))

18

Exercicio 10. Sejam f a nossa funcdo preferida e P a particao

{0,1,2}. Desenhe num grafico s6 a curva y = f(x) e os trapézios da
soma

(Veja as figuras da “Regra Trapezoidal” na pagina da Wikipedia)
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...ou seja, estas duas igualdades estao certas:

(e -1 1

A primeira mostra a representacao geométrica do (%) (5—4)

como um trapézio, e a segunda mostra a representacao
geométrica do (%2) (5 — 4) como um retangulo de

altura # = 2.5.

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05
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Exercicio 11.

Para cada uma das expressoes abaixo faca as duas
representacoes graficas dela: a que interpreta a expressao
como uma soma de trapézios e que interpreta ela como uma
soma de retangulos.

a) (BH)2-1)+ ()06 -2)

b) (51 -0)+(F)2-D+(FHB-2)+ (52)(5-3)
o) (5)2-1D+(FHB -2+ (FHE=3) + (=515 —4)
d) (5HE2-D+(F)E-2)+ (=56 -4)

e) (552)(5-1)

ONCICEDY
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Exercicio 12.

XoX1 Xy Xq X4

Faca duas copias & mao do desenho acima — o grafico da funcao f
com indicagoes de quais sao os pontos xg, ..., z4 do eixo x.

Voceé vai fazer cada item do exercicio sobre uma das copias.

As copias nao precisam ser muito precisas.
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Exercicio 12 (cont.)

a) Represente graficamente sobre a primeira copia:
f(x1)(zy — w0) + fw2) (w2 — 21) + f(23) (23 — 22) + f(24) (74 — 23)

b) Represente graficamente sobre a segunda cépia
a interpretacdo da expressao abaixo como trapézios
e a interpretacao dela como retangulos:

<M><f<xl> f(x0))
+ (& ’*””)(( 2) — f(a))
+(£ 23*“3>><< 3) — f(x2))

)

(L i) () f(ry)
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Métodos de integragao: nomes

L]
[R]
[Trap]
[M]
[min]
[max]
[inf]
[sup]

S fla) (b — ay)

SN F ) (b — )

S, LI, — g,

21‘11 f(alzi)(bz - ai)

SN min(f(a;), f (b)) (b — a;)
SN max(f(aq), £(0:)) (b — a;)
SN inf(F([ai, b)) (b — a;)
SN sup(F([a, bi])) (b — a;)

Cada uma dessas formulas ¢ um “método de integragao”.
Todos esses “métodos” aparecem na pagina da Wikipedia,
mas com outros nomes e usando particdes em que todos os
intervalos tém o mesmo comprimento.

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05
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Exercicio 13.
Seja f a nossa funcao preferida, e
seja P a particao P = {1,4}.

a) Represente num grafico sé f e [L].

b) Represente num gréfico s6 f e [R].

c¢) Represente num grafico s6 f e [Trap] (dos dois jeitos).
d) Represente num gréfico s6 f e [M].

e) Represente num grafico s6 f e [min].

f) Represente num grafico s6 f e [max].
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Calculo 2 - 2021.2

Mini-teste 1

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



As regras vao ser as mesmas dos
mini-testes dos semestres anteriores:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT1.pdf#page=2

As questoes vao ser disponibilizadas as 20:45 da sexta
12/novembro/2021 e vocés vao ter até as 20:45 do sabado
13 /novembro/2021 pra entregar as respostas.
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Vamos usar a mesma funcao f(z) do exercicio 12...
Esta aqui:

)

)(0 Xy Xy x3 X4

Faca uma copia dela a mao para cada item do mini-teste.
Nao tem problema se as copias ficarem meio tortas.
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a) (0.1 pts) Represente graficamente sobre a primeira cépia:

f(@)(z1 = 20) + f(22) (72 — 1) + f(23) (74 — T2)

b) (0.1 pts) Represente graficamente sobre a segunda copia:

f(xo) (w1 — x0) + f(21) (72 — 1) + f(24) (74 — T2)

c¢) (0.3 pts) Represente graficamente sobre a terceira cépia
a interpretacao da expressao abaixo como trapézios
e a interpretacao dela como retangulos:

(f(ffco);rf(ﬂm))(x1 _ xo)

+ <—f(m);f(x2))($2 — 1)
+(f(w2)42-f($4))(x4 _ xQ)
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Gabarito:
Y Y

a) 9= f(x) b)

X
Xo X4 Xy X3 X4 Xo X4 Xy X3 X4

C) y=£x)

xo Xy Xy X3 x‘

2021-2-C2-MT1 2021decll 19:05
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Obs: tinha um error de digitagao na questao (a)...
Compare:

fa) (@1 — o) + f(w2) (w2 — @1) + f(23) (24 — 22)
fla) (@1 = xo) + f(w2) (w2 — @1) + f(@4) (24 — 22)
Eu queria ter escrito a segunda, com f(xy),

mas me distrai e escrevi a primeira, com f(z3).

O gabarito da (a) no slide anterior corresponde
a expressao com f(xy).
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Calculo 2 - 2021.2

Mini-teste 2

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Regras

As regras vao ser as mesmas dos

mini-testes dos semestres anteriores,
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT1.pdf #page=2
exceto pela regra de que o valor maximo do mini-teste
vai depender da participagao da pessoa nas aulas do
Telegram de 24 a 26 de novembro. Veja a explicagao
na préxima pagina.

As questoes vao ser disponibilizadas as 20:30 da sexta
26 /novembro/2021 e vocés vao ter até as 20:30 do sabado
27 /novembro/2021 pra entregar as respostas.
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Introducao ao Mini-teste 2

Na “dica 77 do primeiro PDF do curso eu expliquei que o
melhor modo da gente aprender a explicar coisas complicadas
bem ¢é mostrando o que a gente escreveu pra varias pessoas —
incluindo:

“b) vocé mesmo, horas depois ou no dia seguinte,
quando vocé nao lembrar mais do que vocé pensava
quando vocé a escreveu; ¢) um colega que seja seu
amigo; d) um colega que seja menos seu amigo que
0 outro”

=

eu disse que:

“Se as outras pessoas acharem que ler a sua solugao
& um sofrimento, isso ¢ mau sinal; se as outras pes-
soas acharem que a sua solugio estd clarissima e que
elas devem estudar com vocé, isso é bom sinal. GA
é um curso de escrita matematica: se vocé estiver
estudando e descobrir que uma solugao sua pode ser
reescrita de um jeito bem melhor, nao hesite — ree-
screver é um 6timo exercicio.”

O texto original esta aqui
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=3

2021-2-C2-MT2 2021decl1

Este mini-teste vai ser o nosso primeiro exercicio de explicar
algo complicado de um jeito que a gente goste do nosso modo de
explicar — e as outras pessoas também. Ele vai ser sobre mostrar
como traduzir a pagina da Wikipedia sobre somas de Riemann
pra notagao que nés estamos usando, e vai ser uma versio BEM
aumentada do exercicio 9 daqui:

http://angg. twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-1.pdf#page=15

A pégina da Wikipedia ndo s6 usa algumas notagoes difer-
entes das nossas como também usa umas defini¢oes diferentes
das nossas (!!!)... as nossas defini¢aes sio um pouco mais gerais,
e, entre um monte de outros detalhes, a gente nao usa o ‘a}’s da
scolhem um ponto de cada intervalo da par-

Existem muitos jeitos de explicar essa tradugao de um jeito
claro, e vocés vio ter que encontrar o jeito que vocés gostam mais
e trocar idéias com os colegas. Isso vai ter que ser feito durante
as aulas no Telegram, e pra forcar as pessoas a participarem das
aulas eu vou aplicar essa regra aqui:

Esse segundo mini-teste vai valer no méximo 0.5 pon-
tos pra quem participar bastante das aulas da sem-
ana que vem e no maximo (.2 pra quem nao partic-
ipar nada.

Eu agora ja sei como colorir as falas de cada pessoa no log do

Telegram, e af com isso fica bem facil reler tudo que cada pessoa
disse nas aulas.

19:05



Dica: faca o exercicio 3g

Lembre que Calculo 2 é sobre chutar e testar.

Pra testar os seus somatorios vocé vai precisar
entender muito bem o exercicio 3g daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=13
E pra entender bem ele vocé provavelmente vai precisar
entender essa técnica aqui:

S, 108 = (10%)[k := 2]
+ (10")[k := 3]
+ (10%)[k := 4]
+ (10%)[k := 5]
= 102+ 10% +10* + 10°
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Dica: faca o exercicio 1

...e pra entender essa técnica vocé vai precisar
entender a operacao ‘[:=]" muito bem.

Se vocé ainda nao fez o exercicio 1 daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=10

Vocé provalmente vai ter que reler muitas vezes os slides que explicam
os detalhes do ‘[:=|" e provavelmente vai gastar pelo menos uma ou
duas horas nisso e no exercicio 1, mas essas uma ou duas horas vao
fazer vocé economizar MUITAS horas de estudo do que vem depois.

Deixa eu repetir:

A operagdo ‘[:=) ¢ UM BILHAO de vezes
mais util do que vocé consegue imaginar.

2021-2-C2-MT2 2021decll 19:05



Lembrem da comparacao com aula de miisica

Nao interessa se o seu colega ja descobriu como tocar Atirei o Pau
no Gato sem pensar 5 segundos antes de cada nota; vocé quer aprender
a fazer isso voce também, e do seu jeito.
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Somatorios com ¢...’s

A pégina da Wikipedia muitas vezes
usa expressoes com ‘. .." ao invés de so-
matérios (com ). A gente viu no slide
4 como a gente consegue “expandir um
somatério” “pra se livrar do sinal de
DI

A técnica pra gente expandir ex-
pressoes com reticéncias pra se livrar
das reticéncias é bem mais dificil de for-
malizar. O scan a direita é um exemplo.

Exercicio: pegue os quatro somatérios
escritos com reticéncias na segdo
“Método” da Wikipedia e 1) expanda
eles no caso em que n = 3, 2) converta
eles pra notagao com X

Wi %

Se n=3 evTho o TRécHo a4
WIHIPEO1A  so3c "METoDo " yipg

1550 AQVI:

O wTervate [ab] € sivining g
3 SUBINTER VALY, De Com PRiMen T

Ax = b-2
SERA e Tiy

3, arldx a+21§x
1 1 i ;

Qe ¢

&, dF0x ar20x, .

Qe ¢
¥ 3, a+rdx, 228X b,
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O mini-teste

Mostre como traduzir a notagdo da pagina sobre Somas de
Riemann da Wikipedia pra notagao que eu usei nos meus PDFs.
Faca o que vocé puder e escreva o melhor que vocé puder.

Nos discutimos o que isso queria dizer nas aulas. =)

Os logs PDFizados dos canais do Telegram das turmas vao
ficar disponiveis nestes enderecos aqui até sabado de noite:

http://angg.twu.net/tmp/C2-C1-RCN-PUR0O-2021.2. pdf
http://angg.twu.net/tmp/C2-E1-RCN-PUR0O-2021.2.pdf

As aulas da semana do mini-teste estao nas paginas 67-89
no log da turma C1 e nas paginas 67-90 no log da turma E1.
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Calculo 2 - 2021.2

Aula 13: integrais como somas de retangulos (2)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Aproximacgoes por cima e por baixo
Uma das figuras na p.2 das notas da Cristiane Hernandez ¢ esta:

Ela mostra uma tentativa de calcular uma integral fazendo uma
aproximacao por retangulos por baixo e uma aproximag¢ao por retangu-
los por cima para y = f(x) no intervalo entre z = —1 e z = 1. A curva
y = f(z) fica entre estas duas aproximagoes.
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Porque aprender isto

As definicoes formais de “aproximacao por retangulos por baixo”
e “aproximacao por retangulos por cima” sao bem trabalhosas. Elas
envolvem alguns truques com conjuntos infinitos, “para todo” e “existe”,
que a maioria dos livros de Calculo pula...

Noés vamos ver essas definicoes em detalhes porque entendé-las e
aprender a visualizar cada subexpressao delas vai acabar sendo muito
util pras préoximas matérias de Matematica do curso de voceés.

No material da aula 2 eu pedi pra vocés aprenderem a fazer certos
desenhos sem contas, chamei isso de o “jeito esperto”, e disse que fazé-
los calculando todas as coordenadas era o “jeito burro”. Na discussao
desse material pelo Telegram a Eduarda me pediu pra explicar melhor
isso, e eu dei essa explicagao aqui...
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Tenta aprender a nao fazer as contas... se vocé fizer tudo pelas
contas vocé vai demorar muito mais e nao vai descobrir um monte de
truques importantes que a gente s6 descobre se a gente tenta aprender
a visualizar tudo geometricamente...

Acho que eu tenho um exemplo bom.

Num dos primeiros slides eu usei uma figura copiada das notas da
Cristiane Hernandez em que ela usa uma parti¢ao com 7 intervalos - ela
até escreveu do lado “n = 7"...

Daqui a pouco a gente vai ter que usar figuras — que a gente nao
vai poder desenhar explicitamente com todos os detalhes — com 10
intervalos, ou 100, ou 1000, ou um milhao de intervalos

Se vocé aprender a visualizar tudo sem contas vocé vai conseguir
visualizar a figura com um milhao de intervalos em poucos segundos.

E se vocé tiver que fazer as contas pra um milhao de intervalos vocé
vai gastar um tempo que a gente ndo tem =(
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Imagens de conjuntos

Dé uma olhada na segao 1.3 do Martins/Martins.
Nos vamos usar uma notagao um pouco diferente da deles.

Se f: A— R (obs: A=dom(f)),

gy = {(z,f(2)|zeA}

im; = {f(2)|xeA),
grf(B) = {(x,f(x))]xEB},
F(B) = {f(x)|zeB},
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Por exemplo, se

2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20



Um par de ndmeros, como (3,4), sé pode
ser representado no R? de um jeito, mas um
nimero, como 3, pode ser representado no R?
tanto como um ponto do eixo x — ¢ al ele vira
o ponto (3,0) — ou como um ponto do eixo y
— e af ele vira o ponto (0,3). E um conjunto
de ntmeros também pode ser representado
no R? tanto como um “subconjunto do eixo
£” quanto como um “subconjunto do eixo x”.

Compare: .
(3,4) =
3 ~ ou f
o+
{1,2,4} ~ ou %
leo o

Se visualizarmos B como um subconjunto do
eixo x entdo gr,(B) é o resultado de “levan-
tar” cada ponto de B para o ponto correspon-
dente no gréfico de f, e F(B) é o resultado
de projetar todos os pontos de gr;(53) no eixo
y.

Exercicio 1.

Sejam f(z) =2%e B={-3,-2,-1,0,1,2}.
a) Calcule F(B).

b) Calcule gr(B).

¢) Represente graficamente num gréfico sé:

B “como um subconjunto do eixo z”,

grf(B)*
F(B) “como um subconjunto do eixo y”.

d) Represente graficamente num gréafico sé:
B “como um subconjunto do eixo y”,
grf(B) s
F(B) “como um subconjunto do eixo z”.
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Imagens de intervalos

Seja:

(3,6)

r+3 quando x < 3,
=4q9—2 quando 3 <z <8,
r—T7 quando 8 <=z

Se B é um conjunto infinito —

por exemplo, B = [1,2) U [6,7) —

nao da pra calcularmos gr;(B) e F(B)
fazendo as contas pra todos os pontos...
E melhor fazer desenhos.
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(3,6)

—o———+——0—+—+—+—
Neste caso temos
F([1,2)U[6,7)) = (2,3] U [4,5).
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Exercicio 2.

Seja f a fungdo definida dois slides atras.
Calcule:

Dica: assista este video:

http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C2-somas-2.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=EqOpt2gt0xQ

no trecho entre 7:10 e 12:45...

“As pessoas que tentam fazer tudo por contas geralmente acham que
F([a,b]) = [f(a), f(b)]. Isso estd COMPLEMENTAMENTE errado...”

2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20



11

Tipos

Tudo que nés vamos fazer neste PDF pode ser visualizado e tipado.
Vocé ja viu um pouco de tipos em C e em Fisica; em Fisica os “tipos”
sao parcialmente determinados pelas unidades — metros sao distancia,
segundos sao tempo, metros/segundo é uma unidade de velocidade, e
assim por diante...

Nos itens ¢ e d do exercicio 1 vocé viu que vocé podia interpretar B
como um subconjunto do eixo x e F(B) como subconjunto do eixo y e
também podia tentar fazer o contrario — B como subconjunto do eixo
y e F(B) como subconjunto do eixo z — mas a primeira interpretagao
fazia muito mais sentido.
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Exercicio 3.

Para cada uma dos proposigoes abaixo diga
se ela é verdadeira ou falsa.

a) Vo € [7,9].1 < f(x)

b) Vz € [7,9].1 < f(z)
c) dx € [7,9].1 < f(x)
d) Jdz € [7,9].1 < f(z)
Dica:

V z., € [19 . 1 <f(_x )
pqnto no subconjunto popto no pqnto no
eixo T do eixo eixo y eixo x

ponto no
\ eixo y |
. ool ’

~
bool

2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20
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Definindo proposigcoes

Da mesma forma que podemos definir fungoes

nés podemos definir proposigoes.

Uma proposicao é uma funcado que retorna V ou F.
Seja P(y) = (v € [7,9).y < f(2)),

onde esta fungdo f é a do slide 8.

Note que:
Ply) = (Vze([7,9.y < f(z))
P(0) = (Vz€[7,9.0< f(x))
P(1) = (Vzel1,9.1< f(x))
P(2) = (Vzel7,9.2< f(x))

E bem dificil trabalhar com expressoes como ‘Vz € A. ...’
e ‘dr € A....” quando o conjunto A é infinito.

Nos préximos exercicios nds camos ver como visualizar
proposigoes como as P(0), P(1) e P(2) acima.
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“Para todo” (V) e “existe” (3)
(Va € {2,3,5}.a> <10) = (a*® <10)[a:=

= VAVAF
(Ja € {2,3,5}.a> <10) = (a® < 10)[a:=
(4 < 10)V (9 < 10) V (16 < 10)

VVVVF
=V
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Visualizando ‘V’s e ‘Jd’s
Repare...

(Ve e{l,...,7}.2<u2) =
Vze{l,...,7}. z<4) -
(Ve e{l,...,7}.2<x < 4) =
(Ve e {1,...,7}. r=06) =
(Ve e{l,...,T}2<z<4Vz=6) =

FAVAVAVAVAVAV
VAVAVAFAFAFAF
FAVAVAFAFAFAF
FAFAFAFAFAVAF
FAVAVAFAFAVAF

...que da pra visualizar o que a expressao

Ve e{l,...,7}.2<zx<4Vz=06)

“quer dizer” visualizando os ‘V’s e ‘F’s
de expressoes mais simples, e combinando

esses “mapas” de ‘V’s e ‘F’s.

2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20
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Visualizando ‘¥’s e ‘3’s (2)

As vezes vai valer a pena definir proposicoes

como nomes mais curtos, como F(z) =

G(z) =(x <4), H(z) = (z =6)... AL

(Ve e {l,...,7}.F(x)) =
(Ve e{l,...,7}. G(x)) =
(Ve e {l,...,7}.F(x) NG(x)) =
(Ve e{l,...,7}. H(z)) =

Vo e {1,...,T}.F(2) AG(z) vV H(z)) =

(2 <),

FAVAVAVAVAVAV
VAVAVAFAFAFAF
FAVAVAFAFAFAF
FAFAFAFAFAVAF
FAVAVAFAFAVAF

E isso que a gente vai fazer pra analisar expressoes

como (Ve € A, )e(3x € A.____ ) e descobrir quais
sao verdadeiras e quais nao — mesmo quando o conjunto
A é um conjunto infinito, como N, R ou [2, 10].
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Visualizando ‘¥’s e ‘3’s (3)

As vezes vamos ter que fazer figuras com muitos ‘V’s e ‘Fs,
e vai ser mais facil visualizar onde estao os ‘V’s e ‘F’s

delas se usarmos sinais mais faceis de distinguir...

Por exemplo, se @ :=V e o := F entao:

(Ve e {1,...,7}.F(z)) = oNeANeNeNeANeNe
(Ve e {1,...,7}. G(z)) = eANeANOAOAOAOAO
(Ve e {1,...,7}.F(z) NG(x)) = oANeAeAOAOAOAO
(Ve e {1,...,7} H(z)) = oAoAoAoAoAeAo
(Ve e{l,...,7T}.F(x) NG(x)VH(x)) = oANeANeANoAoAeAoO

Vocé pode fazer as suas proprias definigoes —
como o meu “@ :=V e o:=F" acima — mas elas

que ficar claras o suficiente... lembre da dica 7:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=3
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Introducao ao exercicio 4

O exercicio 4 dos préoximos slides é uma versao bem reorganizada
de um exercicio grande do semestre passado. Eu mantive os nomes
dos itens dele, e como os itens (a)—(e) sdo muito mais dificeis que
os itens (f)—(n) nés vamos ver os itens (f)—(n) primeiro e os itens
(a)—(e) depois.

Tem bastante material sobre este exercicio neste PDF":

“Comentarios sobre o exercicio 4”
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2-4.pdf
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Exercicio 4.

Sejam f a fungao do slide 8, e sejam:

Glz,y) = (y<f@)
Q(y) = (VT € {7,8,9}.1} < f(l‘))
= (Vo €{7,8,9}.G(z,y)

f) Calcule G(7,2), G(8,2), G(9,2).

g) Calcule G(7,1), G(8,1), G(9,1).

h) Use as idéias dos quatro slides anteriores
a este para representar o que vocé obteve nos
itens (f) e (g) como bolinhas pretas e brancas
nos pontos (7,2), (8,2), (9,2), (7,1), (8,1) e
(9,1) do plano zy.

i) Q(2) corresponde ao ‘A’ de quais trés bolin-
has? Faga um circulo (amassado) em torno
delas e mande foto pro grupo.

j) Q(1) corresponde ao ‘A’ de quais trés
bolinhas? Faga um circulo (amassado) em
torno delas e mande foto pro grupo.

19

Expanda e calcule/simplificar cada uma das
expressoes
abaixo até onde der:

k) Q(y)
1) Q(0)
m) Q(4)
n) Q(1.5)

Repare que aqui estamos usando o conjunto
{7,8,9}, que ¢ finito... nos itens a, b, ¢, d
vamos usar [7,9], que ¢ infinito.

Dica:

Qly) = (Ve e{7.89y< f(v)

Qy) (y < f@)fz =1
(y < f(2)]z =8|
(y < f2)]z =9
Y<FMAY<FO)AY<F9)
W<2)A@H<1A(y<2)

>>1
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Exercicio 4 (cont.)

Seja P(y) = (Ve € [7,9].y < f(x)),
onde esta funcao f é a do slide 8.

Para cada uma das proposicoes abaixo
mostre como visualizar o que ela quer dizer
e diga se ela é verdadeira ou falsa.

a) P(0.5)
b) P(0.99)
c) P(1)
d) P(1.01)
e) P(2)
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Tudo a partir daqui vai ser reescrito.
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Exercicio 5 (antigo).
(Dica: faca os exercicios 6, 7 e 8, que sdo novos, antes destel!)

Calcule os dois conjuntos abaixo:
a) L={yeR|Vzel[r,9.y< f(z)}
b)U={yeR|Vzel[r,9]. f(z) <y}

¢) Represente o conjunto L no eixo y.

d) Represente o conjunto U no eixo y.

e) Represente o conjunto L usando notagao de intervalos —
algo como: “L = [42,99) U {200} U (420, +00)".

f) Represente o conjunto U usando notagdo de intervalos.
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Exercicio 6.
Sejam B C R, f a funcao do slide 8, e:

C = {(bf0)|be B},

D = {f(b)|be B},

D' = {deR|3be B.f(b)=d},

L = {{eRU{—00,+0}|Vde DL <d},

U = {ueRU{—co,+oo}|Vde D.d<ul,
(Béoinfde D) = (feLeVae La<p),
(yéosupde D) = (yeUeVieUrny<y9).

Use o truque de “tipar as subexpressoes” do exercicio 3 pra tipar
cada uma das subexpressoes das 7 definicdes acima. Dica: vocé pode
chamar RU{—o00, 400} de “R estendido” e os eixos x e y com os pontos
—00 e +00 acrescentados de “eixo z estendido” e “eixo y estendido”.

Improvise e discuta com os seus colegas!!!
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Exercicio 7.
Sejam B = {7,8,9}, f a fungao do slide 8, e:

C = {(bf)|be B},

D = {f(b)|be B},

D' = {deR|3dbeB.f(b)=4d},

L = {{eRU{—o00,+00} |Vde DL <d},

U = {ueRU{-o0,+o0} |Vde D.d<u},
(B éoinfde D) (b€ LeVae La<p),
(véosupde D) = (yeUeVieUry<)H).

a) Calcule C, D, L e U e represente-os graficamente.

b) A expressao ‘f é o inf de D’ é verdade para 3 = 27
¢) A expressao ‘8 é o inf de D’ é verdade para 8 =17
d) A expressao ‘8 é o inf de D’ é verdade para § = 07
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L= ['001 1]

2021-2-C2-somas-2

c={(32,(8,1 (9,2))

8
B=1389)
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Dois jeitos de definir imagens de conjuntos
Fazendo B = {7,8,9} nas defini¢oes
do slide anterior obtemos:

D = {f(b>|b€{77879}}
= {f(7), £(8),f(9)}
= {yeR|y=fMNVy=f@)Vy=f(9)}

{yeR |32 €{7,8,9}y=f(v)}
{deR|3be{7,89}.d=f(b)}
- D

Isto vai valer para qualquer conjunto B, mesmo infinito.

Aplicacao: digamos que duas pessoas estao tentando fazer o exercicio
2b, e uma obteve F'([2,4)) = [5, 6] e a outra obteve F'([2,4)) = (5, 6].
Podemos testar se 5 € {y e R | Iz € [2,4).f(z) =y } = F([2,4))...
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Sups e infs em portugués

D4 pra definir sups e infs em portugués se a gente usar dois truques:
1) “R estendido” vai ser R U {—o00, +00},

2) “acima” e “abaixo” vao significar (temporariamente!) ‘>’ e ‘<’.

Imagine que a e b sao pontos do eixo .

“a esta acima de b” vai querer dizer ‘a > b

“a esta estritamente acima de b” vai querer dizer ‘a > b’

Repare que cada ponto de R estendido estd “acima” de si mesmo.

Idem pra “abaixo” e “estritamente abaixo”.

O sup de um conjunto D vai ser o ponto mais baixo dentre todos
os pontos que estao acima de todos os pontos de D.

O inf de um conjunto D vai ser o ponto mais alto dentre todos
os pontos que estao abaixo de todos os pontos de D.
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Exercicio 8.
Traduza para a linguagem do exercicio 7:

a) o ponto P estd acima de todos os pontos de D

b) o ponto @ estd acima de todos os pontos de D

¢) o conjunto de todos os pontos de R estendido que estao
acima de todos os pontos de D

d) o conjunto de todos os pontos de R estendido que estao
abaixo de todos os pontos de D

e) o ponto mais baixo dentre todos os pontos de R estendido
que estao acima de todos os pontos de D

f) o ponto mais alto dentre todos os pontos de R estendido
que estao abaixo de todos os pontos de D
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Exercicio 9.
Digamos que:

C =
D =
D =
L =
U =
(Béoinfde D) =
(yéosupde D) =

29

{(b, f(b)) | be B},

{f() |be B,
{deR|3FbeB.fb)=d},
{teRU{—00,+0} |Vde DL <d},
{ueRU{—o00,+0} |Vde D.d<u},
(e LeVYae La<p),
(veUeVseUny<i).

D4 pra calcular L, U, e o inf e o sup de D s6 a partir do D...
entao vamos ignorar os conjuntos B e C' neste exercicio.

a) Seja D = (2,3) U (4,

5). Calcule L, U, inf D, sup D.

b) Seja D = [2,3] U [4,5]. Calcule L, U, inf D, sup D.
¢) Seja D = R. Calcule L, U, inf D, sup D.
d) Seja D ={). Calcule L, U, inf D, sup D.
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Exercicio 10.

Lembre que:

(3,6

a) Calcule sup(F([2,4])).
b) Calcule inf(F([2,4])).
c¢) Calcule sup(F'([4,7])).
d) Calcule inf(F'([4,7

e) Calcule sup(F([7,9])).
f) Calcule inf(F(]

N
— —_
N S~—
. S~—

2021-2-C2-somas-2 2022jan(
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Exercicio 11.

Lembre que:

(3,6)

Digamos que P = {1,2,4,5,6,7,9,10}.
Represente graficamente num grafico so:

a) S, sup(F([ai, b)) (b — ai),
b) a curva y = f(x),

¢) Yo, inf(F([ai, bi])) (b — a:).
e verifique que vocé obteve algo bem parecido
com a figura do slide 2.
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Métodos de integragao: nomes

L] = 3 fla) (b —a)
Rl = 35 ()b — ai)
(Trap] = Y00, Ll (p, — ay)
M) = 3T F(E) (b — @)
(min] = 37, min(f(a:), f(b:) (b — a;)
max] = 7, max(f(as), f(b:)) (b — as)
[inf] = >0, inf(F([a;, bi])) (b — ;)
sup] = Y, sup(F([ai, bi))) (b — a:)
Cada uma dessas formulas ¢ um “método de integragao”.
Todos esses “métodos” aparecem na pagina da Wikipedia,
mas com outros nomes e usando parti¢oes em que todos os
intervalos tém o mesmo comprimento.
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Métodos de integragao: nomes (2)

Todas as férmulas do slide anterior supoem que estamos
num contexto em que a particao P esta definida.

Se usamos elas com uma particdo em subscrito,

como em [L], 57y, isso vai querer dizer

que a particao P vai ser indicada no subscrito.

Por exemplo:

@]{4,5,7} = sz\; flai)(bi — a;) [L}{6,7,8,9} = sz\; flai)(bi — a;)

= fla)(by —a1) = fla)(by —a1)
+  flaz) (b2 — az) +  flaz)(b2 — az)
= f4)(5—4) +  flaz)(bs — az)
+ fB)(7-5,) = f(6)(7—6)
+ (=T
+ f(8)(9—28).
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Exercicio 12.

Lembre que:
(3,6)

fz) =

(8,1)

Em cada um dos itens abaixo represente graficamente
num grafico s6 a curva y = f(z) e os dois somatoérios pedidos.

a) [SUP]{Llo}? [inf]{l,lo}

b) [SUP]{1,2,5,6,9,10}v [inf]{1,2,5,6,9,10}

c) [SUP]{1,2,4,5,6,7,9,10}’ [inf]{1,2,4,5,6,7,9,10}
d) [maX]{mo}v [min]{mo}

e) [maX]{1,2,5,6,9,10}’ [mm]{172,5,6,9710}
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Nossas particoes preferidas
Agora eu vou definir uma notacgado pra particao que
divide um intervalo em N subintervalos iguais:

[a,b]x = {a, a+ 52, a+252, ..., b}

Exercicio 13.
Calcule:
a) [4,6];
b) [4,6]2s

Dicas: 23 = 8, e releia isto aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-1.pdf#page=16

Obs: mais tarde no curso vocé vai (ter que!)
aprender a fazer as suas proprias definigoes...
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Exercicio 14.
Lembre que:

(3,6

Em cada um dos itens abaixo represente graficamente

num grafico s6 a curva y = f(x) e os dois somatoérios pedidos.

a) [sup] [2,10]50° [inf] [2,10],0
b) [sup] [2,10],1 [inf] (2,10],1
c) [SUP][Q 10],2° [mf][z 10],2

d) [sup [2,10],3 [inf] [2,10],3
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Aproximacgoes por cima

Mais duas defini¢oes:

A melhor aproximagao por cima para a integral de f
na particao P é:

[ swyde = sy,

O limite das aproximagoes por cima pra integral de f
no intervalo [a, b] é:

—x=b

/x:af(ﬁ) do = kh_{go [sup] [a,b],5 7

Esse limite também é chamado de a “integral por cima de f
no intervalo [a, b]”.
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Aproximacgoes por baixo
Mais duas defini¢oes:
A melhor aproximagao por baixo para a integral de f
na particao P é:
/ f(x)dx = [inf] 5,
L p

O limite das aproximagdes por baixo pra integral de f
no intervalo [a, b] é:

k—o00

r=b
/ f(x)dr = lim [inf] fa,bl

—2T=a

Esse limite também é chamado de a “integral por baixo de f
no intervalo [a, b]”.
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A definicao de integral

A nossa definicao de f x) dz vai ser:

P - [

se a igualdade marcada com ‘L for verdade.

15

—2X=a

Se a igualdade ‘L for falsa vamos dizer que:
“f(x) nao é integravel no intervalo [a, b]”,

« ff:; f(x) dx nio estd definida”, ou

“f;:; f(z)dx d4 erro”.

(Compare com 22, que também “ndo estd definido”

2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20
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, ou “da erro”...
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Como esses limites funcionam?

Em Célculo 1 vocé viu que algumas fungoes nao sao derivaveis.
Agora nos vamos ver que algumas fungoes nao sao integraveis.
O melhor modo de visualizar isso é usando estas definigoes:

J s - [ swar- J s

—x=b —x=b x=b
/ flz)dx = / f(z)dx — / f(z)dx
Exercicio 15. _
a) Verifique que no exercicio 14 vocé desenhou [ 2.0 f(z)dz,
J (2,100,

i[2’10]21 f(ff) dl’, i[2710]22 f($) d{E, © i[2,10]23f($) dz.

b) Calcule a area dessas quatro diferencas. Veja o video!
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Exercicio 16.
Identifique nas figuras dos préximos dois slides:

f[2,10]21f(x)dx> f[2,10]22f(x)dx7 f[2710]23f(m)d:(:, f[2,10]24f(37)d$>
Lo, f@de, [, f@)de, [, f@)de, [ f(@)dz,
Lo, f@de [, f@)de [\ f@)de [, f@)de,

/::10 f(z) da.

Dica: os “ [ b dx”s sao feitos de “retangulos flutuando no ar”,
nao de retangulos cujas bases estao em y = 0.

2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20

41



2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20




«

v

¢

VAN

IN

2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20

v

IN

43



44

Exercicio 17: areas no olhémetro

A partir daqui eu vou supor que todo mundo sabe calcular
determinadas areas “no olho” — contando quadradinhos,
fazendo “base - altura” (pra retdngulos), ou

fazendo “(base - altura)/2” (pra tridngulos)...

Tente calcular a area da figura abaixo de cabeca.
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Funcgoes “claramente integraveis”
Lembre que uma funcao f(z) é integravel
entre x =a e x = b se e s6 se:

lim (7 () da:) =0

_[avb]gk

Seja dj, = (T[ . f(x) dx); o ‘d’" é de “diferenca”.
—la, ok

Cada dj, pode ser interpretado de dois jeitos: como uma

figura feita de 2 retangulos “flutuando no ar”, ou

como a area total desses retangulos.

2021-2-C2-somas-2 2022jan05 05:20
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Fungdes “claramente integraveis” (2)

As primeiras 4 figuras do exercicio 16 contém
representacoes graficas de dy, ds, d3, dy —

sao as areas numa cor mais clara — e se explicarmos
claramente pro leitor que é pra interpretar cada uma
daquelas figuras como a area da parte mais clara delas
noés podemos dizer que:

ntedaer) — (mmwm )

= (20,14,8,4,.

E se o nosso leitor tiver pratica suficiente ele vai
conseguir visualizar sozinho o que sao ds, dg, . . .
e ele vai conseguir ver que limy_,, dx = 0.
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Funcoes “claramente integraveis” (3)

Alguns livros tém demonstracoes completas de que

toda funcao f : [a,b] — R continua é integravel —
mesmo fungoes continuas bem esquisitas, como essa aqui:

https://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_function

Essa demonstracao é bem dificil — mesmo o Pierluigi
Beneveri nao faz ela inteira nas notas de aula dele...
A demonstracao usa continuidade uniforme:
https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_continuity

...e a gente s6 entende as contas cheias de desigualdades
que aparecem na demonstracao se a gente conseguir
visualizar o que cada somatoério e cada desigualdade
dela “quer dizer”... entao vamos nos concentrar nas
visualizacoes, deixem as contas horriveis pra depois.
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Fungdes “claramente integraveis” (4)
A nossa fungao preferida 1adaa do inicio do
curso — que era f(z) =4 — (z —2)* —

¢ “claramente integravel”...

Olhe pras figuras abaixo e convenca-se

de que limy_ o dx = O:

(do, ds, da,...) = %Wm

Truque: escolha um dj. Todos os retangulos dele tém a
mesma largura; chame-a de w. A altura de cada retangulo
é no maximo 4w — porque Vz € [0,4].|f'(x)] < 4.
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Funcoes escada

Uma funcao escada é uma funcao definida por casos que é
constante em cada um dos casos, e em que todos 0s casos sao
da forma “(constante) quando z € (intervalo)”. Por exemplo,

quando x € (—o0, 2],

+ o0—0 Oo—

2 quando z € (2,3),
+—e

flz) = = (¢ -1 quando z € [3,3],

o+
1§ . 0  quando x € (3,4],
1 (2 quando z € (4,+00)

Note que também poderiamos ter escrito

r < 2 ao invés de x € (—o0, 2],

x =3 ao invés de z € [3, 3], etc...

Ah, e o nimero de casos tem que ser finito.
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Exercicio 18.

Toda fungao escada é integravel.

Neste exercicio vocé vai verificar os detalhes disto
sO pra esta funcao escada bem simples:

o) = : ~J1 quando z <1,
B 13 quando 1 < z
1 o
Seja dj, = LM]Qkf(x) dzx.

a) Represente graficamente dj, para k =0, 1,2, 3, 4.

b) Cada um destes ‘dy’s tem exatamente um retangulo com
altura diferente de 0. Diga a largura e a altura dele.

¢) Calcule djp (como um niimero).
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A funcao de Dirichlet
A funcao de Dirichlet é definida por:

0 quando z € Q,

€Tr) =
/(@) 1 quando z € R\Q
Ela ndo tem um nome oficial, entao
vamos chamaé-la de ‘f’ nos préximos slides.

O gréfico dela alterna freneticamente entre y =0 e y = 1.

Lembre que:

0s numeros racionais sao os cuja expansao decimal é
“periddica”, e os irracionais sao os que nao sao assim;
entre cada dois racionais diferentes ha um irracional, e
entre cada dois irracionais diferentes ha um racional...
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A fungao de Dirichlet (2)

Lembre que podemos obter um irracional entre, digamos,
a= 1—70 = 1.42857142857 e b = 1920805070105 = 1.428572,
modificando a expansio decimal de um dele e trocando-a
pela expansio decimal de /2 a partir de um

certo ponto... Por exemplo:

V2 = 1.41421356237...

b = 1.42857222222...
¢ = 1.42857156237...
a = 1.42857142857...

Neste caso temos a < ¢ < b, com a,b € Q e ¢ € R\Q.
D4 pra fazer algo parecido pra obter um racional
entre dois irracionais.
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A funcao de Dirichlet (3)
D4 pra desenhar o grafico da fungao de Dirichlet assim:

0 quando z € Q,
flx) = =
1 quando x € R\Q
Repare que isso s6 funciona porque o desenho é claramente
ambiguo... um leitor “normal” ndo consegue descobrir no olho

quais sao as coordenadas da bolinhas em y =1 e em y = 0,
entao ele é obrigado a olhar pra defini¢ao formal da f(z)...

e al quando ele entende a defini¢do formal da f(z) ele
descobre que o desenho quer dizer “muitas bolinhas em y =1,
muito proximas umas das outras, e muitas bolinhas em y = 0
muito proximas das outras”...

...e ele entende que esse “muitas” quer dizer “infinitas”.
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Exercicio 19.
A funcao de Dirichlet é um dos exemplos mais simples
de uma func¢do que nao é integravel.

Sejam Ji(a:) a funcao de Dirichlet,
f(z)dz.

e dy = i[O,l]Qk
a) Represente graficamente dy, dy, ds, ds.
b) Calcule no olhémetro o limite limy_, o dy.

(Dica: esse limite nao da zero...)
c¢) Represente graficamente [max][()’l]22 e [min][(]’l]ﬂ.
(Dica: o método do méximo “nao enxerga” os pontos
comy =1...)
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Propriedades da integral: trailer

No préximo PDF nés vamos comegar a ver as propriedades da inte-
gral — ou, mais precisamente, as propriedades da operagao f;:: f(z)dx
que n6s definimos como um limite complicado. N6s vamos ver 1) que ela
realmente calcula dreas, 2) que em certas situagoes “integrar” e “derivar”
sdo operagoes inversas uma da outra, 3) que em certas situagoes pode-
mos usar “antiderivadas” pra calcular integrais bem rapido.

No semestre passado metade dos alunos nao entenderam nada disso,
e numa questao em que eu pedia pra eles calcularem a area dessa figura

aqui de dois jeitos diferentes eles concluiram que a area dessa figura era
4...

Nao seja como eles.
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Calculo 2 - 2021.2

Comentarios sobre o exercicio 4 do
“Integrais como somas de retangulos (2)”

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Links:

Convencao sobre como representar booleanos:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=17

Exercicio 4 do “somas 2”:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=18
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Lembre que:

r+3 quando x < 3,
=4{9—2x quando 3 <z <8,
x—7 quando 8 <=z

P(y) = (Vz € [7,9].y < f(x))...

O exercicio 4a pedia pra calcularmos P(0.5),
mas aqui vamos discutir como calcular P(1.5) —
porque no P(1.5) as figuras sdo mais legais.
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Vou supor que todo mundo sabe representar graficamente
subconjuntos do plano. Por exemplo:

{(z,y) eR*|z€[1,2) eyc[l,2)} = I///Z/é

For
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Exercicio 1.

a) Seja G(z,y) = (y < f(z)). Represente graficamente o valor
(booleano!) de G(z,y) nos pontos do plano com x € 7,8,9 e
y €{0,1,...,7}, usando a convengao de que ‘@’ quer dizer
“verdadeiro” e ‘o’ quer dizer falso.

b) Represente graficamente este conjunto:

{(z,y) e R*| G(z,y) }
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O modo mais rapido e mais facil de entender de resolver o
exercicio 4a ¢é visual. Os pares (z,y) que obedecem y < f(x)
sao exatamente os pontos deste conjunto:

E P(1.5), ou seja, (Vx € [7,9]. 1.5 < f(x)), é verdadeiro se e s6 se
todos os pontos do conjunto { (z,y) e R? |y =1.57<x <9}
estdo no conjunto dos “pares que obedecem y < f(z)”.
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Um outro modo — equivalente ao anterior — de calcular P(1.5)
¢ pegar todos os pontos de { (z,y) € R? |y =1.5,7< 2 <9},

e desenhar sobre cada um deles um ‘o’ quando G(x,y) for
verdadeiro naquele ponto e um ‘o’ quando G(z,y) for falso.

A expressao
(Ve € [7,9]. 1.5 < f(2))

vai ser verdadeira se e s6 se todas as (infinitas) bolinhas
que desenhamos forem pretas.

Como é dificil calcular um ntimero infinito de expressoes e
desenhar um infinito de bolinhas a gente faz s6 alguns casos
e tenta reconhecer o padrao.
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Exercicio 2.
Seja f a funcao do slide 3, e:

G(r,y) = (y < f(2)),
Ply) = (Vxe 7,9y < f(x))
= (Vo €[7,9.G(x,y))

Desenhe num grafico sé:
a) o conjunto { (z,y) € R? | G(z,y) },

b) as (infinitas!) bolinhas brancas e pretas que
correspondem a P(1.5), e faca um circulo
amassado em torno delas,

¢) as (infinitas!) bolinhas brancas e pretas que
correspondem a P(0.5), e faga um circulo
amassado em torno delas,
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Exercicio 2 (cont.)

d) Escreva do lado do seu grafico algo como “P(1.5)

é falso porque algumas dessas bolinhas sao brancas”

e faca uma seta indo desse texto pro circulo amassado
certo.

e) Escreva do lado do seu grafico algo como “P(0.5)

é verdadeiro porque todas essas bolinhas sao pretas”
e faca uma seta indo desse texto pro circulo amassado
certo.

O desenho que vocé acabou de fazer serve pra mostrar
porque é que P(1.5) é falso e P(0.5) é verdadeiro.

Um leitor que tente entender esse desenho provavelmente
vai aprender muitas coisas — tteis, e faceis de generalizar —
sem muito sofrimento.
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No resto destes slides eu vou tentar explicar porque é
que o desenho que vocé fez no Exercicio 2 é um modo
de mostrar que P(1.5) é falso e P(0.5) é verdadeiro
MUITO melhor do que uma prova “textual” s6 por
contas e texto em portugués.

2021-2-C2-somas-2-4 2021decll 19:05
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Parte 2:
Contextos



Quase todas as expressoes matematicas que usamos em C2
dependem do contexto. Por exemplo, a interpretacao
default pra esta expressao aqui:

flz)=2x—-9=2

Q\

Para toda funcao f : R — R
e para todo z € R temos:
flz)=2x—-9=2

Releia a dica 7:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-1-dicas.pdf#page=7

Se vocé s6 escreve “f(x) = v — 9 = 2”7 e mostra isso pro “colega
que seja seu amigo” ele vai levar meia hora tentando adivinhar
qual foi o contexto que vocé estava pensando mas nao escreveu...
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...e se ele descobrir em menos de, digamos, 50 tentativas, ele

vai dizer “ok, joia, ta certo!”.

O “colega que seja menos seu amigo” vai fazer menos tentativas,
e os personagens “o monitor” e “o professor” da Dica 7 vao
checar se o que vocé escreveu vai ser entendido corretamente

por qualquer pessoa que saiba as convengoes de como escrever
matematica.

Lembre que quase todo mundo para de ler um texto matematico
quando vé uma besteira muito grande escrita nele. Imagine

que um “colega que seja menos seu amigo” te mostra a

solucao dele pra um problema e te pergunta se esté certa.

A solucao dele comega com:

Sabemos que 2 = 3. Entao...

O que vocé faria?
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No slide 3 nds definimos:

(3,6)

r+3 quando x < 3,
9—2 quando 3 <z <8,

r—7 quando 8 <z

Ply) = (Ve € [7,9].y < f(x))

Vou acrescentar mais uma defini¢ao:

Qy) = (Vx € {7,8,9}.y < f(x))

Qualquer pessoa que ja tenha pensado muito sobre esse problema
sabe que P(y) e Q(y) sdo “equivalentes”...
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..“equivalentes” no sentido de que P(y) é verdade num certo
valor de y se e s6 se Q(y) é verdade naquele mesmo y.
Isto pode ser escrito em linguagem matematica deste jeito:

Vy € R.(P(y) < Q(y))

D4 pra demonstrar que ‘Vy € R.(P(y) <> Q(y))’ é verdade
pra funcao f que estamos usando. A demonstracao formal
disso é dificil, e se vocé esta interessado em aprender como
fazer ela vocé pode entrar num grupo de Telegram que eu
vou criar pra gente discutir isso mas no qual eu s6 vou
deixar entrar quem ja aprendeu sups e infs.

2021-2-C2-somas-2-4 2021decll 19:05
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Se na sua demonstragao vocé disser —
explicitamente ou implicitamente —
que é 6bvio que isto aqui

Vy € R.(P(y) < Q(y))

¢é verdade quase qualquer pessoa vai parar de ler
nesse ponto, e vai dizer:

NAO E OBVIO NAO!!!

E ela vai ter razao.
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Como se virar sem demonstragoes formais?

Se voceé reler os exercicios que eu passei vocé vai ver que
quase todos comecam com “calcule” ou com “represente
graficamente”; uns poucos deles dizem “expanda” ou
“calcule passo a passo”.

Nos exercicios de “calcule” basta vocé conseguir
chegar ao resultado certo por um raciocinio que faca
sentido pra vocé. Se vocé puder discutir com colegas,
explicar o seu raciocinio pra eles e chegar a uma
explicacao que faca sentido pro “colega que seja

seu amigo” da Dica 7, 6timo. Nao é necessario chegar
a uma demonstragao que faga sentido pra alguém que
VA ser super rigoroso e que va parar assim que
encontrar o primeiro erro.
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Como se virar sem demonstragées formais? (2)

Da pra gente apresentar argumentos informais pra

pessoas rigorosissimas de um jeito que elas aceitem,

sim — DESDE QUE A GENTE MARQUE CLARAMENTE
AS PARTES QUE NAO ESTAO TOTALMENTE FORMAIS.

Por exemplo, se vocé escrever algo como “Rascunho”,
“Esbogo”, ou “Nao sei escrever isso aqui direito!!!”
em cima destas contas,
P(0.5)
f(H=9—-xz=2 V
f@=x—-7=1V
fO=2-7=2 V
P(0.5) V

o leitor nao vai achar que tem erros (graves) ai.
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Como se virar sem demonstragées formais? (3)
E se vocé mostrar essas contas

P(0.5)
f(M=9—x=2 V
f8)=z-7=1V
fO=2-7=2 V
P(0.5) V

no tal grupo do Telegram que é s6 pra quem ja
aprendeu sups e infs e perguntar algo como:

“gente, vocés conseguem entender isso aqui?

Como a gente escreve isso de um jeito formal?”

al as pessoas vao discutir como escrever os contextos
que faltam, como reescrever o espago antes de cada ‘V’
de um jeito que todo mundo entenda, etc...
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Como se virar sem demonstragées formais? (4)
Repare que a pergunta “isso aqui ta certo?”

P(0.5)
f(MH=9—x=2 V
f@8=2-7=1V
fO) =x-7=2V
P(0.5) V

¢é totalmente diferente da pergunta:

“gente, vocés conseguem entender isso aqui?

Como a gente escreve isso de um jeito formal?”

...e eu considero que a gente nao deve discutir a segunda
pergunta nos grupos “normais” das duas turmas enquanto
ainda tem muita gente que ainda nao aprendeu a visualizar
sups, infs, e a definicao de integral.
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Parte 3:
Abusos de linguagem
e overloading



Abusos de linguagem
Tem expressoes que se a gente usar entre aspas
quase todo mundo vai entender... por exemplo:

Para todo ponto (z,y) no “intervalo fechado”
indo do ponto (7,1) ao ponto (9, 1) a proposigao
G(z,y) é verdadeira.

Um dos tipos mais comuns de abuso de linguagem
é o overloading — mas sem uma definicao explicita
de como a operagao funciona no tipo novo.

Um exemplo (famoso) de overloading:

243=5 (220> " <330) B (320>
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Exemplo de overloading: imagens de conjuntos
Lembre que a partir de uma funcao f : R — R qualquer
nos definimos uma fungao F' que recebe subconjuntos
de R e retorna subconjuntos de R...

F({7,8,9}) ={f(7), f(8), f(9)} ={2,1,2}
Alguns livros usam a mesma notacao pra f e F:
fH7.8,90) ={f(7), f(8), f(9)} ={2,1,2}

e ai pra decidir qual é o significado de f
a gente precisa descobrir o tipo do argumento
dela — se é niimero ou conjunto de niimeros.
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Exemplo de overloading: imagens de conjuntos (2)
Estes livros estendem o significado original da f assim:

Se A C R entao:
f(A) = {f(a) [acA}

Eu estou evitando esse tipo de overloading no curso porque
acho que ele deixaria muitos alunos meio desesperados...
S6 que varias pessoas tentaram inventar os seus proprios
jeitos de fazer overloading... por exemplo:

{2,3,4} < {3,4,5}

Isso é muito ambiguo — eu consigo pensar em varios
jeitos de definir esse ‘<’ em conjuntos...
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Exemplo de overloading ambiguo: ‘<’ em conjuntos
Se usarmos esta definicdo pro ‘<’ em conjuntos,

Se A, B C R entao:
(A< B)=(Va€ AVbe B.a <b)

entao temos ({2,3,4} <{3,4,5}) =F.
Se usarmos esta definicao pro ‘<’ em conjuntos,

Se A, B C R entao:
(A< B)=(Mae€ AJbe B.a<b)

entdo temos ({2,3,4} < {3,4,5}) = V.
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Exemplo de overloading ambiguo: ‘<’ em conjuntos (2)
...e se usarmos esta outra definicdo pro ‘<’ em conjuntos,

Se A, B C R entao:
(A<B)={acA|VYbe B.a<b}

entao temos ({2,3,4} < {3,4,5}) ={2,3}.

=
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“Eu amo overloading! E agora?”

Algumas pessoas:

1) adoram usar overloadings nas suas contas informais,
2) querem aprender a formalizar essas contas.

O que elas podem fazer?

Respostas:
a) Avisar que aquelas contas sao informais
b) traduzir os overloadings pra algo formal — como:

{2,3,4} < {3,4,5}
~ Ya €{2,3,4}.¥b € {3,4,5}.a <b

c) aprender a definir overloadings formalmente.

Aparentemente o (c¢) é o mais legal de todos, né?...
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“Eu amo overloading! E agora?” (2)

...86 que pra

c) aprender a definir overloadings formalmente

vocé vai ter que aprender a testar as suas definigoes —
e pra isso vocé vai ter que aprender o (b):

b) traduzir os overloadings pra algo formal

e vocé vai ter que testar as suas tradugoes em um
monte de casos. A gente s6 consegue aprender o (c)
depois de ja ter virado faixa-preta em usar o ‘V’, o ‘3,
o‘{ |}, e em tipar e em calcular expressoes,

e em fazer defini¢oes mais simples e testar elas...

Entao vocé vai ter que comegar aprendendo o (a) e o (b).

~
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Parte 4:
Mais sobre bolinhas



30

Lembre que estamos tentando aprender a calcular
expressoes como estas visualmente, por bolinhas...

Vo € {1,2,3}.2% > 4 V€ [1,3].2% > 4
Jr € {1,2,3}.2* > 4 Jr € [1,3].2% > 4
{re{l,2,3} |22 >4} {rel,3]|2?>4}

...porque nao vai dar tempo de todo mundo aprender a
calcula-las via demonstragoes formais. Entao todo mundo
vai ter que aprender os métodos visuais primeiro, e quem
conseguir aprendé-los pode vir discutir demonstragoes
formais num outro grupo do Telegram.
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Lembre também que se vocé calcular coisas via bolinhas
em cursos de outros professores eles podem nao entender

e podem ficar putos. Considere que o método das bolinhas
é principalmente pra vocé aprender a calcular certas coisas
de cabeca — ou em rascunhos no canto do papel.
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Lembre que pra calcular estas expressoes

Vo e {1,2,3).a% > 4
Jdr € {1,2,3}.2? > 4
{zxe{1,2,3} | 2> >4}

nos podemos comecar representando os resultados
da expressao 22 > 4 nos trés valores de x que sdo
“gerados” pelo x € {1,2,3}...

Lembre que a gente viu “geradores” e “filtros” aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=8
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A expressao
Vo € {1,2,3}.2% > 4

¢é verdadeira se e s6 se todas as bolinhas sao pretas.
A expressao
dr € {1,2,3}.2* > 4

é verdadeira se e s6 se alguma bolinha é preta.
E o resultado de

{ze{1,2,3}|2* >4}
é o conjunto de todos os ‘z’zes cujas bolinhas sdo pretas:

{ze{1,2,3} | 2* >4} = {3}.
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E pra conjuntos infinitos?

Pra conjuntos infinitos — como o intervalo [1,3] —
noés podemos fazer algo parecido, mas vamos ter
que fazer um desenho que finja que tem infinitas
bolinhas... por exemplo:

Se fizermos um desenho razoavel um leitor com uma certa
boa vontade vai conseguir entender que temos bolinhas
brancas em z € [1,2] e bolinhas pretas em z € (2, 3]...

Leal{ze[,3]]a2>4}=(2,3. =)
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E pra conjuntos vazios?

Vocé lembra porque a gente define que 2° = 17

E porque o 1 é o elemento neutro da multiplicacao,
e al a gente tem:

23.22 = (2-2-2)-(2-2) = 27
24. 21 = (2-2-2-2)-(2) = 27
25.20 = (2-2-2-2-2)~20

= (2-2:2-2-2)-1

= (2-2-2-2-2) = 92

A gente vai ter algo assim
pro ‘V’ e pro ‘3" também:
(Vx € 0.P(xz)) =V (porque V é o elemento neutro do A)
(3x € 0.P(x)) =F (porque F é o elemento neutro do V)
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E pra conjuntos vazios? (2)

Veja:
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(Vz € {2,4,9,20}.P(x)) A (Vo € 0.P(x))
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Calculo 2 - 2021.2

Aula 17: infs e sups

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Introducao

Infs e sups sdo um dos assuntos secundarios de
Cdlculo 2 que vao ser mais tteis para as matérias
seguintes. Infs e sups vao aparecer explicitamente
nas proximas matérias muito poucas vezes, mas
pra aprender infs e sups a gente vai ter que apren-
der as quatro coisas absurdamente tteis abaixo.
Vamos ter que:

« aprender um certa linguagem formal pra de-
screver conjuntos — chamada de “set compre-
hensions” em inglés. Vou adaptar o material
daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/
material-para-GA.pdf#page=8

aprender a visualizar certas operagoes — us-
ando “tipos” e os truques com bolinhas bran-
cas e pretas que nds comegamos a ver nas
paginas 11 até 20 deste PDF daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/
2021-2-C2-somas-2.pdf

o aprender a lidar com contas que a primeira
vista exigiriam um numero infinito de oper-
agoes e portanto um numero infinito de pagi-
nas. Lembre que Célculo 2 nao é Calculo 1 —
em Calculo 1 a gente aprende a fazer contas
que chegam direto na solugao, mas Célculo
2 é baseado em chutar e testar, e nesta parte
da matéria nds vamos usar o “chutar e tes-
tar” pra reconhecer padroes... ai ao invés da
gente fazer as contas pra infinitos casos um
de cada vez a gente vai comegar fazendo elas
pra, digamos, 5 casos, e ver se com esses H
casos a gente consegue entender visualmente
0 que as nossas contas “querem dizer”.

aprender a fazer argumentos informais, com
desenhos e explicades em portugués, que
todo mundo entenda. Releia este PDF aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/
2021-2-C2-somas-2-4.pdf
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Set comprehensions

Quando eu dava Geometria Analitica e as aulas eram presenciais eu
comecgava 0 curso com uns exercicios de “set comprehensions” — os das
paginas 8 a 12 deste PDF:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=8

Eu dividia a turma em grupos de 5 pessoas e dizia: “tentem entender
isso aqui a partir dos exemplos e das poucas explicagoes em portugueés.
Vocés provavelmente vao conseguir entender quase tudo sé discutindo
entre vocés, tentando fazer os exercicios — inclusive os que tém umas
pegadinhas dificeis — e comparando os resultados de vocés com os dos
colegas, mas qualquer coisa me chamem?”... e eu ficava circulando pela
sala ajudando os grupos. Isso funcionava super bem, e geralmente em
uma aula s6 de duas horas quase todo mundo conseguia fazer os exer-
cicios.
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Set comprehensions (2)

Como 1) as turmas estao meio desanimadas, com pouca gente par-
ticipando das discussoes e 2) todo mundo ja fez Prog 1, eu vou usar um
método diferente. Eu vou complementar a parte de “set compreensions”
do “Material para GA” mostrando como traduzir as notagoes dele pra
um pseudocddigo bem parecido com C, e a gente vai seguir direto pros
exercicios com mais cara de Célculo 2 e de infs e sups.

Basicamente:

o cada “gerador” vira um for,

o cada “filtro” vira um if,

e a “expressao” que aparece depois do ponto e virgula na notagao
{...; ...} vira um printf,

o a traducgao pra pseudo-C fica bem mais facil se a gente primeiro
traduzir as duas notagoes {... | ...} pra notagdo {... ; ...}
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Set comprehensions: um exemplo de tradugao

a€{1,2,3,4}, a3, be {56,7}; 10a+b
{ae{ }oa# { I )}

gerador filtro gerador expressao
Vira:

for(a=1; a<=4; a++) {
if (a!=3) {
for(b=5; b<=7; b++) {
printf ("%d\n", 10*a + b);
}
}
}
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Traduzindo ‘Y’ e ‘J’
Também da pra gente traduzir pra pseudo-C
expressoes com V' e ‘3. Elas viram fungoes:

for(ae A) {
if (—\P(a)

) {
Va € A.P(a) ~ y rerurn F;

return V;

for(be B) {
if (Q(b) {
e B.QO) ~ ) return V;

return F;
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Nos proximos exercicios nés vamos tentar entender

a sequéncia de defini¢bes abaixo como uma espécie de
programa em que cada linha calcula o valor de uma
variavel nova a partir das varidveis anteriores...

¢ = {0 fb)|beB},

D = {f(b)|be B},

D' = {deR|3be B.f(b)=d},

L = {{eRU{—o0,+0} |Vde DL <d},
U = {ueRU{-o0,+0}|Vde Dd<u}l,

L : RU{-o0,+x} — {V,F}
y (yeLeVle LL<y)

—
U : RU{-o00,+x} — {V,F}
y — (yeUeVueUy<u)
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Essa sequéncia de defini¢bes supoe que f e B
sao conhecidas, e que f: R —Re B C R.

No6s vamos comecgar com um monte de exercicios
nos quais f é a funcao que estavamos usando

no ultimo PDF — esta aqui,

r+3 quando z < 3,
9—2x quando 3 < x <8,

xr—7 quando 8 <z

e o conjunto B vai ser diferente em cada exercicio.
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Nos vamos usar algumas gambiarras pra representar
subconjuntos de R U {—00, 400} no eixo vertical...
Vamos representar o —oo e 0 +00 muito mais perto
do que onde eles deveriam estar e vamos desenhar
alguns subconjuntos um pouco a esquerda do eixo y:

T+OO

2021-2-C2-infs-e-sups 2022jan05 05:20



10

Exercicio 1.
Sejam B = {7,8,9}, f a funcdo do slide 8, e:

C = {(f)|beB},

D = {f(b)|be B},

D' = {deR|3beB.f(b)=d},

L = {{eRU{-o0,+x}|Vde DL <d},
U = {ueRU{—o0,+00} |Vde D.d<u},

L : RU{-o0,+o0} — {V,F}
y = (yeLeVlelLl<y)
U : RU{-o0,+c0} — {V.F}
y = (yeUeVueUy<u)

a) Calcule C, D, D', L e U e represente-os graficamente.

b) Calcule L(0),L(1), L(2), L(3).

¢) Calcule U(0),U(1),U(2),U(3).

d) Represente graficamente L e U usando “infinitas”

bolinhas pretas e brancas pra cada um.

Dica: preste atencao no que é mintisculo e maitsculo e nas fontes...
L, ¢ e L sao coisas completamente diferentes. Use uma prontincia
diferente pra cada um — por exemplo “élezao”, “élezinho” e “éle bold”.
Pronuncie R U {—o00, +00} como “R estendido”.
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Uma figura
Se B = [1,2] temos:

T-|—oo

ol—OO
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Exercicio 2.
Itens a, b, ¢, d: Faga a mesma coisa que vocé fez
no exercicio 1, mas agora com B = [7,9].

Agora os conjuntos B, C', D e D' vao ser infinitos e isso
vai fazer alguns passos serem bem mais complicados.

e) A intersecao L N D é vazia? E a intersecao LN U?

Exercicio 3.
Itens a, b, ¢, d: Faga a mesma coisa que vocé fez
no exercicio 1, mas agora com B = (7,9).

e) A intersecao L N D ¢é vazia? E a intersecao LNU?
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A definicao de sup e inf
Aqui:

h
[

{{eRU{—o00,+o0} |Vde DL <d},
U = {ueRU{—oco0,+0} |Vde Dd<u},

L : RU{-o0,+0} — {V,F}

y — (yeLeVleLl<y)
U : RU{-o0,+x} — {V,F}
y — (yeUeVuelUy<u)
(e éoinfde D) <+ L(a)
(Béoinfde D) « U(p)

Isto é verdade mas é dificil de demonstrar:
a) VD C (RU{—00,400}). Il € (RU {—00,+00}). (o é 0 inf de D)
b) VD C (RU{—00,+00}). 38 € (RU{—00,+0}). (B é o inf de D)

...e é por isso que nds vamos poder tratar o sup e o inf como fungoes

que recebem como input qualquer subconjunto de R estendido
e retornam como output algum elemento de R estendido.
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Exercicio 4.
Seja D = R U {—o00, +00}.

a) Calcule L, U, L, U, inf(D) e sup(D) e represente-os graficamente.

b) E verdade que inf(D) € D?
¢) E verdade que sup(D) € D?

Exercicio 5.
Seja D = (2,3) U (4,5).

a) Calcule L, U, L, U, inf(D) e sup(D) e represente-os graficamente.

b) E verdade que inf(D) € D?
¢) E verdade que sup(D) € D?

Exercicio 6.
Seja D = R.

a) Calcule L, U, L, U, inf(D) e sup(D) e represente-os graficamente.

b) E verdade que inf(D) € D?
¢) E verdade que sup(D) € D?

Exercicio 7.
Seja D = 0.

a) Calcule L, U, L, U, inf(D) e sup(D) e represente-os graficamente.

b) E verdade que inf(D) € D?
¢) E verdade que sup(D) € D?
d) E verdade que inf(D) < sup(D)?

2021-2-C2-infs-e-sups 2022jan05 05:20
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Exercicio 8.

O slogan ¢ “sups e infs dao as melhores aproximagoes
por retangulos por cima e por baixo”. Neste exercicio
e no proximo nés vamos entender o que isso quer dizer.

Sejam f a funcdo do slide 8, a =2, b = 10, B = [a, b].

a) Desenhe num gréfico s6: f,a,b, B = [a,b],C, D = F(B)
inf(F([a,0])), min(f(a), f(b)), max(f(a), f(b)), sup(F([a,0])).
Obs: quando escrevemos “D = F(B)” na lista de itens

ao invés de “D, F'(B)” isso quer dizer “é facil ver
que D e F(B) vao dar o mesmo resultado”.

Obs 2: a defini¢ao de F(B) estd aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-2.pdf#page=5
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Exercicio 9.
O proximo slogan importante é este (duplo!):

“o retdngulo sup(F'([a,b])) - (b — a) é o retdngulo
mais baixo que esta todo acima do grafico da f,
e o retangulo inf(F([a,b])) - (b — a) é o retdngulo
mais alto que esta todo abaixo do grafico da f.”

Sejam f a funcao do slide 8, a = 2, b = 10.

a) Desenhe num grafico s6: f,

sup(F'([a,0])) - (b — a),
inf(F([a,b])) - (b— a).

Isto é parecido com o que vocé fez no MT1:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-MT1.pdf#page=5
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Exercicio 9 (cont.)

b) Interprete visualmente esta expressao:
Vo € [a,b]. f(z) < sup(F([a,b]))
Dica: vocé vai precisar de infinitos passos como este aqui:

Compare a altura dos pontos (2.34, f(2.34)) e
(2.34,sup(F'([a,b]))). Se o ponto (2.34, f(2.34))
estiver abaixo do ponto (2.34, sup(F([a,b])))

entdo f(2.34) < sup(F([a,b])) é verdade e
desenhamos uma bolinha preta em x = 2.34; senao
desenhamos uma bolinha branca em x = 2.34.
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Exercicio 9 (cont.)

Agora verifique — visualmente! —
se cada uma das expressoes abaixo é
verdadeira ou falsa:

) )
d) vz € [a,0]. inf(F([a,b])) < f(2)
e) Vx € [a,b]. f(x) < sup(F([a,b])) — 0.1
f) Vo € [a,b]. inf(F([a,b])) + 0.1 < f(x)

2021-2-C2-infs-e-sups 2022jan05 05:2
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Exercicio 10.

Agora que vocé entendeu visualmente o que
sup(F([a,b])) e inf(F([a,b])) querem dizer
faga duas cépias a mao do desenho abaixo, e...

Y

J

2021-2-C2-infs-e-sups 2022jan05 05:20
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Exercicio 10 (cont.)

a) desenhe sobre a primeira delas

sup(F'([zo, 21])) - (21 — @o) + sup(F ([x1, 22])) - (w2 — 1),
b) desenhe sobre a segunda delas

inf(F ([zo, x1])) - (21 — o) + inf(F([1, 22])) - (2 — x1).
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Introducao
A definicao formal da integral é bem complicada.

A gente primeiro tem que definir aproximagoes por retangulos
por cima e por baixo usando sups e infs, depois a gente tem que
definir os limites dessas aproximacoes por cima e por baixo

do jeito certo, depois a gente tem que comparar esses limites...

Se o limite por cima e o limite por baixo dao o mesmo
resultado entdo a nossa fungao é integravel, e a integral
dela é o resultado desses limites — mas existem fung¢oes
que nao sao integraveis.

A gente vai ter que definir um monte de abreviagoes

pras expressoes matematicas nao ficarem grandes demais,
e a gente vai ter que aprender a interpretar graficamente
cada expressao... como nos proximos dois slides:
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Também podemos desenhar so a diferenca entre
a aproximagao por cima e a por baixo...

Af o resultado vai ser formado por retangulos
“flutuando no ar”. Se f(x) é esta fungao

mais complicada aqui, entao...
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Métodos de integragao: nomes

L] = 3 fla) (b —a)
Rl = 35 ()b — ai)
(Trap] = Y00, Ll (p, — ay)
M) = 3T F(E) (b — @)
(min] = 37, min(f(a:), f(b:) (b — a;)
max] = 7, max(f(as), f(b:)) (b — as)
[inf] = >0, inf(F([a;, bi])) (b — ;)
sup] = Y, sup(F([ai, bi))) (b — a:)
Cada uma dessas formulas ¢ um “método de integragao”.
Todos esses “métodos” aparecem na pagina da Wikipedia,
mas com outros nomes e usando parti¢oes em que todos os
intervalos tém o mesmo comprimento.
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Métodos de integragao: nomes (2)

Todas as férmulas do slide anterior supoem que estamos
num contexto em que a particao P esta definida.

Se usamos elas com uma particdo em subscrito,

como em [L], 57y, isso vai querer dizer

que a particao P vai ser indicada no subscrito.

Por exemplo:

@]{4,5,7} = sz\; flai)(bi — a;) [L}{6,7,8,9} = sz\; flai)(bi — a;)

= fla)(by —a1) = fla)(by —a1)
+  flaz) (b2 — az) +  flaz)(b2 — az)
= f4)(5—4) +  flaz)(bs — az)
+ fB)(7-5,) = f(6)(7—6)
+ (=T
+ f(8)(9—28).

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20



Nossas particoes preferidas
Agora eu vou definir uma notacgado pra particao que
divide um intervalo em N subintervalos iguais:

[a,b]x = {a, a+ 52, a+252, ..., b}

Exercicio 1.
Calcule:
a) [4,6];
b) [4,6]2s

Dicas: 23 = 8, e releia isto aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-1.pdf#page=16

Obs: mais tarde no curso vocé vai (ter que!)
aprender a fazer as suas proprias definigoes...

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20
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Aproximacgoes por cima

Mais duas defini¢oes:

A melhor aproximagao por cima para a integral de f
na particao P é:

[ swyde = sy,

O limite das aproximagoes por cima pra integral de f
no intervalo [a, b] é:

—x=b

/x:af(ﬁ) do = kh_{go [sup] [a,b],5 7

Esse limite também é chamado de a “integral por cima de f
no intervalo [a, b]”.

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20



Aproximacgoes por baixo

Mais duas defini¢oes:

A melhor aproximagao por baixo para a integral de f
na particao P é:

1 f(x)dx = [inf] 5,

P

O limite das aproximagdes por baixo pra integral de f
no intervalo [a, b] é:

k—o00

r=b
/ f(x)dr = lim [inf] fa,bl

—2T=a

Esse limite também é chamado de a “integral por baixo de f

no intervalo [a, b]”.

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20

16



17

A definicao de integral

A nossa definicao de f x) dz vai ser:

P - [

se a igualdade marcada com ‘L for verdade.

15

/ @y

—2X=a

Se a igualdade ‘L for falsa vamos dizer que:

“f(x) nao é integravel no intervalo [a, b]”,

“ ff:; f(z) dxr nado estd definida”, ou
“f;:; f(z)dx da erro”.

(Compare com 22, que também “ndo estd definido”, ou “d4 erro”...)

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20
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Como esses limites funcionam?

Em Célculo 1 vocé viu que algumas fungoes nao sao derivaveis.
Agora nos vamos ver que algumas fungoes nao sao integraveis.
O melhor modo de visualizar isso é usando estas definigoes:

Z fde = [ sy / s

Zzzif(a:) de = 7::Zf(:v) dx — Zi:l;f(x) dx

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20



Exercicio 2.

Faca o exercicio 1 do MT1 do semestre passado.

Ele tem gabarito, mas tente fazé-lo sem olhar o gabarito.
Link:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-MT1.pdf#page=4

Dica: reveja o exercicio 10 deste PDF"
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-infs-e-sups.pdf#page=19

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20
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(Tudo a partir daqui vai ser reescrito)

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20
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Exercicio 15.
a) Verifique que no exercicio 14 vocé desenhou f

i[2,10]21f r) du, i[2,10]22 r)dz, e f210] (7) d.

b) Calcule a area dessas quatro diferengas. Veja o video!

() de,

[2 10]20

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20
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Exercicio 10.

Lembre que:

(3,6

a) Calcule sup(F([2,4])).
b) Calcule inf(F([2,4])).
c¢) Calcule sup(F'([4,7])).
d) Calcule inf(F'([4,7

e) Calcule sup(F([7,9])).
f) Calcule inf(F(|

N
— —_
N S~—
. S~—

2021-2-C2-def-integral 2

n05 05:20
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Exercicio 11.
Lembre que:

(3,6)

Digamos que P = {1,2,4,5,6,7,9,10}.
Represente graficamente num grafico so:

a) i sup(F ([as, ) (b; — ai),
b) a curva y = f(x),

c) SN inf(F([a;, b)) (b — a;).

e verifique que vocé obteve algo bem parecido
com a figura do slide 2.

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20
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Exercicio 12.
Lembre que:

(3:8)

fz) =

(8,1)

Em cada um dos itens abaixo represente graficamente
num grafico s6 a curva y = f(z) e os dois somatoérios pedidos.

a) [SUP]{Lm}, [inﬂ{Lm}
b) [SUP]{1,2,5,6,9,10}7 [inf]{1,2,5,6,9,10}

c) [SUP]{1,2,4,5,6,7,9,10}7 [inf]{1,2,475,6,7,9,10}

o,

) [max]{l’lo}, [min]{l,w}

e) [maX]{1,2,5,6,9,10}’ [mm]{172,5,6,9710}

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20



Exercicio 14.
Lembre que:

(3,6)

Em cada um dos itens abaixo represente graficamente

num grafico s6 a curva y = f(x) e os dois somatoérios pedidos.

a) [sup] [2,10]50° [inf] [2,10],0
b) [sup] [2,10],1 [inf] [2,10],1
c) [SUP][Q 10],27 [mﬂp 10],2

d) [sup [2,10],3 [inf] [2,10],3

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20
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Exercicio 16.

Identifique nas figuras dos préximos dois slides:
f[2,10]21 f(z)dz, f [2,10], f(z) dz, 1[2,10]23 f(z) de, f[2,10]24 f(z)dz,
S, @) e [ 10]22 (@)dz, [, f@)dz, [

08]22 i[o,s]ng(x) d, i

1~

=)
o
=
B
Q.
g
1=

Dica: os “ [ b dx”s sao feitos de “retangulos flutuando no ar”,
nao de retangulos cujas bases estao em y = 0.

2021-2-C2-def-integral 2022jan05 05:20
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Introducao

Digamos que f : [a,b] = R é uma fun¢io integréavel.
Digamos que ¢ € [a, b].

Digamos que a fungdo F : [a,b] — R é definida por:

Fit) = /T:tf(m) dz.

O TFCI1 tem duas versoes.
A versdo mais simples diz o seguinte:
se a fungdo f é continua entdo para todo ¢ € (a,b) vale:

Ft) = f(1). (%)

A versdo mais complicada do TFC1, que vamos ver
depois, ndo supoe que a funcdo f é continua.

Nés vamos ver um argumento visual que mostra que
a igualdade () é verdade. Esse argumento visual é
quase uma demonstragdo formal, num sentido que eu
vou explicar depois.

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34



Introducgao (2)
Digamos que f : [a,b] = R é uma fungdo continua.
Digamos que ¢ € [a, b].
Digamos que a fungdo F : [a,b] — R é definida por:

Fit) = /T:tf(m) dz.

Entao:
Flt) = hmw
-0 I—t+s€ =t
— lm L2 fa)yde — [ fla)de
- e—0 o—tie £
_ g dem (@) de
e—0 £
) 1 rx=t+¢e
= llj}(l)g - f(z)dz
= f0

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34



Introdugao (3)

Digamos que f : [a,b] — R é uma funcao continua.
Digamos que ¢ € [a, b].

Digamos que a func¢ao F': [a,b] — R é definida por:

F(t) = / : (@) da.

O nosso argumento visual vai mostrar que:
1 r=t+e

lim — flz)dx = f(1).

e—0 & j—

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34



Primeiro exemplo:
f(z) é a nossa pardbola
preferida, e t = 1.

Primeira figura: ¢ = 2.
Segunda figura: € = 1.
Terceira figura: € = 1/2.

A es‘qu‘erdalz f;iﬁis f(x)dz.
A direita: 1 [7 f(z)dz.
Repare que a area em
laranja a esquerda sempre
tem base € e a area em

laranja a direita sempre
tem base ¢ - % =1

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando ¢ =1/8:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando ¢ = 1/16:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34

11



1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando e =1/32:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando e = 1/64:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34

13



Agora com ¢ negativo!...

f(z) é a nossa pardbola
preferida, e t = 1.

Primeira figura: ¢ = —1.
Segunda figura: e = —1/2.
Terceira figura: € = —1/4.

A esquerda: [*27F f(x) da.

=t

A direita: 2 ["57F f(2) da.

x=t

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando ¢ = —1:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando e = —1/2:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando e = —1/4:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34

17



quando € = —1/8:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando ¢ = —1/16:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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1 r=1+¢
g/ f(z)dx quando ¢ = —1/32:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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quando € = —1/64:

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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Exercicio 1.
Seja f(x) a fungao a direita.
Seja t = 2.

) Desenhe 1 L vtte r)dx
para5—2 5—1 5—1/2

b) Desenhe X f o Hg

paras——Q 5——1 5——1/2.

Dica: comece entendendo as
areas em laranja a direita!

¢) Quanto vocé acha que da
lim. o+ %f;:ﬁ f(z)dx?

d) Quanto vocé acha que da

lim,_,- 1 f:tt% f(x)dx?

2021-2-C2-TFC1

-
7
vl

Ll

2022jan07 06:34
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Exercicio 2.
Seja f(x) a fungao a direita.
Seja t = 2.

) Desenhe 1 L vtte r)dx
para5—2 5—1 5—1/2

b) Desenhe X f o Hs

paras——Q 5——1 e——1/2.

Dica: comece entendendo as
areas em laranja a direita!

¢) Quanto vocé acha que da

lim, o L [757° f(2) da?

d) Quanto vocé acha que da

lim,_,- 1 ;::JFE f(x)dx?

2021-2-C2-TFC1

W‘* P

2022jan07 06:34
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Descontinuidades

Digamos que f : [a,b] — R é uma fun¢do qualquer.
Vamos definir o conjunto dos pontos de descontinuidade da f,
ou, pra abreviar, o “conjunto das descontinuidades da f”, assim:

desc(f) = {x€la,b]]|f ¢ descontinua em x }

A expressao “f tem um ntimero finito de pontos de descontinuidade”,
que eu vou abreviar pra “f tem finitas descontinuidades” apesar
disso soar bem estranho em portugués, vai querer dizer:

desc(f) é um conjunto finito

O conjunto vazio é finito, entdo toda f continua “tem finitas
descontinuidades”. Essa fun¢io aqui tem finitas descontinuidades:

.

N

A fungédo de Dirichlet, que nés vimos aqui,

http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-2.pdf#page=46
tem infinitas descontinuidades.

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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A versao complicada do TFC1
Vou dizer que uma fungdo f : [a,b] — R é “boa”
quando ela é integravel e tem finitas descontinuidades.

(O termo “funcdo boa” é péssimo de proposito —
é pra deixar 6bvio que essa é uma definicdo temporaria,
que vai valer s6 durante poucos slides...)

Vou dizer que uma fungdo G : [a,b] — R obedece
G'(z) = f(z)
quando G for continua em [a,b] e G obedecer isto aqui:

vz € ((a,) \ desc(f)). G'(x) = f(x)

ou seja, neste caso “G'(z) = f(x)” é uma abreviagao
pra algo complicado.

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34



A versao complicada do TFC1 (2)

Antes de prosseguir vamos fazer um exercicio.

Exercicio 3.
Seja:

a) Qual é o dominio da f? (Ele estd “implicito no grafico”...)
b) Encontre uma fun¢do G que obedece G'(x) = f(z) e G(0) =
¢) Encontre uma fungao H que obedece H'(x) = f(z) e H(0) =
d) Faga o grafico da fungao M (z) = H(x) — G(z).

e) Encontre uma fungdo K que obedece K'(z) = f(z) e K(4) =

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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A versao complicada do TFC1 (3)

Digamos que f : [a,b] — R ¢é “boa”.
Digamos que ¢ € [a,b] e que G'(z) = f(z).
Digamos que
t=x
F(z) = F(t)dt.
t=c
Entdo F e G “diferem por uma constante”,
como as fungoes G, H e K do exercicio 3.
Isso é o “TFC1 na versao complicada”.
Eu ndo vou demonstra-lo.  =(

Seja k essa constante. Temos:
Vz € [a,b]. G(z) = F(z) + k.
Isso tem um monte de consequéncias bacanas.

Por exemplo: F(c) =0, G(c) =k, e,
se a, 8 € [a,b],

SRyt = [T7f()de— [0 f(t) dt
= F(;B)*F(Q)
= (G(B) —k)— (G(a) — k)
= G(B) - G(a)

Isso nos dd um método pra calcular integrais
da fungdo f. Se a, B € [a,b],

1) encontramos uma solugao G(z)
da EDO G'(z) = f(x),
2) usamos a férmula

t=,

8
fdt = G(B) - Gla).

t=a

Vocé viu no exercicio anterior que a EDO
G'(x) = f(z) tem infinitas solugoes...
Qualquer solugdo serve, e nao precisamos
calcular a constante k.

Esse método é o TFC2.

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34



O TFC2

Digamos que f : [a,b] - R é “boa”.
Digamos que a, § € [a,b] e que G'(z) = f(x).

Entao:

t=5
/t [yt = G(B) - Gla).

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34

28



TF2: um exemplo

A nossa pardbola preferida é f(z) =4 — (v — 2)?,
ou seja, f(x) = 4x — 2.

Digamos que G(z) = 2z* — %—3

Entao G'(z) = f(z), e o resultado desta

substituicao aqui vai dar uma igualdade verdadeira...

f(x) =4z — 2*

G(z) =22 — &

([ 10w = ap-ow) |05 2

a:=10

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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TF2: um exemplo (2)

Temos:

(/jjf (hdt = G(ﬁ)—G(a)> lG(x):ﬂ—. 2t

_ (/t:44(t2)2dt - (2.424;) ‘(2.02?;))

Q
Il
o

/ti;44—(t—2)2dt = (2-42_§)_(2,02_%)

= (32-%) -0
— 96 _ 64

3 3
_ 32

3

2021-2-C2-TFC1 2022jan07 06:34
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Avisos

O mini-teste 3 vai acontecer no inicio de janeiro.
Ele vai ter problemas parecidos com estes aqui,
de integrar uma funcao escada no olhdémetro:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT1.pdf#page=4
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-MT2. pdf#page=4

As regras vao ser as mesmas dos outros mini-testes.
As questoes do MT3 serao disponibilizadas as 20:00
da sexta 7/jan/2022 e vocé vai ter 24 horas pra
entregar as respostas.

Lembre que tudo tem que ser feito a mao e em papel!
Desenhos feitos no computador nao serdao considerados.

2021-2-C2-MT3 2022janl0 11:48



Sejam:

@0
*—0 *—0
*—0 *—0 *—0
f($)——¢ o
*—0 O @O0 G
*—0

e G(z) = [, f(t)dt.

a) Represente graficamente G(8.5).
b) Dé o valor numérico de G(8.5).
c¢) Desenhe o gréfico da fun¢ao G. Dica: o dominio dela é [0, 15].

2021-2-C2-MT3 2022janl0 11:48



Gabarito
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No mini-teste 3 - link:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-MT3.pdf#page=4

vocés viram que quando a funcao G “é uma integral da f”
noés podemos fazer contas como esta aqui:

r=>5
|t = 6e)-ce)
=2
Isto é um caso particular do TFC2,

que tem varias versoes diferentes...
a formula dele é essa aqui:

[ @ = For

=a

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Neste semestre eu vou tentar

explicar o TFC2 e as consequéncias dele —
tipo: TODAS as técnicas de integracao sao
consequéncia do TFC2 — com uma abordagem
diferente da do semestre passado.

Dé uma olhada nestes slides do semestre passado:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-0s-dois-TFCs.pdf
Leia as paginas 2 até 4 dele,

a definigdo no fim da pégina 7,

e as paginas 10 até 12.

Exercicio 1.

Faga os exercicios 1, 2 e 3 do PDF acima —

mas ao invés de fazer o 2 como eu pedi no semestre
passado faca esta versdo modificada dele:

[TFC2] : =7

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Exercicio 2.
Assista este video,

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-2-C2-int-subst.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=YbVENi-xGNw

e depois tente entender cada uma
das igualdades do slide 7.

Dica: os ‘=’s do slide 7 tém montes
de significados diferentes dependendo
do contexto. Tente fazer uma lista de
significados e prontncias.

Obs: os préximos 3 slides nao sao
autocontidos — vocé vai precisar
assistir o video pra entendé-los.

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Um caso em que o TFC2 da um resultado errado

Se F(z) = —z*

entdo F'(z) = 272, e:

[ Fl@)de = F(o)2”!

rT=— r=—1

= (1) D (L
- 2

|

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Outro caso em que o TFC2 da um resultado errado

[ i@ = Fek

A

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



[DefDif] = F(x)\’ - fF(a))

[ rwae - m»:z;:)

(
[TFC2] = (

[DefDif] [ #(a): f(g(r))] = (f(g )i, = flg®) - ((a)))
(

[De fDﬂ{ D = (e — <>>—f<g(a>>)

) |

[TFC [ (720 [ =)

(@):=f"(9(x))g (x )]
1.795”) u=g(b) , —o(t)
TFC2 a:=g(a — g — U=
[TFC2) | wmate [ rde = sl

Fl(u)=F(u) ] =0

r=b

[ fe@g @i = faEi

- = flg®) ~ f(g(a)
= Sl

= /u:g(b) f'(uw) du

u=g(a)

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



A férmula da derivada da fungao inversa

flg(x)) =
dj,f(q(w)) = ﬁl‘ =1
[DFI1] = wlg(@) = [f(9(x))g'(z) b) [DFI2]
Fa)g @) = 1
9@ = 5y
- g(z)) = =
[DF12] = < J@) = j"(;(u;))) ¢) [DF12]
Exercicio 3.
.f((y)) = cL“J d) [DF12]
a) [DFI] (7):.—]1127 =7
g(z):=In'x

e) [DFI2]

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22

Exercicio 3 (cont.)

fy) =y

f'y) =2y
g(x) = sart(z)
L9 (%) = sqrt’(z)

)=

F(y) = seny

f'(y) := cosy

g(x) := arcsen(z)
):

L9 (z = arcsen’(r) |
T:=3
f(0) :=sen®
f(0) := cosf

g(s) := arcsen(s)

(HJ)L :((()39
f1(0) := —send
g(c) = cos™!(c)

Lg'(¢) = (cos™")'(c)

q’(s) := arcsen’(s) |

P



Mais algumas féormulas que nao valem sempre

(cosz)? + (senz)? = 1
(senx)? 1 — (cosx)?
(senzx)? = /1 — (cosx)?
senz = 4/1— (cosx)?
(cosz)? = 1— (senx)?
(cosx)? 1 — (senx)?
cosz = /1 — (senx)?

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Exercicio 4.

a) Escolha um ndmero entre 42 e 99.
(Se vocé nao conseguir converse com seus colegas!!!)

b) Escolha um « € R tal que sena < 0

e verifique se sen @ = /1 — (cos @)?.

Dica: escolha um « para o qual vocé sabe sen « e cos a.

¢) Escolha um g € R tal que cos 8 < 0
e verifique se cos 8 = /1 — (cos §)2.

d) Faga uma cépia do grafico abaixo num papel

e desenhe sobre ela os conjuntos:
A = {0€[0,2n] | send = /1 — (cosb)? },

B = {6€][0,2n]| cosf = /1 — (senh)?}.

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Juntando férmulas estranhas

fo@) = =
/ _
9() = Faay
elnm = 7
ln/x - elrlwv
_ 1
f;:;ln/xdm = Inz|"2"
[ tde = a2

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Juntando férmulas estranhas

flg(z)) = =

g'(x)
sen(arcsen x)
arcsen’ x

I
8

cos(arcsen x)
1

(cos(arcsen x))?
1

r=b
[~ arcsen’ x dx
T=a

famdx

2021-2-C2-int-subst 2022

\/11— (sen(arcsen z))?

V1—22

x=b
arcsenzl|, _,
arcsenz|,_,

an2l 11:22
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Um exemplo de mudancga de variavel

[EMV2] =

[EMV3)

[EMV1]
g(z) =2z

[EMV]][ o) - 72]

i ; f(z) = —CosT
[EMV2] [ f'(z) == sen .7:]
[EMV4]

[EMV3]

x=b
/ f'(2x) - 2dx

( / Se]l
u=b
/ sen(u) du

2021-2-C2-int-subst

x=b
/ sen(2z) - 2dx
Ja=a

/jf’(y(-’r))g’(ar)d-r - f<.q(7>))\f";

= flo®) - f(g(@)
= f@ \::zéi:!

ru=g(b)
= / f(u)du

i=g(a)
= Jeo)
= [(2b) = f(2q)

= Sl
u=2b

:/ f'(u)du
u=2a

(— (os(?l,))‘jjz
— (Coosan) - (-con(za)
(

—cos(w) ;550

u=2b
/ sen(u) du
u=2a

sen(2z) - 2 do )

2=b/2
/ 2sen(2z) dx
a/2

2022jan21 11:22
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Outro exemplo de mudanga de variavel

Aqui a gente ndo substitui a f, s6 a f'...
Digamos que f(z) = tt:: tant dt,
e portanto f'(z) = tanz.

[ e 2ae = (e
= (f(2)) = (f(2a))
[OEMV3] = [EMV2][f/(z) :=tanz| = - (fla)[=2
u=2b
= /2 tan(u) du
[OEMV4] = (/u:%tan(u)du = / tan(2z) de)

u=>b x=b/2
[OEMV5] = (/ tan(u)du = / 2tan(2z) d >
u=a z=a/2

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



http://angg.twu.net/2021.1-C2/martins_martins__sec_6.1.pdf
http://angg.twu.net/2021.1-C2/APEX_Calculus_Version_4_BW_secs_6.1_6.2.pdf

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Um exemplo com contas
Isto aqui é um exemplo de como contas com integracao
por substituicdo costumam ser feitas na pratica:

/ 2cos(3z +4) dx

= /Q(COSU) . %du

2
= —/cosudu
3

2
= —senu

3
2
= 3 sen(3x + 4)

E necessario indicar em algum lugar que a relagao
entre a variavel nova e a antiga é esta: u = 3x + 4.

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Outro exemplo com contas
/(sen r)°(cos x)® dx
= /(sen x)°(cos x)*(cos ) dx

2021-2-C2-int-subst 2022jan21

S =8Senx
ds __

P COS T
SenxTr = S

(cosz)? =1— s?
cosxdr = ds

17
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Substitui¢ao na integral definida

Eu vou chamar a demonstracao abaixo de [S2].

Ela é uma série de trés igualdades: o ‘=" de cima,

o ‘=" de baixo, e 0 ‘=" da esquerda (que é um ‘II).

Eu vou chamar o “F’(u) = f(u)” de a hipdtese do [S2].
Obs: nos ainda nao acreditamos nessa demonstracao...

vamos verificar as igualdades dela daqui a alguns slides.

Se F'(u) = f(u) entdo:

r=b
Fg(x)iz) = flg(x)g'(x) dx
u=g(b)
w) [ 290 = u) du
Falsy = f  fd

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Lembre que dé& pra substituir s6 alguns simbolos...
Por exemplo:

Se F'(u) = f(u) entdo:

Fg(a)Z) = f(g(x))g (v) dx
u=g(b)
F)’=0®) = /z() F(u) du
Se F'(u) = f(u) ent:ﬁ,bo;
F(2x)|22) = F(2) - 2de
[S2][g(z) :=22] = ! v=a
Pl = [

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Também podemos substituir o f por F’...
E ai a hipotese passa a ser “trivialmente verdadeira”:

Se F'(u) = f(u) entdo:

PNl = [ fo(e)d(@) da
2] = | v=a
u=g(b)
s = [ s
Se F'(u) = F'(u) enton:
Pyt = [ Flo)ge)ds
S2)f () i= F'(w)] = H

e (5) u=g(b) )
Flu)'=®) — /u=g<a> F'(u) du

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Exercicio 1.
Lembre que:

ec) = ([t rwa = FE)

=a

Calcule os resultados destas expansoes:

a) [TFC2] [F(m) = F(g(x))}

b) [TFC2 [ := ] {;; = m

...e verifique que se f(u) = F'(u) entao:
¢) o que vocé obteve no (a) prova o ‘=" de cima da [S2],
d) o que vocé obteve no (b) prova o ‘=" de baixo da [S2],

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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O ‘I” & esquerda na [S2]
¢ bem facil de verificar... 6:

F(g@)iZ, = Flg(b)) — Flg(a))
_ F(u)|u=9(b)

u=g(a)

Se vocé conseguiu fazer todos os itens

do exercicio 1 e conseguiu entender isso ai
entdo agora vocé entende o [S2] como uma
demonstracao — vocé entende todas as
igualdades dele.

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Pra que serve a hipétese do [S2]?
Ela serve pra gente lidar com f’s que a gente
nao sabe integrar! Por exemplo:

Se F'(u) = f(u) entao:

Flg@)= = [ flole)g'(x)da
2] = | e=a
u=g(b)
Pl = [

Se F'(u) = tanu entao:
r=b
Fz)|"=> = / tan(2z) - 2dx

r=a
I

u=2b
Fu)]=9® = / tan(u) du

u=g(a) o

=a

s -

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Uma versao do [S2] para integrais indefinidas
Compare... e repare no “Obs: u = g(x)”.

Se F'(u) = f(u) entdo:

z=b

Flg@@);Z, = fg(x))g'(z) dz
[S2] = | v=a
u=g(b)
w)["=o0) = u) du
Fl) = [ L

Se F'(u) = f(u) entao:
Flo@) = [ fo@)g @) ds

Obs: u = g(x).

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Versoes sem a parte da esquerda

Compare:
Se F'(u) = f(u) entégl:7
Flg(@);Z, = fg(x))g'(z) dz
[S2] = ! v=a
u=g(b)
w)["=o0) = u) du
Fl) = [ L
| @)@
[53} - u:g(b)H
[
u=g(a)

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Versoes sem a parte da esquerda (2)
...e compare:

Se F'(u) = f(u) entao:
Flo@) = [ fo@)g (@) do

Obs: u = g(x).

/ F(o(2)d () dz
1

53] = /
f(u) du
Obs: u = g(x).

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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As pessoas costumam usar variagoes da [S3l],
geralmente sem darem um nome pra func¢ao g(u)...
Lembre que em varios exercicios que nos ja fizemos
ficava implicito que vocés tinham que descobrir qual
era a substituicao certa... por exemplo:

202 = 7
f(w) =]
(F@= = 1) - (@) ai=? | = 7
f(z) = 3:2:
(F@lZ = 1) - f(@) o=t | = (22 = 57— 2)
wQIi;_i = 5% — 42

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Exercicio 2.

Nos livros e nas notas de aula que vocé vai encontrar por ai

0 “Obs: u = g(x)” da nossa [S3I] quase sempre aparece escrito
de (ZILHOES DE!!!) outros jeitos, entdo o melhor que a gente
pode fazer é tentar encontrar as substitui¢oes que transformam
a nossa [S3l] em algo “mais ou menos equivalente” as
igualdades complicadas que eu mostrei no video e que eu disse
que a gente iria tentar decifrar...

Nos itens a e b deste exercicio vocé vai tentar encontrar
as substitui¢bes — que eu vou escrever como ‘[?]” — que
transformam a [S3l] em algo “mais ou menos equivalente”
as igualdades da direita.

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Exercicio 2 (cont.)
Encontre as substituigoes ‘[7]’s que fagam com que:

/f(g(x))g’(x) dx /2 cos(3z +4) dx
I .
a) [7] vire algo como [

Obé ];<u:> ZZE) / 2(cosu) - % du

/(sen 7)°(1 — sen %) (cos ) dx
b) [S3l] [?] vire algo como I

/55(1 — %) ds

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Gambiarras

Em geral é mais préatico a gente usar umas gambiarras
como “z—;‘d:c = du” ao invés do método “mais honesto”
que a gente usou no exercicio 2...

As vezes essas gambiarras vao usar uma versao disfarcada

do teorema da derivada da fun¢do inversa: % =

du
e umas outras manipulagoes esquisitas de ‘dx’s e ‘du’s
que s6 aparecem explicadas direito nos capitulos sobre
“diferenciais” dos livros de Célculo.

Nos vamos comecar usando elas como gambiarras mesmo,
e acho que nesse semestre nao vai dar pra ver como
traduzir cada uma delas pra algo formal...

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Gambiarras (2)
Quando a gente esta comecando e ainda nao tem pratica

este modo de por anotacgoes embaixo de chaves ajuda muito:

/(senx)s(l—(w)Q)wdm - /55(1—52)ds

<~
s s ds
dz
——
ds

Quando a gente ja tem mais pratica acaba sendo melhor
por todas as anotacoes dentro de caixinhas — por exemplo:

SenNxTr = S
ds _ d _
dr deGnl’—COSJJ

coszdr = ds

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Gambiarras (3)
Essas caixinhas, como

senxy = S

ds __ d _
dr — gz SENT = COST

coszdr = ds

vao ser os unicos lugares em que nés vamos permitir
esses ‘dx’s e ‘ds’ “soltos”, que nao estao nem em
derivadas e nem associados a um sinal * f .

P4

E esses ‘dz’s e ‘ds’ “soltos” s6 vao aparecer em linhas

que dizem como traduzir uma expressao que termina em ‘dx
numa integral em z pra uma expressao que termina em ‘ds’
numa integral na variavel s.

Y

Nos vamos evitar usar s como uma abreviacao para sen .

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Mais sobre as caixinhas de anotagoes
Tudo numa caixinha de anotagdes é consequéncia
da primeira linha dela, que é a que define a variavel
nova. Por exemplo, se definimos a variavel nova como
c=cosz entdo % = 4 cosx = —senx, e podemos

dx dx ’
reescrever isso na “versao gambiarra” como:

dc = —senz dx, e também como senz dx = (—1)dec.

A caixinha vai ser:

C=CoST
dec _ d _
gr = 2-COST = —senx
dc = —senx dx

senx dr = (—1)dc

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Mais sobre as caixinhas de anotagées (2)
Muito importante: cada linha das caixinhas

¢ uma série de igualdades — por exemplo
expr, = expro, = expr; — e cada uma dessas
expressoes expry, ..., expr, s6 pode mencionar
ou a variavel antiga ou a variavel nova...

Entao:
Bom: dc = —senzdz
Mau: ——dec = dx
—senx
Bom: 3—; = % cosx
Truque: em j—; o c¢ faz o papel de uma abreviacao

para cos x, nao de uma variavel.

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Mais sobre as caixinhas de anotagées (3)
Quando a gente faz algo como

/(senx)5<1—(w)2)wdm - /55(1—52)053

Cada chave é como uma igualdade da caixa de anotagoes
“escrita na vertical”... por exemplo, “senz” é s = sen x.

S

As outras chaves correspondem a outras igualdades da
caixa de anotagoes — que tém que ser consequéncias
desse s = senx.

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Mais sobre as caixinhas de anotagdes (3)
Isto aqui esta errado:

/(Senx)5(1 — (wﬁ) (cosz) do = /(5011:17)5(1 — s%)ds

s ds
ax
——
ds
A esquerda do ‘= a gente tem uma integral na qual

sO aparece a “variavel antiga”, que é x, e a direita do ‘=’
a gente tem uma integral na qual aparecem tanto a variavel
antiga, x, quanto a nova, que é s...  =(

Lembre que tanto o truque das caixinhas quanto o truque das
chaves servem pra gente conseguir aplicar a [S3l] de um jeito
mais facil, e no [S3l] uma integral usa s6 a variavel antiga

e a outra usa s a nova.

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Exercicio 3.
Leia o inicio da sec¢ao 6.1 do APEX Calculus
e faga os exercios 25 até 32 da pagina 280 dele. Link:

http://angg.twu.net/2021.1-C2/APEX_Calculus_Version_4_BW_secs_6.1_6.2.pdf

Exercicio 4.

Leia o inicio da se¢ao 6.1 do Martins/Martins
e refaca os exercicios resolvidos 1 a 6 dele
usando ou as nossas anotagoes sob chaves ou

as nossas anotagoes em caixinhas. Link:
http://angg.twu.net/2021.1-C2/martins_martins__sec_6.1.pdf

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22
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Exercicio 5.

A questao 2 da P1 do semestre passado dizia que:

Toda integral que pode ser resolvida por uma sequéncia
de mudangas de variavel (ou: “por uma sequéncia de inte-
gragoes por substituicao”) pode ser resolvida por uma mu-
danca de variavel so.

E ela pedia pra vocés verificarem isso num caso especifico.

Tente fazer essa questao olhando poucas vezes pro gabarito dela.
Link:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-P1.pdf#page=4

2021-2-C2-int-subst 2022jan21 11:22



Se F’( )=

>|§ Z
52] =

u=g(b
F(u) |u_Z§a)>

Se F'(w

entao

/z bf

=g(b)
:/ St

(a
= cos(2 + w) entao:

/c (2 + V) -

“tdv
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Calculo 2 - 2021.2

Aula 26: mudanca de variavel
por gambiarras

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Introducao

No tdltimo PDF e na P1 a gente viu como fazer
“integragao por substituicao” de um jeito mais ou menos
facil de formalizar... agora a gente vai ver o método

que os livros usam, que nos permite fazer as contas bem
rapido, mas que usa varias gambiarras, algumas delas
bem dificeis de formalizar.

Os nomes “integracao por substituicao” e “integracao
por mudanca de variavel” costumam ser equivalentes.
Vou me referir ao método que a gente vai ver agora como
“mudanca de variavel”, “mudanca de variavel por
gambiarras”, “MV”, ou “MVG”, pra gente poder usar

o termo “substitui¢do” pro ‘=]

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16:37



Introducgao (2)

Cada livro usa convengoes um pouco diferentes pra como
escrever as contas por MVG. Eu vou usar a convenc¢ao do
exemplo do préximo slide, em que a resolucao da integral
fica & esquerda e as caixinhas indicando os truques que
usamos em cada MV ficam a direita, separadas da contas
da integral.

A primeira caixinha tem os truques pra mudar
da variavel = pra variavel u e pra voltar de u pra .

A segunda caixinha tem os truques pra mudar
da variavel u pra varidvel v e pra voltar de v pra wu.

A terceira caixinha tem os truques pra mudar
da variavel v pra variavel w e pra voltar de w pra v.

A quarta caixinha tem os truques pra mudar
da variavel w pra variavel y e pra voltar de y pra w.

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16:37



f 3 cos (2—|—M) d
2\/(3:8—{—4 ) X
cos (2+vu+4

= = du

_ f cos ( 2+\f

:fcos 2—|—w) dw

= [cosydy

seny

sen (2 + w)

sen (2 + /v)

= sen (2+\/u+4)

= sen (2+\/3:1:+4)

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16



Limites de integracao

A coluna da esquerda tem uma série de integrais sem
limites de integracao — a gente esta trabalhando numa
notagao abreviada em que os limites de integracao foram
apagados. Eles podem ser recolocados de novo no final,
quando a gente for transformar essas contas abreviadas
numa versao “desabreviada” delas.

Os limites de integracao em x sao diferentes

dos limites de integracao em u, que sao diferentes
dos limites de integracao em v, que sao diferentes
dos limites de integracao em w, que sao diferentes
dos limites de integracao em y.

Detalhes em breve!

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16:37



A coluna da esquerda tem uma série de igualdades.
Ela é da forma (expri;) = (expra) = ... = (expr,),
mas a gente escreve essa série de igualdades na
vertical.

Repare que na coluna da esquerda
“as variaveis nao se misturam”:

(expr1) e (exprig) sdo “expressoes em z”
expra exprg) sao “expressoes em u”
(expra) e (expro) P :
(exprs) e (exprg) sdo “expressoes em v”,
(exprs) e (exprs) sdo “expressdes em w”,
(exprs) e (exprg) sdo “expressoes em y”.

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16::



A regra mais importante de todas
Na coluna da esquerda cada expressao é

uma expressao “em uma variavel s6”.

Se vocé escrever algo como

/005(2 +w)dy

Isso é um ERRO CONCEITUAL GRAVISSIMO
e a sua questdo ¢ ZERADA.

A gente nao vai ter tempo de ver o porqué disso...
O motivo é que com essa proibi¢do o método pra
“desabreviar” as contas fica simples —

sem essa proibicao ele fica BEM mais complicado,
e a gente precisaria de uns truques de “notacao
de fisicos”, que é um assunto bem dificil de
Célculo 3, pra definir o método de desabreviagao.

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16:37



As caixinhas de truques

As caixinhas de truques da MVG tém uma sintaxe
BEM diferente das caixinhas do ‘[:=]".

Pra enfatizar isso a gente usa ‘=’s dentro delas,
nao :=’'s, e a gente escreve elas separadas

do resto, a direita.

Dé uma olhada nas 9 primeiras paginas daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C3-notacao-de-fisicos.pdf

Dentro cada caixinha de truques da MVG a gente
vai usar algumas expressoes que s6 podem ser
formalizadas direito usando a “notacao de fisicos”,
que a gente vai ver com detalhes em C3...

Vou mostrar como “ler em voz alta” uma caixinha
e a gente vai tentar usar elas meio de improviso.

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16:37



Lendo uma caixinha de truques em voz alta

u =3
du

prias)
du = 3dzx
da;:%du

Digamos que u e x sao variaveis dependentes,

que obedecem a equacao u = 3.

Entao podemos tratar « como uma funcao de z,

e temos % = 4 (u(x)) = £(3x) = £ (u(x)) = 3.
Multiplicando os dois lados de 3—;‘ = 3 por dz
obtemos du = 3 dx; e multiplicando os dois lados de

du = 3 dx por % obtemos dr = %

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16:37
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Na caixinha

u =3z
=3
du = 3dzx
dmz%du

as duas ultimas linhas sao igualdades entre expressoes
incompletas. Vocé viu na P1 como substituir expressoes
incompletas, como parénteses, bananas e lentes...

Em expressoes das formas ‘[ ... dz e ‘[ ... du o ‘da’

e o ‘du’ fazem papel de “fecha parénteses”, e as igualdades
du = 3dxr e dxr = %du indicam substituicoes que vocé vai
poder fazer nas integrais do lado esquerda que vao ser
parecidas com as da questao 2 da P1.

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16:37



Exercicio 1.

Reescreva os exemplos 1 a 4 da se¢ao 6.2 do livro do
Daniel Miranda na notagao que eu disse que nés vamos
usar, em que todas caixinhas de truques sao escritas
explicitamente.

Link:

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=189

2021-2-C2-mud-var-gamb 2022jan26 16:37
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Calculo 2 - 2021.2

P1 (Primeira prova)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Regras e avisos
As regras sdo as mesmas dos mini-testes e das
provas dos outros semestres — veja por exemplo:

http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT2.pdf

Exceto que as questoes serdo disponibilizadas

as 0:40 da terga 25/jan/2022 e vocé vai ter até

as 10:00 da quinta 26/jan/2022 pra entregar as
respostas, e que eu vou responder perguntas tipo
“onde eu encontro mais informagoes sobre a questao
tal?” se elas forem feitas no grupo da turma.

Quase todas as questoes desta prova vao ser
pré-requisitos pra P2 —a P2 vai supor que
vocé sabe “encontrar a substituicdo certa”
muito bem e que vocé fez as questdes desta
prova com muita atencao.
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Questao 1
(Total: 9.5 pts)

Sejam:

DefDi] = (F@)EZ = FO) - Fo)
x=b

[TFC2] = ( / Fl(z)de = F(z)|° Z)

9(®)[z=

. (
= flo(b) - (())
[EMVl] = _ f(u)|u ggb))

. - /ug(a) A
/ Flg@)g (@) de = /u_g(a) <u>du)

[Alface]
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Questao 1 (cont.)

a) (3.0 pts) Descubra qual é a substituigao
F@=f(0
“da forma [ (=1 ] 7 que faz com que isto seja verdade:

g(t):=?
- ([Zweons = [

g’ (t):=7
Chame o resultado desta substitui¢ao de [Tomate]
e ponha a sua resposta exatamente no mesmo formato
que as definigoes das férmulas [EMV2] e [EMV3| daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-int-subst.pdf#page=13
Ou seja, [Tomate] = [Alface][?] = (7).

N————

fF):=f()

"(t):="

[Alface] { J;Jt))::? ]
g (0=
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Questao 1 (cont.)

b) (2.0 pts) Qual é o resultado de aplicar a substitui¢ao
que vocé obteve e usou no item (a) na “férmula” [EMV1],
que na verdade é uma sequéncia de igualdades?

Chame a sua férmula nova de [Repolho]. A sua resposta
deve ser neste formato aqui:

[Repolho] = [EMVI1][?] = (7).
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Questao 1 (cont.)
c¢) (1.0 pts) Seja

b:=3
[Milho] = [Repolho] o=
h(t)::%

Escreva o resultado desta substituicao explicitamente,
no formato:

[Milho] = [Repolho][?] = (7),
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Questao 1 (cont.)

d) (3.5 pts) Como a gente sabe muito pouco de niimeros
complexos a gente considera que o dominio da fungio In(x)

é (0,400), e que In(z) ndo estd definida, ou “dé erro”, quando

x € (—o0,0]. Alguns programas de computador vao dizer que
In(—1) = 7 — mas eles estdo usando uma outra defini¢io do In.

A demonstragao [Trilho] da pdgina seguinte mostra

dois modos diferentes de calcular uma certa integral —
um modo dé erro, e o outro d4 um valor facil de calcular
(se vocé tiver uma calculadora que calcula log)...

Os livros costumam fazer o passo & dela como

se ele fosse 6bvio. Compare com:

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.miranda/calculo/calculo.pdf#page=189
Encontre uma substituicdo da forma [TFC2][?] = (?) que
s ©) : A= :

justifique o passo ‘=’ da [Trilho]. Vocé ndo vai obter algo

exatamente igual a igualdade ‘(2’, 86 algo “equivalente” a ela.
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L2 e = a3

r=—3 r=-3
= In(—2) —In(-3)
= erro — erro
= erro
[Trilho] = ., O ue2
f;::_::a %dm = fuu:_?) %u (=1) du
= fuu::; % dU/
= (lnu)|=;

In(2) — In(3)
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Questao 2.
(Total: 0.5 pts)

Nas préximas aulas nés vamos aprender os truques pra fazer
contas com integrais bem rapido — como no livro do Daniel
Miranda; veja o link na questao (1d).

Na defini¢ao do ‘[:=]" que nds usamos até agora ele s6
substituia variaveis e fungoes por “expressoes completas”..
por exemplo, “447 e “)” nao sao expressoes completas.

Seja [BL] a igualdade abaixo:

B1 = (U@ = L))
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Questao 2 (cont.)

Eu sei que algumas pessoas de Linguagens Funcionais
usam as notagoes ‘(... )" e {(...)] como se fossem uns
tipos especiais de parénteses, e sei que a pronuncia
de ‘(f(x)))’ é “f(x) entre bananas” e a

de {(g(y)) é “g(y) entre lentes” — mas

nao sei o que eles significam.

L& no inicio do curso a gente aprendeu a usar o ‘[:=]’
em expressoes que a gente nao entendia.
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Questao 2 (cont.)

Em algumas gambiarras muito especificas a gente vai
autorizar o ‘[:=]" a substituir algumas expressoes
incompletas (por outras expressoes incompletas).

Digamos que nesta questao o ‘[:=]" estd autorizado a
substituir o abre-banana, o fecha-banana, o abre-lente
e o fecha-lente por outras expressoes incompletas.

(0.5 pts) Diga o resultado da substituigao abaixo.

(050 = o) |25 =

2021-2-C2-P1 2022feb03 12:53
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Questao 1: gabarito

r=b u=g(b)
a) Alfaee] = ([ flang@de /7() f’(u)du>
F(®):=f(t) z=b u=—b
[Tomate] = [Alface] [‘/;(i)i}i(f)} = ( h(—z)-(-1)dz = h(u) du )
g/((t))f=*1 /”:h /“:’a
[ re@i@d = sewl
b) = f(g(b)) — f(g(a))
EMV1] = R
ARV — @I
u=g(b)
= / f(u)du
b u=g(a)
[ ha)(ds = peol
10=1 o = f(=b) ~ f(~a)
[Repolho] = [EMV1] fg((:t))):;h(:)] = = f=
g (t):=—1 u=-a
= /‘“:—b h(u) du
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[Milho]

[Repolho]

[Repolho] {

b:=3
a:=2
f(t):=Int :| =

h(t)::%

2021-2-C2-P1 2022feb03

12:53

f=2)[=
F(=b) = f(=a)
fl=

u=—>b
/ h(u) du
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[Trilho (1)]

x=b u=g(b)
[Alface] = flo@)g @i ~ |
r=a u=g(a)
F():=£(t) w=b =—b
)L T 1 U 1
[Alface] g (g:):jt = ( / 7—~(71)dx = / —du
sy o e
(t):=f(t
=t | g u=b ] w=bq
[Alface] 5(3;);_2 [Wzh] = (/ — - (=1)du = / —dz
g (t):=—1 u=a U z=—a L
f(t)::f(lt) u=2 g e=-2 |
[Alface] “g}_;} =t (/ Loy = / L
g (t):=—1 u=3 U z=—3 &
F():=£(t)
I'(t:=1
£ u=2 1 r=—2 1
[Alface] qr(@)) I (/ —(-1)du = / —dz
zi=u u=3 —U z=-3 T
a=3
bi=2

2021-2-C2-P1 2022feb03

12:53
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Questao 2: gabarito

(000 = ) [ 250 -

2021-2-C2-P1 2022feb03

(5@ +2) = Lot -21)

12:53
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Calculo 2 - 2021.2

Aula 26: EDOs com variaveis separaveis

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Introducao
Seja () a EDO abaixo:

f(z) =2« (%)

Ela tem muitas solugdes. Por exemplo, f(r) = z?
e f(x) = 2% + 3 sdo duas solucoes diferentes dela.

Desenhando varias solugoes dela num grafico —

veja o préximo slide — dé pra entender como é o
conjunto de todas as solugoes dela: ele é um conjunto
de infinitas curvas disjuntas, que “cobrem o R? todo”,
no sentido de que cada ponto (x,y) € R? pertence a
exatamente uma dessas curvas (ou: “solugoes”).

Por exemplo, o ponto (2,5) pertence a solucio f(z) = z* + 1.
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A “solugao geral” da EDO f'(x) =2z é f(z) = 2* + C;
para obter solugoes particulares substituimos esse C
por nimeros. Por exemplo, a solucao de

flle)=2x,  [f(2)=5

é f(x)=a22+1.
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Campos de direcoes
Vamos agora considerar esta outra EDO:
x

f(x) = ~y

Nos ainda nao sabemos quais sao as solucoes dela...
Mas existe um jeito simples de interpretar graficamente
o que ela quer dizer. Para cada ponto (z,y) € R? a
formula Z—z = —% nos permite calcular o coeficiente

angular no ponto (x,y) da solugdo que passa pelo ponto (z,y).
Por exemplo:

(zy)=(-2.2) (zy)=(-12) (23)=(02) (zx)=(12) (zy)=(2,2)
= =1 = F=1/2 =W W=7/ =

(a:,y):(—2,1) (mvy):(_l’l) (m’y):(o’l) ($7y):(171) (z,y):(2,1)
= Loy = = W = o = W__o
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Veja as figuras daqui:
http://angg.twu.net/2020.2-C2/thomas_secoes_15.1_ate_15.3.pdf
Os graficos que usam tracinhos em certos pontos pra indicar
coeficientes angulares naqueles pontos sao graficos de

campos de diregoes.

Exercicio 1.

Represente graficamente os campos de dire¢oes abaixo desenhando
tracinhos com os coeficientes angulares adequados nos pontos com x,y €
{—2,-1,0,1,2}; ou seja, em cada item vocé vai ter que desenhar 25
tracinhos. Quando % = oo desenhe o tracinho na vertical.

a) #=-1 e) H=1/y
b) =2 f) #=2/y
c) L=2 g PL=—y/x
d) EL=-z/y
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Exercicio 2.

Tente imaginar o resto de cada um dos 7 campos de dire¢oes que vocé
desenhou no exercicio 1. Para cada um dos campos tente imaginar as
curvas que vocé obteria se ligasse todos os tracinhos, e tente interpretar
essas curvas como o conjunto de solugoes da EDO que representamos
graficamente como o campo de diregoes. Neste exercicio vocé vai tentar
encontrar solugoes para EDOs no olhémetro a partir dos campos de
direcoes delas.

Para cada uma das fungbes abaixo diga quais das 7 EDOs do exer-
cicio 1 podem ter aquela fun¢do como solugao.

a)y =2’

b) y =z
c)y=1/x

Q) y—vi-a?
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Na pagina seguinte temos o método geral para resolver EDOs
com variaveis separaveis. Vou chama-lo de [EDOVSG] pra
podermos discutir como obter casos particulares dele usando
a operacao ‘[:=|’, ao invés de termos que escrever coisas
como “substituindo f(x) por __ acima obtemos...”.

O método [EDOVSG]| usa algumas gambiarras — veja o
video pra explicagoes.

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24



[EDOVSG] =

i% _ f(x)

dx

9(y)
3(5\03 H ]c(x)JX
Jotwrdy = Jfoadx

Gléy)"cq FeI+Co

G(9)+Cq=FI¥C2

Gly)  =FEI*CrCa
:F(X)+C3

6 (GG = 6 (FE*Ca)
i)

J

2021-2-C2-edovs




Digamos que queremos resolver esta EDO:
dy x
e~y
Aparentemente da pra resolvé-la usando
[EDOVSG] [f (z) = _ﬂ :
9(y) =y
mas também precisamos das primitivas F(z) e G(y),
e da inversa G~1(y)... a substituigdo certa é:

fz):=—x

9ly) =y
[EDOVSG] | F(z):= —%

Gly) =%

G l(z) = V2z

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:2



dx Y
ydy = ~xdx
Judy = J-xox
" 'I
2 2
%-D-C., —1(2—+C2
2 2
22_ A )
’ . 2 K
...que da isto: 22_ s =X scy-cy
= ox?
T+C3
[7.v2 - 5/ X
Z Y 2 ( T+Cs)
1" u
9 J’ZCJ-X2

"

JCy-x2

(As ultimas linhas tém passos extras.)

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24
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Como testar uma solugao
Digamos que estamos tentando resolver a EDO

fl(xz) = —ﬁ, ou:
dy x
vy

e queremos ver se estas duas fungoes sao solucao dela:

fi(z) = 2?43, fo(z) = V25 — 22

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24
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Como testar uma solugao (2)
Basta fazer:

(=) (9552 - (=55

(1 =—2) [5577) = ()

f(x) (@) = 7= V25 — 22 V25 — 22
e ver se as igualdades da direita sao verdadeiras para todo x

no dominio de cada fungao — alias, nos pontos em que a fungao
é derivavel...

A funcio fi(z) = 2? estd definida em todo R e é derivavel
em R, e a fungdo fo(x) = /25 — 22 estd definida no intervalo
fechado [—5, 5] e é derivavel no intervalo aberto (—5,5).

Também da pra testar solugoes gerais, basta tratar os ‘C’s
delas como constantes.
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Exercicio 3.
No exercicio 1g vocé desenhou o campo de diregoes desta EDO:

dy y

= =-= **
dx x ()

e pelo campo de diregoes vocé deve ter conseguido ter uma nocao

de quais sao as solugoes dela... (dica: hipérboles!)

a) Resolva a EDO (xx) fazendo isto aqui:

flx) =—1/z

9(y) =1/y
[EDOVSG] | F(x) ="
Gy) ="

G (y) =7

(Dica: preencha os ‘?’s corretamente)
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Exercicio 3.

b) Diga qual é a solugao geral.

c) Teste a sua solugao geral.

d) Obtenha a solugdo que passa pelo ponto (2, 3).
e) Obtenha a solugdo que passa pelo ponto (2, —2).

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24
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Funcoes inversas por chutar e testar
Digamos que

y = 3++x+4, istoé,
flz) = 3+Vr+4,
e sejam:
9(y) = (y—3)°+4,
hy) = (y—4)?+3.
Eu acho dificil ver s6 fazendo contas de cabega se f~1(y) = g(y) ou

se f71(y) = h(y)... entdo é bom a gente saber testar se as inversas que
a gente obteve de cabeca estao certas. O teste é:

_1 . f(x):=3+vz+4 _
(f7H(f(2) = =) Fly)=(y=3)2+4| !
1 . f(x):=3+Vx+4 _

(f7(f(z)) = 2) i y)=@y—4)%*+3|

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24



Fungées inversas por chutar e testar (2)
O modo tradicional de obter inversas é por
uma série de passos, como:

flx) = 3+Va+4
y = 3+Vz+4
y—3 = Vo+4
(y=3) = z+4
(y—=32°—-4 = =

4
(y=3P2—-4 = 'y

...mas ¢ importante a gente saber testar se
chegou na inversa certa.

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24
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Exercicio 4.
Obtenha inversas para as seguintes fungoes:

filz) = 2+3V52+6
fo(z) = 2+43vVbx+6
f3() 2+ 3(4x + 5)°
fi(x) = 2+ 3In(4z+5)
f5(5€) = 9 + 364x+5
fo(z) = V2+3ett5
fz(z) = Inzx

fs(x) = In—=z

fo(z) = |z

fuo(z) = Inlz]

Porque é que f, '(x) e fig' (z) ndo existem?

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:2



18

Resolvendo “direto”
No segundo video sobre esta parte da matéria — este aqui:
http://angg.twu.net/eev-videos/2020-2-C2-edovs-2.mp4

eu comecei mostrando como resolver a EDO
dy x
dx y’
depois passei pro caso geral,

dy _ f(x)

dz  g(y)’

e al defini o “método” [EDOVSG]... e nos exercicios
que vieram depois disso nés usamos o [EDOVSG|
e a operagao ‘[:=].
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Exercicio 5.
a) Tente resolver esta EDO “direto”,
como no inicio do video:

dy 1
de 2y

E pare quando vocé chegar neste ponto:
2 _
y =x+Cy
O passo seguinte, se seguirmos o método do video, é

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24
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Exercicio 5 (cont.)
Podemos considerar que temos duas solugoes gerais:

filz) = +Vx+Cy e
fg(.%') = —\/.73—|—C4.

b) Encontre o valor que Cy que faz com que fi(2) = 3.
¢) Encontre o valor que Cy que faz com que fy(4) = —5.
d) Encontre a solugdo que passa pelo ponto (—3, —4).
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Duas férmulas. Sejam:

[EDOVSGI]

[EDOVSG2)]

dy _ f(@)
dx 9(y)
gly)dy = f(z)dz
fg(‘y)dy = ff(ﬁﬂdac
B Gt O F@)+ G
- Gly)+Cy = F(z)+ C
Gly) = Fla)+C—C
G“(ﬁ(y)) = G N (F(r)+ Cy)
y
dy _ f@)
= dx 9(y) )
y = GH(F(x) +Cy)

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:2
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Lembre que eu expliquei nos videos que a medida que a
matéria dos Célculos avanca cada vez mais coisas passam
a ser implicitas ao invés de explicitas...

A linha de cima do [S2l] dizia “Se F'(u) = f(u) entao:"...

No [EDOVSGL1] e no [EDOVSG2] vai ficar implicito
que temos que ter F'(z) = f(z), G'(y) = g(y),

C3 = Cy — Cy, GTYG(y)), e todos os dominios
também sao omitidos...

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24
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Exercicio 6.

a) Escreva o resultado da substituigao

f(z) =2z
Epovscl] | 9= v
G(y) == e
G z):=Inzx
e escreva “= [E6]” a direita do seu resultado

pra indicar que nés vamos usar a expressao [E6]
pra nos referir a essa expressaozona.

b) Nessa substitui¢do nés nao obedecemos a condigao
G'(y) = g(y), e isso deve ter feito com que alguns dos
‘=’s na sua [E6] sejam falsos. Quais?
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Dica pro exercicio 6
O resultado da 6a deve ser algo desta forma:

dy _ f@)
da 9(y)
gly)dy = f(x)dx
Jowdy = [ flz)dx
Il I flz) =2z
Gy) + F(z)+ Cy o) = o B
Gly)+C1 = F(x)+C Gl(y) =Y -
Gly) = F(@)+C—Cy G (z):=Inz
= F2)+GC;
G (Gy) = G '(F(x)+Cy)
5
Outra dica...

Faca um retdngulo de papel com a [EDOVSG1], como este:
http://angg.twu.net/2021.1-C2/retangulo_de_papel. jpg

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:24
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Tipos de ‘=’s
Vamos numerar os ‘="s da [EDOVSGL]:

dy
dx
9(y) dy

Ja(y)dy
G(y) ‘Lr 01

G(y) +C
G(y)

G’l(ﬁ(y))
y

==
&
QU
8

2021-2-C2-edovs 2022jan27 13:2
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Calculo 2 - 2021.2

Aula 28: revisao pra P2

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



A P2 vai ter duas questoes sobre calcular integrais do jeito
rapido, omitindo os limites de integracao e usando mudancas
de variavel. Na prova vocés VAO TER QUE calcular essas
integrais usando EXATAMENTE a notacao das caixinhas de
truques da MVG, como aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-mud-var-gamb.pdf#page=4
Eu nao conheco nenhum livro que explique direito porque é
que a gente nao pode misturar variaveis... um ou outro livro

menciona isso brevemente e supoe que o leitor vai entender
o porqué depois de estudar dezenas de horas, mas so.

2021-2-C2-revisao-pra-P2 2022feb03 15:10



Exercicio 1.

Reescreva os exemplos das paginas 189 a 194 do livro do
Daniel Miranda na notagao que voceé vai ter que usar na P2,
em que as caixinhas de truques aparecem explicitamente

a direita das contas. Link:

http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel .miranda/calculo/calculo.pdf

Os proximos dois exercicios sao sobre coisas que o livro
do Daniel Miranda explica bem brevemente na pagina 195
e bem detalhadamente na se¢ao 8.3.
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Exercicio 2.
A caixinha de truques da MVG pra substituicao s = sen 6
é essa aqui:

s =send
ds — 4 gon @ = cosf
6 — db
ds = cosf db

(cos6)? + (sen9)? =1
(cosf)? =1 — (senf)?

(cosf)? =1 — s*

As tultimas linhas dela sdo opcionais mas sao tteis.

a) Use esta caixinha pra integrar [(sen)?(cos6)? - cos 6 df.
b) Confira a sua resposta derivando o seu resultado.
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Exercicio 3.

a) Faca uma caixinha de truques da MVG
pra substituicao ¢ = cosé.

Dica: pode ser que nela aparecam uma coisas como
(—1)dc ou (—1)df. Alguns livros escrevem isso como
—dc ou —df, mas eu acho que as contas ficam mais
claras com ‘(—1)" ao invés de ‘—".

b) Use essa caixinha pra integrar
/(Cos 0)*(sen6)* - sen 6 df).

c¢) Confira a sua resposta derivando o seu resultado.
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Calculo 2 - 2021.2

Segunda prova (P2)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Regras e dicas

As regras e dicas sdo as mesmas dos mini-testes,
exceto que a prova sera disponibilizada as 22:00
da quinta, 3/fev/2022, e vocé deverd entrega-la

até as 22:00 do sabado, 5/fev/2022.

2021-2-C2-P2 2022feb07 01:59



Importante
Os simbolos “[MVG]”, “[RP2]” e “[EVS]”
nas questoes sao referéncias a estes PDFs:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-mud-var-gamb.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-revisao-pra-P2.pdf
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-edovs.pdf

Nas questoes 1 e 2 desta prova vocé VAI TER QUE
usar a notagao das caixinhas de truques do [MVG].
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Questao 1.

(Total: 3.0 pts)

Obs: esta questao é muito parecida
com o exercicio 3 do [RP2].

a) (2.0 pts) Use a substituigdo ¢ = cosf pra integrar

/(sen 0)(cos 0)* db.

b) (1.0 pts) Confira a sua resposta derivando-a.
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Introducao a questao 2

Os livros costumam ensinar Substituicdo Trigonométrica
exatamente do jeito que o Daniel Miranda faz na secao 8.4
do livro dele — que é um jeito que s6 funciona pra pessoas
com muito mais memoria que eu. Pra mim o jeito que usa
a caixinha de truques que esta explicada aqui:

http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-contas-em-C2.pdf#page=38

¢ bem mais facil...
Vocé VAI TER QUE usa-lo na questao 2.
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Introdugao a4 questao 2 (cont.)

D4 pra resolver a questao 2 usando mudancas

de variaveis bem simples. O objetivo da questao 2
¢ treinar vocé pra resolver integrais que sé podem
ser resolvidas por substitui¢cdo trigonométrica,
entao se vocé resolver a 2 por outros métodos vocé
vai estar treinando outras coisas e contornando o
objetivo da questao. Releia o “VAI TER QUE”

que eu pus em negrito no slide anterior!

Em alguns outros lugares da prova eu também pedi
que a resolucgao seja feita por um determinando
método ou posta num determinado formato.
Recomendo que voceé leve esses pedidos muito a sério.
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Questao 2.
(Total: 3.0 pts)

a) (2.0 pts) Use o método do slide anterior pra integrar
/ sV'1—s?ds.

b) (1.0 pts) Confira a sua resposta derivando-a.
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Introducao a questao 3

Na parte do curso sobre EDOs com variaveis separaveis
nos vimos um método para resolvé-las...

Nos vimos porque o método funciona — a “demonstracao”
dele tem umas gambiarras bem dificeis de formalizar — e
vimos que podemos aplicar o método mesmo sem entender
ele direito, sé usando o ‘[:=]’...

Pra “aplicar o método” nds primeiro usamos o ‘[:=]’
pra obter varias “solugoes gerais”, e depois pra procurar
a solugdo que passa por um certo ponto (x,y) dado nos
precisamos escolher a “solucao geral” certa, ajustar
umas constantes nela, e depois precisamos testar essa
solugao.

2021-2-C2-P2 2022feb07 01:59



Introdugado a questao 3 (cont.)
Nos slides 19 e 20 do [EVS] eu falei sobre de trés tipos
de solugbes gerais: um com ‘+,/..7 , um com ‘+./..,

e um com ‘—. /...

As vezes os enunciados vao dizer qual tipo vocé vai ter
que usar e as vezes vocé vai ter que descobrir o tipo
certo.
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Uma dica pra questao 3

No slide 21 do [EVS] eu defini as férmulas
[EDOVSGI1] e [EDOVSG2]. A [EDOVSGI]

¢ bem grande, e eu recomendo MUITO que

antes de fazer a questao 3 vocé copie ela numa

folha de papel e recorte-a — como vocé fez com

a [S2I] no inicio do curso, aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=10
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Questao 3.
(Total: 5.0 pts)
Seja (x) esta EDO:

dy  4x
dr vy

(%)

a) (1.0 pts) Encontre uma substitui¢ao para a [EDOVSG2]
que di a solucdo geral da EDO (%) com ‘+4/..." e chame o
resultado desta substitui¢do de [Daigoro]. A sua resposta
deve ser algo desta forma:

f()=?

=7

9(y

[Daigoro] = [EDOVSG2| | F(z)=? = (7)
Gly)=?
o=
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Questao 3 (cont.)

b) (1.0 pts) Encontre uma substituigdo para a
[EDOVSG2| que d4 a solugao da EDO (%) que
passa pelo ponto (x,y) = (2,3). Aqui vocé vai
ter que usar ‘—h/?’ ou ‘—\/T’, e a sua
resposta deve ser algo desta forma:

F@)="
9(y)="
F(z)=7 ;
Itto] = [EDOVSG2] | ¢o=) | = (7)
G~ (y)="
C3=7
¢) (1.0 pts) Verifique a sua solu¢ao obedece %— = —47“3.

d) (1.0 pts) Verifique a sua soluc¢ao passa pelo ponto (2, 3).
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Questao 3 (cont.)

e) (1.0 pts) Mostre qual é o resultado de aplicar
a substituicdo que vocé obteve no item (b) na
[EDOVSGI]. O resultado deve ser algo desta forma:

f(@)=?
9(y)="

[Ogami] = [EDOVSG1] | g9 | = (?)
Gl (y)="
C3="
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Questao 1: gabarito

[ (sen®)3(cos ) db
= [(sen)?(cos 6)*(sen ) do [e=sen®
= J (= () (~1) de Ky
a) = f(02 — 1)( )3 de (=1)dc=sen 6 do
— f 5 _ 3dc (cos 0)2+(sen 0)?=1
5 (sen 0)2=1—(cos 0)?
=< — < (sen 0)?2=1—c?
_ (6(:059)64 (0059)4
- 6 4
d <(cos€ (cos 0)*
do
=6 COZQ) (cos’ 9) (6029)3 (cos' 6)
b) = ((cos)® — (cos 0)3)(—sen )
3

( 5

(cos0)*((cos 0)* — 1)(—sen )
= (cos0)*(—1)(sen 0)?(—sen 6)

(sen0)*(

2021-2-C2-P2 2022feb07 01:59
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Questao 2: gabarito

s=sen 0
d d
f sv1 — s2ds G0 =dp sen f=cos 0
ds=cos 6 df
J(sen@)(cosf)(cosb)do 1—s2=cos?
. 0)2 V1—s2=cosf
S/ cos 0)2(sen §) df g =cos
fC . (71) de c=sen 6
_ 3 %zﬁcosﬁz—senQ
3 3 dc=—sen 0 df
_ (CO? o) (=1)dc=sen 6 d0
15 >3 (cos 0)24(sen )2=1
—s

(sen 0)2=1—(cos 0)?
(sen8)?=1—c?
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Questao 3: mini-gabarito

dy
[EDOVSG2] = dzx
y
fla)=—4dz
9(y)=y d—y
[Daigoro] = [EDOVSG2] | F(a)=—22? = dx
G(y)=y*/2
G y)=v2y Yy
f@)=—4z
9(y)= ) di/
_ F(z)=—2x _
[ltto] = [EDOVSG2] | goiZzfy | = | =
G y)=v2y y
C3=25/2
y=+/2(—222 + C3)
3=/2(-2(2)2+ C3) = V=16 + 2C;5
9=—16+2C;
205 = 25
Cs=25/2
y = /2(—222 + 25/2) = /25 — 4a?
B — (25— 4a?)t/? = L(25 — 4a?) V2. (—8z) =
—dz —4

Yy V25—4x2

 —dz
Yy
= +/2(—227 + Cy)

 —dz
Ty
= +2(=227 +25)2)

—4
V25—4z2

2021-2-C2-P2 2022feb07 01:59
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Calculo 2 - 2021.2

Aula nn: fracoes parciais

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Na aula passada nés vimos que L Inz = &
dx z’

e portanto [+ dx =Ina para z > 0.
No6s vamos deixar pra ver depois
como integrar [ % dr em z < 0.

Exercicio 1.

1
a) [ —dx=7"
3z

1
=7
b>/3m—|—4dx '
2
=7
C)/Sx—l—élahj '

a
d de ="
)/bx+c *
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Repare ae:
L N i_‘ . 2(x+5) +4(X+3) N
X3 XHES (a3)(xes)  (X43)(X+5)
2(x+38) + 4(x+3)
(x+3)(x+8)

2x+10 + 4x+ 12

(1

x4 8%+ 1§
Ex + 22
X +8% +15

A Malolia  Dos VKOGRAMA)‘ ¢ .‘CUI‘\P\JTE,K ALGeany"
Tem FvAgocs Que FAzem A OPeRAsiae ACLMA €
A IHVERSA Deia .

"togethertt
2y 4 teew 6x + 22
X¥3 0 xrg ) et | xysx+ s
(3R 1L)
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Exercicio 2.

1 1
togeth e =7
a) toge er(x+1+x_1)

A B
b) together ( + ) =7

zr—a x—Db

A B
c) together < + + ¢ ) =7

r—a xT—b xT-—c
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Exercicio 3.

Exerclein: _
a) ExcorThe £xPReSI00)
paka 4, ¢ f Que
Fagam €374 FoRmuLA
SER  VERIAPL:
cx +(}
A 8

—_ t

f
T oxlrext
x‘+é
X-3 x-b

-

As SUAS FoRmULAS Para C,"r e f
Nao Podem CodTeR "x",
M Use A FORMULA Qe Vock

AcaBos 3t OFTer  PARA  EICOATRAR
as AaBb Tas que:

A B _ 2x+3

st
x*-7+10

2021-2-C2-fracoes-parciais



Exercicio 3: uma solugdo pro item (a)

A B
a) r—a + z—b
A B
r—a + z—b

~~ 0 QLo

cx+d
z2+ex+f

A(xz—b) B(z—a)
G-a@b) | EaED)
A(z—b)+B(z—a)

(z—a)(z—b)
(A+B)z+(—Ab—Ba)

x2+(—a—b)z+ab
A+ B
—Ab — Ba
—a—>b
ab
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Exercicio 3: uma solugdo pro item (a), cont...

D4 pra gente reescrever isso usando o ‘[:=]": Sempre da pra escrever solugoes de equagoes
B usando o ‘[:=]". Por exemplo, as duas solugoes
(L LB _crid ) [ A;—Ba] da equagio
z—a | w—b aPfeatf —a—b
_ ( AL B _ (A+B)z+(—Ab—Ba)) (@=2)(@-5)=
“\e—a Ta b T T H(—a-batad
Sao:
e sabemos que esta igualdade é verdade:
((z—=2)(x=5)=0)[z:=2] =
A B _ (A+Bju+(-Ab—Ba) (2-2)(2-5=0
r—a x—-b 22+ (—a —b)x +ab (z=2)(z=5)=0)[z:=5] =
(6-=2)(-5)=0)

entao isto aqui
Nenhum livro “basico” define

c = A+B “solugao de uma equagao” desse jeito —
d = —Ab—Ba como “a substitui¢ao que transforma a
e = —a—b equagao numa igualdade verdadeira” —
f o= ab mas eu acho isso um bom modo de
, . 5 entender o que sdo “equagoes” e
¢ uma solugdo para a equagio “solugdes™..
A 4 B cx+d Ah, note que eu nao fiquei repetindo a
z—a x-b  a*texr+f condicdo “as suas férmulas para ¢, d, e, f
. L N nao podem conter ‘z’” o tempo todo...
mas nao sabemos se é a unica solugao! eu deixei isso implicito. =)
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Exercicio 3: uma solugao pro item (b)
Temos duas solugoes para

(x—a)(z—b)=2>—Tx+10:

uma éa=2eb=>5,eaoutraéa=5eb=2.
Lembre que Calculo 2 é sobre chutar e testar.
A gente pode chutar que a =5, b = 2, e que

¢, d, e, f sdo os que a gente obtém pelo

item (a), e al ver se isso nos leva a uma
solucao...

(Obs: isso funcionall!)
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Slogan: contas sem “vai um” podem ser traduzidas
pra contas com polinémios.

O que mais nos interessa pra Fragoes Parciais

é divisao com resto. Exemplo:

231313 12
- 12

2400 = 200

- 24 231
3 #
= 3012
-3¢ 360
173 12 = 7+ 12
~12 2#+42:27231 - 12
1 233332923912 4+ 1
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...e traducao do exemplo para polinomios:

2x3+3‘x2+?x+31 X + 2

(93 2

(_.L +4x7) 2x%+ 3% +1
Ix¥+Fx

- (3x%+6x)

1+ 3
~(1x + 2)

—_—

1

2x3+4x*+0x + 0 = (2x2+0x+0) - (x+2)

3x2+6x+/ro (3x+0)- (x+2)

1x+2 = 1 - (x+2)

2RI It (2 43x 4 1) (x42)
2x T+ IxT+Ix 43 :(2x"+3x+1)A (x+2) + 1

1
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Exercicio 4.

Use estas idéias para integrar:

/2x3+71’2+7$+3
T+ 2

2021-2-C2-fracoes-parciais 2022feb23 03::
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Exercicio 5.

O que acontece nos casos em que “teria vai um”?

a) Tente fazer a divisio com resto de z*® por x + 2.

Mais precisamente, encontre um polinémios R(z) e Q(z) tais que
(23) = Q(z) - (* + 2) + R(x) e R(z) é no maximo de grau 1.
Teste a sua respostal

b) Calcule [ x’”—jz dz pelo método acima.

. . . 3
Teste a sua resposta derivando a sua antiderivada para _%.

¢) Calcule [ xx—; dx fazendo a substituicao u = = + 2.
Vocé deve obter o mesmo resultado que na (b).

d) Calcule [ Wizfl) dx por fracoes parciais.
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Dica importante

Lembre que uns dos meus slogans é

“eu s6 vou corrigir os sinais de igual”...

No slide 7 a igualdade mais importante ¢ a da tltima linha.
Noés vamos usé-la assim, pra transformar a integral original
em algo facil de integrar:

j'zxa*?xu?xur&

X+ 2 c})(
:j(2xz+3x+1).(x+2)+4
—_— Jy
X+2
o [(2x®e3x40). 9
“5‘-—““-—)—%+'—*9x
X+7T X+2
:\SQX”BYM y——dy

><+’2v
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Uma questao da P1 do semestre passado
A questao 3 da P1 do semestre passado,

http://angg.twu.net/LATEX/2020-1-C2-P1. pdf

era de fragOes parciais, e eu pus nesse PDF um gabarito
parcial dela, que nao inclui nem as contas da divisao de
polinémios nem a verificagdo de que a nossa integral
esta certa. Faca a questao, incluindo a parte que

nao esta no gabarito.
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