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Cursos tradicionais vs. esse aqui

Num curso “tradicional” de Célculo 2 — presen-
cial e sem computadores — a gente ensinava basi-
camente integrais e equagoes diferenciais, que eram
duas coisas que as pessoas iriam usar muito pouco
nos cursos seguintes... s6 que pra resolver inte-
grais e equagoes diferenciais as pessoas tinham que
resolver contas que acabavam ficando com vérias
paginas, e pra nao chegar em resultados errados
elas tinham que aprender a escrever essas contas
de jeitos muito claros, em que cada passo fosse
muito facil de revisar depois, e quando os cursos
eram presenciais era facil as pessoas trabalharem
em grupo, trocarem idéias sobre o melhor jeito de
organizar as contas, e revisarem as contas umas
das outras — e num instante as pessoas passavam
a ter intimidade suficiente umas com as outras pra
poderem dizer coisas como “nao entendi esse passo
aqui”, “me explica isso?”, “isso aqui ta errado
“acho que d4 pra fazer isso aqui de um jeito mel-
hor, 67, “sua letra té horrivel aqui, dd pra escrever
mais claro?”; e coisas assim...
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Eu estou participando de um grupo de pessoas
de vérias universidades que estao discutindo como
adaptar seus cursos de Matemédtica ao contexto
atual, em que o ensino é remoto e os computa-
dores podem fazer vdrias das contas que antes
todo mundo tinha que fazer & mao. Uma das ap-
resentagoes que eu achei mais legais foi uma do
Carlos Tomei, da PUC-Rio — vou colocar a link
pro video na préoxima versao dos slides! — sobre
como cle estd dando o curso de Calculo 1 atual-
mente. Os alunos da PUC tém acesso a um pro-
grama chamado Maple, que faz contas e gréficos de
muitos tipos, e que sabe calcular todas as derivadas
que aparecem em Calculo 1. Se o que importasse
no curso fosse s6 fazer contas os alunos que us-
assem Maple resolveriam qualquer prova antiga de
Calculo 1 em poucos minutos — se eles pudessem
escrever na prova sé o resultado de cada conta.
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Algumas dicas de GA que valem pra C2 também
A dica 7 é INCRIVELMENTE importante. Link:
http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#page=5

1) Aprenda a testar tudo: contas, possiveis soluces de equagdes, repre-
sentacdes graficas de conjuntos

2) Cada “seja” on “sejam” que aparece nestas folhas é uma definigao, e
vocé pode nsé-los como exemplos de definigaes bem-escritas (é¢él!!!) pra
aprender jeitos de escrever as suas definicdes

3) Em “matematiqués” a gente quase nio usa termos como “ele”, “ela”,
“isso”, “aquilo” e “1&” — ao invés disso a gente da nomes curtos pros
objetos ou usa expressdes matematicas pra eles cujo resultado é o ob-
jeto que a gente quer... mas quando a gente estd discutindo problemas
no papel ou no quadro a gente pode ser referir a determinados objetos
apontando pra eles com o dedo e dizendo “esse aqui”.

1) Se vocé estiver em ditvida sobre o que um problema quer dizer tente
escrever as suas varias hipoteses — a pratica de escrever as suas idéias é
0 que vai te permitir aos poucos conseguir resolver coisas de cabega.

5) Muitas coisas aparecem nestas folhas escritas primeiro de um jeito
detalhado, e depois aos poucos de jeitos cada vez mais curtos. Vocé vai
ter que aprender a completar os detalhes.

6) Alguns exercicios destas folhas tém muitos subcasos. Nos primeiros
subcasos vocé provavelmente vai precisar fazer as contas com todos os
detalhes e verificé-las virias vezes pra nio errar, depois vocé vai aprender
a faz »z mais rapido, depois vai poder fazé-las de cabega, e
depois vocé vai comegar a visualizar o que as contas “querem dizer” e v
conseguir chegar ao resultado graficamente, sem contas; e se vocé estiver
em duvida se o seu “método gréfico” estd certo vocé vai poder conferir
se 0 “método gréfico” e o “método contas” ddo aos mesmos resultados.
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7) Uma solugiio bem escrita pode incluir, além do resultado final, contas,

representagdes gréficas, explicagdes em portugués, testes, etc.
Uma solugiio bem escrita é fcil de ler e fdcil de verificar. Vocé pode testar
se uma solugiio sua estd bem escrita submetendo-a as seguinte pessoas:
a) vocé mesmo logo depois de vocé escrevé-la — releia-a ¢ veja s ela
estd clara; b) vocé mesmo, horas depois ou no dia seguinte, quando vocé
ndo lembrar mais do que vocé pensava quando vocé a escreveu; ¢) um
colega que seja seu amigo; d) um colega que seja menos seu amigo que
0 outro; €) o monitor ou o professor. Se as outras pessoas acharem que
ler a sua solugio é um sofrimento, isso & mau sinal; se as outras pessoas
acharem que a sua solugio estd clarfssima e que elas devem estudar com
vocd, isso ¢ bom sinal. GA é um curso de escrita matematica: se voct
estiver estudando e descobrir que uma solugio sua pode ser reescrita de
um jeito bem melhor, nio hesite — reescrever ¢ um 6timo exercicio.
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Contexto

Quase todas as expressdes matemédticas que us-
amos em C2 dependem do contexto. Por exemplo,
a interpretacao default pra esta expressao aqui:

fl@)=2-9=2

Para toda fun¢do f: R - R
e para todo z € R temos:
flx)y=2-9=2

Se vocé s6 escreve “f(x) = x — 9 = 2”7 e mostra
isso pro “colega que seja seu amigo” ele vai levar
meia hora tentando adivinhar qual foi o contexto
que vocé estava pensando mas nao escreveu...

...e se ele descobrir em menos de, digamos, 50 ten-
tativas, ele vai dizer “ok, joia, t& certo!”.
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O “colega que seja menos seu amigo” vai fazer
menos tentativas, e os personagens “o monitor” e
“o professor” da Dica 7 vao checar se o que vocé es-
creveu vai ser entendido corretamente por qualquer
pessoa que saiba as convengoes de como escrever

matematica.

Lembre que quase todo mundo para de ler um
texto matemdtico quando vé uma besteira muito
grande escrita nele. Imagine que um “colega que
seja menos seu amigo” te mostra a solucdo dele
pra um problema e te pergunta se esta certa. A
solucdo dele comega com:

Sabemos que 2 = 3. Entao...

O que vocé faria?
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Sintaxe

Em Prog 1 vocé aprendeu a usar uma linguagem
— 0 C - com uma sintaxe que era totalmente nova
pra vocé, e a cada aula vocé aprendia mais algu-
mas construgoes sintdticas — ou, pra encurtar, “sin-
taxes” — que o compilador entendia. E vocé deve
ter dado uma olhada de relance, durante poucos
segundos, na sintaxe completa do C em BNF, que
é o apéndice A do Kernighan & Ritchie... na ver-
sao do K&R que eu tenho esse apéndice A tem 9
paginas. E algo parecido com isso aqui:
http://www.csci-snc.com/ExamplesX/C-Syntax.pdf
https://www2.cs.arizona.edu/ debray/Teaching/
CSc453/D0CS/cminusminusspec.html
O pessoal de computagido tem duas matérias so-
bre isso. Em Linguagens Formais eles aprendem
a definir matematicamente as linguagens que um
computador possa entender, e em Compiladores
cle aprendem a fazer programas que entendem cer-
tas “linguagens formais” e “compilam” “progra-
mas” escritos nessas linguagens.
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Quase tudo nessas duas matérias ¢ bem dificil de
entender, mas algumas poucas idéias sao faceis e a
gente vai usar elas pra entender algumas sintaxes
que vao ser usadas em C2 e que devem ser novas
pra quase todo mundo... por exemplo estas,

(expr)

Y (o)

(var)=(expr)
(var)=(expr)
/ (expr) d{var)
(var)=(expr)
{expr) ()= {oon
V(var)e(expr). (expr)
I(var) e (expr). (expr)
e as notagoes de “set comprehensions” daqui:

http://angg.twu.net/LATEX/material-para-GA.pdf#
page=8
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Sintaxe (2)
Veja se vocé consegue entender isto. E adaptado de:
https://en.wikipedia.org/wiki/Context-free_grammar

(Stme) — {Id) = (Expr) : i x 2 2 e =0 = g Lo
gm - L<S(t<"ét;'f>t>)}<5tmt> {19) (Opte) (Num) - (1d)  (Num) {1d) ~ (Exer) (Optr) (Expr)
(StmtList) — (Stmt) (Expr) (Expr) (Expr) (Expr)
i i 0
oo & o B _m e
(Expr) — (Num) (StmtList)
(Expr) — (Expr) (Optr) (Expr) -
i) — x (StmtList)
(d) — y (Stmt)
(Num) — 0
(Num) — 1 (Stmt)
(Num) — 9
(Optr) — >
(Optr) — +
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A linguagem de Calculo 2

A linguagem de Caleulo 2 nio tem uma gramatica totalmente definida,
como o C. Cada livro usa convengdes um pouco diferentes, ¢ TODOS
ELES supoem que o leitor vai aprender a sintaxe certa s6 lendo o livro
e estudando — ndo hd um compilador no qual a gente possa digitar ex-
pressoes de Céleulo 2 e que va dizer “Syntax error” onde a gente errar.
O méximo que a gente tem sio alguns programas que entendem algumas
expressoes de Céleulo 2 escritas em ascii ¢ que sabem converter es
expressoes pra formatos mais bonitos. Por exemplo:
https://docs.sympy.org/latest/tutorial /printing.html

Existem programas que entendem demonstragdes ¢ que sio capazes de
checar cada passo de uma demonstragio pra ver se cle estd correto. Eles
geralmente precisam de um monte de dicas sobre qual é a justificativa de
cada passo — essas dicas sio mais ou menos como a parte a direita dessa
demonstragio aqui, que aparece na pigina 370 do livro do Thomas:

Using Substitution

/m.nu +5)do = /unu'.l’L/H

- ;/ cosudu gl s o

= Jsinu+ C

L9 e ren s

Eu comecei a aprender um desses “programas que entendem demon-
stragoes” nas férias — o Lean:

https://www.ma. imperial .ac.uk/~buzzard/xena/

Ele é considerado muito mais ficil de usar que os “proof assistants” an-
teriores a ele mas ele ainda é bem dificil. Existem tutoriais pra ele nos
quais os usuarios tém que demonstrar na linguagem do Lean montes de
exercicios de Matemética Discreta e Calculo 1, mas acho que ainda falta
bastante pra alunos de primeiro periodo conseguirem resolver os seus
exercicios na linguagem do Lean.
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Eu vou fazer algumas referéncias ao Lean no curso, meio como curiosidade
e meio por conta de uma coisa cuja explicaio é meio longa. Ld vai.

Uma das coisas que me dd mais édio ¢ ter que lidar com alunos que
escrevem um monte de contas totalmente sem pé nem cabeca nas provas
e depois juram que “tava tudo certo, caramba” e que eu s6 dei nota baixa
pra eles porque eu tava de marcagio com eles. T tem uma coisa que me
dé tipo 1/100 desse 6dio, que é lidar com alunos que fazem demonstragdes
nos quais eles pulam montes de passos e juram que tudo que eles fizeram
“6 8hvio”

Neste curso nés vamos ver as definigoes precisas de alguns tipos de “pas-
sos bvios” que aparecem em demonstragdes e contas que sio comuns
de Cdleulo 2. A maioria das demonstragdes que nds vamos ver sio por
sequéncias de igualdades, e vio ter este formato:

(expr) (expr)  (justificativa)
(expr)  (justificativa)

= (expr)  (justificativa)

= (expr) (justificativa)

A operacio de substituicio que en vou explicar nos préximos slides vai
servir pra ZILHOES de coisas durante o curso — entre elas pra gente
entender quais passos da forma abaixo sio “Gbvios”:
(justificativa)

(epr) = (expr)
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Substituig¢ao: introducgao

Vocé deve ter alguma pritica de substituicdes de varidveis “em portugués”..
por exemplo,

Se substituirmos & por 10a + b
ey por 3¢+ 4d em:

a¥ 4 2x
obtemos:

(10a + b)**+* 4 2(10a + b)

E vocé também deve ter saber substituir fungdes “usando portugués™

Digamos que f(z) = 2. Entio:

f(200) = 200
fBu+4) = (Bu+4)?
f(420% +99) = (420% +99)2
fla) = 2x
112000 = 2-200
F'(Bu+4) 2(3u + 4)
f(422% +99) = 2(422® + 99)

Como o que vocé aprendeu em Prog 1 vocé provavelmente sabe faze
fungio que recebe um string qualquer e substitui todas as letras ‘a’ no string
por “00”s; se essa fungiio receber o string “banana” cla retorna “boonoonoo”.
A gente diz que uma fungiio dessas ¢ “puramente sintética” porque ela nio se
importa com o significado dos strings “banana” ou “boonoonoo”.
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A nossa operagiio ‘[:=]" vai servir pra substituir tanto varidveis quanto fungges
em expressoes matematicas. No caso mais basico a sintaxe dela é esta aqui:

(expressdo original) (substituicdo) = (expressdo nova)
(expressdo original)[(var) := (expr)] = (expressdo nova)

Ela vai agir da forma mais sintética possfvel. Essa regra aqui vai ser MUITO
IMPORTANTE:

O ‘= depois de uma substituigio tem
um significado especial (...) a prontn-
cia dele é “o resultado da substituicio
a esquerda ¢ a expressio a direita”.

Eu niio estou definindo precisamente o que isso quer dizer, mas olhe estes
exemplos:

(2=3+a-4)[a:=5] = (2=3+5-4)

(2=3+a-4)a:=5+6] = (2=3+(5+6) 4)
(2=3+a-4)[a:=10] = (2=3+40)

As duas primeiras linhas seguem a idéia de que “o resultado da substituigio &
esquerda ¢ a expressio & direita” mas a terceira linha ndo - na terceira a gente
tranformou o 10-4 em 40, e nisso a gente fez algo a mais além de simplesmente
substituir o ‘a’ por ‘10

Aqui as duas primeiras linhas sio verdadeiras mas a terceira nio,

(z7)[e:=2+3] = (2+3)*
(%) [r:=2+3] (2+3)23
() [r=2+3] = 2433
(@) e =243 = a2

porque na terceira a gente omitiu parénteses de um jeito que muda o significado
da expressio original. A quarta linha também 6 falsa, porque “[z == 2 + 3]”
quer dizer “substitua TODAS as ocorréncias da varidvel  por 2+3 ou (2+3)”,
¢ teve um ‘z’ que a gente ndo substituiu.




Substituicdo: introdugio (2)

A nossa operagio ‘[:=]
Lembre que:

] também vai servir pra substuir fungdes.

Digamos que f(z) = 2%. Entdo:
f(200) = 200*
fBu+4) = (Bu+4)?
F(420% +99) = (4207 + 99)?
F@) = 2
£/(200) = 2-200
f(Bu+4) = 2(3u+4)
)

f(422° +99) = 2(422% + 99)

Isto aqui vai ser verdade:

() oo - (225)

Agora eu vou introduzir uma gambiarra. A motivagao pra ela é a
seguinte: se f(z) = 22senx entdo temos dois jeitos equivalentes de
escrever f'(z):

fl(z) = 2z-senz+2%cosz
f(z) = a?cosz+2z-senw

Se a gente nao decide de anteméo qual das duas expressoes pra f'(x)
a gente vai usar fica muito mais dificil - pelo menos pra mim, que
sou péssimo em contas — calcular o resultado de uma substitui¢ao
como esta:
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A gambiarra é que em substituigées como a acima, em que tanto
f(x) quanto f’(z) vao ter que ser substituidos, a gente sempre vai
escrever linhas novas na caixinha das substitui¢oes pra ajudar, e
essas linhas novas vao ser consequéncias das linhas de cima. Por
exemplo, a substitui¢ao acima pode virar isto,

(Q;TS[)) [f’(x) .f(jvi' . se:;e: ;2 cos L:| =7

mas também poderfamos ter usado o f'(z) na outra ordem.

Uma das vantagens do * ser uma operacao ‘puramente sin-
tatica” é que podemos aplicar o " a expressoes cujo significado
a gente ainda nao entende. Nés vamos usar isto muitas vezes no
curso pra entender defini¢oes que parecem complicadas porque sao
muito gerais. O ‘[:=]" nos permite obter casos particulares que sao
faceis de entender.

Exercicio 1.

Quando eu corrigi as Pls do semestre passado eu vi que muitas
pessoas ainda tinham muita dificuldade com o ‘[:=]", e af depois
de fazer o gabarito dela eu pus um apéndice no PDF da P1 com
exercicios baseados no gabarito. Tente fazer o exercicio da pagina
17; a definicdo da férmula [S21] estd na pdgina 7. Link:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-P1.pdf#page=14
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Exercicio 1.

Este é o “Exercicio 1” do apéndice do gabarito da P1 do
semestre passado, ligeiramente rearrumado e incluindo
as dicas.
No semestre passado nés definimos a [S2I] — que é uma
demonstracao! — deste jeito:

Se F'(u) = f(u) entao:

Flo@) = [ 1o @)ds

[s2) = I
F(u) =
Obs: u = g(z).

f(u)du

Nés vamos usar “[S2l]” como uma abreviagdo pra essa
coisa grandona entre parénteses.

Copie a [S2l] — a versdo “por extenso” dela, a direita
do ‘=" — pra uma folha de papel e recorte isso pra vocé
poder reusar essa [S2I] “por extenso” sem precisar copié-
la vérias vezes. E sério, esse tuque da [S2I] recortada vai
te poupar muito tempo! Depois encontre os resultados
das quatro substitui¢oes da coluna da direita e compare-
os com o gabarito do préximo slide.
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a) [s2

b) [S21]

c) [S21]

d) [S21]

19:05

=u

Flu) i= )
g(x) =3z
g'(x):=3

o

zi=w
ui=y
f(y) = cosy)| =
g(w) =24+w
g (w):=1
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Gabarito do Exercicio 1

Se F’(u) ) entdo:
/ 1o

F(u) = /f(u)du,
Obs: u = g().

Se F'(u) = f(u) entao:

Obs: u = g(x).

Se F' ( ) f(u) entao:

[ €=
/fq )9 () dx wi=w

f(u)( )(,os(Z\/j w)
) = u) a glw)=vuv
F /f(”“ 7)== (2y5) !

Obs: u = g(x).

Se F’( ) f(u) entao:
/f Vg (x) dz

F(u) = [(u) du
Obs: u = g(x).
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Floa) = [ fao)a' o) as vy
I Flv) = =G
F(u) = [ f(u)du g(u) :=u+4

24k s

Se F'(u) = m(z
cos(2+ 3z +4)

F(3z) = /

Fo) =

Obs: u = 3x.

cos(2+Vu+4)

3dr
2314 !

d
2vVu+4 "

Se F'(v) = cm(:}fﬁ) entdo:

Flu+4) = /

I
F(v) = /
Obs: v =u+4.
Se F'(w) = co
PV =
I
Flw) =
Obs: w = \/v.

cos(2+Vu+4)
2Vu+4

cos 2+f)
20 v

< ldu

s(2 + w) entdo:

/cos(2 +V) - (2v0) T de

/cns(? +w) dw

Se F'(y) = cos(y) entao:
F2+w) = /(‘05(’2 +w) - ldw

Fo) = [ eoso)dy

Obs: y =2+ w.

19:05
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EDOs por chutar e testar

Eu costumava comegar o curso por este exercicio aqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-intro.pdf#page=4

Considere estas equagoes:

1) z+2=5

2) 2?2+3=

3) 2’ +r=6

4) fi(z) =at

5) f'(x)=2f(2)

6) f'(x)+ f'(x) = 6f(x)
7 fl@)=-1/f(x)

8) f(z)=—a/f(x)

As equagoes 1-3 sdo equagdes “comuns” em que temos que encontrar
valores de x que satisfacam a igualdade e as equagao 4-8 sao EDOs em
que temos que encontrar funcoes f que satisfagam a igualdade para
todo = no dominio de f. A sugestdo pros exercicios 4-8 é: comece
testando as ‘ f’s abaixo...

x°,
= 2002° + 42,

I
o

€
= €
e

= VI—2a?

e
Do
Il

5
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Normalmente esses t

sao feitos usando Portugués. Por exemplo:

Vamos tentar encontrar solu¢des para a EDO f'(z) =
por chutar-e-testar. Vamos ver se f(x) = z* é uma solugiio
para esta EDO. Substituindo f(z) por f(z) = 2* na EDO
f'(z) = z* obtemos 3z = z%; esta igualdade ndo é ver-
dadeira para todo z, entdo a fungio f(z) = z® ndo é uma
solucdo para a EDO f(z) = 2.

A parte em que todo mundo se enrola ¢ o “Substituindo f(x) por
f(z) = 2% na EDO f'(z) = 2 obtemos. n6s podemos
€SCIever esse Passo como:

e temos
(VzeR. 32 =a') = F.

O dominio da funcio f(z) = 2® ¢ R, e por isso eu usei “Vz € R” logo
acima. Em Célculo 2 muitos detalhes, como os dominios das fungoes,
ou s6 sdo preenchidos no final ou sdo deixados implicitos (“a cargo do
leitor”)... af os livros normalmente vao dizer s6 algo como “3z? = 2t
¢é falso” e vocé vai ter que descobrir os detalhes por si mesmo.

Exercicio 2.
Encontre solugoes das EDOs 4-8 por chutar-e-testar. Use as ‘f’s sug-
eridas & esquerda.

19:05
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Somatorios

O material desta pagina foi adaptado daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-subst.pdf#page=19

Antigamente somatérios eram matéria de ensino médio, mas hoje
em dia muita gente chega em Célculo 2 sem nunca ter visto so-
matérios...

As férmulas para somas de progressoes aritméticas (PAs) e para
somas de progressdes geométricas (PGs) usam ‘Y_’s. Veja:

https://pt.wikipedia.org/wiki/ProgressyC3%A3o_aritm/C3%A9tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Progress’C3%A30_geom/,C3/A9trica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Somat’C3%B3rio

Relembre:

Shp 108 = 107 +10° + 10 + 10°
=100 + 1000 + 10000 + 100000
= 111100
(1-10)335, 105 = (1 —10)(100 + 1000 + 10000 + 100000)
= (100 + 1000 + 10000 + 100000)
—(1000 + 10000 -+ 100000 + 1000000)
=100 — 1000000

= 10° - 10°"!
10% — 10°+!
5 10k
P 1-10

A férmula geral é:

b
k z*
§ b= 5
1—
k=a

2021-2-C2-intro

Repare que dé pra calcular o somatério do inicio do slide anterior
em mais passos usando o

10? +10° + 10" + 10°

108 =

= 10°+10° + 104 +10°
As vezes a gente vai usar passo intermedidrio com *
nao se enrolar em somatérios de expressoes complicadas...
emplo aqui, ¢ nas paginas seguintes:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-1-C2-somas-1.pdf#page=12

Exercicio 3:
EchL!ldd e calcule:
a) Yoo (2n—1)
b) S 20+ 1)
©) Xiolk+1)
d) Yokt 1
e) (Zk =0 )
EchL!ldd e Ldkule/ simplifique até onde der:
f) o2k —1)
g) Zk:l (2n—-1)
) X0y f(10m)
i) ELJ f(10n), onde f(z) = 10z

2021decl11 19:05
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Calculo 2 - 2021.2

Aula 4: integrais como somas de retangulos (1)

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Links pra videos antigos
Vamos usar estes videos antigos aqui:
este de 2020.2,

http://angg.twu.net/eev-videos/2020.2-C2-somas-1.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=bbZfQmtFCSw

e este de 2021.1, sobre o exercicio 9:
http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-somas-1.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=Ht5iLKGlysM

Este sobre nao tou entendendo nada
também vai ser bem importante:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-somas-1-dicas.mpd
https://www.youtube.com/watch?v=pCD1p9FZYdI
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Algumas figuras
Dé uma olhada nas notas de aula da Cristiane Hernandez, linkadas
na pagina do curso... ela usa varias figuras como essa aqui:
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Algumas areas faceis de calcular

Por enquanto a gente sabe calcular a area de algumas figuras simples:
retangulos, tridngulos, trapézios, e figuras formadas por varios
retangulos, tridngulos e trapézios.

Algumas pessoas viram no Ensino Médio um método de calcular
a area de qualquer poligono. Vamos rever isto agora.

Assista os primeiros 10 minutos deste video do Mathologer:
http://www.youtube.com/watch?v=0KjG8Pg6LGk

Algumas idéias dele vao ser muito importantes pra gente depois.
Por exemplo, que areas podem ser calculadas de varios jeitos,
e que alguns pedacos devem ser contados “negativamente”.

Na verdade ndés vamos usar principalmente retangulos e
trapézios...
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Areas de trapézios
O truque pra calcular a area de um trapézio é transforméa-lo
num retangulo com a mesma area que ele por cortar-e-colar. Veja:

70
| £ 456)
2
hy+hy
2
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Nossa funcao preferida

Seja f(z) =4 — (z —2)%

Isto é uma parabola com a concavidade pra baixo.
Verifique que:

f(0)=4-4=0,

f()=4-1=3,

f@Q)=4-0=4,

fB)=4-1=3,

f4)y=4—-4=0.

Além disso f'(z) = —2(x —2), f'(1) =2, f'(3) = -2, ¢
a reta tangente a curva y = f(x) em x = 1 tem coef. angular 2, e
a reta tangente a curva y = f(x) em x = 3 tem coef. angular -2.

Exercicio 1: use estas informagoes para tragar o grafico de f(x)
entre x =0e x =4.
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Dois jeitos de visualizar (z, f(z))

Jeito burro:

Em z = 2.5 temos
f(25)=4—(25-2)2=4—-0.52=4-0.25 = 3.75.
Encontre o ponto y = 3.75 no eixo y.

Desenhe o ponto (2.5, 3.75).

Jeito esperto/répido:

Encontre no eixo z o ponto x = 2.5.
Suba esse ponto pra curva y = f(z) —
vocé encontrou o ponto (2.5, f(2.5))!

O “jeito esperto” esta explicado neste video aqui:
http://wuw.youtube.com/watch?v=bbZfQmtFCSw#t=4m00s
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Mais exercicios

Exercicio 2. Desenhe o grafico da nossa funcao preferida

(obs: sempre no intervalo entre z = 0 e z = 4!)

e desenhe sobre ele o retdngulo “cuja area ¢ £(0.5) - (1.5 — 0.5)”.
Truque: isto ¢é altura - base, e a base vai de x = 0.5 a x = 1.5.

Exercicio 3. Desenhe em outro grafico
a nossa funcao preferida e sobre ela os retangulos da soma abaixo:
£(0.5)-(1.5—0.5)+ f(1.5)- (2—=1.5)+ f(2)- (3—2)+ f(3.5)(3.5 = 3)
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Particoes
Informalmente uma partigdo de um intervalo [a, b] é um modo de
decompor [a, b] em intervalos menores consecutivos. Por exemplo,

2,7 =1[2,3.5| U [3.5,4] U [4,6] U[6,7]

A defini¢do “certa” é mais complicada... vamos vé-la daqui a pouco.
Caso geral:

[a,b] = [al,bl] U [ag,bg] Uu...u [CLN, bN],

onde:

N é o nimero de intervalos,

a=ay, b= by, (“extremidades”)

a; < b; para todo i em que isto faz sentido (1 =1,..., N)
b; = a;4+1 para todo i e.q.i.f.s.; neste caso, i =1,..., N — 1

Y

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05



Particoes (2)
Um jeito pratico de definir uma particdo é usando uma tabela.
Por exemplo, esta tabela

i a; b
1 2 35
2 35 4
3 4 6
4 6 7

corresponde a partigao de [2,7] do slide anterior.
Exercicio 4. Converta esta “particao”

[4,12] = [4,5] U [5,6] U [6,9] U[9,10] U [10,12]
numa tabela. Neste caso quem sao a, b e N?

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05
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ParticGes (3)

A definicao certa de particao é a seguinte.

Digamos que P seja um subconjunto nao-vazio e finito de R,
e que o menor elemento de P seja a e o maior seja b.

Entdo P é uma particao do intervalo [a, b].

Exemplo: a partigio P = {2,3.5,4,6,7} corresponde a:
2,7 =1[2,3.5|U[3.5,4] U [4,6] U [6,7]

Pra fazer a traducao ponha os elementos de P em ordem e chame-os
de by, ..., by; defina cada a; como sendo b;_; — por exemplo, a; = by —
e encontre a, b, e N.

Exercicio 5. Converta a particio P = {2.5,3,4,6,10} para o for-
mato tabela e para o formato [a,b] = [a1,b1] U ... U [an, by].
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Particoes definem muitas coisas implicitamente

Quando dizemos algo como “Seja P a partigao {2.5,4,6}” estamos
criando um contexto no qual ha uma particdo “default” definida... e
neste contexto vamos ter valores definidos para N, a, b, e para cada a;
e b;. Por exemplo...

Seja P a partigdo {2.5,4,6}. Entao
S ) (b —a) = S (b)) - (b~ )

= f(b1) - (by —a1) + f(ba) - (b2 — az)
= f(4)-(4—25)+ f(6)(6—4)
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Note que a expressao Zf:a expr quer dizer “some varias copias da
expressao expr, a primeira com ¢ substituido por a, a segunda com %
substituido por a + 1, etc etc, até a copia com ¢ substituido por b”...

Se voceé tiver dificuldade pra interpretar alguma expressao com so-
matorios vocé pode calculd-la beeem passo a passo usando a operagao
‘[-=]" da aula passada. Por exemplo:

S fb) - (bi—a) = (f(bi)- (b — a;))[i == 4]
+ (f(bs) - (b — a;))[i := 5]
+ (f (i) - (b — aq))[i == 6]
+ (f(be) - (b — a;))[i :=T]
= [f(by) - (bs — ag)
+ f(bs) - (b5 — as)
+ f(be) - (b — ag)
+ f(b7) : (b7 - a7)
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Alguns exercicios de visualizar somas de retangulos...

Exercicio 6. Seja f a nossa funcao preferida e seja P a partigao
{0.5,1,2,2.5}. Represente num grafico s6 a curva y = f(z) e os retan-
N
gulos da soma Y .", f(b;) - (b; — a;).

Exercicio 7. Seja f a nossa funcao preferida e seja P a mesma
particdo que no exercicio anterior. Represente num grafico s6 — separado
do gréfico do exercicio anterior!!! —a curva y = f(z) e os retdngulos da

N
soma Y~y f(a;) - (bi — a;).

Exercicio 8. Usando a mesma fun¢ao f e a mesma particao P dos

exercicios anteriores, represente num outro grafico a curva y = f(x) e

A N a;+b; a;i+b; 2
os retangulos da soma ) ", f(*“5*) - (b; — a;). Repare que “3= ¢é o
ponto médio do intervalo [a;, b;], e é facil encontrar pontos médios no
olhémetro.
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Agora comparando com a Wikipedia

Exercicio 9. Dé uma olhada na péagina
https://pt.wikipedia.org/wiki/Soma_de_ Riemann

da Wikipedia. Vamos tentar entender alguns pedagos dela.

Seja P a “parti¢ao do intervalo [0, 3] em 6 subintervalos iguais”. Tem
um ponto em que a pagina da Wikipedia diz: “os pontos da particao
serdao...” — entenda as definigoes dela, descubra quem é Ax neste caso,
e escreva quais sao os pontos desta particao na linguagem da pagina da
Wikipedia e na linguagem que eu usei nos slides.

Expanda a formula da pagina da Wikipedia para a “soma média”
neste caso. Expanda também a nossa formula 32N | f (%tbe) - (b —a;) e
compare as duas expansoes.

(Vamos ver o que sao “infimos” e “supremos” na aula que vem)
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Dicas pro exercicio 9
Eu pus um video com varias dicas pro exercicio 9 aqui:

http://angg.twu.net/eev-videos/2021-1-C2-somas-1.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=Ht5iLKG1lysM

Uma dica extra... no Ensino Médio as vezes convencem a gente de
que uma fragdo como 2 tenl que ser simplificada pra , mas se a gente

tem que listar uma sequéncia de niimeros comecando em 0 em que cada

numero novo é o anterior mais % eu acho bem melhor escrever essa

0123456doquecomoOl13133

sequéncia como 3, 7,7, 5, 7> 1 1 2 2

2°
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Dicas pro exercicio 9 (2)

Além disso no exercicio 9 vocé vai ter alguns somatorios de ex-
pressoes como f(%£%)- (b; —a;) em que todos os ‘(b; —a;)’s ddo o mesmo
valor. Vocé pode reescrever todos esses ‘(b; — a;)’s como nimeros, mas
se vocé parar as suas expansoes e simplificagoes um passo antes e man-
tiver eles como (0.5 —0), (1 — 0.5), etc, al vai ser facil interpretar cada

f(_ai;bi) - (b — a;) como um retangulo.

Sobre o “jeito esperto”, leia isto aqui:
http://angg.twu.net/2021.1-C2/2021-jun-18-pergunta_sobre_jeito_esperto.pdf

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05



Trapézios

Tem dois modos diferentes da gente
interpretar geometricamente W(b —a):
1) como um retdngulo de altura w, ou

2) como um trapézio com vértices

(a,0), (b,0), (b, f (b)), (a, f(a))

18

Exercicio 10. Sejam f a nossa funcdo preferida e P a particao

{0,1,2}. Desenhe num grafico s6 a curva y = f(x) e os trapézios da
soma

(Veja as figuras da “Regra Trapezoidal” na pagina da Wikipedia)
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...ou seja, estas duas igualdades estao certas:

(e -1 1

A primeira mostra a representacao geométrica do (%) (5—4)

como um trapézio, e a segunda mostra a representacao
geométrica do (%2) (5 — 4) como um retangulo de

altura # = 2.5.

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05
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Exercicio 11.

Para cada uma das expressoes abaixo faca as duas
representacoes graficas dela: a que interpreta a expressao
como uma soma de trapézios e que interpreta ela como uma
soma de retangulos.

a) (BH)2-1)+ ()06 -2)

b) (51 -0)+(F)2-D+(FHB-2)+ (52)(5-3)
o) (5)2-1D+(FHB -2+ (FHE=3) + (=515 —4)
d) (5HE2-D+(F)E-2)+ (=56 -4)

e) (552)(5-1)

ONCICEDY
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Exercicio 12.

XoX1 Xy Xq X4

Faca duas copias & mao do desenho acima — o grafico da funcao f
com indicagoes de quais sao os pontos xg, ..., z4 do eixo x.

Voceé vai fazer cada item do exercicio sobre uma das copias.

As copias nao precisam ser muito precisas.
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Exercicio 12 (cont.)

a) Represente graficamente sobre a primeira copia:
f(x1)(zy — w0) + fw2) (w2 — 21) + f(23) (23 — 22) + f(24) (74 — 23)

b) Represente graficamente sobre a segunda cépia
a interpretacdo da expressao abaixo como trapézios
e a interpretacao dela como retangulos:

<M><f<xl> f(x0))
+ (& ’*””)(( 2) — f(a))
+(£ 23*“3>><< 3) — f(x2))

)

(L i) () f(ry)
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Métodos de integragao: nomes

L]
[R]
[Trap]
[M]
[min]
[max]
[inf]
[sup]

S fla) (b — ay)

SN F ) (b — )

S, LI, — g,

21‘11 f(alzi)(bz - ai)

SN min(f(a;), f (b)) (b — a;)
SN max(f(aq), £(0:)) (b — a;)
SN inf(F([ai, b)) (b — a;)
SN sup(F([a, bi])) (b — a;)

Cada uma dessas formulas ¢ um “método de integragao”.
Todos esses “métodos” aparecem na pagina da Wikipedia,
mas com outros nomes e usando particdes em que todos os
intervalos tém o mesmo comprimento.

2021-2-C2-somas-1 2021decll 19:05
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Exercicio 13.
Seja f a nossa funcao preferida, e
seja P a particao P = {1,4}.

a) Represente num grafico sé f e [L].

b) Represente num gréfico s6 f e [R].

c¢) Represente num grafico s6 f e [Trap] (dos dois jeitos).
d) Represente num gréfico s6 f e [M].

e) Represente num grafico s6 f e [min].

f) Represente num grafico s6 f e [max].
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Calculo 2 - 2021.2

Mini-teste 1

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



As regras vao ser as mesmas dos
mini-testes dos semestres anteriores:
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT1.pdf#page=2

As questoes vao ser disponibilizadas as 20:45 da sexta
12/novembro/2021 e vocés vao ter até as 20:45 do sabado
13 /novembro/2021 pra entregar as respostas.
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Vamos usar a mesma funcao f(z) do exercicio 12...
Esta aqui:

)

)(0 Xy Xy x3 X4

Faca uma copia dela a mao para cada item do mini-teste.
Nao tem problema se as copias ficarem meio tortas.
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a) (0.1 pts) Represente graficamente sobre a primeira cépia:

f(@)(z1 = 20) + f(22) (72 — 1) + f(23) (74 — T2)

b) (0.1 pts) Represente graficamente sobre a segunda copia:

f(xo) (w1 — x0) + f(21) (72 — 1) + f(24) (74 — T2)

c¢) (0.3 pts) Represente graficamente sobre a terceira cépia
a interpretacao da expressao abaixo como trapézios
e a interpretacao dela como retangulos:

(f(ffco);rf(ﬂm))(x1 _ xo)

+ <—f(m);f(x2))($2 — 1)
+(f(w2)42-f($4))(x4 _ xQ)
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Gabarito:
Y Y

a) 9= f(x) b)

X
Xo X4 Xy X3 X4 Xo X4 Xy X3 X4

C) y=£x)

xo Xy Xy X3 x‘

2021-2-C2-MT1 2021decll 19:05
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Obs: tinha um error de digitagao na questao (a)...
Compare:

fa) (@1 — o) + f(w2) (w2 — @1) + f(23) (24 — 22)
fla) (@1 = xo) + f(w2) (w2 — @1) + f(@4) (24 — 22)
Eu queria ter escrito a segunda, com f(xy),

mas me distrai e escrevi a primeira, com f(z3).

O gabarito da (a) no slide anterior corresponde
a expressao com f(xy).
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Calculo 2 - 2021.2

Mini-teste 2

Eduardo Ochs - RCN/PURO/UFF
http://angg.twu.net/2021.2-C2.html



Regras

As regras vao ser as mesmas dos

mini-testes dos semestres anteriores,
http://angg.twu.net/LATEX/2020-2-C2-MT1.pdf #page=2
exceto pela regra de que o valor maximo do mini-teste
vai depender da participagao da pessoa nas aulas do
Telegram de 24 a 26 de novembro. Veja a explicagao
na préxima pagina.

As questoes vao ser disponibilizadas as 20:30 da sexta
26 /novembro/2021 e vocés vao ter até as 20:30 do sabado
27 /novembro/2021 pra entregar as respostas.
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Introducao ao Mini-teste 2

Na “dica 77 do primeiro PDF do curso eu expliquei que o
melhor modo da gente aprender a explicar coisas complicadas
bem ¢é mostrando o que a gente escreveu pra varias pessoas —
incluindo:

“b) vocé mesmo, horas depois ou no dia seguinte,
quando vocé nao lembrar mais do que vocé pensava
quando vocé a escreveu; ¢) um colega que seja seu
amigo; d) um colega que seja menos seu amigo que
0 outro”

=

eu disse que:

“Se as outras pessoas acharem que ler a sua solugao
& um sofrimento, isso ¢ mau sinal; se as outras pes-
soas acharem que a sua solugio estd clarissima e que
elas devem estudar com vocé, isso é bom sinal. GA
é um curso de escrita matematica: se vocé estiver
estudando e descobrir que uma solugao sua pode ser
reescrita de um jeito bem melhor, nao hesite — ree-
screver é um 6timo exercicio.”

O texto original esta aqui
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=3

2021-2-C2-MT2 2021decl1

Este mini-teste vai ser o nosso primeiro exercicio de explicar
algo complicado de um jeito que a gente goste do nosso modo de
explicar — e as outras pessoas também. Ele vai ser sobre mostrar
como traduzir a pagina da Wikipedia sobre somas de Riemann
pra notagao que nés estamos usando, e vai ser uma versio BEM
aumentada do exercicio 9 daqui:

http://angg. twu.net/LATEX/2021-2-C2-somas-1.pdf#page=15

A pégina da Wikipedia ndo s6 usa algumas notagoes difer-
entes das nossas como também usa umas defini¢oes diferentes
das nossas (!!!)... as nossas defini¢aes sio um pouco mais gerais,
e, entre um monte de outros detalhes, a gente nao usa o ‘a}’s da
scolhem um ponto de cada intervalo da par-

Existem muitos jeitos de explicar essa tradugao de um jeito
claro, e vocés vio ter que encontrar o jeito que vocés gostam mais
e trocar idéias com os colegas. Isso vai ter que ser feito durante
as aulas no Telegram, e pra forcar as pessoas a participarem das
aulas eu vou aplicar essa regra aqui:

Esse segundo mini-teste vai valer no méximo 0.5 pon-
tos pra quem participar bastante das aulas da sem-
ana que vem e no maximo (.2 pra quem nao partic-
ipar nada.

Eu agora ja sei como colorir as falas de cada pessoa no log do

Telegram, e af com isso fica bem facil reler tudo que cada pessoa
disse nas aulas.
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Dica: faca o exercicio 3g

Lembre que Calculo 2 é sobre chutar e testar.

Pra testar os seus somatorios vocé vai precisar
entender muito bem o exercicio 3g daqui:
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=13
E pra entender bem ele vocé provavelmente vai precisar
entender essa técnica aqui:

S, 108 = (10%)[k := 2]
+ (10")[k := 3]
+ (10%)[k := 4]
+ (10%)[k := 5]
= 102+ 10% +10* + 10°
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Dica: faca o exercicio 1

...e pra entender essa técnica vocé vai precisar
entender a operacao ‘[:=]" muito bem.

Se vocé ainda nao fez o exercicio 1 daqui,
http://angg.twu.net/LATEX/2021-2-C2-intro.pdf#page=10

Vocé provalmente vai ter que reler m