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No final da ultima aula eu passei dois exercicios sobre “adivinhar”
trajetérias a partir dos valores de P(t) e P’(t) para alguns valores de
t. O exercicio 3 era mais dificil que o 4 — no 3 a velocidade P'(t) era
zero em alguns dos pontos faceis de calcular, e o melhor modo da gente
descobrir o comportamento da trajetoria P(t) em torno daqueles pontos
é usando o vetor aceleragao, P”(t), que é um dos assuntos de hoje.

Importante: por um erro de digitacao eu acabei passando o exerci-
cio mais dificil antes do mais facil, e acabei s6 mostrando o enunciado do
4 (mais facil) pra algumas poucas pessoas por Telegram e s6 acrescentei
ele ao PDF depois da aula... entao:

Comece refazendo o exercicio 3 da aula passada e fazendo o 4.
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Polinémios e fungoes polinomiais
Alguns (poucos) livros distinguem polinémios de fung¢ées polinomi-
ais. Um polinémio de grau n em x é uma expressao da forma

~1
anx" + ap_12" "+ ...+ a1 + ag,

7

onde a,,a,_1,...,a9 sdo constantes, e uma funcao polinomial em
uma funcdo g(x) para a qual existe um polindémio f(x) tal que g(z) =
f(z) para todo x. Por exemplo,

42(z — 99)* — 12(x — 99)°

¢ uma funcao polinomial em x mas nao um polinémio em z, porque os
coeficientes asq, . . . , ag do polindmio nao sao dados explicitamente.
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Polinémios e fung¢des polinomiais (2)

...maaaas repare que 42(x —99)?%° — 12(z —99)% ¢ um polinémio em
r — 99, de grau 200 e com coeficientes bygg = 42, bg = 12, e zero nos
outros indices. Mais formalmente,

200
> bz — 99)F = 42(x — 99)*° — 12(z — 99)°
k=0

quando bygy = 42, bg = 12, e b, = 0 nos outros indices.

(Isto vai ser 1til para séries de Taylor...)
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Mini-revisao de séries de Taylor

Nos meus cursos de Calculo 2 eu costumo fazer uma introducao
rapida a Séries de Taylor pra convencer as pessoas de que a féormula
abaixo ¢ verdade...
i0

e"” =cost +isend (%)

Se f: R — R a Série de Taylor de f em no ponto 0 é:

. £(k)
fy =3 W (4)

onde fO = f, f1 = f, f& = f", etc.
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Mini-revisao de séries de Taylor (2)
Sejam derivs e derivsy as seguintes operagoes:
derivs(f) = (£, f', /", f",... )

derivso(f) = (f(0), f'(0), f"(0), f(0),...)

Repare que derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de fungoes e
derivs(f) retorna uma sequéncia infinita de niimeros.
Um exemplo: se f(x) = az® + bz + ¢, entdo:

f(z) = az®+bx +c, f(0) = ¢
P) = 20w +b, 7o) = o
f"(z) = 2a, f(0) = 2a,
f”/($) — O, f/l/(o) _ O,

derivs(f) = (az® + bx + ¢, 2ax + b, 2a, 0,0,0,...)
derivso(f) = (¢, b,2a,0,0,0,...)
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Mini-revisao de séries de Taylor (3)
...e neste caso os termos do somatorio sao todos zero
a partir de k = 3:

flx) =

f// 2 f///o

= c—i—bx—i—am —|—0—|—...

E neste caso a igualdade da férmula (xx) é verdade.
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Mini-revisao de séries de Taylor (4)

Exercicio 1 (pra vocé se convencer de que a férmula (%) vale sem-
pre que a fungao f for um polindémio).

Seja f(z) = agx* + azz® + ax® + ayzt + apa®.

a) Calcule derivs(f).

b) Calcule derivsy(f).

c¢) Expanda o somatério y -, ! U:I(O) 2* e verifique que neste caso a
igualdade (*x) é verdade (como no slide anterior).
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Mini-revisao de séries de Taylor (5)

No caso geral — em que a f nao é polinomial — a expansao do so-
matorio na férmula (xx) d4 uma soma com infinitos termos nao-zero...
e isto as vezes é formalizado desta forma:

X . ~ N ) (0 -
A medida que o N cresce a expressao ) , fk—,()xk — a série de

Taylor de f em x = 0 truncada até grau N — vira um polinémio com
mais termos, e cada polinémio novo com mais termos que o anterior é
uma aproximacgao melhor para a funcao f.

A série de Taylor truncada até grau N as vezes vai ser chamada de
aproximacao de grau /N ou de polinomio de Taylor de grau N.
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Mini-revisao de séries de Taylor (6)

Os detalhes sao bem complicados — vocé vai ver todas as contas hor-
riveis que demonstram as estimativas de erro numa matéria do Fabio
— mas deve dar pra entender a idéia geral a partir dos desenhos e ani-
macoes das paginas da Wikipedia.
Dé uma olhada em:
https://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_de_Taylor
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series#Approximation_
error_and_convergence
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor’%27s_theorem

principalmente nas figuras que comparam aproximacoes de grau 1,
2, 3, etc. As paginas da Wikipedia em portugués tém menos figuras que
as em inglés, entao eu pus os links pras paginas em inglés também.
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Mini-revisao de séries de Taylor (7)

O que vai importar pra gente agora ¢ isto:

flx) ~ fO)+f (0
flz) =~ f(o)—l—f’(O)x—i—fT(o)x?

A “aproximagao de grau 17, f(z) = f(0) + f'(0)x, d4 uma aproxi-
macao bem razoavel pro valor de f(x) quando x é pequeno, e a “aprox-
imacgao de grau 2”7, f(z) =~ f(0)+ f(0)x + @xQ d4 uma aproximagao
melhor...

...86 que daqui a pouco nés vamos adaptar isto para fungoes f que
sdo “trajetérias”, ou seja, que vao de R e R%. E além disso...
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Séries de Taylor em torno de pontos que nao sao o 0

...e além disso vamos querer trabalhar com séries de Taylor em torno
de pontos que nao sao o ponto 0 — e isso eu nunca mostro em Calculo
2. As férmulas sao:

—~ =
—~~
s &
!
- =
—

Repare que as expressoes a direita do ‘=" e dos ‘~’ sao polinomios
em (r —a)! Uma definicdo nova:

derivs,(f) = (f(a), f'(a), f"(a), ["(a),...).
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Algumas séries de Taylor famosas

Exercicio 2. Calcule os primeiros termos de derivs(f) e derivsy(f)
para as fungoes abaixo:

a) f(x) = e”
b) f(x) = ¢
c) f(z) =e"
d) f(z) = cosx

g) f(x) =cosx +isenx (s6 o derivsy)
e compare os itens (c) e (g).
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Exercicio 3. Descubra a série de Taylor de f(z) = ¢** no ponto 0.
Dica: veja a pagina da Wikipedia em portugués sobre Séries de Taylor...

https://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_de_Taylor
Ela tem alguns exemplos numa se¢ao chamada “Lista de série de

Taylor de algumas fung¢oes comuns ao redor de a = 0 (Série de Maclau-
rin)”.
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Voltando a Calculo 3...

Nas aulas anteriores nos aprendemos a desenhar retas parametrizadas
e parabolas parametrizadas, e entendemos o que sao o vetor velocidade
e o vetor aceleracao de uma trajetoria...

Agora vamos ver como usar retas parametrizadas como uma aprox-
imacao de grau 1 — ou “de primeira ordem” — para uma trajetéria e
parabolas parametrizadas como aproximacoes de grau 2 — ou “de se-
gunda ordem”.

Repare que no Bortolossi essas idéias estao espalhadas pelo livro...
O vetor tangente aparece no cap.6, p.197,

o vetor aceleracao aparece no cap.6, p.217,

polinémios de Taylor de ordem 2 aparecem no cap.11, p.371
polinémios de Taylor de ordem k aparecem no cap.11, p.376.
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Aproximacgoes de 12 e 22 ordem para trajetorias
Seja f : R — R? uma trajetéria.

Seja ty € R.

Definigoes (temporarias, vao ser melhoradas depois):

A aproximacao de 1? ordem para f emt = ty é a reta parametrizada:

g(t) = f(to) + f'(to)(t — to)
A aproximacao de 2% ordem para f emt = ty é a reta parametrizada:

f”(to) (t . t0)2

h(t) = f(to) + f'(to)(t — to) + 5

Vamos fazer alguns execicios pra aprender a desenhar e a visualizar
essas aproximagoes e depois vamos ver que propriedades elas obedecem.
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Exercicio 4.

Sejam f(t) = (t,cost) e ty = 0.

Represente graficamente num grafico sé:

a) O trago de f(t) e os pontos f(0), f(3), f(m),

b) f(to) + f'(to),

c) f(to) + f"(to),

d) O trago de g(t) — lembre que g(t) = f(to) + f'(to)(t — to) — € 0s
pontos g(t) e g(to + 1),
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Exercicio 5.

Sejam f(t) = (t,cost) e ty = .

Represente graficamente num grafico sé:

a) O trago de f(t) e os pontos f(0), f(5), f(7),

b) f(to) + f'(to),

c) f(to) + f"(to),

d) O trago de g(t) — lembre que g(t) = f(to) + f'(to)(t — to) — € 0s

pontos g(to) € g(to + 1),

e) Lembre que h(t) = f(t0)+f’(t0)(t—to)+@(t—to)? Represente

graficamente os pontos h(ty), h(to + 1), h(to — 1), h(to +2), h(to — 2).

f) (Mais dificil) Use o que vocé descobriu no item (e) para representar

graficamente o trago de h(t) — que vai ser uma parabola parametrizada.

Dica: o seu desenho nao precisa ficar muito preciso — use ™ ~ 3..
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