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Na tultima aula nés aprendemos como o “método do sup” nos da a
melhor aproximacao por retangulos por cima para a integral de y = f(x)
e o “método do inf” nos da a melhor aproximagcao por retangulos por
baixo... a figura é esta (de novo!):
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... as defini¢oes formais sao:

sup] = 3o, sup(f([a:, bi]) (b — a;)
inf] = YN, inf(f([ai,bi]) (b — a;)

Vamos definir:

/ @y = [su)
f(z)dz = [inf]

L P

pra podermos escrever isto, ao invés de [inf] < f;:f f(z)dx < [sup]:

lpf(:c) dr < /;:bf(x) de < 7pf($) 0
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A nossa prontincia para estas expressoes novas vai ser:

TP f(z)dx é a “a aproximacao da integral de f(z) por retdngulos
por cima na particdo P”, ou “a integral por cima de f(x) na parti¢ao
P”.

i » f(z)dx é a “a aproximacdo da integral de f(z) por retdngulos
por baixo na particdo P”, ou “a integral por baixo de f(x) na parti¢ao
P

Uma das prondncias possiveis para ff::f f(z) dx é “aintegral de f(x)
no intervalo [a, b|”. Lembra que uma particao P nos da valores para a e
b — a é o primeiro ponto de P e b é o tltimo.
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A interpretacdo geométrica de

/Pf(x)dx—/Pf(x)da:

vai ser a regiao em rosa claro na figura do slide 2 — ou seja, um subcon-
junto de R? formado pela uniao dos retangulos em rosa claro.

A interpretacdo numérica da expressao acima vai ser a area desse
subconjunto. As vezes vamos escrevé-la como:

Area 7Pf(x)dx—lpf(x)dx
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Exercicio 1. Sejam f a nossa funcao preferida das aulas anteriores,
isto é, f(r)=4—(x —2)% e P=1{0,1,2,3.5}.

a) Represente graficamente

pr(x) dr < /::b f(x)dr < 7pf(x) da

b) Represente graficamente o conjunto { (x, f(z)) | = € [0,3.5] }.
¢) E verdade que

{(x. f(x) |z €[0,35]} C ( / fa)da - / /(@) dx) ?
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Exercicio 2.

Sejam P, = {0,1,2}, P3 = {0,2,%,2}, P, = {0,0.5,

1393
Repare que cada Py divide o intervalo [0,2] em N

subintervalos iguais.

Sejam Dy = <7PNf(.T) dr — iPNf(:E) d:v)
para N = 2,3,4.

1,1.5,2}.

a) Desenhe D, e D3 de algum modo que deixe claro pro seu leitor

que Dy 2 Ds.

b) Desenhe Dy e Dy de algum modo que deixe claro pro seu leitor

que Dy O Dy. (Dica: use um gréfico sé.)

c¢) Defina Ps e Dg seguindo os padroes acima.

Desenhe Dy e Dg de algum modo que deixe claro pro seu leitor

que Dy D Dg. (Dica: use um gréafico sé.)

2020-1-C2-def-integral 20200ct02 05:45


http://angg.twu.net/2020.1-C2.html

Repare que podemos escrever as partigoes
do intervalo [a,b] em N subintervalos desta forma:

{a, b} (um subintervalo)
{a,a + 2% b} (dois subintervalos)
{a,a + ( 9 g+ @, b} (trés subintervalos)
{aa+ 1= )a—i-@,a—kg(ba,b} (

quatro subintervalos)

{a a+ (b 9+ @, - (N subintervalos)
A a nossa bequencia de particoes preferida para o intervalo [a, b]
vai ser a sequéncia (Pp, Ps,...) na qual cada Py divide
o intervalo [a, b] em 2* subintervalos iguais.
Exercicio 3. Digamos que [a,b] = [5,12] e que (P, P,,...) seja a
nossa sequéncia preferida de particoes para este intervalo. Calcule os
trés primeiros pontos de Pj.
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Uma primeira definicao pra integral
Digamos que queremos calcular f;:f f(z)dx.
Agora a funcao f é uma funcao qualquer,
nao necessariamente a nossa f preferida,

e [a,b] é um intervalo qualquer.

Seja (Py, Ps,...) a nossa sequéncia preferida
de partigoes do intervalo [a, b].

Todas estas d681gualdades aqui sao faceis de visualizar:
fP d:v>fP x)dr > . >hmk_>oofp x)dx
VI

[720 f(x) da
VI

fP f(x)dx §iP2f(m) dr < ... Slimkﬁooipkf(x)dx

—1
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Uma primeira defini¢do pra integral (2)
Todas estas desigualdades aqui sao faceis de visualizar:

[pf@de> [, f(z)de > .. >l o [, f(z)do
VI

[520 f(x) da
VI

iplf(zz:) dr < iPQf(:z;) dr < ... < hmkﬁooipkf(a:) dx

No6s vamos dizer que a funcao f é integravel no intervalo [a, b]
se os dois limites da direita dao o mesmo resultado.

Vamos encurtar a notacao um pouquinho, definindo:

Syl (@) de = Ty oo [}, f(2)da
fx)de = limg,o [, f(w)dz
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Uma primeira definicao pra integral (3)

Se f[ yf(@)dz i[&b]f(a:) dr entdo
f;’;ff = [yl @) dz

Se f[a yf (@) de # i[a’b]f(x) dr entdo
f;::f (x)dz = ERRO,

e dizemos que f nao é integravel neste intervalo.

Toda fungado f : [a,b] — R continua é integravel em [a, b].
Isto ¢ meio 6bvio visualmente — vamos ver um esbog¢o de uma prova
formal disso na proxima aula.
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Uma funcgao-escada e um exercicio

. 2 quando z <1,

Seja g(x) =
5 quando 1 < z.

Seja [a, b] = [0, 3]

Seja Dy, = fP r)dr — f g

onde (P, P,,...) é a nossa sequen(na de partigoes preferida.

Exercicio 4.

a) Desenhe o gréfico da fungao g.

b) Represente graficamente e calcule Ds.

c¢) Represente graficamente e calcule Ds.

d) Calcule Dyy. Dicas: Dy tem um retangulo sé.
Qual é a largura da sua base? Qual é a sua altura?
Qual é a sua area?
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Uma funcgao nao integravel

2 quando z € Q,
5 quando z & Q.
Seja [a, b] = [0, 3]

Seja Dy, = fP r)dr — f h

onde (P, P,,...) é a nossa sequenma de partigoes preferida.

Seja h(x) =

Exercicio 5.

a) Desenhe o gréfico da fungao h.
b) Represente graficamente e calcule Ds.
c) Represente graficamente e calcule Ds.
d)

Calcule Dq.

b

e) Calcule [ "h(x)dx.
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