Retas e planos em R?

Sejam:

rl{(2,2,0)+t(0,1,0§|tER}
ro={(2,2,1) +¢(0,-1,0) |t e R}
rs ={(2,2,0)+¢0,1,1) |t eR}
ry ={(0,2,1) +¢(1,0,0) |t e R}

rg ={(1,2,1)+¢(2,0,0) |t eR}

Quais destas retas se interceptam?

Em que pontos? Em que ‘t’s?

Quais destas retas sao paralelas?

Quais destas retas sao coincidentes?

A terminologia para retas que nao se interceptam e nao sao
paralelas é estranha — “retas reversas”.

As retas acima sdo parametrizadas.

O que é uma equacdo de reta em R3?

{(x,y) € R? | 4z + 5y = 6 } é uma reta em R?;
{(x,y,2) € R® | 42 + by + 62 = 7} é um plano em R>...

Exercicio: encontre

trés pontos nio colineares de { (z,y,2) €eR3 | 2 =0},

trés pontos nio colineares de { (z,y,2) € R3 | z =21},

trés pontos nio colineares de { (z,y,2) € R3 |z =1},

trés pontos ndo colineares de { (z,y,2) € R3 |y =3},

trés pontos nio colineares de { (z,y,2) e R® | £ + 4 42 =1}
e visualize cada um destes planos.

Alguns dos nossos planos preferidos:

Toy ={(2,y,2) ER3 | 2=0} (2 e y variam, z = 0)
e = { (2,y,2) ER3 |y =0} (z e 2 variam, y = 0)
Ty ={(z,9,2) ER3 |2 =0} (y e z variam, = 0)
Notagao (temporaria):

[equagao] = { (z,y, 2) € R? | equagao }

Obs: Ty = [2=0], Ty, = [y =0], Ty, = [z =0].

Exercicio: visualize:
’/le[l':].], ’/TS:[y:m]a

m=y=1,  m=I[y=2a]
w3 = [z =1], T = [z = 7],

Ty = [z =4], m1 =z =x+1],
5 = [2_2]7

Quais deles planos sdo paralelos?
Quais deles planos se cortam? Onde?
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Retas e planos em R? (2)

D4 pra parametrizar planos em R3...

Sejam

w6 = {(2,2,0) +a(1,0,0) +b(0,1,0) |a,b € R},
(a,b)sg4

77 =1{(3,2,1) +a(1,0,0) + b(0,1,0) | a,b € R}.
(a,b)s,

Calcule e visualize:
(07 O)Zeﬂ (170)267 (07
(0’ 0)277 (1’0)277 (O’
e resolva:

(a,b)x, = (0,3,0),
(a,b)x, = (2,4,1),
(a,b)s, = (2,4,0).

)

1267
1)27’( ) )Zw

Nossos trés modos preferidos de descrever planos em R? (por equacoes) sio:
[z =azx+by+ ] (“z em funcdo de z e y”),
ly = ax + bz + ] (“y em fungdo de x e 27),
r=ay+0bz+c ("remiuncao de y e z”).
b “ f 5 d ”

Na p.10 nés vimos este tipo de diagrama aqui, que nos ajuda a visualizar
as curvas de nivel de fungoes de x e y:

3456789
1234567
Fley o -1012345
=ty 7 32.10123
-5-4-3-2-10 1
Use diagramas deste tipo para visualizar
[z=2+1y],
[z =z+y+2],
[z=2—y+4].
Sejam:

T2 = [z =z +y],

Ty =z =z —y+4]

Exercicio: encontre pontos de r = 75 N w13 tais que
a) x=0,b) x =1, ¢) z = 3; depois

d) encontre uma parametrizagao para r,

e) encontre uma parametrizacio para r na qual t = x.

Alguns dos nossos modos preferidos de descrever retas em R3:
[y=ax+b,z=cx+d] (“yezem funcdo de z”),

[x=ay+bz=cy+d (“zezem funcio de y”),

[x=az+by=cz+d (“x ey em funcdo de 2”).

Encontre uma descri¢ao da forma [y = ax + b, 2 = cx + d] para a r acima.
(Dica: use o “chutar e testar”!)
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Areas de retangulos e paralelogramos em R?

Notagdo: se i e ¥ sdo vetores em R3 entdo Area(i,7) é a drea do paralelo-
gramo gerado por @ e ¥. Quando ©_L¥ a drea pode ser calculada de forma bem

thcil: Area(a, ) = ||@l| - ||7]|.

Exercicios

1) Visualize os paralelogramos abaixo e calcule a drea de cada um deles. Em
alguns casos vocé vai ter que usar truques pouco 6bvios; em outros casos talvez

vocé va ter que responder “nao sei”.
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Podemos calcular 4reas de paralelogramos em R? usando um truque de
“deslizamento” parecido com o que usamos para areas e determinantes em R2.
Se #l¥ e k € R, entdo Area(i, ¥) = Area(u, U+ kit) — e repare que Area(u, V) é

a drea de um retdngulo e Area(d, ¥ + ki) é a drea de um paralelogramo.

2) Use o truque acima em cada um dos itens abaixo. Visualize o paralel-
ogramo Area(i, ¥ + ki) e o retdngulo Area(i,¥) associado a ele, e calcule as

2) Area((4,0,0), (0,3,0) + (4,0,0))
b) Area((4,0,0), (0,3,0) + 2(4,0,0)
¢) Area((4,0,0), (0,3,0) + 2(4,0,0)
d) Area((4,0,0), (0,3,0) + 1(4,0,0)
e) Area((4,0,0), (0,3,0))

f) Area((4,3,0),(0,0,1))

g) Area((4,3,0) + (0,0,1,(0,0,1)
h) Area((4,3,0) + 2(0,0,1), (0,0, 1)
i) Area((4,3,0) + 3(0,0,1), (0,0, 1))

3) Faga o mesmo nos casos abaixo, mas agora vocé vai ter que escolher os

—

vetores 4 e U adequados vocé mesmo.
a) Area((4,0,0), (0,3,0) + (4,0,0)) (mudar)
b) Area((4,0,0), (0,3,0) + 3(4,0,0)) (mudar)
c) Area((4,0,0), (0,3,0) + 2(4,0,0)) (mudar)

4) Demonstre que se @L¥ e a,k € R entao:

Area(i, a(V + kit)) = |a| Area(id, ¥ + ki).
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Determinantes em R3

Lembre que o determinante em R? mede dreas (de paralelogramos),
e as vezes ele responde niimeros negativos:

et =ac—bd  |¢¢|=bd—ac=—|2}]

Vamos usar a seguinte notagdo (temporaria):

[, V] = [(U1,U2;7 (v1,v2 3] = |yt y2 (em R?)

[/L_L'u 777 ’U_}'] = [(ulv U2, ’LL357 (v17 V2, U3ja (wla w2, ij] =

“lu, )" e “[u, U, w]” querem dizer
“empilhe os vetores numa matriz quadrada e tire o determinante dela”.

Ul uz2 Uz
V1 V2 VU3
w1 w2 w3

(em R3)

A definicdo de determinante em R? — como conta, — é:

uy (15) u
3 ( U1 VW3 + UV3W4 + U3VLWS5 )

U U2 v —U3V2W1 — U4V3W2 — U5V4W
2W1 4 2 4
w1 w29 ws 3 3 5 3

. UV2W3 + U2V3W1 + UV W2
—U3V2W1 — UIV3W2 — UV1W3

O determinante [, ¥, %] em R mede o volume do “paralelepido torto”
(ou, pra encurtar: do “cubo torto”) gerado por @, ¢’ e W, mas as vezes
ele responde nimeros negativos... esta formula é importantissima:

Vol(iZ, 7, %) = |[i7, 7, 7).

As seguintes defini¢bes sdo padréo:

= (10,00 j=010 K=(001

Muita gente aprende a calcular o ‘X’ por essa formula aqui:

U1 U2 u3z
V1 V2 V3
Lkl R _
(’LLQ’Ug — ’LL3'UQ)i —+ ('LL31)1 — ’ulUg)j + (ulvg — ’U,Q’Ul)k

UXT =

= (ugus — Ugvy, U3V] — U1 U3, Uy Vg — Uy )

- = -

Repare que (@ x ¥) - @ = [u, U, 0].

Exercicio: calcule

—, - = =
)

a) [g ij g) [i.3.]
b) [ K, j] h) [2i, 35, 4K]
c) [j,1,K| i) [a, b], k]
d) [,k i j) [ai + bj + K, dj + ek, fK]
e) K, ?j] k) [ai, bi + cj, di + €] + fK]
f) [k, J. i
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Determinantes em R? (2)

Lembre que o determinante em R? mede 4reas, que sdo “base vezes altura”,

e que a gente pode deslizar um lado (¥) do paralelogramo gerado por 4 e ¥
“numa direcdo paralela a #”, sem alterar nem a “base” nem a “altura”...

Algebricamente, deslizar o 17 correspondia a [@, 7] = [U, T + atl],

e o @ ao invés do ¥, temos [@, U] = [d + a¥, 7).

Em R? podemos pensar que o determinante [, 7, W] mede a 4rea da base — a
area do paralelogramo gerado por @ e ¥ — vezes a altura (mas com sinal). Isso é
facil de entender em trés passos. Fixe u e . Comece escolhendo um & ortogonal
a i e ¥ com |[w]| = 1; nesse caso é bem facil ver que Vol(i, 7, W) = Area(, 7).
Agora escolha um @’ tal que W = kw); temos Vol(u, ¥, W) = Vol(u, v, kw) =
|k|Area(il, 7). Terceiro passo: escolha um " que seja o W' anterior deslizado
nas diregdes @ e ¥; temos W’ = W + ai + bv mas Vol(u, v, W) = Vol(u, ¥, ') =
|k|Area(i, 7). Quarto passo: refaca tudo ao contrario — comece com um "’
qualquer, e deslize-o nas direcoes @ e U até vocé obter um w’ ortogonal a i e T,
e encontre um k (dica: k = ||«||!) e um @ ortogonal a @ e ¥ com ||| =1 tais
que W' = k...

Note que se i, U e w sdo todos ortogonais entre si entao
a “4rea da base” é ||u|| - ||V]], e a “altura” é ||d||.

(Obs: em R3, abc; ;—ad—l—be—i—cf ||1U]| = Vi

uld = (a ’U—O) 40

Propriedades mais importantes dos determinantes em R3:
[atl, bU, cl] = abc|id, T, W)

= [@, ¥, W + at + b?

= [&@, T+ atl + b, 0]

| = [d + a¥ + b, U, ]

S
SLSE S
g 8 &

[

Quase todas as idéias sobre determinantes em R3 que a gente vai ver agora
ficam mais fdceis de entender se a gente as entende em trés etapas: 1) com 4, T,
W ortogonais entre si, e todos com comprimento 1; 2) usando vetores @' = ai,
v = bv, W = cw construidos a partir dos anteriores; estes @, ¥ e W' sao
ortogonais entre si, mas podem ter qualquer comprimento, 3) usando vetores

=@, 7 = +di e & =0 +eid + .

)

Exercicio importantissimo (encontrar coeﬁc1entes)

) Encontre a, b, ¢ tais que ( ,b, c 22 + 3y + 4z
b) Encontre a, b, ¢, d tais que (a7b,c (:c, ,Z2)+d=2x+3y+4z+5

123
c¢) Encontre a, b, ¢ tais que ‘ 456 (a,b,¢) (z,y,2
Ty z
. uy u2 u3
d) Encontre a, b, ¢ tais que vivr v | = (a,b,c) - (z,y,2
. u1 uz usg
e) Encontre a, b, ¢ tais que | v1 v2 vs | = (a,b, cj (whwg,wdj
wa w3
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O produto cruzado (x) em R?

O “produto cruzado” (ou “produto vetorial”) @ x ¢ é definido como

se ele fosse “uma parte da conta do determinante”: (4 X ¥) - W = [, ¥, W].
Exercicio: verifique que no item (e) acima temos

@ X T = (aTs — s, UsVy — W T3, U1 Ty — Ual).

Idéia importantissima:

1) para quaisquer 4 e ¥, se W é ortogonal a @ e ¥ e ||W]| = 1, entdo o volume
[, ¥, W] é exatamente a drea do paralelogramo gerado por @ e U (exceto talvez
pelo sinal);

2) para quaisquer @ e U, se W é ortogonal a @ e ¥ e ||W|| = 1, entdo o volume
[@, U, W+ ati+bV] é exatamente a drea do paralelogramo gerado por @ e ¥ (exceto
talvez pelo sinal);

3) para quaisquer @ e ¥, se W é ortogonal a « e ¥ e ||[W|| = 1, entdo o volume
[@, U, ati + bU + cw] é c - drea(d, V) (exceto talvez pelo sinal);

4) para quaisquer @ e ¥, se W é ortogonal a @ e ¥ e ||w|| = 1, entdo (4 x ¥) -
(atl + bU + cW) é c - &rea(t, V) (exceto talvez pelo sinal);

5) para quaisquer 4 e U, se W é ortogonal a @ e ¥ e ||[W]| = 1, entdo @ x ¥ =

area(, ) - W (exceto talvez pelo sinal).

Exercicio:

Use o (5) acima para tentar descobrir quais sdo as duas respostas possiveis
para 4 X ¥ nos casos a e b abaixo, e depois compare as suas respostas com
resposta “algébrica” dada pela férmula 14 no alto da pagina.

a) @ = (3,0,0), 7 = (0,4,0), @ = (0,0,1
b) = (0a33057 7= (073’35’ W= (170’0
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Alguns usos do ‘x’

1) ||@ x 0| = area(u, V)

2) 4 x ¥ sempre d& um vetor ortogonal a @ e ¥/

3) uxv=(0,0, 0) se e 56 se area(, ¥) = 0, ou seja, se 4 e ¥ sdo colineares
(i.e., paralelos). Note que @10 e 7.L0.

Se A =2, Se A =3,

g

w

<y
S

I
i U

Qll
>
1

4) Digamos que

r={A+td|teR},

" ={B+tv|t eR},

B=A+w.

Entéo r e r’ sdo reversas se e s6 se [, ¥, W] # 0.

(Se [@, U, W] = 0 entdo r e 1’ sdo ou paralelas, ou coincidentes, ou se cortam).
5) Pra testar se quatro pontos A, B, C, D € R® sdo coplanares,
encontre #, ¥, w taisque A+ u=B, A+17=C, A+ w = D;
temos [@, T, W] = 0 se e s6 se A, B,C, D forem coplanares.

6) (Dificil!) Sejam

r={A+4ti|teR},

r={B+tv|t eR},

B=A+4.
Entao: d(r,r") = |[@, U, ]|/ area(d, D).
—_— Y—
volume area da base
altura

7) (Dificil!) Sejam
r={A+td|teR},
" ={B+tv|t eR},
B=A+w.
Como a gente encontra uma reta s que corte r e 7’ e seja ortogonal a ambas?
Sejam C; = A+tii e Dy = B+ t'v.
7 . oo
Queremos que C; Dy seja ortogonal a i e U,
ou seja, que C; Dy seja paralelo a 4 X U,
ou seja, que CyDy x (4 x ¥) = (0,0,0),
ou seja, que (Dy — Ct) x (4 x U) = 0,0,0;,
ou seja, que ((B+t'0) — (A +td)) x (€ x 0) = (0,0,0;7
ou seja, que (t'U — td + ﬁ) x (@ x ¥) =(0,0,0),
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o que d4 um sistema que nos permite encontrar ¢ e ¢’ com poucas contas...
Sabendo t e t' sabemos C; e Dy, e a reta s passa por C; e Dy.

Agora vocé deve ser capaz de resolver os exercicios 1 a 20 da lista 9 da
Ana Isabell Yaaaaay! =) =) =)
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