Calculo 2 - Segunda Prova (P2)
PURO-UFF - 2010.1
23/junho/2010

Prof: Eduardo Ochs

Introdugao. Lembre que a deducao da férmula para o comprimento de arco
que fizemos em sala de aula era: se f : [a,b)] — R é uma curva poligonal
com vértices (xo,Y0),-- -, (Tn,yn) € P = (n, (xo,...,2n), ((1,...,¢(n)) é uma
particao do intervalo [a, b] [0, xp] com (; € (x;—1,x;) para todo i (e portanto
(&) = A‘”l - para todo i), entdo:

L(b) = L(a) = > VAz7+ Ay}
= YL /14 (3L)2 Az,

Sor VL F (G (i — i)
= I_b V1+ f(z)2dx

dai, se y = f(z) é uma curva derivavel em [a,b] (com derivada continua, etc),
entdo o comprimento de arco de y = f(x) no intervalo [a, b] é

Z'L 1\/1+f Cl i~ Lj— 1
Ppart [a, b]
TGP

|P|—0
e portanto para calcular o comprimento de arco de y = f(z) nés precisamos
integrar uma outra fungao: I(x) = /1 + f'(x)? — e temos L(z) = [I(z)

L(b) = L(a)

O tempo necessario para percorrer um segmento de reta com velocidade
constante é proporcional ao comprimento do segmento e inversamente proporci-
onal a velocidade. Por exemplo, o tempo necessario para percorrer o segmento
entre os pontos (0,4) e (3,0) com velocidade 2 é 2 (lembre que dizemos “tempo
%” ao invés de “% unidades de tempo”, “distancia 5” ao invés de “5 unidades

de distancia”, etc). Note que neste exemplo o vetor velocidade é constante,

7 = (vg,vy) = 2(3,—4). Uma férmula que sempre vale é:

7= (vm; vy) = U.r(la f/(x))
Vocé pode supor que v, > 0.

O seu objetivo neste problema vai ser encontrar o tempo total, T, que um
carrinho de montanha-russa leva para percorrer uma trajetoria dada por uma
curva y = f(x) entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Mais precisamente: vocé
vai encontrar uma fun¢ao T'(z) = [ t(z) dz tal que o tempo que o carrinho leva

para ir dos pontos (a, f(a)) a (b, f(b)) é T'(b) — T(a).
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(1) (Total: 1.2 pontos). Digamos que a curva y = f(z) é o segmento que liga
os pontos (0, —1) e (4, —4).

a) (0.2 pontos) Se |0] é constante, |U] = 2, quanto tempo o carrinho leva
para percorrer o segmento?

b) (0.2 pontos) E se v, é constante, v, = 37

¢) (0.4 pontos) Generalize: agora o segmento vai do ponto (xg,yo) a0 ponto
(z1,91) (com zg < 1) e |U] = a. Quanto tempo o carrinho leva para percorrer
0 segmento?

d) (0.4 pontos) E se v, = 87

(2) (Total: 4.8 pontos). Um argumento fisico de conservacao de energia (que
nao vale a pena detalhar aqui) nos diz que em cada ponto (z, f(x)) da curva
temos |0 = \/—f(z).

Digamos que o nosso carrinho obedece as leis da fisica, e que queremos calcu-
lar quanto tempo ele leva para percorrer um segmento nao-horizontal. Isto pode
ser dificil, ja que a velocidade dele vai depender da coordenada y, e portanto
também da coordenada z... entao vamos comecgar com aproximacoes: se a curva
y = f(x) é o segmento que liga os pontos (xo,y0) e (z1,y1), vamos calcular a
velocidade em (1 € [z, 1], isto é, no ponto ({1, f({1)), e vamos supor que a
velocidade do carrinho vai ser constante nesse segmento, e igual a calculada no
ponto (Cla f(Cl))

a) (0.4 pontos) Se (zo,yo) = (0,—1) e (x1,y1) = (4, —4) calcule o tempo de
percorrimento quando (1 = xo, e...

b) (0.4 pontos) ...quando (; = z.

¢) (0.6 pontos) Generalize: qual é o tempo de percorrimento de um segmento
de (w;-1,¥i-1) a (74, y;) qualquer, quando ¢; = z;—17?

d) (0.6 pontos) E quando ¢; = x;?

e) (0.6 pontos) E quando ¢; é um valor qualquer no intervalo [x;_1,z;]?

f) (0.7 pontos) Agora expresse (uma aproximacao para) o tempo total que
o carrinho leva para ir de (a, f(a)) a (b, f(b)) — i.e., T(b) — T'(a) — como um
somatdrio.

g) (0.7 pontos) O somatério que vocé obteve no item anterior é uma apro-
ximacao para uma integral; qual?

h) (0.8 pontos) Agora escreva a sua conclusao na forma final, como

' x=b
T(b)—T(a)=  lim ]Z...:/H t(z) dz,

P part. [a,b
|P|—0

onde vocé deve substituir ¢(z) por uma expressao que sé depende de f(x) e

f'().
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(3) (Total: 2.0 pontos). Se a curva y = f(x) é um segmento horizontal entao
voceé deve saber calcular o tempo que o carrinho leva para percorré-lo sem usar
a férmula que vocé obteve no item 2h. Nesta questdo vocé vai usar isto para
checar se a sua férmula do item 2h é coerente.

a) (0.2 pontos) Calcule o tempo necessdrio para percorrer o segmento que
liga os pontos (0,—1) e (2, —1).

b) (0.2 pontos) Idem, para o segmento que liga os pontos (2, —9) e (12, —9).

¢) (0.8 pontos) Idem, para um segmento (xo, yo), (£1,¥0) (note que y1 = yo).

d) (0.8 pontos) Agora use a férmula do item 2h para resolver os problemas
dos itens a, b, ¢, acima de outro modo, e compare os resultados.

(4) (Total: 3.0 pontos). Agora vocé vai usar a férmula que vocé obteve no item
2h para calcular exatamente (sem aproximagoes!) o tempo que o carrinho leva
para percorrer certas trajetérias.
a) (0.5 pontos) f(x) = —=z, no intervalo [1,4].
b) (0.5 pontos) f(z) = —4z, no intervalo [1,1].
¢) (1.0 pontos) f(z) = ax, no intervalo [a,b] (obs: o < 0,0 < a < b).

( f

d) (1.0 pontos) f(z) = az, no intervalo [—2, —2] (obs: a < 0).

a?

A prova é para ser feita em duas horas,

sem consulta e sem calculadora.

Responda claramente e justifique cada passo.

Lembre que a corregao ird julgar o que vocé escreveu, e

que é impossivel ler o que vocé pensou mas nao escreveu.
Lembre que a resposta esperada para cada questao nao é sé
uma férmula ou um niimero — a “resposta certa” é um
raciocinio claro e convincente, com todos os detalhes
necessarios, mostrando que vocé sabe traduzir corretamente
entre as vdrias linguagens (portugués, diagramas,
matematiqués, etc) e explicando o que vocé estd fazendo
quando for preciso.

Vocé pode fazer perguntas ao professor durante a prova,
mas nao pode confiar nas respostas.

Cuidado: respostas parecidas demais com as de colegas
podem fazer com que sua prova seja anuladal

Dica: confira as suas respostas!

Boa prova!
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Mini-gabarito (versao preliminar, 2010jul07):
Questao 1 (total: 1.2 pontos):
a (0.2): 5/2
(0.2): 4/3
c (0.4): VAz? + Ay?/a
(0.4): (w1 —0)/p

Questéo 2 (total: 4.8 pontos):
(0 4): 5

4): 5/2

)0 VAT + A2/ /—f(wio1)

6) \/AZ‘ +Ay /\/ fxz

):

):

b (0.
(06
2d(
2e (

0.6): /AT T B/ VTG
T(b) — T(a) = T(xn) — T(xo) = Y1y /Ax? + Ay2/\/—f(G)

0.
2f (0.7
2g (0.7):

=1 =
n A/ 14f(6)?
~ C Y Au;
2=t * ey
~ z=b \/14+f'(x)?
¥ e g
. n \/A$2+Ay z=b \/W
2h (0.8): AT = | . dx
( ) P parltI.n[a, b] ZZ 1 —f(¢i) f \/T()
|P|—0
Questao 3 (total: 2.0 pontos):
3a (0.2): 2
3b (0.2): 10/3
3c (0.8): "‘1%\/%’
3d( 8):
V1402 d 2
=Jmo =
r=12 1+02 10
) AT = [, mdm 5
T=T1 \/W r1—x
= Jameo o 4= U5
Questao 4 (total 3.0 pontos):
4a (0.5): fx ! V\}fi dz ff V2 dr =+/2-2 371/2‘221:2\@
r=1 —
4b (05): AT = [}, VIR gy = VT (7 0-12dy = VAT 21277 =
V17
2
S b\/1+o¢2 de — \/1+a2 - b =1/2 g0 — \/\}@2 1/2|I:b
r=a
= 4/a m \/1-&-7 gjz=—4/a VitaZ
4d f—fl/a \/jioc:z: dx = V—a 2 z/ |;v——1/a =2 —a

( 1/212:33 V=4a - /~TJa= /“TJa(Vi- Vi) = /~TJa

N—
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