
1Matem�atia Disreta - Primeira Prova (P1)PURO-UFF - 2009.207/outubro/2009Prof: Eduardo Ohs1) (3.0 pontos) Considere as duas senten�as abaixo:(*) Todo m�ultiplo de 3 �e m�ultiplo de 9.(**) 8a 2 Z: (9ja! 3ja).a) (0.3 pts) Traduza a senten�a (*) para Matematiquês.b) (0.3 pts) Traduza a senten�a (**) para Português.) (2.4 pts) Para ada uma das senten�as (*) e (**) diga se ela �e verdadeiraou falsa; se ela for verdadeira demonstre-a, se ela for falsa, refute-a.2) (2.0 pontos) Considere as quatro senten�as abaixo:(P ^Q)! R (vamos hamar esta de \A"),P ! (Q! R) (vamos hamar esta de \B"),Q! (P ! R) (vamos hamar esta de \C"),Q! R (vamos hamar esta de \D").Quais as rela�~oes entre as senten�as aima? Quais s~ao logiamente equiva-lentes, quais n~ao s~ao? C ! D ou C 6! D? Diga tudo que voê puder sobreelas.3) (2.0 pontos) Minha tia tem 30 CDs, \Roberto Carlos 1", \Roberto Carlos2", et, at�e \Roberto Carlos 30", e ela tem um aparelho de CD om uma bandejana qual abem 4 CDs. Os espa�os para CDs na bandeja s~ao numerados de 1 a4, e quando ela aperta o bot~ao \TOCAR TUDO" do aparelho ele toa os CDsdas bandejas 1, 2, 3 e 4 em ordem.a) (1.0 pts) Quantos modos diferentes ela tem de programar o aparelho paratoar 4 CDs?b) (1.0 pts) Expresse a resposta do problema anterior formalmente usandoa linguagem de onjuntos e listas.4) (1.0 pontos) Sejam A = f 1; 2 g, B = f 3; 4 g, C = f 5; 6 g.Mostre que (A�B)� C e A� (B � C) s~ao onjuntos diferentes.5) (2.0 pontos) Sejam A = f 1; 2 g e B = f f 1; 2 g; 1; 2 g. Calule o valor deverdade das duas senten�as abaixo:a) A 2 Bb) A � B 2009-2-MD-prova-1 Otober 14, 2009 08:56



2Algumas de�ni�~oes:P(A) = fB j B � A gA�B = f (a; b) j a 2 A; b 2 B gA \ B = f a 2 A j a 2 B gA � B se e s�o se 8a 2 A; a 2 BA = B se e s�o se A � B ^ B � Aajb se e s�o se 9x 2 Z: ax= ba �e par se e s�o se 9x 2 Z: a= 2xa �e ��mpar se e s�o se 9x 2 Z: a= 2x+ 1Dias:9a 2 f 4; 5; 6 g: a2 = 25  42 = 25 _ 52 = 25 _ 62 = 258a 2 f 4; 5; 6 g: a2 = 25  42 = 25 ^ 52 = 25 ^ 62 = 25a 2 f 4; 5; 6 g  a = 4 _ a = 5 _ a = 6Opera�~oes sobre listas: se a �e uma lista ent~aoompr(a) �e o omprimento de a e a1; : : : ; aompr(a) s~aoas omponentes de a. Se ompr(a) = 3 ent~ao a = (a1; a2; a3).A prova �e para ser feita em duas horas, sem onsulta.Responda laramente e justi�que ada passo.Lembre que a orre�~ao ir�a julgar o que voê esreveu, eque �e imposs��vel ler o que voê pensou mas n~ao esreveu.Lembre que a resposta esperada para ada quest~ao n~ao �e s�ouma f�ormula ou um n�umero | a \resposta erta" �e umraio��nio laro e onvinente, om todos os detalhesneess�arios, mostrando que voê sabe traduzir orretamenteentre as v�arias linguagens (português, diagramas,matematiquês, et) e expliando o que voê est�a fazendoquando for preiso.Outra dia: on�ra as suas respostas!Boa prova!
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3Mini-gabarito (vers~ao: 2009ot14, sem a lista dos errosomuns e sem a pontua�~ao por id�eias espe���as):1a) (0.3 pts)(*) Todo m�ultiplo de 3 �e m�ultiplo de 9.Para todo x2\Z se x �e m�ultiplo de 3 ent~ao x �e m�ultiplo de 9.Para todo x2\Z se 3 divide x ent~ao 9 divide x.Para todo x2\Z se 3|x ent~ao 9|x.8x2\Z.(3|x -> 9|x).1b) (0.3 pts)(**) 8a2\Z.(3|a -> 9|a).Para a2Z se 3 divide a ent~ao 9 divide a.Para todo inteiro a se 3 divide a ent~ao 9 divide a.1) (2.4 pts)A senten�a (*), "8x2\Z.(3|x -> 9|x)", �e falsa.Para refut�a-la basta mostrar um ontra-exemplo; os ontra-exemplosposs��veis s~ao 3, 6, 12, 15, 21, 24, ... e -3, -6, -12, -15, et.Em detalhes:3|12 �e verdade e 9|12 �e falso;da�� (3|12 -> 9|12) �e falso,e se x=12 ent~ao (3|12 -> 9|12) �e falso;da�� (8x2\Z.(3|x -> 9|x)) �e falso.A senten�a (**), "8a2\Z.(9|a -> 3|a)", �e verdadeira. Vamos prov�a-la.Come�amos supondo que a �e um inteiro tal que 9|a.Ent~ao pela defini�~ao de divisibilidade existe um inteiro b tal que 9b=a.Como 9=3 �3 ent~ao 9b=(3 �3)b=3(3b); omo 9b=a ent~ao a=9b=3(3b).Dai existe um inteiro , =3b, tal que a=3, e pela defini�~ao dedivisibilidade temos que 3|a.Conlu��mos que para qualquer a2Z se 9|a ent~ao 3|a -ou seja, que 8a2\Z.(9|a -> 3|a).2) (2.0 pts) "A" "D" "B" "C"P Q R P̂ Q (P̂ Q)->R Q->R P->(Q->R) P->R Q->(P->R)--------------------------------------------------------0 0 0 0 1 1 1 1 10 0 1 0 1 1 1 1 10 1 0 0 1 0 1 1 10 1 1 0 1 1 1 1 11 0 0 0 1 1 1 0 11 0 1 0 1 1 1 1 11 1 0 1 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1 1 1 1As senten�as A, B e C s~ao logiamente equivalentes,e a senten�a D n~ao �e equivalente a nenhuma delas.Em todas as situ�~oes nas quais D �e verdade A, B e Ctamb�em s~ao verdade, portanto D->A, D->B e D->C s~aoverdade; mas A-/->D, B-/->D e C-/->D, porque h�a umasitua�~ao - P=0, Q=1 e R=0 - na qual A, B e C s~aoverdadeiras mas a D �e falsa.2009-2-MD-prova-1 Otober 14, 2009 08:56



43a) (1.0 pts)Ela tem que pôr um dos 30 CDs na primeira bandeja,um dos 29 outros CDs na segunda bandeja,um dos 28 outros CDs na tereira bandeja,e um dos 27 outros CDs na quarta bandeja.Da�� ela tem 30 �29 �28 �27 modos diferentes de oloarquatro CDs no aparelho.b) (1.0 pts)Um modo de esolher os 4 CDs �e uma lista de quatron�umeros, (a,b,,d), na qual a,b,,d 2 {1, 2, ..., 30}e n~ao h�a repeti�~oes - ou seja, a!=b ^ a!= ^ a!=d ^b!= ^ b!=d ^ !=d.O onjunto das solu�~oes do problema �e o onjunto detodas estas listas:S = {(a,b,,d)| a,b,,d2{1,2,...,30} ^a!=b ^ a!= ^ a!=d ^b!= ^ b!=d ^!=d},e vimos que S tem exatamente 30 �29 �28 �27 elementosdiferentes; em matematiquês, |S| = 30 �29 �28 �27.4) (1.0 pts) H�a v�arias provas poss��veis. Uma �e:(A�B)�C--> {(x,)|x2A�B, 2C}--> {(x,)|x2{(a,b)|a2A, b2B}, 2C}--> {((a,b),)|a2A, b2B, 2C}--> {((a,b),)|a2{1,2}, b2{3,4}, 2{5,6}}--> {((1,3),5), ((1,3),6), ((1,4),5), ((1,4),6),((2,3),5), ((2,3),6), ((2,4),5), ((2,4),6)}A�(B�C)--> {(a,y)|a2A, y2B�C}--> {(a,(b,))|a2A, b2B, 2C}--> {(1,(3,5)), (1,(3,6)), (1,(4,5)), (1,(4,6)),(2,(3,5)), (2,(3,6)), (2,(4,5)), (2,(4,6))}e a�� vemos que (A�B)�C tem elementos que n~ao est~ao em A�(B�C)e vie-versa.5) (2.0 pts)A = {1, 2}B = {{1, 2}, 1, 2}A2B --> A={1, 2} _ A=1 _ A=2--> V _ F _ F--> VA \subseteq B --> 8a2A. a2B--> 8a2{1, 2}. a2B--> 12B ^ 22B--> V ^ V--> V2009-2-MD-prova-1 Otober 14, 2009 08:56


