
1Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



2a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(3) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(4) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).
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3Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



4f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(2) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(3) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(4) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).
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6a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(3) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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8s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(3) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(4) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?
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9Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem. 2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



10(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(4) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .
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11Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



12a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(3) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(4) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).
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13Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



14a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(3) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.(4) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().
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15Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



16Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(4) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?
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17Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem. 2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



18(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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19Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



20s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(3) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(4) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?
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21Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



22Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(2) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(3) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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23Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(2) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



24a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(3) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(4) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.
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25Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(2) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



26b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(3) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(4) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).
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27Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem. 2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



28(2) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(3) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(4) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().
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29Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(2) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



30b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(3) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(4) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?
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31Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(2) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



32b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(3) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(4) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.

2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



33Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem. 2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



34(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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35Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem. 2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



36(2) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(3) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(4) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .
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37Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem. 2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



38(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(4) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).
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39Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(2) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



40b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(3) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(4) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .
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41Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(2) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



42Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.(3) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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43Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem. 2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



44(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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45Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



46f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(2) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(3) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(4) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().
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47Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



48Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(4) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .
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49Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



50Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.(3) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(4) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().
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51Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



52Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.(3) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(4) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).
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53Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(2) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



54a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(3) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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55Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(2) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



56a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(3) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(4) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().
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57Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



58Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(4) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).
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59Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



60f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(2) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(3) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(4) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().
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61Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



62Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(2) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(3) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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63Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(2) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



64a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(3) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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65Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(2) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



66s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(3) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Considere a seguinte rela�~ao P � A�A:aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para b multipliando a por um primo" | ouseja, se e s�o se existe um primo p (lembre que 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?(4) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().
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67Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e seja S � B � B a rela�~ao \tem o mesmotamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~ao de equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF .(2) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



68b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2(3) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.(4) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().
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69Matem�atia DisretaPURO-UFF - 2009.1Professor: Eduardo OhsSegunda prova - 26/junho/2009De�ni�~oes:O onjunto das partes de um onjunto A, P(A), �e o onjunto dos subon-juntos de A. Exemplo: se A = f4; 5; 6g ent~ao f4; 5g 2 P(A).Se A �e um onjunto �nito ent~ao jAj �e o n�umero de elementos de A.A rela�~ao R � A�A �e reexiva quando 8a 2 A: aRa.A rela�~ao R � A�A �e sim�etria quando 8a; b 2 A:(aRb! bRa).A rela�~ao R � A�A �e transitiva quando 8a; b;  2 A:(aRb ^ bR! aR).Uma rela�~ao R �e uma rela�~ao de equivalênia quando R �e reexiva, sim�etriae transitiva.A lasse de equivalênia de um elemento a 2 A pela rela�~ao de equivalêniaR � A�A �e o onjunto [a℄ = fx 2 A j aRx g.A inversa de uma rela�~ao R = f(a1; b1); (a2; b2); : : :g �e a rela�~ao R�1 =f(b1; a1); (b2; a2); : : :g.Rela�~ao R � A�A omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando um grafo direionado no qual os v�erties s~ao os elementos de A e adaseta a! b orresponde a um par (a; b) 2 R.Rela�~ao R � A�B omo grafo direionado: podemos representar R desen-hando o onjunto A e o onjunto B em separado e desenhando uma seta a! bde um elemento a 2 A para um elemento b 2 B para ada par (a; b) 2 R.A fun�~ao f : A ! B �e injetiva quando 8a1; a2 2 A: (f(a1) = f(a2) ! a1 =a2).A fun�~ao f : A! B �e sobrejetiva quando 8b 2 B: 9a 2 A: f(a) = b.Se f : A! B e g : B ! C s~ao fun�~oes, ent~ao a sua omposta, g Æ f , �e umafun�~ao g Æ f : A! C, de�nida por 8a 2 A: (g Æ f)(a) = g(f(a)).A fun�~ao identitidade em A, idA : A! A, �e de�nida por 8a 2 A: idA(a) = a.Duas fun�~oes f : A ! B e g : B ! A s~ao inversas quando f Æ g = idB eg Æ f = idA.Quest~oes (2.5 pontos ada):(1) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e nem injetiva nem sobrejetiva, e afun�~ao arsen : [�1; 1℄ ! R n~ao �e sobrejetiva, mas mesmo assim ostumamosdizer que o arsen �e a inversa do seno... Explique isto, e de�na duas fun�~oes,s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vai ter que expliar em quesentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais que s e a sejam realmenteinversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas; restri�~ao de dom��nio).(2) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao que retorna -1 quando reebe um n�umeronegativo, 0 quando reebe 0 e 1 quando reebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



70Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().(3) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinte rela�~ao G � A � A: G =f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.(4) Para ada uma das rela�~oes R � f1; 2; 3; 4; 5g2 abaixo diga se a rela�~ao R�e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~ao for, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2
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71Gabarito:(Quest~ao Pipa - 2.5 pontos) Seja A = f0; 1; 2; 3; 4g. Considere a seguinterela�~ao G � A�A: G = f(0; 1); (0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g.Crie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel de paresa G, tais que G � R � A�A, G � S � A�A, G � T � A�A, e:a) Represente a rela�~ao G omo um grafo direionado.b) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.d) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.e) Agora rie uma rela�~ao F � G tal que F tenha um elemento a menos queG e F seja o gr�a�o de uma fun�~ao f . Desreva a fun�~ao f e diga o seu dom��nioe a sua imagem.Gabarito:a) G �e uma pipa.b) R �e a pipa om loops.) S �e a pipa om setas bidireionais.d) T �e a pipa om 4 setas a mais.e) F = f(0; 1); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g ou F = f(0; 2); (1; 3); (2; 3); (3; 4)g;f : f0; 1; 2; 3g ! f1; 3; 4g.(Quest~ao Primos - 2.5 pontos) Seja A = f2; 3; 4; 6; 9; 12; 27; 36g. Con-sidere a seguinte rela�~ao P � A � A: aPb se e s�o se \�e poss��vel ir de a para bmultipliando a por um primo" | ou seja, se e s�o se existe um primo p (lembreque 1 n~ao �e primo!) tal que ap = b.a) (0.3 pts) Represente P � A omo um grafo direionado.b) (0.3 pts) Represente P omo um onjunto.Agora rie as rela�~oes R, S e T , aresentando o menor n�umero poss��vel depares a P , tais que P � R � A�A, P � S � A�A, P � T � A�A, e:) (0.3 pts) Represente a rela�~ao R omo um grafo direionado.d) (0.3 pts) Represente a rela�~ao S omo um grafo direionado.e) (0.4 pts) Represente a rela�~ao T omo um grafo direionado.f) (0.5 pts) Represente omo um grafo direionado a rela�~ao D � A � Ade�nida por: aDb se e s�o se a < b e a �e um divisor de b.g) (0.4 pts) A rela�~ao D �e reexiva? �E sim�etria? �E transitiva? Quandon~ao for, mostre porquê. A rela�~ao D �e igual a alguma das rela�~oes dos itensanteriores?Gabarito:Desenho: � 4 12 362 63 9 27�a) P �e 4! 12! 36, 2! 6, 3! 9! 27, e 2! 4, 3! 6! 12.b) P = f(2; 4); (2; 6); (3; 6); (3; 9); (4; 12); (6; 12); (9; 27)g) R �e P om loops.d) S �e P om setas bidireionais.2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



72e) T �e o feho transitivo.f) D �e T om mais a seta 9! 36.g) D n~ao �e reexiva (2 6D 2), n~ao �e sim�etria (2D4 mas 4 6D 2), �e transitiva,�e estritamnete maior que T .(Quest~ao RRRRR - 2.5 pontos) Para ada uma das rela�~oesR � f1; 2; 3; 4; 5g2abaixo diga se a rela�~ao R �e reexiva, sim�etria, e/ou transitiva; quando n~aofor, justi�que porquê.a) R = f(1; 1); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5)g,b) R = f(1; 2); (2; 3); (3; 4); (4; 5)g,) R = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5)g,d) R = f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g,e) R = f1; 2; 3; 4; 5g2Gabarito:a) Reexiva, sim�etria, transitiva.b) N~ao-reexiva (1 6R 1), n~ao-sim�etria (1R2 mas 2 6R 1), transitiva.) N~ao-reexiva (2 6R 2), n~ao-sim�etria (1R2 mas 2 6R 1), transitiva.d) N~ao-reexiva (2 6R 2), sim�etria, n~ao-transitiva (2R1 e 1R2 mas 2 6R 2).e) Reexiva, sim�etria, transitiva.(Quest~ao Sinal - 2.5 pontos) Seja s : R ! f�1; 0; 1g a fun�~ao queretorna -1 quando reebe um n�umero negativo, 0 quando reebe 0 e 1 quandoreebe um n�umero positivo.Sejam A = f�3;�2; 0; 2; 4g e B = f�4;�2; 0; 2; 3g.Seja S � A�A a rela�~ao S = f (a1; a2) 2 A�A j s(a1) = s(a2) g. A rela�~aoS �e uma rela�~ao de equivalênia.a) (0.4 pts) Diga qual �e a lasse de equivalênia do 2 por S.b) (0.7 pts) Diga quais s~ao todas as lasses de equivalênia de S. Representeas lasses de equivalênia de S gra�amente | desenhe o onjunto A e fa�a um��rulo em torno de ada grupo de elementos equivalentes.Seja s2 : R2 ! f�1; 0; 1g2 a fun�~ao que reebe um par (x; y) 2 R2 e retorna(s(x); s(y)).Seja Q � (A�B)� (A�B) a rela�~ao que diz que (a; b)Q(a0b0) �e verdadeirose e s�o se s(a) = s(a0) e s(b) = s(b0).) (0.4 pts) Mostre { expandindo as de�ni�~oes | que (2; 2)Q(3; 4) e (2; 3) 6Q(�2; 3).d) (1.0 pts) Represente A�B � R2 omo um onjunto de pontos do planoe represente suas lasses de equivalênia gra�amente, omo no item ().Gabarito:a) (0.4 pts) [2℄ = f2; 4gb) (0.7 pts) ff�4;�2g; f0g; f2; 4gg; (�4;�2); (0); (2; 4).) (0.4 pts) (2; 2)Q(3; 4)$ 2R3^ 2R4$ (s(2)=s(2)^ s(2)=s(4))$ (1=1^1=1)$ V ^ V $ V ;2009-1-MD-prova-2 June 26, 2009 08:14



73(2; 3)Q(�2; 3)$ 2R� 2 ^ 3R3$ (1=� 1 ^ 1=1)$ F ^ V $ Fd) (1.0 pts) 9 blobs no plano.(Quest~ao Arsen - 2.5 pontos) A fun�~ao seno, sen : R ! R, n~ao �e neminjetiva nem sobrejetiva, e a fun�~ao arsen : [�1; 1℄! R n~ao �e sobrejetiva, masmesmo assim ostumamos dizer que o arsen �e a inversa do seno... Expliqueisto, e de�na duas fun�~oes, s e a, \pareidas" om o seno e o arsen | voê vaiter que expliar em que sentido s e a s~ao pareidas om sen e arsen! | tais ques e a sejam realmente inversas uma da outra. (Sugest~oes: fun�~oes ompostas;restri�~ao de dom��nio).Gabarito:s : [��; �℄! [�1; 1℄, restri�~ao do sen,a : [�1; 1℄! [��; �℄, restri�~ao do arsen,s = a�1a = s�1.8x 2 [�1; 1℄: sen(arsen(x)) = x.arsen(s(�)) = x.(Quest~ao Partes - 2.5 pontos) Sejam A = f4; 5g, B = P(A), e sejaS � B �B a rela�~ao \tem o mesmo tamanho que". A rela�~ao S �e uma rela�~aode equivalênia sobre B.a) (1.0 pts) Diga quem �e [f4g℄, a lasse de equivalênia de f4g 2 B. (lembreque [f4g℄ � B). Diga quem �e j[f4g℄j.b) (1.5 pts) Seja f : B ! N a fun�~ao que para ada X 2 B retorna j[X ℄j.Seja F o gr�a�o de f . F �e uma rela�~ao, e portanto um onjunto. Diga quem �eF . Gabarito:a) [f4g℄ = ff4g; f5gg; j[f4g℄j = 2.b) F = f(fg; 1); (f4g; 2); (f5g; 2); (f4; 5g; 1)g.
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