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Modulo 1

Geometria Analitica Plana

Geometria una et aeterna est in mente Dei refulgens.
A Geometria é tnica e eterna, brilhando na mente de Deus.
Conversation with the Sidereal Messenger: carta aberta a Galileo Galilei.

Johannes Kepler

A geometria cartesiana descoberta por Pierre de Fermate René Descar-
tes, por volta de 1636, foi de grande importancia na Matematica, permitindo
estudar problemas da Geometria Classica por meio de métodos algébricos e

reciprocamente, interpretar e resolver geometricamente problemas algébricos.

No entanto, em meados do século XIX, comecou a busca por um método

mais simples, que permitisse obter informagoes geométricas a partir de equacoes

algébricas, e obter as equacoes algébricas de conceitos geométricos, de uma
forma mais direta. Para isso foi fundamental o desenvolvimento da nocao de

vetor.

Segundo os historiadores, os vetores surgiram informalmente no inicio
do século XIX, nas publicacoes de Bernard Bolzano. Em 1804, Bolzano publi-
cou o livro Betrachtungen tber einige Gegenstande der Elementargoemetrie
(Reflexoes sobre algumas idéias relativas a Geometria Elementar). Nesse
livro, ele considera pontos, retas e planos como sendo nogoes primitivas e
define operacoes entre eles. Este foi um grande progresso no sentido de abs-
trair as propriedades inerentes as nogoes primitivas, que originaram a nocgao
de vetor. Neste Médulo aprenderemos os fundamentos da geometria vetorial
e veremos como utilizar o conceito de vetor no estudo da Geometria do plano

e do espaco.

Pré-requisitos.
e Pré-Célculo.

e Geometria Bésica.

Bibliografia.

[1] Lehman, C., Geometria
Analitica. Editora Globo.

[2] Lima, E., Coordenadas
no Plano. SBM.

Bernard Placidus Johann
Nepomuk Bolzano
1781 - 1848,
Praga, Austria
(Hoje Reptblica Tcheca).

Filésofo, matemaético e
tedlogo, fez contribuigoes
significativas a Matemaética.
A sua teoria sobre o infinito
matematico antecipou-se a
Teoria de Conjuntos
Infinitos de George Cantor.
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/"history/
Mathematicians/Bolzano.
html
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Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Aula 1 — Vetores no Plano - Segmentos

Orientados

Objetivos
e Definir os conceitos de orientacao, diregao e médulo de um segmento.
e Analisar a nocao de equipoléncia entre segmentos orientados.

e Apresentar a nocao de vetor no plano.

Em 1832, Giusto Bellavitis publicou uma obra sobre Geometria onde
apareceu explicitamente a nocao de vetor.

Dados dois pontos A e B do plano, Bellavitis considerou os segmentos
AB e BA, de extremidades A e B, como objetos distintos. Ele adotou esta
convengao porque o segmento de reta limitado pelos pontos A e B, pode ser
percorrido de duas maneiras distintas: partindo de A para chegar até B, ou
partindo de B para chegar até A.

Bellavitis classificou os segmentos orientados por meio de uma relacao

que chamou equipoléncia. Essa relagao deu origem a nocao de vetor.

Nesta aula caracterizaremos a nogao de equipoléncia.

Segmentos orientados

Daqui em diante, todos os elementos considerados (pontos, retas etc.),
pertencem a um plano fixo.
Designamos por AB o segmento de reta orientado percorrido de A para

B. No segmento AB, o ponto A é chamado origem e o ponto B extremidade.

Mesmo que os segmentos AB e BA representem o mesmo conjunto de
pontos do plano (os pontos da reta que passa por A e B que estao entre A
e B, incluindo A e B), a sua orientacao (isto é, o sentido de percurso) é

contraria (ou oposta). Veja as figuras abaixo.

B B

A A A

MODULO 1 - AULA 1

Para saber mais...

Sobre a nogao de vetor e as
suas implicagoes no
desenvolvimento da
Matematica, consulte:
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/
HistTopics/Abstract_

linear_spaces.html

Giusto Bellavitis
1803 - 1880, Italia

Matematico autodidata.

Refinou o célculo
baricéntrico de Mébius e sua
teoria de vetores foi muito
importante no
desenvolvimento da
Geometria.
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/
Mathematicians/
Bellavitis.html

Figura 1.1: Segmento de extremida- Figura 1.2: Percurso de A até B: Figura 1.3: Percurso de B até A:

des A e B. segmento AB.

segmento BA.

CEDERJ



ANRMRER

Retas e segmentos paralelos.
Duas retas no plano sao
paralelas quando nao tém
pontos em comum e dois
segmentos sao paralelos,
quando as retas que os
contém sdo paralelas.
Pontos colineares.

Lembre que trés ou mais
pontos sao chamados
colineares quando pertencem
a uma mesma reta, caso
contrario, os pontos sao
chamados ndo-colineares.
Observe, também, que dois
pontos sdo sempre
colineares, pois estao

contidos em uma tnica reta.

NOTA IMPORTANTE!
No plano, uma reta r
determina dois semi-planos,
cuja intersecao é r. Isto é,
convencionamos que a reta r
estd contida em ambos os
semi-planos por ela
determinados.

C

Figura 1.5: Segmentos orientados de igual sentido.

Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Pense, por exemplo, que vocé possa ir de Petrépolis a Campos por
uma estrada retilinea. Entao vocé pode ir também de Campos a Petrépolis

seguindo a mesma estrada, mas em sentido contrario.

Devemos fixar e distinguir bem dois conceitos importantes: a direcao e

o sentido (ou orienta¢ao) de um segmento.

A direcao de um segmento é dada pela reta que o contém: dois segmentos tem

a mesma direcao quando as retas que os contém sao paralelas ou coincidentes.
Na Figura 1.4, os seg- B 2

mentos AB e C'D tém a mesma § F

direcao, pois as retas que os

contém sao paralelas. Os

segmentos AB e EF tém D

a mesma direcio porque as Figura 1.4: Segmentos com mesma diregao.

retas que os contém sao coincidentes, isto é, os pontos A, B, E e F sao

colineares.

Consideremos dois segmentos orientados AB e C'D com a mesma direcao.

Vejamos o que significa os segmentos terem o mesmo sentido.

Analisemos separadamente os seguintes dois casos:

Caso a. Os segmentos orientados AB e C'D estao em retas paralelas.

Neste caso, dizemos que os segmentos tém o mesmo sentido, se os pontos
B e D estao no mesmo semi-plano determinado pela reta que passa por A e

C'. Caso contrario, dizemos que eles tém sentidos opostos.

Na Figura 1.5, os segmentos orientados AB e C'D tém o mesmo sen-
tido, enquanto que na Figura 1.6, os segmentos FF e GH tém sentidos
opostos.

H

Figura 1.6: Segmentos orientados de sentidos opostos.

Caso b. Os segmentos orientados AB e C'D estao na mesma reta /.

Sejam r e s as retas perpendiculares a ¢ que passam por A e C' res-

pectivamente (veja as Figuras 1.7 e 1.8). Cada uma das retas r e s divide

o plano em dois semi-planos. Seja Pp o semi-plano determinado pela reta r

CEDERJ |




Vetores no Plano - Segmentos QOrientados

que contém o ponto B e seja Pp o semi-plano determinado pela reta s que

contém o ponto D.

MODULO 1 - AULA 1

Figura 1.7: Segmentos orientados de igual sentido.

Com essa construcao, se Pg C Pp ou Pp C Ppg, dizemos que AB e C'D
tém o mesmo sentido. Se Pgp ¢ Pp e Pp ¢ Pp, dizemos que AB e C'D tém

sentidos opostos.

Observacao.
Se AB e CD tém sentidos opostos e A # C, entao Pg N Pp é a regiao do

plano limitada pelas retas r e s. No entanto, se A =C, PgNPp =1 = s.

Voce sabe que o comprimento
de um segmento de reta AB é a

distancia do ponto A ao ponto B.

-

Figura 1.9: Segmentos equipolentes entre si.

Esta medida, designada por |AB|
(ou por d(A, B)), é o mddulo do
segmento AB.

Note que |AB| = |BA|.

Bellavitis classificou os segmentos orientados pela seguinte relacao.

Defini¢do 1.1 (Segmentos equipolentes)
Dois segmentos orientados sao equipolentes quando tém a mesma direcao, o

mesmo sentido e o mesmo médulo (veja a Figura 1.9).

Se os segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes, escrevemos
AB = CD. Caso contrario, escrevemos AB # CD.

Vejamos um critério importante para determinar quando dois segmen-

tos orientados sao equipolentes.

Proposicao 1.1
Sejam A, B, C' e D pontos do plano (colineares ou nao). Entao:

AB = CD se, e somente se, AD e BC possuem o mesmo ponto médio.

Demonstracao. Consideramos separadamente os casos possiveis:

Figura 1.8: Segmentos orientados de sentidos opostos.

Lembre que...

Com respeito a um sistema
de coordenadas cartesianas
escolhido no plano, a
distancia de um ponto A de
coordenadas (zo,yo) a um
ponto B de coordenadas

(:E 1, Y1 ) , €

|AB| = d(A, B)

= \/(901*900)2+(y1*yo)2 :
Daqui em diante, fixamos
uma unidade de medida para
determinar o comprimento
dos segmentos orientados no
plano.

CEDERJ



ANRMRER

Ponto Médio.
Se A e B sao pontos do

plano que num sistema de
coordenadas cartesianas sao
representados pelos pares
ordenados A = (z1,y1) e

B = (z2,y2), entdo o ponto

médio do segmento AB é

M= w1+:627y1+y2 .
2 2

Paralelogramo.

Um paralelogramo é um
quadrilatero de lados opostos
paralelos.

Um quadrilatero ABDC é
um paralelogramo se, e
somente se, as diagonais AD
e BC se intersectam ao meio.
E importante observar a
ordem em que sao nomeados
os vértices, o quadrilatero
ABDC nao é o mesmo que o
quadrilatero ABC'D. No
primeiro os lados sao os
segmentos AB, BD, DC' e
C'A, enquanto que, no
segundo, os lados sdao AB,
BC, CD e DA.

No paralelogramo ABDC' da
Figura 1.10, as diagonais se
intersectam no ponto M.
Logo, IMA| =|MD| e

|[MB| = |MC|.

O quadrildtero ABDC' da
Figura 1.12 nao é um
paralelogramo. As diagonais
nao se intersectam

mutuamente ao médio.

B

Vetores no Plano - Segmentos Orientados

c

Figura 1.12: Quadrila-
tero aBDC.

CEDERJ

(a) Os pontos A, B, C' e D nao sao colineares e trés dentre esses pontos
também nao sao colineares.

Neste caso os pontos sao vértices de um quadrilatero que tem seus lados
contidos em retas que nao sao coincidentes.

B

AB=CD s AB#CD

C

Figura 1.11: ABDC nao é um paralelo-
Figura 1.10: Paralelogramo ABDC.

gramo.

(=) Se AB = CD entao os segmentos estao contidos em retas paralelas
e, como tém o mesmo mddulo e o mesmo sentido, o quadrilatero ABDC' é
um paralelogramo e, as suas diagonais AD e BC, cortam-se mutuamente ao

meio.

Compare as Figuras 1.10 e 1.11 para se convencer de que a orientacao dos seg-
mentos é importante. Na Figura 1.11, AB e C'D tém orientagoes contrérias e, portanto,
nao podem ser equipolentes.

(<) Reciprocamente, se AD e BC' tém o mesmo ponto médio entao
ABDC' é um paralelogramo. Logo AB e C'D tém o mesmo sentido, o mesmo
modulo e a mesma direcao. Portanto AB = CD.

(b) A, B, C e D estao contidos numa reta ¢ (Figura 1.13).

Consideremos um sistema de coordenadas na reta /. Sejam a, b, ¢ e d

as coordenadas dos pontos A, B, C' e D, respectivamente.
Entao, |[AB| = |b—al| e |CD| = |d — ¢|.
Se AB = CD, entao |AB| = |CD]| e portanto |b—a| = |d — c|.

Como AB e C'D tém o mesmo sentido, b—a e d — ¢ sao numeros reais

com o mesmo sinal (ambos positivos ou ambos negativos).
D

Figura 1.13: AB e C'D sao equipolentes.




Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Logo b—a = d—c e, portanto, b+ c = a+d. Dividindo esta igualdade
at+d b+c

2

por 2, concluimos que . Assim, o ponto médio de AD ¢é igual

ao ponto médio de BC'.

Reciprocamente, se A, B, C' e D sao colineares e o ponto médioddo
segmento AD coincide com o ponto médio do segmento BC', entao a—;— =

b+ec

2
tém o mesmo sinal, o que significa que AB e C'D tém o mesmo sentido. Além

disso, |b—a| = |d — ¢|, isto é, |AB| = |CD|. Como AB e C'D estao contidos

na mesma reta, eles tém também a mesma direcao. Portanto AB = C'D. U

. Esta igualdade equivale a b — a = d — ¢. Em particular, b—a e d — ¢

Enquanto a Proposicao 1.1 caracteriza geometricamente a relacao de
equipoléncia, a Proposicao 1.2, abaixo, estabelece que qualquer ponto do

plano é origem de um segmento equipolente a um segmento dado.

Proposicao 1.2
Se AB é um segmento orientado e C' é um ponto do plano, entao apenas um

segmento orientado com origem em C' é equipolente a AB.

Demonstracao. Devemos determinar um ponto D no plano de modo que
AB = CD. Isto é, os segmentos AB e C'D devem ter a mesma diregao, o

mesmo sentido e o mesmo modulo.

Seja r a reta que passa por A e B, analisemos separadamente o que

acontece quando C' ¢ r e quando C' € r.

Caso (' ¢ r. Neste caso, existe apenas uma reta s paralela a r que passa pelo

ponto C'. Veja a Figura 1.14.

Seja C o circulo de centro C' e raio |AB].

A reta que passa por A e C
divide o plano em dois semi-planos,
um dos quais, que designamos Pg,

contém o ponto B.

O circulo C intersecta s em exa-
tamente dois pontos diametralmente

opostos, um dos quais, que chamare-

Figura 1.14: Caso C ¢ r.

mos D, esta contido em Pp.

Pela forma como foi obtido o ponto D, o segmento orientado C'D é

equipolente a AB.

MODULO 1 - AULA 1

Observagao.

Um possivel terceiro caso
ocorreria quando os quatro
pontos A, B, C' e D nao sao
colineares, mas trés deles sao
colineares, os segmentos AB
e CD nao tem a mesma
diregdo e, portanto, nao
podem ser equipolentes.
Também os segmentos AD e
BC nao se cortam num
ponto diferente de uma
extremidade, em particular,
nao se cortam ao meio.
Assim, nenhuma das
hipéteses da proposicao 1 é
satisfeita e podemos ignorar

este caso.

CEDERJ
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Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Caso (' € r. Neste caso, o circulo C,
de centro C' e raio |AB|, intersecta

a reta r em dois pontos diametral-

mente opostos. Mas, apenas um de-
les, que chamaremos D, é tal que AB B
e C'D tém o mesmo sentido. Logo,
AB e CD sao equipolentes, pois tém Figura 1.15: Caso C €.

a mesma direcao e os seus modulos sao iguais. [J

Convencao.
e Um segmento AB onde A = B é chamado um segmento nulo. Os segmentos
nulos tém maodulo zero e nao tém direcao nem sentido.

e Se A é um ponto do plano, designamos por AA o segmento nulo de origem

e extremidade A.
e Todos os segmentos nulos sao considerados equipolentes.

e No que se segue, passaremos a considerar um sistema (ortogonal) de coor-
denadas cartesianas no plano com origem no ponto O. Os pontos do plano

sao identificados por suas coordenadas.

Proposicao 1.3
Sejam A = (ay,as), B = (b1,by), C = (c1,¢2) e D = (dy, ds) pontos no plano

cartesiano, entao:

AB=CD <= (b —a1,bo — az) = (dy — c1,ds — ¢)

Demonstracao. Pela Proposicao 1.1, AB = CD se, e somente se, AD e BC'
tém o mesmo ponto médio.

a1+di  ax+do )
2 0 2

O ponto médio do segmento AD é ( e o ponto médio do

segmento BC' é (fter et

Portanto, AB = CD se, e somente se, (44 f2td) — (it bate)

isto ¢, wtd = hta o wdd — bte gue equivale a by —a; = di — ¢ e
by — ay = dy — ¢o, ou seja (b1 — a1, by — az) = (di — ¢1,ds — ¢2). U
Exemplo 1.1

Sejam A = (1,0) e B = (—1,1) pontos do plano. Determinemos o ponto
P = (x,y), tal que OP = AB.

Solugao: Segundo a Proposigao 1.3, AB = OP se, e somente se, (—1—1,1—
0)=(z—0,y—0) = (z,y) = P. Portanto, P = (-2, 1).




Vetores no Plano - Segmentos Orientados

A

Figura 1.16: Exemplo 1.1.

A relacao de equipoléncia verifica as seguintes propriedades:

Reflexiva. Todo segmento orientado é equipolente a si proprio.
Simétrica. Se AB = CD, entao CD = AB.
Transitiva. Se AB=CD e CD = EF, entao AB = EF.

As propriedades reflexiva e simétrica sao faceis de serem verificadas.

Para mostrarmos a propriedade transitiva, usamos a Proposicao 1.3.
Sejam A = (ay, as), B = (by,b2), C = (c1,¢2), D = (dy,dy), E = (e1, €2)

e F = (fi1, f2) pontos do plano.

Como AB=CD e CD = EF, temos:

(by — ay,by —ag) = (dy — c1,dy — ¢2) e (dy — ¢q,dy — c2) = (f1 — €1, fo — €3)
Logo, (by — a1,by — as) = (f1 — e1, fo — e2) e, portanto, AB = EF.
Essas propriedades permitem dividir o conjunto de todos os segmentos

orientados do plano em subconjuntos, cada um dos quais consistindo de todos

os segmentos orientados que sao equipolentes entre si.

Definicdo 1.2 (Vetor no plano)
Um vetor no plano é a colecao de todos os segmentos orientados equipolentes

a um segmento orientado dado.

Se AB é um segmento orientado, o vetor que consiste de todos os segmentos
orientados equipolentes a AB é designado por AB . Qualquer segmento
orientado equipolente a AB é chamado um representante do vetor E . Os
vetores sao também escritos usando letras mintsculas com uma flecha, como

H
— —
a, b, c etc

Assim, pela Definicao 1.2,

AB = CD se, e somente se, AB =CD

Vocé deve estar achando um pouco estranha a definicao de vetor, e

provavelmente estda perguntando a si mesmo: como desenhar um vetor no

plano?

MODULO 1 - AULA 1

Para saber mais...

Uma relagao entre os
elementos de um conjunto
que satisfaz as propriedades
reflexiva, simétrica e
transitiva é chamada uma
relagao de equivaléncia.
Dois elementos do conjunto
que estao relacionados sao
ditos equivalentes.

Havendo uma relacao de
equivaléncia no conjunto, ele
pode ser dividido em
subconjuntos chamados
classes de equivaléncia.
Cada classe de equivaléncia
consiste de todos os
elementos do conjunto que
estao relacionados entre si,
isto é, que sdo equivalentes

entre si.

Note que...
As nogoes de direcao,
sentido e médulo, juntas,

dao lugar a nogao de vetor.

CEDERJ



Para saber mais...

Outros matematicos, como
os franceses Victor Poncelet
(1788-1867), Michel Chasles
(1793-1880) e o alemé&o
August Mébius (1790-1868),
continuaram os estudos de
Bolzano. Em 1827, Mobius
publica o seu livro Der
barycentrische Calcul, um
tratado geométrico sobre as
transformagdes das linhas e
conicas. Nesta obra,
destaca-se a manipulagao
dos vetores para determinar
as coordenadas baricéntricas
de um triangulo. Dez anos
depois, em 1837, Mobius
publicou outro livro no qual
a nogao de vetor é aplicada
diretamente a resolucao de

problemas de Estatica.

CEDERJ

Vetores no Plano - Segmentos Orientados

Na verdade, o que desenhamos sao apenas os representantes dos vetores,

isto é, segmentos orientados.

Pela Proposicao 1.2, temos:

H . /7 k3
Dados um vetor a” e um ponto A, existe um tnico ponto B, tal que o

— , — e
segmento AB representa o vetor a’. Isto é, " = AB .

Vejamos agora como representar os vetores em termos de coordenadas

de um sistema cartesiano dado.

Definicdo 1.3 (Coordenadas e médulo de um vetor)

Sejam A = (a1,as) e B = (by, by) pontos do plano, e @’ = AB . Dizemos que

N —
(by — ay, by — ay) sdo as coordenadas do vetor a’, e escrevemos:

C? = (bl - a’17b2 - az)

Observacao.
As coordenadas de um vetor @ nao dependem do segmento escolhido para re-
presenta-lo e sao as coordenadas do Ttunico ponto P, tal que
N —
a =0P.
N — — B

De fato, se C' = (¢1,¢2), D = (dy,d3) e a© = CD = AB, entao,

CD = AB e, pela Proposicao 1.3:
(bl —ay, by — CL2) = (d1 —c1,dy — 02).
. — s ~

Seja agora P = (z,y), tal que a” = OP . Entao, AB = OP e usando

novamente a Proposicao 1.3, temos:
(by —ay,by —ag) = (x — 0,y — 0) = (x,y) = P.

Exemplo 1.2

Sejam os pontos A = (0,1), B = (1, —%) e C=(-1,1).

Determinemos as coordenadas do vetor AB, o (unico) ponto D, tal que
— — — —
AB =CD eoponto P, tal que AB =OP .
Solucao: As coordenadas do vetor AB sao

—

AB = (1-0.-4—1) = (1.-3)

—_— —_—

Seja D = (dy,ds), tal que CD = AB. Isto é, AB =

Q

D .
Pela Proposicao 1.3, temos (d; — (—1),d> — 1) = (1,—-2).
Portanto, d; =0, dy = —%, eD = (O, —%)
Segundo vimos na observagao anterior, P = (1, —%), pois P e AB tém

coordenadas iguais.
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Exemplo 1.3
Sejam A = (1,2), B = (3,1) e C = (4,0). Determine as coordenadas do
vetor v = E e as coordenadas do ponto D tal que v = CW
Solucio: Temos v~ = AB = (3—1,1-2) =(2,—1). Além disso, se D =
(dy,dy) entdo:

v =AB =CD AB=CD
(2,—1)=(dy —4,dy — 0)
2=di—4 e —1=dy—0
di=24+4=6 e do=—-14+0=-1.

1117

Portanto, D = (6, —1).

Resumo

Nesta aula, analisamos o significado de direcao, sentido e modulo de um
segmento no plano e definimos a relacao de equipoléncia entre dois segmentos
orientados.

Voceé viu o significado da relacao de equipoléncia entre segmentos orien-
tados do ponto de vista tanto geométrico quanto analitico (em coordenadas).

Definimos a nocao de vetor no plano e observamos que as coordenadas

de um vetor nao dependem do representante do vetor.

Exercicios

1. Verifique se os seguintes pares de segmentos AB e C'D estao em retas
paralelas ou coincidentes. Caso afirmativo, mostre, geometricamente,

se tém o mesmo sentido ou sentidos opostos.

a. A=(0,-2), B=(2,2),C=(0,1), D= (~1,-1).

b. A=(1,1), B=(2,3), C = (0,0), D = (2,4).
c. A=(0,-2), B=(1,1),C=(0,3), D = (2,1).
d. A=(1,1), B=(2,-3),C = (-2,4), D = (0,1).

2. Determine em cada caso, o ponto D, tal que CD = AB, onde A =
(—=1,—1) e B = (2,3). Faca também um esboco dos segmentos orien-

tados no plano cartesiano seguindo a construcao da Proposi¢ao 1.2.
a.C=(1,-1). c. C=(0,—V2).
b. C = (1,2). d. O = (—v2,V/3).

3. Determine se os segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes, onde:

a. A=1(0,3), B=(3,0), C=(1,1), D= (=1, —1).

| MODULO 1 -

AULA 1
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b. A=(1,1), B=(3,1),C=(0,1), D= (2,1)
c. A=(1,-3),B= (%7_%)7 C=(1,0), D= (_%> 1)
d. A=(1,-3), B=(3,1),C =(1,0), D = (—1,1)

—— —
5. Determine se AB = CD , onde:

a. A=(1,1),B=(2,0),C=(-1,-1), D =(0,-2) .
b. A=(1,1), B=(2,0),C=(1,-1), D=(0,0) .

c. A=(-2,-1),B=(3,1),C=(-3,-1),D=(-1,1) .
d. A=(0,0),B=(2,1),C=(-1,1), D =(2,3) .

6. Determine os vértices C' e D do paralelogramo ABDC, sabendo que
A= (1,1), B = (3,2) e as diagonais AD e BC se cortam no ponto
M= (4,2).

7. Sejam P = (1,0), Q = (2,4) e R = (3,3) pontos do plano. Determine
os pontos S do plano de modo que P, @), R e S sejam vértices de um

paralelogramo.

Sugestao: Observe que hé trés possiveis diagonais para o paralelogramo,

PR, PQ ou QR, cada uma delas fornece um possivel ponto S.

Auto-avaliagao

Se voceé entendeu as nocoes de direcao, sentido e médulo de um seg-
mento orientado assimilando bem o significado da relacao de equipoléncia,
entao conseguiu resolver os exercicios 1, 2 e 3. Se voce resolveu os exercicios
4 e 5, entendeu a nocao de vetor e aprendeu a determinar as coordenadas de
um vetor. Se voceé entendeu a equipoléncia e a sua relagao com o paralelo-
gramo, entao resolveu os exercicios 6 e 7. Se ainda tiver dificuldades, volte e
reveja com cuidado os conceitos apresentados na aula. Nao esqueca que ha
tutores que poderao ajudar a eliminar as suas dividas. Desde ja, lembre-se
de discutir os conteudos com seus colegas.
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Aula 2 — Vetores no Plano - Operacoes

Objetivos
e Definir as operacoes de adicao de vetores e multiplicagao de vetores por

escalares reais.
e Compreender as propriedades das operagoes com vetores.

e Resolver problemas geométricos utilizando a linguagem vetorial.

Na aula anterior vimos que por cada ponto do plano é possivel tracar
um segmento orientado que representa um vetor dado (Proposigao 1.2).
Comecamos esta aula utilizando esse resultado para definir a operacao de

adicao de vetores no plano.
Definigdo 2.4 (Adi¢do de vetores)

H
Sejam @ e b vetores no plano, A um ponto qualquer do plano, AB o
ﬁ
representante de @’ com origem no ponto A e BC o representante de b com
— —
origem no ponto B. O vetor soma de @ ¢ b , designado por @  + b, éo

vetor representado pelo segmento orientado AC":

T +b =AB + BC = AC

Na Figura 2.1, mostramos a soma =3
N — N — @ b
a + b dos vetores a’ e b , represen-
—
tada pelo segmento orientado AC' . No

entanto, observe que a definicao do ve-

ﬁ
tor soma a + b, depende da escolha

. _>—
do ponto A. Para verificarmos que o ve- @+T=4C c
tor soma estd bem definido, devemos de- Figura 2.1: Adicao dos vetores a e
monstrar que ele independe dessa esco- b

lha.

Sejam A’ outro ponto do plano e B’ o ponto determinado pela Pro-
—
posicao 1.2, tal que @ = A'B’ e seja C' o ponto determinado pela mesma
ica b = BC" — 7 _ T
Proposicao, tal que b = B’C’ . Devemos demonstrar que a” + b = A'C" |
ou seja, que AC' = A'(C".

MODULO 1 - AULA 2

Bem definido...
Em Matemadtica, muitas
nogoes sao definidas a partir
da escolha de determinados
objetos. Dizer que a nocao
esta bem definida, significa
que a escolha dos objetos
utilizados na defini¢ao é
irrelevante, e podem ser
substituidos por outros, com
propriedades similares. No
caso da definicao da
operagao de adigao de
vetores, o vetor soma a + lT)
é definido a partir da escolha
_
do ponto A, onde a” = AB .
O vetor soma esta bem
definido, pois, como vemos
na demonstragao ao lado,
podemos substituir a origem
A do vetor @ por outro

ponto.

CEDERJ
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Com respeito a um sistema de co- YA
ordenadas cartesianas com origem no ponto

O, suponha que os pontos A, B, C, A", g,| -

B’ e C' tém coordenadas:

A:(alaa2)7 A/:(allva/2)7 b"?J: ! i

B:(b17b2)u B/:(bllvb/2)7 a"z__J: - . ¢’

C:C,C : O — C/,C/. | 1 : . : :
(c1,¢2) (ch, ) a1 a, b, b, e 0%

Sabemos que:
— — —_—
Figura 2.2: @ +b = AC = A'C’ .

_ /

AB A'B < AB=A'B +—

/ /

Cl—blzCll—bll

—_ — @ ——
b =BC =B( <= BC=B( +—
CQ_bQZC,Q_bIQ.
Logo,
(c1=b1)+ (b1 —a1) = (4 —by)+ (¥ —ay),
(c2=b2) + (b2 —az) = (ch—0by)+ (b —ay),
isto é, ¢y —a; = —a) e cg —ay =, —al, e, portanto, AC = A'C”.
Com isso provamos que o vetor soma a + b esté bem definido, pois

ﬁ
depende apenas das parcelas @ e b , e ndo da escolha do ponto A. [

Além disso:

_ —
se a = (by —ag, b —az) = (x1,41) e b =(c1—by,co—bg) = (2,9),
7 entao ?4—?: (c1 —ay, ¢ —ag) = (1 + 22, Y1 + Yo).
2 4 Resumindo,
/ Z Coordenadas do vetor soma.
< ; _.--;‘ﬂ - As coordenadas do vetor soma sao obtidas somando as coordenadas res-
= pectivas das parcelas. Isto é, se @’ = (x1,y;) e b = (x2,12), entao:

—
a +b = (v +T2,y1 +12).

Figura 2.3: Soma de ve-
tores. Exemplo 2.1

_— —
Sejam A = (—1,0), B=(2,—1) e C = (1,2). Determinemos AB + AC'".
Solugao: Segundo o destaque acima: AB = (2 —(—1),—-1—-0) = (3,—1) e
— _— ——

ACT = (1—(~1),2—0) = (2,2). Logo, AB +AC = (3, -1)+(2,2) = (5,1)
(Figura 2.3).

— s
O representante do vetor soma AB + AC com origem no ponto A é o
segmento orientado AD, onde D = (dy,ds) é o ponto, tal que AC = BD.
Entéo, d1 —2=1- (-1) (S dg — (—1) =2 0, isto é, D = (dl,dg) = (4, ].)

CEDERJ |
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Observacao.

Sejam A, B, C pontos ndao-colineares do plano, entao o ponto D faz do

quadrilatero ABDC' um paralelogramo se, e somente se,
AD =AB + AC .

De fato, se ABDC' é um paralelogramo, entao AC' = BD.
Logo,

AB +AC =AB +BD = AD .
Reciprocamente, se AB + AC' = AD , entao, pela definicao da adicao

—_—
de vetores, o ponto D ¢ a extremidade do representante de AC' com origem
no ponto B. Isto é, AC = BD e portanto ABDC é um paralelogramo
(Figura 2.4).

Propriedades da adicao de vetores.
A adicao de vetores satisfaz as seguintes propriedades:

1. Propriedade comutativa:

—

a +b—>:? a

+

. — - ~
Com efeito, se @’ = (ai,as) e b = (b1, by), entao:
— - =
a +b = (a1 +b,ay+b)= (b +a,by+ay) =b +a .
2. O wvetor nulo, que designamos por O_>, ¢ o vetor representado por

qualquer segmento nulo.
As coordenadas do vetor nulo sao:
— —
0 =BB = (by —by,by —by) =(0,0).
onde B = (by,by) € um ponto qualquer do plano.

—
Se a” é um vetor qualquer, temos:

TH0 =a
De fato, se @’ = (a1, as), entdo,
?—Fa) = (a1 +O,a2—|—0) = (al,&g) = a_>

— . . —
3. Dado um vetor a’ existe um vetor que designamos por —a e cha-

. sy —
mamos o simétrico de a’, tal que:

a4 (-a)=0

, . _
De fato, se AB é um segmento orientado que representa o vetor a,

~ . , e .
entao o segmento orientado BA é um representante do vetor —a’, pois pela

definicao da adicao de vetores vemos que:
@+ (-a)=AB +BA =AA =0 .

MODULO 1 - AULA 2

Figura 2.4: O qua-
drilatero ABDC

é um paralelogramo se, e
somente se,

AB + AC = AD .

Segmento nulo.

Lembre que um segmento
nulo é um segmento cuja
origem e extremidade
coincidem. Os segmentos
nulos tém modulo zero, mas
nao tém dire¢do nem
sentido. Todos os segmentos
nulos sao considerados

equipolentes.

CEDERJ
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Subtragao de vetores.

Subtracdo é a soma de um

7 C
vetor b com o simétrico

N N
—a’ de um vetor a’. O vetor
— .
b + (—a’) se escreve de

forma abreviada como
—
—
b —a

Figura 2.5: Subtracao

de vetores.

Figura 2.6: Propri-
edade associativa da

adicao de vetores.

Vetores no Plano - Operacées

—

Os vetores \-a .

Na Figura 2.7 mostramos
- —

vetores da forma A - a” com

_ 11 3
A=1,-1,-35,5.5

Figura 2.7: Multiplos

de um vetor.

CEDERJ

, — ~ —
Observe também que, se a” = (ap,as), entao as coordenadas de —a
sao:
H
—a = (—ay,—ay).
. . L p R —
4. A adicao de vetores € associativa. Isto €, dados trés vetores a’, b

—
e c .

(?+?)+?:?+(?+?)

Com efeito, sejam a” = (ay, as), b= (bi,by) e ¢ = (c1,¢3). Usando

a propriedade associativa da adi¢ao de ntimeros reais, temos:

— —
(a + b ) +c = (al —+ a2, bl + b2) + (61,02):(((11 + bl) + C1, (ag + bg) + 02)
= (a1 + (b1 + c1), a2 + (ba + ¢c2)) = (a1, a2) + (b1 + ¢1, b2 + ¢2)
ﬁ
= a + (b + ?) :
Desta maneira, vemos que a operacao de adicao de vetores, possui as
mesmas propriedades que a operacao de adi¢ao de ntimeros reais.
Definimos agora uma operagao de multiplicacao de um nimero real por
um vetor.
Convencao: No seguinte, os niimeros reais serao chamados também escala-
res.

Defini¢do 2.5 (Multiplicagdo de escalares por vetores)

Se @ = AB e X\ € R, definimos o produto de A por @’ como sendo o vetor
—
M\-a = \-AB representado pelo segmento AB’, de modo que:

e A, B e B’ sao colineares,

. o mesmo sentido, se A > 0,
e AB e AB’ tém

sentidos opostos, se A < 0,

Observe que, quando A =0, d(A,B’) =0-d(A,B) =0, isto é, B'=A
e, portanto, 0-a = AA = 0. Similarmente, se a’ = O_>, podemos verificar

a partir da definicao, que A - 0 = O_>, qualquer que seja A € R.

Proposicao 2.4
—
A multiplicacdo do escalar \ pelo vetor @ = AB nao depende do segmento

representante AB.
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Demonstracao. Devemos mostrar que se C'D = AB, entao CD" = \-CD
coincide com E, isto é, que AB' = CD'.

Como C'D = AB, temos que C'D e AB tém a mesma dire¢ao, o mesmo
sentido e o mesmo maédulo. Logo,

|CD'| = [A]-|CD| = |A| - |AB| = [AB'].

Suponhamos primeiro que A > 0.

Neste caso, AB’ tem a mesma direcao e sentido que AB e C'D’ tem
a mesma direcao e sentido que C'D. Portanto, AB’ e CD’ tém também a
mesma direcao e sentido.

Suponhamos, agora, que A < 0.

Neste caso, AB’ e AB tém a mesma direcao e sentidos contrarios. O
mesmo acontece com C'D e CD'.

Como AB e C'D tém o mesmo sentido, concluimos que AB" e C D’ tém
a mesma direcao e o mesmo sentido.

Portanto, seja A positivo ou negativo, obtemos CD’' = AB’, como

queriamos.

Faga vocé mesmo os argumentos para os casos em que A = 0 ou AB é

um segmento nulo. [

Proposicao 2.5

— , ~ ~
Se a” = (a;,a2) e A € R, é um escalar nao-nulo, entao:
9 Y 7

A (l_) = /\((11, (lQ) = ()\(ll, )\(lQ)

Demonstracao. Sejam P = (aj,as) e Q@ = (\ay, Aag) pontos do plano.

e —_— . .
Devemos mostrar que A\OP = OQ) . Isto significa que

e O, P e () sao pontos colineares;

O simétrico de um vetor.
° |OQ| = |/\| ) |OP|’ Observe que —a’ = (—1)-a
e O() tém o mesmo sentido que OP quando A > 0 e, sentido oposto, quando D a:( (a1, a2), ;’”L‘“‘O:
—a =(—a1,—as
A< 0. =(-1-a1,—1-a2)
—_1.7.
De fato, se a; = 0, entao O, P e () estao sobre o eixo y.
~ . . ~ A a9 a9
Se a; # 0, entao a reta que passa por O e () tem inclinagao 3 ==
Al al

que ¢ igual a inclinagao da reta que passa por O e P.
Logo, O, P e @ sao colineares.

Observe também que

0Q] = v/(Aa1)? + (Aaz)? = /A (af + a3) = |A|\/ai + a3 = [A[ - |OP].

| CEDERJ
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Resta mostrar que OP e O@) tém o mesmo sentido quando A > 0 e
sentidos opostos quando A\ < 0. Para isto, é necessario analisar os seguintes
casos:

ea,>0eay;=0 ea; <0eay=0 ea,=0eay >0
ea;=0eay <0 ea; >0eay >0 ea; <0eay >0
ea; <0Deay <0 ea; >0eay <0

Suponhamos A > 0, a; > 0 e ay > 0. vA
Neste caso, os pontos P = (aj,as) € Ay iQ
@ = (Aay, Aay) estdao no primeiro quadrante " — P - E
do plano. Logo P e () estao no mesmo 2 i o E
. . . 1 I
semi-plano determinado pela perpendicular 0 a, Aa, ';'

a reta que passa por O, P e (). Isto é OP
quep P ’ @ ’ Figura 2.8: Caso A > 0,a; >

e OQ tém o mesmo sentido. 0, as > 0.

Os outros casos sao tratados de ma-

neira similar. Faca-os vocé mesmo! [

Exemplo 2.2
Sejam A = (0,1) e B = (1,0). Determinemos os representantes C'D, CD’ e
CD" dos vetores AB , —2AB e 2AB com origem no ponto C' = (1, 1).

Solucao: Temos que
— —
9AB = (2-1,2-(~1)) = (2,-2), e C = (1,1).
E os pontos buscados D = (dy,ds), vA
D' = (d},d,) e D" = (d{,dy), devem  py

gl
satisfazer as seguintes relagoes (veja a i
Proposicao 1.3, da Aula 1): |

—_— e d1—1:1
CD =AB ;
do—1=-1

d'l —1=-2
CD =—2AB <—

d§—1:2

—_— — d’l'—1:2
e CD" =2AB <— .
d/2/ _1=_9 Figura 2.9: Exemplo 2.2.

Isto é, D = (2,0), D' =(—1,3) e D" = (3,—1).
Na Figura 2.9 ilustramos os segmentos orientados AB, CD, CD" e CD",

—_—
assim como o segmento O P representante na origem do vetor AB .
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Propriedades da multiplicacao de escalares por vetores.
ﬁ
Sejam @', b e ¢ vetores do plano e sejam A, € R.

1. A multiplicacao de escalares por vetores € associativa. Isto €,

A(p-a)=0\-p)-a

ﬁ . .
De fato, se a” = (ay,ay), com respeito a um sistema de coordenadas no

plano, temos:

A(p-@’) = A (par, pas)
(A(par), p(Aaz))
= ((Awar, (An)as)
(Aw)a”

2. A multiplicacao de escalares por vetores satisfaz as propriedades

distributivas:

AN (@+b) =X T +A-D
A+p)-a =X-a +p-a

A primeira destas propriedades, ilustrada na Figura 2.10, se verifica
. . —_— - ~
da seguinte maneira: se @ = (ay,az) e b = (b1, by), entao: Figura 2.10: Distribu-
ﬁ
/\(E) + b ) = /\(0,1 + bl, as + bg) = (/\(0,1 -+ bl), A(CLQ -+ bg)) tividade.
— (Aay + Ab1, Aas + Abs) = (Aar, Aas) + (b, Aby) =A@+ Ab .

Faca vocé mesmo a verificacao da outra propriedade distributiva usando

coordenadas e interprete geometricamente o seu significado.

3. O numero 1 € R é o elemento neutro da multiplicagcao de escalares

por vetores:

De fato, se @ = (ay,as), entdo 1-a = (1-a1,1-as) = (ay,a3) = @

Exemplo 2.3
Dados os vetores u’ = (1,—1) e v = (3, 1), determine
— —
T =W AT, b = 42T, ?:%b _ 7

Solucao: Temos
@ =2u+v = 2(1,-1)+(3,1) = (2(1),2(-1)) + (3,1)
,=2)+(3,1)=(2+3,-2+1)
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Figura 2.12: Exemplo
2.4.
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=uw 420 = (1,-1)+2(3,1) = (1,—1) + (2(3),2(1))
= (1,-1)+(6,2) = (14+6,—1+2)
(7,1).

ﬁ
—
c b

oz = Yon--
5 —a = 2(771) (57 1)

v

Figura 2.11: Exemplo 6.

Vejamos agora como usar a linguagem vetorial para resolver alguns

problemas geométricos simples.

Exemplo 2.4

Os pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer determinam um
paralelogramo.

Solugao: De fato, seja ABC'D um quadrildtero (Figura 2.12). Sejam X o
ponto médio do lado AB; Y o ponto médio do lado BC'; W o ponto médio
do lado C'D e Z o ponto médio do lado DA.

Devemos mostrar que XYW Z é um paralelogramo. Para tal, basta mostrar
que XY = ZW isto é, XY = ZW . Temos:
X ponto médio de AB —> AX = XB — %AB ,

Y ponto médio de BC — BY =Y — %BO ,
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MODULO 1 - AULA 2

W ponto médio de DC = DWW = WC = %DO ,

7 ponto médio de AD — AZ — ZD — %AD .
Logo,

XY = XB +BY :%AB +%BO _ (AB +BC):%AC.

1
2
Similarmente,

ZW =Z7D +DW :%AD +%DC _

1 /— — 1—

: (AD +DC) — SAC
—_— 1 —_

Portanto, XY = §AC’ = ZW , como queriamos.

Exemplo 2.5
O baricentro de um triangulo: Sejam A, B e C' pontos nao-colineares do
plano e O um ponto qualquer do plano. Definimos o baricentro do triangulo

ABC como sendo o ponto (-, tal que:

OG =3(0A +0B +0C") (2.1)

Mostraremos que o ponto G independe do ponto O, isto é, dado outro ponto

O’ do plano, temos:

O'G =3(0O'A +0'B +0'C).
Solucao: De fato, se O é outro ponto do plano:
O'A =00 +0A , OB =00 +0B e 0OC =00 +0C.
Logo,

0O'G =00 +0d¢

—_—
=00 +1(0A +0B +0C)

LO'O +0A +00 +0B +00 +0C)

_ %(O’A +0'B +0'C). Figura 2.13: O baricen-
tro nao depende da esco-

Assim, o baricentro G do triangulo ABC' depende apenas dos vértices A, B lha do ponto O.
eC.

Mais ainda, como a identidade (2.1) é vélida para todo ponto O do plano,

podemos substituir O pelo préprio ponto G.

—_— = =
Nesse caso, como OG = GG = 0, segue, da identidade (2.1), que:

GA +GB +GC =0 (2.2)
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Figura 2.14: O baricen-

tro G ¢é a interseccao das

medianas do triangulo.

Subdivisao baricéntrica.
Em Computagao Gréfica é
freqiiente a modelagem de

superficies das mais diversas

formas. Embora nao parega,
as superficies que
visualizamos na tela de um
computador, na televisao, no
cinema ou num videogame
sao formadas por pequenos

triangulos. Quanto menor o
tamanho desses triangulos,
mais lisa é a aparéncia da

superficie. Assim, apds feita
uma primeira aproximagao

da superficie por meio de
triangulos, sao realizados
varios refinamentos de modo
a diminuir o tamanho dos
triangulos. Uma importante
técnica consiste em
subdividir cada triangulo em
seis triangulos acrescentando
os pontos médios dos lados e
os baricentros ajustados a
forma da superficie. Na
Figura 2.14 vemos o
triangulo ABC' dividido nos
triangulos AGZ, ZGB,

BGX, XGC, CGY e YGA.

Esta subdivisao é a chamada
subdivisao baricéntrica do
triangulo ABC.

CEDERJ
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Exemplo 2.6

O baricentro e as medianas:

As medianas do triangulo ABC' sao os segmentos que vao de cada um dos

vértices até o ponto médio do lado oposto.

Na Figura 2.14, mostramos o triangulo ABC' e suas medianas AX, BY e
cZz.

Neste exemplo, verificamos que:

As medianas do triangulo ABC' se intersectam no baricentro G .

Solucao: Para isto, basta mostrar que o baricentro (G, caracterizado pela
identidade (2.2), pertence as trés medianas AX, BY e C'Z do triangulo
ABC.

Verifiquemos que o baricentro GG pertence a
mediana AX. De forma similar vocé podera

mostrar que GG pertence as medianas BY e C'Z.

Seja D o ponto, tal que GBDC é um parale- ¢

logramo. Desta forma,
e GB +GC =GD

e BC' e GD, as diagonais do paralelogramo GBDC', cortam-se ao meio no

— —
Figura 2.15: 2GX =GD .

ponto X (ponto médio do segmento BC).

Como:

GA 126X =GA +GD =GA +GB +GC =0,

os pontos GG, A, X sao colineares e G pertence a mediana AX, pois GA e

G X tem sentidos opostos.

Portanto, as trés medianas se intersectam no baricentro G.

Exemplo 2.7
Neste exemplo, usaremos as operagoes com ve-
tores, para mostrar que as diagonais de um pa-

ralelogramo cortam-se ao meio.

Solucao: Seja ABDC' um paralelogramo, veja

a Figura 2.16. Como um paralelogramo tem

lados opostos paralelos e de igual comprimento,
e T— — —
entao AC'=BD e AB=CD.

Figura 2.16:
ADBC.

Paralelogramo

Denotemos E o ponto médio da diagonal AD. Isto significa que
|AE| = |ED| = }|AD].
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Além disso, os segmentos orientados AE, ED e AD tém mesmo sentido,

portanto:

AF - FD - %AD | (2.3)

Devemos mostrar que F pertence a diagonal, isto é que B, E, C' sao colinea-

res, e mostrar que E é o ponto médio BC' . Logo basta chegarmos a relacao
— 1 5=
BE =3BC .

Da definicao da adicao de vetores temos as igualdades:

BE =DBA +AFE , (2.4)
BC =BA +AC . (2.5)

Substituindo (2.3) em (2.4), obtemos:

BE =BA + %AD . (2.6)

Como AC = AD +DC , DC = BA e BA + BA =2BA | podemos

substituir essas relagoes em (2.5) e obter:
BC =BA +AD +DC =BA +AD + BA = AD +2BA |
logo,

1AD = 1BC" — BA .
Substituindo essa relagao em (2.6), concluimos:

BE =BA +3AD =BA +iBC — BA =1BC |

mostrando o afirmado.
Observacao.

Voce pode provar que as diagonais de um paralelogramo cortam-se ao meio
usando congruéncia de triangulos.

Resumo

Nesta aula definimos as operagoes de adicao de vetores e multiplicagao
de vetores por escalares. Analisamos as propriedades dessas operacoes e

usamos a linguagem vetorial para resolver alguns problemas geométricos.

Exercicios

1. Localize os pontos A = (1,1), B = (=3,0), C = (4,1), D = (2,-3),
E =(3,-2) e F =(—4,—3) no plano cartesiano e efetue os seguintes
célculos:

| MODULO 1 -

AULA 2
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a. AB +AC + AD .

b. 2(BC" — EC') +3EF —2AD .

c. AB +BC +CD +DE +FEA .

d. AB +BC +CD +DFE +FEF +FA .

e. $AB +1AC +3AD +1AE .

f. AB = (AC" +2CD )+ ED — (EB —DC') .

. Sejam Ay, Asg, Az, Ay, As, pontos do plano. Mostre que:

AL Ay + AyAs + AsA, + AsAs + AA =0 .

. Sejam A, B e C pontos colineares no plano. Mostre que existe um

— —
escalar t, tal que AB = tAC . Além disso, t > 0 quando AB e AC

tém o mesmo sentido e t < 0 quando AB e AC' tém sentidos opostos.

. Sejam A= (-1,0), B=(-%,2) e C=(2,1).

29
a. Determine o baricentro do triangulo ABC usando a identidade (2.1).
b. Determine os pontos médios dos lados do triangulo ABC' e mostre

que a soma dos vetores representados pelas medianas do triangulo é

igual a 0. Esta propriedade é valida em qualquer outro triangulo?

. Determine os vértices B e C' do triangulo ABC sabendo que A = (1, 2),

H * 7’ .
BC' = (3,4) e que a origem é o seu baricentro.

. Seja ABC' um triangulo no plano e seja G o seu baricentro. Mostre

que:

— —>
AG =2AX | BG =2BY e CG =3CZ .

onde X, Y e Z sao os pontos médios dos lados BC, AC' e AB respec-

tivamente.

. Sejam P = (1,2), Q@ = (—2,—2) e r a reta determinada por esses

pontos.

Determine as coordenadas dos pontos que estao sobre r e cuja distancia

ao ponto () é X vezes a distancia ao ponto P, onde A > 0.

Indicagao: Seja R = (x,y) o ponto desejado. A condigdo do problema
equivale a |RQ| = A\|RP|. Como os pontos P, @ e R sao colineares, RQ) =
+ARP .
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8. Sejan um ntmero natural maior ouigual a3 esejam A;, Ay, As,... A,
e O pontos do plano. Considere a regiao poligonal cujos lados sao os
n segmentos A1 Ay, AsAs, ... A A1, O centro de massa ou centro de

gravidade da regiao poligonal é o ponto G dado por:
—

1
n

Observe que, se n = 3, a regiao poligonal é um triangulo e o centro de

gravidade é o seu baricentro.

As seguintes propriedades sao vélidas qualquer que seja n > 3. No

entanto, suponha que n = 5.

a. Mostre que o centro de gravidade G nao depende da escolha do

ponto O.
Indicacao: Proceda como no exemplo 6.

b. Mostre que o centro de gravidade satisfaz uma identidade similar a

identidade (2.2) mostrada no exemplo 6.

Auto-avaliagao

Se vocé compreendeu bem as operacoes de adicao de vetores e multi-
plicacao de vetores por escalares e sabe efetuar essas operagoes usando coor-
denadas com respeito a um sistema cartesiano, entao resolveu os exercicios
de 1 a 7 sem dificuldade. O exercicio 8 reafirma e generaliza os conceitos
relativos a nogao de baricentro. Caso ainda tenha duvidas, revise o conteido

da aula. Nao esqueca que hé tutores sempre dispostos a orienté-lo.

MODULO 1 - AULA 2

Para saber mais...

Uma lamina poligonal feita
de um material homogéneo
(isto é, a massa é distribuida
uniformemente sobre a
superficie) pode ser posta
horizontalmente em
equilibrio sobre um prego,
como mostramos na Figura
2.17. Basta colocar o centro
de gravidade da superficie
sobre o prego! Por esta
razao, o centro de gravidade
é também chamado ponto de
equilibrio da superficie.

Tente fazer uma experiéncia

que confirme este fato.

Figura 2.17: Centro de

gravidade.
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Aula 3 — A Reta e a Dependéncia Linear

Objetivos

e Determinar a equacao paramétrica de uma reta no plano.

e Compreender o paralelismo entre retas e vetores.

e Entender a nogao de dependéncia linear entre dois vetores do plano.

e Determinar a equagao cartesiana de uma reta a partir de sua equagao

paramétrica e vice-versa.

e Determinar a intersecao de duas retas nao paralelas no plano.

Comecamos determinando, em termos da linguagem vetorial, as condi¢oes

que um ponto P deve satisfazer para pertencer a reta r.

Se A e B sao pontos distintos no plano, sabemos que hd uma tnica reta

r que os contém.

Segundo a definicao da multiplicagao de um vetor por um escalar, um

ponto P pertence a r se, e somente se (Figura 3.1),

(3.1)

para algum t € R, chamado parametro do ponto P. A equagao (3.1) é uma

equacao vetorial paramétrica da reta r. Dizemos, também, que r tem direcao

—
AB e:

7>:{P|A—P>:t-ﬁ, teR}

Em relagdo a um sistema de coordenadas cartesianas, se A = (aq, as),

B = (b1,bs) e P = (x,y), a equacao (3.1) é dada por:

(.CIZ' — a1,y — ag) = (t(bl — al), t(bg — ag)) s

que equivale ao par de equacoes:

r=a, +tby —a
ro: ! (b 1),f€R
y:a2+t(bg—a2)

chamadas equacoes paramétricas da reta r.

(3.2)

Nas equagoes (3.1) e (3.2) devemos observar que ¢ > 0 quando AP e

AB tém o mesmo sentido e t < 0 quando AP e AB tém sentidos opostos

(veja o Exercicio 3, da Aula 2).

MODULO 1 - AULA 3

t>0

Figura 3.1: Reta r e
A Ber.

Os segmentos AB e AP tém
o mesmo sentido se t >0 e

sentidos contrarios se t < 0.

Notagao.

Em (3.2) colocamos o nome
r da reta a frente e a
especificacdo do parametro
apos as equagoes. Esta é
uma pratica comum na

literatura que adotaremos.
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Exemplo 3.1
Determinar a equagao paramétrica da reta que passa pelos pontos A = (2, 3)
e B=(1,2).
—_—
Solugao: Como AB = (1—-2,2-3)=(—1,—1), temos

P=(z,y)er < (x,y)=(2,3)+t(—1,-1), teR

— (r,y)=02-t,3—-1), teR.

Portanto, as equagoes paramétricas da reta r sao:

=21t
T v ; teR
y=3-—1
Exemplo 3.2
Sejam A = (—1,0), B=(0,1),C = (1,2) e D = (—3, 3). Verifiquemos que os

pontos A, B, C' e D sao colineares e determinemos as equagoes paramétricas

da reta r que os contém em termos de A e B e em termos de C' e D.

Solucao: Para verificarmos que os pontos dados sao colineares, devemos de-
—_—
terminar numeros c e d, tais que AC =c-AB e AD =d-AB .

Em coordenadas, temos:

Zﬁzc-ﬁ(z» L= (=) =el0=(=1) = c=2,
2—-0=1¢(1-0)

AD =d-AB —5 ~ (71) =d(0 = (=1)) =d=1
$—0=d(1-0)

Portanto, a reta r que passa por A e B também passa por C e D.
A equacao vetorial paramétrica de r em termos de A e B é:
— —
AP =t-AB, teR,
onde P = (z,y) € r e t é 0 seu parametro. Em coordenadas, temos:
—_— —_—
(r—(=1),y—0) = AP =1-AB = (t(0 — (~1)),#(1—0)),
Isto é, as equagOes paramétricas da reta r, em termos de A e B, sao:

r=1t—1
T ,teR. (3.3)

y=t

Como C' = (1,2) ere D =(—3,3) €r, aequacao de r ¢, também:




A Reta e a Dependéncia Linear

—_— —_—
CP =sCD, scR,

A
onde P = (z,y) € r e s é o parametro de g /
P na reta. 2 ¢
Em coordenadas, temos:
L
@=Ly-2)= (s (-1 =1).s (1 -2)) Ny
Isto é, as equacgoes paramétricas de r, A AB
em termos de C' e D, sao: ~j~1 4 4 x
I D
_ _3 =
r=-5s+1
r: , s €R. (3.4) o
Yy = —%s +2

. e
Figura 3.2: Reta r e vetores AB e
> )

CD na origem.

Observe que o ponto P = (1,2) pertence a reta r. Em relacao as equa-
¢oes paramétricas (3.3), o parametro do ponto P é t = 2. No entanto, com

respeito as equagoes (3.4), o parametro do ponto P é s = 0.

Definicao 3.6
Sejam v e w vetores do plano. Se v = A\w’, para algum A\ € R, dizemos

— S1, - —
que v’ € maultiplo de w’.

Observagao.
%
e O vetor nulo 0 ¢ multiplo de qualquer outro vetor. No entanto, nenhum

vetor nao-nulo € multiplo do vetor 0.
— = —
De fato, se v” é um vetor qualquer do plano, temos 0 =0-v".
Como -0 = 6), nenhum vetor nao-nulo pode ser multiplo de 0.

— = . ~ ~ = 1 —

e Se v’ ew’ sao vetores nao-nulos, entdo v' € multiplo de w” se, e somente
— 1y —

se, w € multiplo de v”.

. — — ~ — —

Com efeito, se v = Aw’, entao A # 0 e w” = %v .
—
v

e Sejam A,B e C pontos distintos do plano. Entao v = AB ¢é multiplo de

—_ —_— ~ .
w = AC se, e somente se, A, B e C sao colineares.

—_— , L. —_— .
Note que AB ¢é multiplo de AC' se, e somente se, existe um escalar
—— —
A # 0, tal que AB = MNAC', isto é, o ponto B satisfaz a equacao vetorial

paramétrica da reta que passa por A e C' (A é o parametro do ponto B).

Exemplo 3.3

Consideremos os vetores u” = (1,0), v = (1,1) e w’ = (2, —1). Mostremos

— ~ 7 214 — . g —

que u’ nao é multiplo de v, mas sim de v~ + w
v

Solucio: De fato, se u fosse miltiplo de v~ terfamos u~ = Av’, para algum

escalar A\, isto é, (1,0) = A(1,1) = (A, A).

MODULO 1 - AULA 3

Importante!

Através do Exemplo 12
vemos que as equagoes
paramétricas e os vetores
direcao de uma reta nao sao
determinados de maneira
Unica, e que o parametro de
um ponto P € r depende da
equagao paramétrica

considerada.
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Mudanga de parametro.
y = — o~
Se v" e w’ sao vetores

- — — -
nao-nulos e w” = Av’, entao:

—_—
AP =tw ,
(S
AP =sv,

sao equagoes da mesma reta.
Na primeira, t é o parametro
do ponto P e, na segunda,

s = tA é o parametro do
mesmo ponto.

A segunda equacao é dita
uma reparametriza¢do da
primeira, sendo s =t a

mudang¢a de parametro.

Andando nas retas.

As equagdes paramétricas
(3.5) descrevem a reta r
como uma trajetéria
retilinea percorrida com
velocidade v, partindo do
ponto A. O parametro t de
um ponto P mede o tempo
necessario para chegar até
esse ponto. Observe que a
mesma reta pode ser
percorrida de distintas

maneiras.

CEDERJ
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Logo, terifamos A =1 e A = 0, o que é uma contradicao.
Portanto, w nao pode ser multiplo de v .
Seja @’ =0 +@ = (1,1) + (2, 1) = (3,0).

Como u’ = (1,0) = é(S,O) = éﬁf, temos que w é multiplo de u; .

Definicao 3.7
. ~ — \ —
Dizemos que um vetor nao-nulo v~ é paralelo a reta r, e escrevemos v || 7,

. . - , s —
se, quaisquer que sejam A, B € r, o vetor AB ¢é multiplo de v".

Observacao.
— s \ s o . . ~
O vetor v™ € paralelo a reta r se, e so se, v~ determina a dire¢ao de r.

~ _—% H /
De fato, basta observar que se r tem equacao AP = tAB , onde t é
~ - — ~ -5 — s , ~
o parametro de P e AB = \v’, entao AP = sv’ é também equacao de r,
onde s = t\ é o parametro de P.
Seja r a reta que contém A = (a1, ay) e é paralela a v° = (a,b) .
Fazendo uso da Proposicao 1.2, da Aula 1, existe um tinico ponto B € r,
% q
tal que AB =v".
—_— —_— N
Logo, P = (z,y) € r se, e somente se, AP =t-AB =t-v ,t€R.
Em coordenadas, esta equacao equivale a
(x_aflyy_CLQ):(t'a’at'b>7tER7

ou seja, as equacoes paramcétricas da reta r sao dadas por:

rT=a1+1ta
T , teR (3.5)
y=as+tb

Observagao.
A partir das equagbes paramétricas (3.5) de uma reta r identificamos as

coordenadas de um ponto A € r e de um vetor direcao v.

Para isto, olhamos o lado direito das equacoes: o coeficiente de ¢t na
expressio de z é a primeira coordenada de v, o coeficiente de ¢ na expressao
de y é a segunda coordenada de v”, a primeira coordenada de A é o termo
a1 na expressao de x que independe de t e, a segunda coordenada de A é o

termo as na expressao de y que independe de .

Exemplo 3.4
Determinar as equagoes paramétricas da reta r que contém o ponto A = (1, 0)

e é paralela ao vetor v~ = (—1,1) .
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Solucao: Basta substituir as coordenadas A
ar =1, a0 =0de Aea = —1,b=1de P
v, na equacdo (3.5):
r=1+t-(-1 AP =27
T (=1) ,teR,
y=0+1t-1 7
A
1sto ¢, -1 x
r=1-—t
T ,teR. 5
y= Figura 3.3: Exemplo 3.4.
Observacao. '
B ) OP=0A4+3v L
A equacao da reta r que contém o ponto 3
A e é paralela ao vetor v é: 25 lé
2
—
AP =tv, teR, 15
A~ JOF
= 3
como AP = OP — OA , esta equacao 04 ~ 5?
v
escreve-se na forma: -
-1 0 1 2 3 x
—_— N
OP —0OA =tv, teR, o

. —_— — _
. , - , Figura 3.4: OP =0A +tv'.
isto é, a equagao da reta r é dada por

(veja a Figura 2.11):

—_ _ N
OP =0A +17", teR| (3.6)

Como as coordenadas do vetor O—P>
sao as coordenadas do ponto P e as coor-
denadas do vetor O—A> sao as coordenadas
do ponto A, a equacao vetorial (3.6) corresponde as equagoes paramétricas
(3.5).

A equacao cartesiana e as equagoes paramétricas de uma reta.

No Moédulo 2 do Pré-Célculo, vocé estudou a reta a partir de sua

equacao cartesiana:

ar+pBy+v=0 (3.7)

Vejamos, agora, como determinar as equacoes paramétricas da reta a

partir de sua equagao cartesiana e vice-versa.

MODULO 1 - AULA 3

Na figura 3.3, vemos a reta

r do Exemplo 3.4 e seu vetor
. ~ —

diregdo v’ representado por

um segmento na origem.

Equacao cartesiana da

reta.

Seja ax +PBy+~v=0 a

equacao cartesiana de uma

reta r no plano.

e Se =0, r é areta

vertical © = — 7.

e Se B #0, r éareta de

inclinacao (ou coeficiente
C

angular) 7§, passando pelo

ponto (0, —3).

CEDERJ



CEDERJ

A Reta e a Dependéncia Linear

Seja r a reta com equagao cartesiana (3.7). Para obtermos as coorde-
nadas de um ponto da reta r, atribuimos um valor a variavel x e calculamos
o valor da variavel y usando a equagao (3.7), ou atribuimos um valor a y e

calculamos x a partir da equacao (3.7).

Se a reta r nao é vertical (8 # 0), tomamos dois valores distintos z; e
To para r e usamos a equagao (3.7), para calcular os valores correspondentes
y1 € Yo de y. Com isto, determinamos pontos A = (x1,11) e B = (22,¥2)
pertencentes a reta r. Conhecendo dois pontos de r, podemos escrever as

suas equacoes paramétricas como fizemos anteriormente.

Se r é uma reta vertical (=0 e « # 0), a sua equacdo é ax + v = 0,
isto é, ¥ = —2. Logo, se y; e ¥, sao quaisquer dois niimeros reais distintos,

A= (=2,11) e B=(—21,1) pertencem a reta r.

Exemplo 3.5
Determinemos equagoes paramétricas da reta r dada pela equacao cartesiana:
r:2xr—3y+12=0. (3.8)
Solugao: Seja x = 0 na equagao (3.8), temos —3y + 12 = 0, ou seja, y = 4.
Logo, A = (0,4) € r.
Similarmente, seja y = 0 na equagao (3.8), temos 2z + 12 = 0, ou seja,
x = —6 e, portanto, B = (—6,0) € r.
Substituindo as coordenadas de A e B nas equagbes paramétricas (3.2),
obtemos as equacoes paramétricas de r:
r=0+1t-6-0) o r = —6t
r: ,teR, istoé, r: ,teR.
y=4+1t0—4) y=4—4t
Tomando pontos A e B distintos aos considerados acima, vocé pode obter

outras equacoes paramétricas da mesma reta r.

Reciprocamente, suponhamos conhecidas as equagoes paramétricas da reta
r

x = x9+ at
r ’  teR. (3.9)
Yy =1yo+ bt

Note que, se a = 0, a reta r é vertical e a sua equagao cartesiana é r = x.
Se a # 0, a reta r nao é vertical e, neste caso, obtemos a equacao cartesiana
de 7 colocando em evidéncia o parametro ¢ nas equagoes (3.9):
1 1
t=(z — ) e t=3U—y),
. ~ 1 _1 .
e, igualando estas expressoes, obtemos = (z — x9) = 7(y — %o) , ou seja:

br —ay — bxy + ayg =0,
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que corresponde a equagao (3.7), com o« = b, f = —a e v = —bxy + ayp.
Exemplo 3.6
Determinemos a equagao cartesiana da reta r cujas equacgoes paramétricas
Sa0:
r = —06t
r ,teR.
y=4—4t

Solucao: Colocando em evidéncia o parametro t destas equacoes:
T 4—y
t=—= e t=-—2
6 4
4—

e, igualando estas expressoes, —¢ = =3, obtemos que a equacao cartesiana

deré 2x—3y+12=0.

z
[§

Posicao relativa de duas retas no plano.

Sabemos que duas retas r; e 73 no plano podem ser paralelas, coinci-
dentes ou concorrentes. Isto é, riNry = @, ry = ry our;MNry consiste de um
unico ponto. Conhecendo as equacgoes cartesiana, vetorial ou paramétricas

de duas retas no plano, vejamos como analisar a sua posicao relativa.

Definicdo 3.8
. . — — ~ .
Dizemos que dois vetores v~ e w” do plano sao lincarmente dependentes (ou
. — s — — s — Yonvenca
abreviadamente, .D), se v~ é miltiplo de w” ou w” é multiplo de v”. Convengao.
Em todo o seguinte,

— —> ~ ~ . ;s = ~ ’ 214 — — 214t -

Se v” e w” nao sao LD, isto é, v” nao é multiplo de w” nem w” é multiplo de usaremos a abreviagdo LI

para significar linearmente

— . — — o~ . .
v’, dizemos que v’ e w’ sdo linearmente independentes (LI) . independente(s) e a

abreviacdo LD para
Exem p|O 3.7 significar linearmente
—

0 <3 dependente(s).

/7 / . ﬁ ﬁ
a. Como o vetor nulo é multiplo de qualquer vetor v”, os vetores v” e 0 sao

b. Se v” = (2,3), w; =(1,2), wy’ = (4,6) e w3’ = (1,1), entéo:

— — — —

e v ew; sao LD, pois v" = 2w, .
—  — — —

e v e wy sao LD, pois v’ = %wQ .
H

e U e w; sao LI De fato. Suponha, por absurdo, que os vetores sao LD.
Entdo existe A € R, tal que v~ = A\ws, isto é, (2,3) = (\,\). Igualando as
coordenadas, temos A = 2 e A = 3, o qual nao é possivel. Portanto, v~ e wsz

sao LI .

Vejamos agora uma importante caracterizacao da dependéncia linear.

Proposicao 3.6

. — — ~
Dois vetores v” = (a,b) e w” = (a’, V') sdo LD se, e somente se,

CEDERJ
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Determinantes de
matrizes.

Uma matriz 2z2 é um
arranjo de quatro nimeros
reais dispostos

ordenadamente na forma:

a b
c dj’
A cada matriz associamos
um numero real chamado o
seu determinante, que
designamos por

a b

c d

det

a b

c d|
e definimos da seguinte

maneira:

Paralelismo.

Duas retas no plano que
possuem vetores direcao LD
sao paralelas se nao tém
pontos em comum e sao
coincidentes se possuem um
ponto em comum.

Retas com vetores diregao LI
sao, necessariamente,

concorrentes.

CEDERJ

)
det ‘! =abll —db=0.

b

. — — -
Equivalentemente, v” e w” sao LI se, e somente se, det | | y
a

Demonstracido. Se w = 0—>, entdo v e w sao LD, pois w = 0-70v e,
também, ab’ — a’b =0, pois '’ =V = 0.

Suponhamos agora que w # 0 e que v e w sao LD, isto é,
v = A\w, para algum \ € R.

Entao a = Xa’, b=\ e:

det [ © 7)) = ap — b= xa — oA = 0.
a v

Reciprocamente, suponhamos que w # 0 e ab — a’b = 0. Devemos
determinar A € R, A # 0, tal que v~ = (a,b) = A, V/) = \w’, isto ¢,
a=MXdeb=M\.

Se a' = 0, entdao ab' — a’b = ab/ = 0. Como w # O_), temos O # 0.
Logo,azoe)\:bﬁ,.

Se @' # 0, da igualdade ab’ — da’b = 0, temos ‘Z—I’,/ = b e, portanto,
(a,b) = &(a', V), isto &, v = \w, com \ = 5. O

A partir do conceito de dependéncia linear, vamos analisar a posicao
relativa de duas retas no plano mediante exemplos concretos que ilustram as

técnicas gerais.

Exemplo 3.8
Determinemos a posicao relativa das retas ry e ro no plano, onde:
r=3—2t r=—-1—s
ryo: ,teR € T2 , s €R.
y=1+3t y=1+s

Solugao: A reta ry reta passa pelo ponto A; = (3,1) e é paralela ao vetor
v = (—2,3). Similarmente, 75 contém o ponto Ay = (—1,1) e é paralela ao
vetor v = (—1,1).

Como det 2 ? =(=2)-1-3-(=1)=—-2+3=14#0, os vetores v; e

vy sdo LI. Logo, r e 1o sdo concorrentes. Podemos, portanto, determinar o
ponto P do plano, tal que r; Nry = {P}.
[gualando as coordenadas respectivas nas equacoes de ry e ro, obtemos:
3—2t =—-1—-s i ) —2t+s =—4
, 1sto é,
1+3t =1+s 3dt—s =0.
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Resolvendo este sistema, encontramos t = —4 e s = —12. Substituindo o
valor de t nas equagoes de r1, ou o valor de s nas equacoes de 7y, obtemos

x =11 ey = —11. Portanto, as retas se intersectam no ponto P = (11, —11).

Exemplo 3.9

Determinemos a posicao relativa das retas ry e ro no plano, onde:

r=-1—-1
rn:r—3y=1 e To ,teR.
y=1+t
Solugao: A reta ry passa pelos pontos A = (0, —%) e B =(1,0) e é paralela
—
ao vetor v, = AB = (1—-0,0—(—4)) = (1,1). A reta ry é paralela ao vetor
—
Vg = (—1, ].)

Como:

W=

4
25750,

W=

1
det =1-1-1.(=1)=1+
a2 ) -1t

_) —) ~ ~
os vetores v1” e vy sao LI. Logo, r; e ry sao concorrentes.
Seja P o ponto de intersecao das retas ry e 7.

Entao P = (z,y) = (—1 —t,1 +t), para algum ¢t € R, e:
l=2—-3y=-1—-t—3—3t.

Logo, t = —2.

Substituindo o valor obtido para ¢t nas equacoes de 73, temos: x = i ey = —i.

Portanto, r; N7y = {P}, onde P = (7, —%).

Exemplo 3.10

Determinemos a posicao relativa das retas ry e ro no plano, onde:
x="5—/bt T =2s

ry o L ,teR e ry VB B , s €R.

y=3+3t y="50 s

Solucio: A reta ry é paralela ao vetor v; = (—/5, %) e a reta ro é paralela
ao vetor vy = (2, —%)

-5 1
Comodet( ;/_ _2ﬁ>:—\/5(—%)—52:1—1:0,osvetoreszf>

5
— ~ ~ . .
e vy sao LD. Logo, as retas r; e ry sao paralelas ou coincidentes.

Seja t = 0 nas equagoes de 1, vemos que P = (5, %) € r.
Vamos verificar se P € ry. Caso afirmativo, as retas r; e r nao serao paralelas
e sim coincidentes.

14v5 V5
2 5

Procuremos s € R, tal que 5 = 2s e % = 55, Da primeira identidade

temos s = g Substituimos este valor na segunda identidade para verificar se

| MODULO 1 -

AULA 3
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Figura 3.5: u = \v +

—
pw’ .

CEDERJ
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1+V5
2

1

5-

+

ha compatibilidade:

oI5
s
s

.3
2

N[

Logo, s = % é o parametro do ponto P = (5, %) € 7.
: ~ . ~ —  —
Assim, 71 e ro tém direcoes, v e vy, paralelas e um ponto em comum sendo,

portanto, coincidentes (11 = 3).

Finalizamos esta aula com outra importante aplicacao da nogao de

dependéncia linear.
Proposicao 3.7

. — —> — s . 7. ~ :
Sejam v~ e w’ vetores LI. Se u” é um vetor arbitrario do plano, entao existem

nimeros reais Unicos A e u, tais que:
w =AU A+ pw (3.10)

Demonstracao. Sejam v° = (a,b), w = (a’,b') e w = (c1,cy). Procuramos
A, 1 € R tais que:

al+dpu =c
(c1,¢2) = Ma,b) + p(ad, b)), isto é, a '

b+ v n = Co
Resolvendo este sistema para A e u, obtemos os nimeros procurados:
/\_clb’—CQa’ o ca—cb
 ab —bd "’ H= v —ba

b
Note que det (a/ b’) —=ab —bd #0,pois v ew sao LL. O
a

Nas condicoes da Proposicao 3.7, dizemos que w é combinacao linear
dos vetores v e w. Mostramos entéo, que todo vetor do plano se escreve,
de maneira tnica, como combinacao linear de dois vetores LI. Ou seja, dois
vetores L1 geram todo o plano. Por essa razao, dizemos, também, que o plano

¢ um conjunto geométrico de dimensao 2.

Exemplo 3.11

Verifiquemos que os vetores v = (1,1) e = (—1,2) sao LI. Vejamos,

também, como escrever o vetor u’ = (3, — ) como combinacao linear de v~
ﬁ

ew .

1 1
Solugao: Como det ( . 2) =1-2—1-(=1)=3+#0, os vetores v e w

sao LI.

Devemos achar A\, € R, tais que &= = A0 + pw . Em coordenadas, esta
equacao equivale ao seguinte sistema nas variaveis A\ e yu:

1-A=1-p=3

1 A+2-p=-1
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cujas solucoes sao \ = % =2ep= % = -4
Exemplo 3.12
Seja P um paralelogramo ABDC' cujas diagonais estao sobre as retas:
ry , teR e ro , seR.
y=—-t+1 y=s+2

Se A = (1,1) e AB C r, onde r é uma reta paralela ao vetor v = (2, 1),

determine os vértices B, C' e D.

Solucao: Tomando t = 0 nas equagoes r, ;
paramétricas de ry, vemos que A €
Iy "D ———————— -5~

r1. Assim, r; é a reta que contém a  SNgeT N
diagonal AD. Ci ~
I I
PR . . I |
O ponto médio M das diagonais AD e i : \
BC' é o ponto de intersecao das retas ! i i%
D
| |
I I

r1 e ro. Para determinarmos o ponto

M, procuramos os valores de s e t de

modo que: }
M = (t+ L, —t+ 1) = (_2S+ I 3+2) ) Figura 3.6: Paralelogramo P.
) t+1=-25s+1 _
ou seja, . Somando as equacgoes, obtemos 2 = —s + 3.

—t+1l=5+2
Logo, s =1e M = (—1,3).

Seja D = (dy,dy). Como MD = AM | temos
(di = (=1),d> = 3) = ((-1) = 1,3 - 1),

ou seja, (dy +1,ds —3) = (—2,2).
Portanto, d; = =3, dy =5 e D = (=3,5).

. by =1+2\

Seja B = (b1, be). Como AB Cr e r | (2,1), temos: , para
by =1+ A

algum \ € R.

, . b1 =—-2s+1
Além disso, como B € ry, temos , para algum s € R.

bg =s+2
1422 =-2s+1 ) .

Logo, - Resolvendo este sistema, obtemos A = 3.

1+ A=5+2
Portanto B = (14+2- 1,1+ 3) = (2,2).

Finalmente, seja C' = (¢, ¢2).

MODULO 1 -

AULA 3
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_—
Sabendo que AB = CD , temos (21,2 —1) = (=3 — ¢1,5 — ).
Portanto, C' = (—4, 2).
Resumo

Nesta aula vimos como determinar a equacao paramétrica de uma reta
no plano; abordamos as questoes de paralelismo entre retas e vetores; vi-
mos como passar da equacao cartesiana de uma reta para as suas equagoes
paramétricas e vice-versa. Estabelecemos a nocao de dependéncia linear en-
tre vetores do plano e aplicamos esses conceitos para determinar a posicao

relativa de duas retas no plano.

Exercicios

1. Determine as equacoes paramétricas e um vetor direcao da reta r que

passa pelos pontos A e B, onde:

a. A=(-1,-1),B=(2,-%). b A=(2,-%) B
B

2
c. A=(-4,1), B =(2,0). d. A=(1,-1),

(3.1) -
(~3,1) .

2. Determine as equagoes paramétricas da reta r que passa pelo ponto P,

, —
e é paralela ao vetor v’, onde:

a. B=(1,1),v =(-1,-1). b. Pp=(-2,-1),v =(2,9).
1

= ) 54
c. Bh=(-1,4,v ~1), v =(3,1).

I
—~
=)
~—
o
s
I
—~
\.}—‘

3. Sejam A , B e O pontos do plano.
a. Mostre que um ponto P pertence ao segmento AB se, e somente se,

existe t € [0, 1], tal que:

— — —
OP =(1-t)0OA +tOB . (3.11)

Observacao: Verifique que a equagao (3.11) nao depende do ponto O.

Portanto, o ntimero t é determinado a partir de A, B e P.

b. Em particular, mostre que o ponto médio do segmento AB é obtido

fazendo ¢t = § na equagao (3.11).

c. Mostre que a equagao (3.11) é uma equagao vetorial paramétrica da
reta r que passa pelos pontos A e B, quando consideramos o parametro

t percorrendo todo o R.

4. Determine a equacao cartesiana da reta r, onde:
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r=2-1 r=3
a. r: ,teR b. r: ,teR
y=—t y=2-—1
r=1+1 r = —4t
c. r ,t € d. r: ,teR
. Determine as equagoes paramétricas e um vetor paralelo a reta r, onde:
a. r:2r4+y—1=0, b. r:xz—-5=0,
c. r:3xr+y=1 d. r:xz—y=3.
. Verifique se v” || r, onde:
a. v =(-1,2),7r:20—4y+1=0,
r=2-2t
b. 7:(1,—%),7’: ,teR
y=s3+t
N x:—%—i—t
c. v =(-%3),r ,teR
4
y=3-—1
d. v =(1),w =(3,5),r={P|OP =tw,teR}.
. Determine se as retas 1 e 7y sao paralelas, coincidentes ou concorrentes,
determinando, no tltimo caso, o ponto de intersecao:
r=—1+1
a. m:2x+y—1=0,7ry: ,teR
y=—t
r=3+3t
b. . eR, ro:x—06y=3,
r=—1 r=4-+4s
c. T s ,teR, 17y ,seER
y=2+3t y=2—06s
d. ri: s ,teR, 17y , seR.
y=2+43t y = 6s
. Determine se os vetores v~ e w sao LI ou LD, onde:
a. U =034),0 =(-7,-%), b, w=(1,0,w =0,
c. 17:(—%,%),17:(2,%), d. T:(é,%),ﬁz(lﬂ).
. Sejam A = (3,2), B=(-1,1), C = (0,—2) pontos do plano.

AULA 3
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a. Determine as equagoes paramétricas e as equacoes paramétricas das

retas que contém as medianas do triangulo ABC'.
b. Determine o baricentro do triangulo ABC', achando o ponto de

intersecao das tres retas do item anterior.

. — o~ — . ~
10. Verifique que os vetores v' e w” sao LI, e escreva u” como combinagao

linear desses vetores, onde:
a. v =(11),w =(1,2),u = (56),
b. v =(2,3),w =54 ,u =(1,3).

—
11. Sejam v~ = (1,2) e w = AB vetores do plano, onde B = (3,4).
Determine o ponto A pertencente ao eixo X, de modo que v’ e w

sejam LD.

12. Dois lados de um paralelogramo estao sobre as retas
=1t
r o 8r 4+ 3y =—1 e ry , teR,
y=—2t+1
e uma de suas diagonais pertence a reta

ro:3r+2y=-3.

Ache as coordenadas de seus vértices.

13. Dadas asretasry : 2e—y =0 e ry : 2c+y =4 e o ponto P = (3,0),
determine a reta que passa por P, intersecta r; em A e ro em B de tal

modo que P seja o ponto médio do segmento AB.

(Sugestao: Escreva as equagoes paramétricas de 71 e ra).

14. Seja P o paralelogramo ABDC' que tem a diagonal AD sobre a reta
rp : x—y =1, o lado AB sobre a reta r, : 2xr —y = 2 e o lado
BD paralelo ao vetor v = (2,1). Determine os vértices A, B, C' e D
supondo que |AD| = /8 e D tem abscissa positiva.

Auto-avaliagao

Se voce resolveu os exercicios 1 a 3, entao assimilou bem as técnicas es-
tabelecidas para determinar as equagoes paramétricas de uma reta no plano.
Os exercicios 4 e 5 avaliam se os métodos para obter as equagoes paramétricas
a partir da equacao cartesiana, e vice-versa, foram bem entendidos. Fazendo
os exercicios 6 e 7, vocé vera se existe alguma dificuldade em entender o
paralelismo em termos de vetores, e se a nocao de dependéncia linear apli-

cada ao problema de determinar a posicao relativa de duas retas no plano
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foi compreendida. Faca os exercicios 8, 9 e 10 para avaliar se entendeu bem
os conceitos de dependéncia linear e combinacao linear. Os exercicios de 11
a 14 avaliam os seus conhecimentos gerais sobre estas trés primeiras aulas.

Reveja o Exemplo 19 antes de resolver os exercicios 12, 13 e 14.

Se voce entendeu bem os conceitos apresentados na aula, nao precisa resolver
todos os itens dos exercicios propostos, mas resolva pelo menos dois, para
fixar os conceitos. Se tiver dificuldade reveja o conteudo da aula, discuta

com seus colegas ou consulte os tutores para nao acumular duvidas.

MODULO 1 - AULA 3
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Produto Interno

Aula 4 — Produto Interno

Objetivos

e Definir as nogoes de angulo entre dois vetores, a norma de um vetor e a

operacao de produto interno.

e Compreender as propriedades basicas da norma e do produto interno, assim

como a relacao entre o produto interno e o conceito de angulo.

e Aplicar os conceitos de angulo, da norma e do produto interno em diversas
situagoes geométricas e relacionar a equacgao da reta com a nocao de produto

interno.

Nesta aula definiremos outra operacao entre vetores, o produto interno.

Para isso, introduzimos a nocao de angulo entre dois vetores.

Convencgao.

Sejam O, P e () pontos do plano e con-
. . = . —(360° — 6°)
sideremos o angulo POQ. Convenciona-

mos atribuir o sinal positivo a medida de
—_—

POQ quando esta for tomada no sentido
anti-hordario e o sinal negativo quando to-

mada no sentido hordrio. No angulo POQ o
Figura 4.1: POQ medido de PO

(veja a Figura 4.1) medimos, partindo da
para QO.

semi-reta que contém OP para a semi-reta

que contém OQ).
Se tomamos o sentido anti-horario obtemos

para P/O\Q medida positiva. Se tomarmos
o sentido horario, a medida é negativa. Se ey
a primeira medida for igual a 6° entao a
segunda é —(360° — 6°).

Observe que podemos medir o angulo P/O\Q

partindo da semi-reta que contém O() para

Figura 4.2: ?O\Q medido de QO
para PO.

a semi-reta que contém OP (veja a Figura
4.2). Desta forma, no sentido anti-horario
a medida do angulo é —6° e no sentido horario é (360° — 6°).

cosf° = cos(360° — 0°) j\COS(—G") = cos(—(360° — 6°)),

convencionamos em atribuir ao angulo PO(@ a menor medida positiva. Por

Sendo que

exemplo, ao angulo P/O\Q, mostrado nas Figuras 4.1 e 4.2, atribuimos a
medida 6.

MODULO 1 - AULA 4

Sobre a medida dos
angulos.
Lembre que um angulo pode
ser medido tanto em graus
quanto em radianos. A
medida de um angulo em
radianos, seguindo o sentido
anti-horario, é igual ao
comprimento do arco do
circulo de raio 1
determinado por esse angulo.
Assim, para determinar a
medida X em radianos que
corresponde & medida 6°,
usamos a seguinte regra de
proporgao, sabendo que a
medida de 360° corresponde
a 27 radianos:
0°: X :: 360°: 27
2760 -0

Isto &, X = S5 = 1s0-

Similarmente, a medida de

X radianos corresponde a 609,
360-X _ 180-X
27 .

™

onde: 0 =

CEDERJ



Angulo bem definido.
Note que a definicao de
(v, w’) nao depende dos
representantes de v’ e w .
De fato, sejam EFF e GH
. — T

tais que de v° = EF e

— Y
w =GH . Como EF e GH
sao equipolentes a AB e CD,
respectivamente, o angulo de
EF pra GH ¢ igual ao
angulo de AB para CD.

A norma esta bem

definida.

Se AB e C'D sao segmentos

equipolentes, entao

AB| = |CD]|. Logo, se
— R

v = AB , temos

AB| = |CD|. Isto ¢,

|v”|| independe do segmento

127l

orientado escolhido como

—
I'Cpl‘()S()Ilt‘(LIlt() de v".

CEDERJ
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Angulo entre segmentos orienta- B

dos.

Consideremos dois segmentos orienta-
dos AB e C'D. Sejam OP e OQ os
Unicos segmentos orientados com ori-
gem no ponto O que sao equipolentes

0
a AB e CD respectivamente. O dngulo Figura 4.3: Angulo entre segmentos ori-

de AB para C'D é o angulo P/O\Q coM  antados.
exigéncia de que sua medida seja to-
mada de OP para OC) (Figura 4.3).

Observacao.

e Se um dos segmentos orientados AB ou C'D for nulo, diremos que o angulo

entre eles é nulo.

e Observe que se A'B’ e C' D’ sao equipolentes a AB e C'D, respectivamente,

entao o angulo de A’B’ para C'D’ e igual ao angulo de AB para CD.

Definico 4.9 (Angulo entre vetores)

Sejam v~ e w vetores do plano. Consideremos AB e C'D segmentos orien-
. — - . — —~ A — —

tados tais que v = AB e w = CD . O angulo de v para w’, denotado

(v",w"), é o angulo de AB para CD.

), é
— — 57 . A p
Sev' =0 ouw =0 for nulo, dizemos que o angulo (w”, v") é nulo.

Sabendo que o médulo de um segmento orientado é igual a distancia

entre as suas extremidades, definimos o tamanho ou norma de um vetor.

Defini¢do 4.10 (Norma de um vetor)
: — . — ”
Sejam v” um vetor do plano e AB um segmento orientado tal que v" = AB .
. _ . — , ’
A norma, ou comprimento, do vetor v”, que designamos por ||v”]| é o médulo

do segmento AB:

[0l = |AB| = d(A, B)

Considerando um sistema cartesiano ortogonal de coordenadas do plano

com origem no ponto O e o ponto P = (z,y) tal que v = OP , temos:
|77l = |OP| = d(O, P) = /22 + y>

Na seguinte proposi¢ao reunimos as principais propriedades da norma.
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Proposicdo 4.8 (Propriedades da norma de um vetor)

Sejam v, w vetores do plano e A € R, entdo:
L [0 = 0;

2. ||[°]| = 0 se, e somente se, v é o vetor nulo;
3. A7 = NIl
4.

o7+ @' || < ||v°|| + ||w’||, esta é a chamada desigualdade triangular.

Demonstracao.
1. Como a distancia entre dois pontos do plano é sempre um nimero nao-
—
negativo, temos que se v = AB , entdo ||v'|| = |AB| = d(A, B) > 0.
2. Se v = AB , temos:
— _ —
|[v7]| = |AB| =d(A,B) =0<= A=B <= v =AB =

ﬁ

0
. — —

3. Consideremos o vetor v~ em coordenadas: v° = (z,y). Temos:

DTl = 0w 29) | = VO + () = VR + 42
= [AlV(22+y?) = [V
4. A seguir, a desigualdade triangular nao sera utilizada. No entanto, por

se tratar de uma importante propriedade da norma, apresentamos a sua

demonstragao no Apéndice B. [

Definicdo 4.11 (Vetor unitario)

Um vetor que tem norma igual a 1 é chamado unitdario.

Exemplo 4.1

a. Os vetores v° = (—1,0), e w = <§, —@) sa0 unitarios.

2 2
De fato, [T = /(12 + 2 = vI=Le @] =/ (£) + (_T6> _

/§+§_v@_1
9 9 Vo9

MODULO 1 - AULA 4

Lembre que...

Se r é um numero real
nao-negativo a sua raiz
quadrada é, por definigao, o
nimero real nao-negativo,
designado por /7, tal que

(V2 =r.

Na pratica...

Calculamos a norma de um
vetor a partir da sua
expressao em coordenadas.

Como no exemplo ao lado.

CEDERJ



Lembre que...
Na expressao que define o
. — =\ 2
produto interno, (v ,w’) é o

A — —
‘().Ilglll() de v para w .

CEDERJ
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2

b. O vetor u = (i %) nio é unitario, pois ||u’| = <72> + (%)2 =
/_ + 1 \/7 _3

Observacao.

Dado um vetor nao-nulo do plano, sempre podemos determinar dois vetores

. a . . —_
unitarios colineares a v .

Com efeito, se v° = (x,y) é um vetor ndo-nulo entdo ||v”|| é um niimero

real positivo.
— 1 —  —
Afirmamos que os vetores u~ = Y e w

v

1 — ~ el s
€ —WU sao unitarios e

. —
colineares a v .

De fato, u e w sao colineares a v pois sao multiplos de v, eles sao

unitarios, pois

7 = |7 = [ | 1= e = L -1
v 17l [[v7]] o7l
L= —y _ 177
@1 = |7 | =[] 17 = et = e =
el 1o 1o
Exemplo 4.2
Calcular os vetores unitérios paralelos ao vetor v~ = (-3, 2).
Solucio: A norma de v~ é |07 || = 1/(—=3)2 + 22 = v/13. Logo, os vetores:
— 1 3 2
T o= ——=(-3,2) = [——=, —
w2= (U5 vs)
e
- 1 3 p
o= (=32 = [, ———
000 ()

~ S . —
sao unitarios e colineares a v

Agora estamos em condigoes de definir o produto interno de dois vetores:

Defini¢do 4.12 (Produto interno)
Sejam v~ e w’ vetores do plano. O produto interno de v° e w’, denotado por

—_— —> 7 7
(v",w"), é o nimero real:

(W) =

— — —
v w’)

| cos(¥,

Antes de est abelecer as propriedades do produto interno, vejamos o

seu significado geométrico. Para isto, é necessario o seguinte conceito:
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—

Defini¢do 4.13 (Proje¢do ortogonal) AB” = projegio ortogonal
de 7 sobre

w

. N —— N —
Sejam v- = AB e w = AC vetores do
plano representados por segmentos orienta-
dos com a mesma origem. Tracemos a reta

que passa pelo ponto B e é perpendicular

a reta que contém AC. Seja B’ o ponto de

intersecao degsas duas retas. Figura 4.4: Projegao ortogonal.
O vetor AB' , que designamos por pr-v , é chamado a projecao ortogonal

— — . .
de v” sobre w (veja a Figura 4.4).

O produto interno esta intimamente relacionado ao conceito geométrico

de projecao ortogonal. -

De fato, suponhamos que w” seja B
T . , RN
um vetor unitario, isto é, |[w’|| = 1.
7 =AB
Tracemos o circulo de centro A e
. . l . d —_
raio igual ao comprimento (norma) de v”. e
Segue, da trlgonome_tfla, que O compri- e gD ﬁ;: i
7 . 7 & 1 —_

mento do vetor pry v~ ¢ igual ao produto de " ackre &/ lw’||=1

do raio do circulo, | v”||, pelo médulo de

cos(w » U ) (VeJa a Figura 4‘5)’ ou s€ja, Figura 4.5: Projegao ortogonal.

—
lpra o[l = [|IAB" || = |07]| - | cos(w”, 7).
Como cos(v",w’) = cos(—(v ,w’)) = cos(w’,v’) e ||w] =1, temos:
lpra 0"l = [[07]] ||| -| cos(v”, w)| = (0", w’)|
=1

. — s cy s z
Com isto, mostramos que: se w’' ¢ wm vetor unitario, o modulo do produto
. — — L. . . —
interno de v’ ew” € igual ao comprimento da projecao ortogonal de v™ sobre
—
w'.

Se o angulo (v",w") estd entre 0 e 2 (90°), temos |[pryv || = (v, 0’),

(
pois cos(v,w’) > 0, e se (v ,w) esta entre § e m, temos |[prgv

— — . —
—(v",w’), pois cos(v",w’) < 0.
. — — ~ .
Note, ainda, que para (v',w’) = 7 os vetores sao perpendiculares,
portanto, a projecao ortogonal de um vetor sobre o outro é o vetor nulo.
— s s . . ~ —
Portanto, se w” é um vetor unitario, a projecao ortogonal de v” sobre

RN . —
w’, que designamos por prgy v’ € o vetor:

— = = —>
pryv = (v, w)w

MODULO 1 - AULA 4

Observe que...
N = —
Se v ou w” é o vetor nulo
~ —

entdo (v ,w ) = 0. Note

. — -
também, que se v e w sao
unitarios, entao
— — — —
(v, w’) = cos(v’,w’). Nesse
sentido, as nogoes de angulo
e produto interno sao

essencialmente equivalentes.

CEDERJ
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Na seguinte proposicao, apresentamos as propriedades basicas do pro-

duto interno.

Proposicdo 4.9 (Propriedades do produto interno)
Para quaisquer vetores u , v, w e para qualquer ntimero real \, valem as

propriedades:
v ,w) = {w,v), propriedade comutativa;
2 AT ) = AT, ) = (7 NT):

(
3. (w, v +w)=(u,v)+ (u,w), propriedade distributiva.

Demonstracgao.
. ;- — — — —
Propriedade 1: J4 vimos que cos(v’,w’) = cos(w’,v"). Segue deste

fato e da propriedade comutativa do produto dos nimeros reais, que
o[ w’|| = fl@"|| 7] -
Logo,
(v, w") = [V [|w|| cos(v”, w”) = [|w’[| [[v7]| cos(w, v7) = (w", V") .

Propriedade 2: Se A = 0 a propriedade é facilmente verificada pois A0~

—_ o
e \w’ sdo vetores nulos.

Consideremos o caso em que A > 0.
Analisemos primeiro os moédulos.
Como ||[Av7|| = |A|[|7”]|, para qualquer ve-

— , o,
tor v°, e A é positivo, temos

H)\U_w = )\HTH e H)@TH = )\HQ?H ) Figura 4.6: Angulos com \ > 0.

. N , .. —
Analisemos, agora, os angulos. Como A é positivo, o vetor A\v”~ tem o
. — — . —_
mesmo sentido que v° e A\w” tem o mesmo sentido de w’.
~ — — — — — = A .
Logo os angulos (v, w"), (Av",w’) e (v, \w’) tém a mesma medida

(veja a Figura 4.6).

Portanto,
cos(v',w’) = cos(Av ,w’) = cos(v, A\w’)
Logo,
W W) = AT @] cos(av”, w") = [AL[[07]] |w|| cos(v”, w”)

v
= A7 [w]| cos(v”, w") = A{v", w’).
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Analogamente, concluimos que
(T AT = M7, 7).

Consideremos agora o caso em que A < 0.

Primeiro analisemos os mddulos: como A < 0, temos |A\| = —A, assim:
IO [ = A7) = =Alv7l,
e
A’ || = [A[lfw’ ]| = =Allw’||.

Agora, analisemos os angulos: w

como A < 0, A\v_ e v tém sentidos

opostos. Logo \w’ e w também o

~ . A<
tem sentidos opostos.

Portanto, se o angulo (v, w’)
H

mede 6, entdo o angulo (Av",w’)

mede 0, veja a Figura 4.7.
T+, ve) g Figura 4.7: Andlise do angulo com A < 0.

Segue, das identidades trigo-

nométricas, que

cos(m +0) = —cos = —cos(v,w).
Logo
(W7 w7) = AT @] cos(AV”, W)
= AV @ [|(— cos(v”, "))
= MNv,w).

Propriedade 3: Para demonstrar a propriedade distributiva, precisamos
da expressao do produto interno em coordenadas. Para obter essa expressao

utilizaremos a Lei dos cossenos (veja a nota ao lado).

Proposi¢do 4.10 (Expressdo do produto interno em coordenadas)

Sejam v = (x1,y1) e W = (9,%2) vetores do plano. Entdo:

(v, W) = x122 + Y192 (4.1)

Demonstracao. Observe que a relagao (4.1) é vélida quando algum dos
/ . —
vetores é o vetor nulo. Portanto, consideremos apenas o caso em que v’ e w

sdo vetores nao-nulos (Figura 4.9).

MODULO 1 - AULA 4

Identidades
trigonométricas...

Se v e 3 sdao duas medidas
de angulos, entao:

cos(a+ ) =

cos acos B — sen asen 3

e

sen(a + 3) =

cos asen 3 + sen a cos 3

Lei dos cossenos.

Se A, B e C sao pontos
distintos do plano,
a=|BC|, b=|AC],
c=|AB| e a= B/—\\('

B = ,ﬁ?‘ ¥ = —\/CVI entao:

a? = b2 + 2 — 2bc cos a
b2 = a? 4 ¢2 — 2ac cos Jé]

2 =a?2+b*—2abcosy

C

X
H ’B

c B

Figura 4.8: Lei dos cos-

senos no triangulo ABC'.

Nota importante.

A lei dos cossenos continua
véalida mesmo que os pontos
A, B e C sejam colineares.

Veja o Apéndice.

CEDERJ
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AR
1y
b C
J a 7

Figura 4.9: Produto in-

terno e lei dos cossenos.

CEDERJ

Sejam a = ||V, b = |w’||, ¢ = ||[w — v’|| e v a medida do angulo
(v',w"). Usando a lei dos cossenos, temos: ¢ = a® +b> —2abcos 7.
Logo, [ = 07| = [07|* + [|w[|* — 2[| 0" || [}’ ]| cos(v”, w) .

Como w’ — v = (x3 — 21,2 — y1), obtemos:

| =07 |]> = (z2—x1)*+ (Y2 — 1)’
= x% + xf — 21179 + y% + y% — 21192, (4.2)
e, também:
1277+ |w'? = 2[77|[|w’| cos(v",w") = [|[V]]* + |w'|]* = 2(v",w")
= xf—l—xgjtyf—l—y%—Z(v_),@T). (4.3)

A férmula (4.1) resulta igualando (4.2) e (4.3), e cancelando os termos

comuns. O

Estamos agora em condicoes de demonstrar a propriedade distributiva

do produto interno:

Com respeito a um sistema ortogonal de coordenadas, sejam

u=(z1,11), v=(22,92) e w=(x3,y3)

Usando as propriedades das operacoes em R e a férmula 4.1, temos:

(7, v+ ?7> = (w1, y1), (w2 + 23,92 + y3)) = 21(22 + 3) + Y1 (Y2 + ¥3)
= 11T + 123 + V1Yo + Y1y3 = (0122 + y1ye) + (2123 + 11Y3)

= (u,0)+ (u,w).
Com isto terminamos a prova da proposicao 4.9. [J

Observacao.

e Se v~ é um vetor qualquer do plano, entéo:

@, 7) = |7

De fato, como a medida do angulo (v, v") é 0 radianos (ou 0°), temos

cos(v',v’) =cos0 =1 e

(W, 07) = [ [7]| cos(v”,v7) = [[v"]*.
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e Quando analisamos a representacao geométrica do produto interno em
. ~ . — ., . ~
termos da projecao ortogonal vimos que, se w~ é um vetor unitario, entao a
CE — — —
projecao ortogonal przv” do vetor v’ sobre o vetor w” é
— —\—
(0", w’)

—
prov. = (v, wHw .

_ ~ ’ s . ~ .
Se o vetor w’ nao é unitario, mas apenas nao-nulo, consideramos o vetor

ue é unitério, paralelo a w e com igual sentido. Definimos a projecio

— — . - —_— .
de v" sobre w” como sendo a projecao de v° sobre ——, que designamos por

pro-v . Usando a Propriedade 2 do produto 1ntern0 temos:

— — U_') ’U' <T w > —
Prozv = v, = — — — 5 W
[ /2 i O (T

Terminamos esta aula ilustrando a importancia do produto interno com

uma série de exemplos e consideragoes geométricas.

Exemplo 4.3
Determinar o valor de a € R tal que os vetores v° = (a,1) e w = (2,3)
tenham produto interno igual a 15. Achar, também, o cosseno do angulo

s~ — —
formado por esses vetores e a projecao ortogonal de v sobre w’.

Solucao: Usando a caracterizacao do produto interno em termos de coorde-

nadas, temos:

v, W) ={(a,1),(2,3)=a-2+1-3=2a+3.

Logo, (v',w’) = 15 se, e somente se, 2a + 3 = 15. Portanto, a = 6 e
= (6,1).
- . Y @@
Da defini¢ao do produto interno, temos cos(v’,w’) = GG

o7l
Como [[o7] = [|(6, )] = V67 +12 = V3T e [[w']| = [[(2.3)]| = V22 +3% =
VA +9 =+/13, temos:
— — 15
v,w) =

cos(v’, NNk

: . ~ — — 7
Finalmente, a projecao de v’ sobre w” é o vetor:

S T G (23)—<@ ﬁ)
et = amE Y T wvoe Y T\ 1)

Exemplo 4.4
Determinar os valores m € R que fazem a projecio ortogonal do vetor v~ =

(m +1,m — 1) sobre o vetor w" = (m, 1 — m) ser unitaria.

MODULO 1 -

AULA 4
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ﬁ
vl

Solugao: Como |prpv’| = T temos :
w

[{((m+1,m—1),(m,1—m))]

preyv|=1 < R s— =1
— [(m+1,m—1),(m,1—m))|=+/m2+(1—m)?
— |m>+m—m?+2m—1]=+/m2+ (1 —m)?
— [3m—1]=m?2+ (1 —m)?
— [Bm—12=(Vm?2+ (1 -—m)?)?
= Im*—6m+1=m*+1-2m+m?
= Tm?>—4m =0
<~ m=0 ou T"Tm-4=0
b <~ m=0 ou m= é .
_______ a 7
A T
i : Defini¢do 4.14 (Ortogonalidade de vetores)
E v : Dois vetores v e w” do plano sao chamados ortogonais, ou perpendiculares, e
_Ib T (:; T escrevernos
= ___:_%w, v 1w, se o produto interno entre eles é nulo.
Isto é:
Figura 4.10: Vetores v LW = (v, w7) =0
oo Como (v, w’) = ||v"|| [|[w’]|| cos(v”,w"), concluimos que:
v Lw se, esomente se, v = 0 ouw =0 ou cos(v ,w ) =0

AR . . . ~ — — . ,
A ultima alternativa significa que o angulo entre v” e w” é reto, isto é,

a sua medida ¢ 90° (ou seja 7§ radianos).
Observacao.

. — ~ ~ — s
Seja v° = (a,b) um vetor nao-nulo. Entao, um vetor w™ ¢ ortogonal a

— —
v’ se, e somente se, w = (—Ab, A\a) para algum escalar A € R.

De fato, um vetor w” = (c, d) é ortogonal a v~ = (a, b) se, e somente se,

(@, @) = ((a,b), (¢, d)) = ac + bd = 0.

c d
No entanto, na Aula 3, vimos que det =ac+bd = 0 se, e
—b a
somente se, o vetor (¢,d) é miltiplo do vetor (—b,a). Isto é, se, e somente

se, existe um escalar A € R, tal que (¢,d) = A(=b,a) = (—Ab, Aa).

Exemplo 4.5
Os vetores v = (v/2,1) e w’ = (—2v/2,4) sdo ortogonais, pois:

CEDERJ |
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(U, 0') =v2(-2v2) +1(4) = -4+ 4 =0.
No entanto, se & = (1,2), entao 0o W e v nao sao ortogonais. De fato:

(W, v7) =1(v2) +2(1) = V2 +2 #0.

O conceito de ortogonalidade entre vetores, permite dar um significado

geométrico aos coeficientes da equacao cartesiana de uma reta.
Sejam A = (z1,y1) ¢ B = (22,y2) pontos da reta r : ax + by = c.
Entao,
axr, + by, =c e axs + by =c.
[gualando os lados esquerdos dessas identidades, obtemos:
axy + by, = axy + by, .
Logo, a(zy — x1) + b(ya — y1) = 0 e, portanto:
(7", AB)) = ((a,h), AB') =
Isto é, " = (a, b) é ortogonal a qualquer vetor direcdo da reta r.
Este fato motiva a seguinte definicao.
Definicdo 4.15

— . .
Um vetor v” é dito normal, ortogonal ou perpendicular a uma reta r, se ele

for ortogonal a qualquer vetor diregao da reta r.

Pelo visto anteriormente, temos:

— , s
n = (a,b) é um vetor normal a reta r : ax + by = c.

Exemplo 4.6
Seja A = (1,—3) um ponto do plano. Determinar a equagao cartesiana da

reta r que passa por A e é perpendicular ao vetor v’ = (—4,5).
Solucao: A equagao cartesiana de r é da forma —4x + 5y = c.
Como A pertence a r temos —4(1) + 5(—3) = ¢. Isto ¢, ¢ = —19.
Portanto, a equacao de r ¢ —4x + by = —19.

Exemplo 4.7

Dar as equacoes paramétricas da reta r : 3z —y +2 = 0.

Solucio: Da equacdo cartesiana de r obtemos que 77 = (3,—1) é um
vetor normal a 7.

Logo o vetor 5 = (—(—1),3) = (1,3), que é perpendicular a 7", é um vetor
direcao de r.

Além disso, observe que o ponto A = (0,2) pertence a 7.

MODULO 1 -

AULA 4
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Portanto, as equagoes paramétricas de r sao:

r=0+1-¢ , x=t
r: ,teR. Istoé, 1r: ,teR.
y=2+3-t y=2+3t

Compare com as técnicas desenvolvidas na Aula 3.

Exemplo 4.8
Determinar a equacao cartesiana da reta r, onde:
r=2-3t

r: ,teR.
y=1+t

Solucao: A partir da forma das equacoes paramétricas, vemos que r ¢é a reta
que passa pelo ponto A = (2, 1) com direcao 5 = (=3,1).

Logo, o vetor 17 = (—1,—3) é um vetor normal a 7.

Portanto, a equacao cartesiana de r é da forma (—1)z + (—=3)y = c.

Para determinarmos o valor de ¢, substituimos as coordenadas do ponto A
na identidade (—1)z + (=3)y = ¢ :
(=D2) +(=3)1) =¢,
ou seja ¢ = —H e a equacao cartesiana de r é —x — 3y = —5H, ou seja,
multiplicando por —1:
r:r+3y=>5.

Exemplo 4.9
Seja A = (1,—3). Dar a equacao cartesiana da reta r que contém A e é
perpendicular a reta s de equacoes paramétricas:

r=2-3t
s : ,teR
y=1+t

Solucao:  Das equagoes paramétricas de s obtemos um vetor direcao
5 = (—3,1). Esse vetor é perpendicular as retas perpendiculares a s.
Assim, a reta r que procuramos deve ter a sua equacao cartesiana na forma
—3z + y = ¢, onde o valor de ¢ é determinado substituindo as coordenadas
do ponto A: —3(1) 4+ (—=3) = ¢, isto é, ¢ = —6.
Portanto, a equacao cartesiana de r é:

r:—=3r+y=—6.

A nocao geométrica de angulo entre duas retas do plano é também

reformulada analiticamente a partir do produto interno, veja:

Definicdo 4.16 (Angulo entre duas retas do plano)

: . — — ~
Sejam r e s retas do plano e sejam v, w" vetores nao-nulos paralelos a r
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e s respectivamente. Definimos o angulo entre r ¢ s como sendo o angulo

de medida # com 0 < 0 < g radianos (ou seja, entre 0° e 90°), tal que:

(07, w’))]
cos = |cos(v”, w ‘

==
[V flw

Isto é, o angulo entre duas retas é o menor angulo positivo por elas

Figura 4.11: Angulo

entre r e s.

determinado.

Exemplo 4.10

Determinemos o cosseno do angulo entre as retas r e s dadas por:

Observe que...
Duas retas sao

T = Qt -1 perpendiculares se o angulo
ro 3 — 4y =1 e S , t € R. entre elas é reto (% radianos,
Yy = —t ou seja 90°).

Solucdo: Da equacio cartesiana de 7 vemos que 17 = (3, —4) L r.

Logo, v” = (—(—4),3) = (4,3), que é perpendicular a 77, é um vetor direcio
de r.

Das equacoes de s vemos que w = (2, —1) é um vetor direcdo de s.

Calculando, temos:

7] = \/42+32 V16 +9=+v25=5,
||| = V224 (-1)2=V4+1=15,
(v, w) = 4(2)+3(—1):8—3:5.

Portanto, o cosseno da medida 6 do angulo entre r e s é

1
cosl) = — = —.

5V Vb

Defini¢do 4.17 (Mediatriz de um segmento)

Seja AB um segmento no plano e seja M o seu ponto médio. A reta r que é
perpendicular a reta que contém A e B e passa pelo ponto M é chamada a
mediatriz de AB.

Exemplo 4.11
Determinar a equacao cartesiana da mediatriz r do segmento AB, onde
A=(2,3) e B=(5,4).
—
Solugao: Como o vetor AB = (5 —2,4—3) = (3,1) é perpendicular a

mediatriz do segmento AB, a equacao da mediatriz é

r:3r+y=c
Ja que o ponto médio M = (2 + 5,3 +4) = (, 1) do segmento AB pertence
a reta r, temos: 3-%—1—%:0 Istoé, c=4- 5214.

CEDERJ
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Portanto, a equacao cartesiana da mediatriz é

r: 3rx+y=14.
Exemplo 4.12

Determinar as equagoes das retas que passam pelo ponto (2, —1) formando
um angulo de 45° com areta r : 2z —3y+7=0.

Solucio: Seja v = (a,b) o vetor direcio de uma das retas procuradas.

O vetor (2,—3) é perpendicular a r, logo (3,2) é um vetor diregao de r.

Pela definicao do angulo entre duas retas, temos:
2 2 2
i = c0s45% = (), (3,2)) = 3a +2b

2 (e, D)III3,21)  ll(a B3 2]

logo,

V2]|(a, )13, 2)|| = 2(3a + 2b).

Tomando quadrados em ambos os lados dessa igualdade, obtemos:
2(a® + b*)(3% + 2%) = 4(3a + 2b)?,
e, efetuando os produtos, temos:
130 + 13b° = 18a® + 24 a b+ 8b°.
Agrupando os termos nesta igualdade, obtemos

5a®> — 5b% +24ab=0.

Isto é,
502 + 24 ab = 5%,
ou seja,
24
ad+=ab=10.
D
Completando o quadrado, temos:
2 2 122 2
a’ —|— —ab+ —b =b"+ 50,
ou seja,
12 \? 169 13
70 =gr=(50)
<a 3 25 5
Portanto, b . ) 3
1 1
Isto é,a = % b ou a=—5b. Logo, os vetores direcao das retas procuradas

sao da forma (£b,b) ou (—5b,b).
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Assim, fazendo b = 5 no primeiro vetor e b = 1 no segundo, obtemos os

vetores dire¢ao (1,5) e (—5,1), que sdo mutuamente perpendiculares.

Logo, as duas retas possiveis sao da forma:
T+ Dy =¢c ou —dr+y=cy.

As constantes c¢; e ¢y sao determinadas sabendo que as retas passam pelo
ponto (2, —1):

g =2+5(-1)=-3 e ey = —5(2) + (1) = —11.
Portanto, as retas procuradas tém equacoes cartesianas:

T+ 5y =—-3 e —br+y=—11.

Exemplo 4.13

Determinar o ponto P’ simétrico ao ponto P = (4,1) com respeito a reta
ro2r—y=2.

Solucao: Para obtermos o ponto P’ tracamos a reta ¢ perpendicular & reta
r que passa por P. Essa reta intersecta r em um ponto ). O ponto P’
procurado é o ponto tal que ) é o ponto médio de PP’. Isto é, @) = W
Como o vetor (2, —1) é perpendicular a reta r, entao ele é um vetor dire¢ao
da reta £.

Portanto, (1,2) é perpendicular a reta ¢ e a sua equagao cartesiana tem a
forma ¢ :x + 2y = ¢, onde o niimero c¢ é obtido substituindo, na equacao de
s, as coordenadas de P: ¢ =4+ 2(1) = 6. Logo, ¢ : z+ 2y = 6.
Para obter o ponto () resolvemos o sistema dado pelas equacoes das retas r
el
20 —y =2
r+2y==6
e obtemos @ = (2,2).
. ~ % —)
Da condicao QP' = P(Q , calculamos as coordenadas de P’ = (x,y): (z —

2,y—2)=(2—-4,2—1). Logo: P'=(0,3).

Observacao.

Um problema geométrico interessante é o seguinte: dadas as retas r e s,
determinar a reta 7', simétrica a reta r em relacao a s (veja a Figura 4.13).
A reta 1’ é obtida da seguinte forma: seja P € r tal que P ¢ s. Como no

Exemplo 4.13, tomamos o ponto P’ simétrico de P em relacao a reta s.

MODULO 1 -

AULA 4

B
Df

Figura 4.12: Exemplo

4.13.
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Figura 4.13: A reta r’
é simétrica a reta r em

relacao a reta s.

CEDERJ

e Se r e s nao sao paralelas, ' é a reta que passa por P’ e pelo ponto de

intersecao de r e s.

e Se r e s sao paralelas, entao r’ é a reta que passa por P’ e tem a direcao

de r.

Exemplo 4.14

Determinar os pontos C' e B de modo que a projecao ortogonal do segmento
AB sobre a reta r : x4+ 3y = 6 seja o segmento C'D, onde A = (1,1),
D = (3,1) e AB é um segmento contido numa reta paralela ao vetor (2,1).

Solugao: Como AB C s, onde s é uma reta paralela ao vetor (2,1), temos

que:
—
OB =0A 4+ \2,1)=(14+2X1+)\), para algum X\ € R.

A reta s’ que é perpendicular a reta r e passa por A tem por equacao carte-
siana:
s 3z —y=2 (Verifique!).

6 8 Y. i
2, 7) (vocé ja sabe que para determinar

o ponto C' basta resolver o sistema dado pelas equagoes de 7 e s').

Entao s intersecta r no ponto C' = (

Similarmente, seja ¢ a reta perpendicular a reta r que passa por D:
(. 3x—y=28.

Como D é a projecao ortogonal do ponto B sobre a reta r, e £ é perpendicular
a reta r, entdo B € (. Portanto, as coordenadas de B = (1 4+ 2\, 1+ \)

satisfazem a equacao de ¢:
6:3(14—2)\)—(1—1-)\):8:>5)\+2:8:>)\:g.

Logo B=(1+2-§,1+%) = (4, ).

Resumo

Nesta aula est a belecemos a nocao de produto interno entre dois veto-
res do plano. Para isto foi necessario reest a belecer a nogao de angulo entre
segmentos e definir o conceito de norma ou comprimento de um vetor. Vimos
as propriedades da norma e do produto interno, interpretamos geometrica-
mente o produto interno por meio da projecao ortogonal de um vetor sobre
outro. Obtivemos as expressoes da norma em coordenadas e aplicamos esses

conceitos em diversas situagoes geométricas.
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Exercicios

1.

Verifique que os pontos (2,5), (8, —1) e (—2,1) sdao vértices de um
triangulo retangulo.

Determine a equacgao cartesiana da reta:

a. paralela a reta 2z + 5y = 1 que passa pelo ponto (1, 2).

b. perpendicular a reta y = 3x + 1 que passa pelo ponto (—3,1).

c. perpendicular a reta x = 3 que passa pelo ponto (2,0).

Sejam A = (—1,2), B=(1,3) e C = (0,—4) pontos do plano. Deter-
mine a bissetriz do angulo BAC.

Indicagao: Lembre que a bissetriz de um angulo é a reta que divide em dois

outros angulos de medidas iguais.

Considere os pontos B’ na semi-reta AB e C’ na semi-reta AC tais que

— —_ . I —> — 7
v = AB' e w = AC’' sejam unitdrios. Observe que o vetor v" + w ¢ a

direcao da reta desejada.

Determine a reta simétrica a reta r em relacao a reta s, onde:
a.r:dr—y=3es:2zx—y=—1.

b.r:2rx—3y=1,e s:2x—-3y=2.

. Determine as equagoes das retas que passam pelo ponto P = (1,1) e

formam, cada uma, um angulo de 30° com areta r : x — 3y = 1.

Dados os pontos A = (1,0), B =(2,4),C = (2,1) eareta r : 3x—2y =
—
4, determine D € r tal que o vetor CD seja a projecao ortogonal do

—_—
vetor AB sobre r.

Seja r a mediatriz do segmento AB, onde A = (5,3) e B = (1,—1).
Determine pontos C, D € r de modo que AC'BD seja um quadrado.

. Determine a,b € R de modo que a projecao ortogonal do segmento

AB sobre a reta x — 2y = 1 seja o segmento C'D, onde C' = (1,0),
D=(3,1), A= (0,a) e B=(1,b).

. Seja P o paralelogramo ABC D, cujas diagonais sao perpendiculares e

se cortam no ponto M = (2,2). Se A = (1,1) e o comprimento de lado
AB é igual a v/10, determine os outros vértices de P.

MODULO 1 -

AULA 4
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10.

11.

12.

A hipotenusa de um triangulo retangulo ABC' esta sobre a reta 2x +
3y = 5. O vértice A do angulo reto é o ponto (1,—1) e o vértice B tem

abscissa —2. Determine as coordenadas dos vértices B e C.

Seja BB' um segmento que contém o segmento BA, onde A = (1,1)
¢ o ponto médio de BB’ ¢ AB 6 paralelo ao vetor v~ = (2,1). Se a
projecao ortogonal de B sobre aretar : 43y =5 é o ponto C' = (2, 1),
determine as coordenadas do ponto B’.

Seja P o paralelogramo ABCD, com o lado AB sobre a reta r e uma
das diagonais sobre a reta s, onde:

r:rx+2y=1 e s:x4+y=2.

Se o ponto médio da diagonal AC' é o ponto M = (1, 1) e as diagonais

sao perpendiculares, determine os vértices e a area de P.

Auto-avaliagao

Os exercicios acima avaliam se vocé assimilou todos os conceitos apre-

sentados nesta aula. Em cada um desses exercicios, os conceitos de produto

interno, norma, perpendicularidade e medida de angulos sao manipulados de

forma unificada. Caso tenha dificuldade ao resolve-los, volte e reveja os con-

ceitos apresentados. Lembre-se que os tutores podem ajudé-lo. Nao esqueca

de trocar idéias com os seus colegas.

Apeéndice A. Lei dos cossenos

Nesta aula usamos a Lei dos cossenos para obter a expressao do pro-

duto interno em termos de coordenadas. Apenas para complementar a nossa

exposi¢ao, lembramos aqui os detalhes sobre esse importante resultado:

Figura 4.14: Lei dos

cossenos no triangulo

Proposicao. (Lei dos cossenos)

ABC,0<a<T. Sejam A, B e C pontos distintos do plano. Denotemos a = |BC|, b = |AC|,
c=|AB| e a = BAC, = ABC, v= ACB. Entao:
a’> =b*+c*—2bc cosa
b =a®+ - 2ac cos 3
2 =a’+b>—2ab cosy

Demonstracao. Consideremos separadamente o caso em que os pontos nao

Figura 4.15: Lei dos

cossenos no triangulo

sao colineares e o caso em que os pontos sao colineares.

ABC, 3 <a<m. Caso 1. Os pontos A, B e C' nao sao colineares.

CEDERJ |
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Tracando a altura C'H em relacao ao lado AB e aplicando o Teorema
de Pitégoras ao triangulo H BC, temos a* = |BH|* + |CH|?.
Observe que, se 0 < o < 7, como na Figura 4.14, entao:
|AH| =bcosa, |[CH|=bsena e |BH|=c¢—|AH|=c—bcosa.
Logo,
a’ = (c—bcosa)? + (bsen a)?
= ¢? — 2bccos a + b2 cos? o + b? sen? «
= ¢? — 2bccos a + b?(cos? o + sen? a)
=c?+b* — 2bccos .
As outras relagoes sao obtidas tracando as outras alturas.
Se § < a <7, entdo: [AH|=b|cos(m —a)|, |[CH| = b|sen(r —a)| e
|BH| =c+ |AH|.
O resto dos calculos segue como no caso em que 0 < a < 7.
Caso 2. Os pontos A, B e C' sao colineares.
De fato, sejam a = |BC|, b = |AC| e ¢ = |AB]|.
Suponhamos que B esteja entre A b
e C' (veja a Figura 4.16). .
( ) ) A ¢ B a %
Entao, Figura 4.16: Lei dos cossenos: A, B e
e o angulo « entre AB e AC é nulo, C colineares.
cosa =1, a =0b— c e temos:
a? =b>+c? —2bc = b? + c? — 2bccos o .
e 0 angulo 3 entre BAe BC é 7w, cos3=—1,b=a+ ce temos:
?=a?>+c*+2ab=a’®+c®>—2accosf.
e 0 angulo v entre CA e CB é nulo, cosy =1, ¢ = b — a e temos:
A=a*+b—2ab=a*>+b>—2abcosy.
O caso em que A estd entre B e C' e o caso em que C estd entre A e B
sao analisados de maneira similar. [

AULA 4
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Desigualdade triangular.
A interpretagdo geométrica
da desigualdade triangular é
que, num triangulo qualquer,
a soma dos comprimentos
de dois lados é sempre
maior que o comprimento do
terceiro lado.

Observe que, representando
os comprimentos de dois dos
lados de um triangulo por
meio das normas dos vetores
v e w, o terceiro lado é
representado pela norma do

— —
vetor v' +w’.

Figura 4.17: Desigual-

dade triangular.

Lembre que...

Se a e b sao nimeros reais
nao negativos, entao a
desigualdade a < b equivale
3 desigualdade a? < b2 pois
a fungdo f(x) =22, x>0, é
crescente.

CEDERJ

Apendice B. A desigualdade triangular

Neste apéndice vamos demonstrar a desigualdade triangular anunciada
na propriedade 4, da Proposicao 4.8:

. — =
Para quaisquer vetores v° e w” do plano, temos:

1" + @[ < [[7]| + @]

. — — .
Antes de demonstrarmos a desigualdade, observe que se v’ e w’ sao

vetores do plano, entao:

(W7, @] < o7 @l

Com efeito, sabemos que o cosseno de um angulo qualquer é um ntimero
real pertencente ao intervalo [—1, 1], logo | cos(v”,w’)| < 1 e temos:

)| <[l 1 = (|77} o]l -

(07, @) = [[o7]| [li”| | cos(v”, w”

Demonstracao da desigualdade triangular.

Como a norma de um vetor ¢ um nimero nao negativo, vemos que a

desigualdade triangular é equivalente a seguinte desigualdade:
10" + @’ < (I177]] + [[@"[))?

Para demonstrar esta desigualdade, desenvolvemos o lado direito usando
a propriedade distributiva do produto interno e as observagoes acima:
={(v +w,v +w)
v, v+ 20, w) + (W', w)
H7W+NKWHWWW
10711+ 2[[07 || 1w’ || + [|w’]|?
(7] + lw’])?

demonstrando assim a desigualdade triangular. L.

107+’

IA Il
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Aula 5 — Produto interno - Aplicacoes

Objetivos
e Calcular areas de paralelogramos e triangulos.
e Calcular a distancia de um ponto a uma reta e entre duas retas.

e Determinar as bissetrizes de duas retas concorrentes.

Nesta aula vamos usar o produto interno e a norma para calcular areas
de paralelogramos e triangulos e calcular distancias entre pontos e retas e
entre retas paralelas. Afinal, todas as situagoes geométricas no plano que
envolvem a determinacao de distancias e angulos no plano, podem ser anali-

sadas em termos de produtos internos de vetores.

Areas de paralelogramos e tridngulos.

Sabemos que a area de um paralelogramo ABC'D é o produto da medida
de um dos seus lados pela altura em relacao a esse lado. No paralelogramo
da Figura 5.1, DD’ é a altura em relacao ao lado AB, logo:

Area de ABCD = |AB|-|DD/|.

Se a = ﬁ), segue da trigonometria que |DD'| = |AD||senal e substi-

tuindo expressao da area, obtemos:
Area de ABCD = |AB| - |AD| - |senal.

Para expressar essa drea em termos do produto interno, consideremos

~ N —_ — - ~
os vetores nao-nulos v" = AB e w = AD . Entao,

|AB| =[], |AD| = [lw’],

e
|senal = |sen(v’,w’)|,
onde (v, w’) é o angulo de v~ para w . Substituindo na expressio da 4rea,
temos
Area de ABCD = ||v|| - |[w']| - | sen(v”, @) . (5.1)
-, =, — (v, w’)
Como v #0 e w # 0 , temos cos(v ,w’) = T 7]

, . — — — —
Além disso, sabemos que sen?(v ,w’) =1 — cos?*(v",w’).

Logo,

MODULO 1 -

AULA 5

D'

Figura 5.1: Paralelo-
gramo ABCD.

Lembre que...

Um paralelogramo é um

quadrilatero que tem lados

opostos paralelos.

Voceé pode verificar que isso

implica que os lados opostos

sao congruentes.

Lembre que...

A relacao cos? 6 + sen? 6 = 1

é valida qualquer que seja o

angulo 0. Dessa relagao,

obtemos sen?6 = 1 — cos20.

Logo, |sen | = /1 — cos2 6,

para todo

0.

CEDERJ
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Figura 5.2: Exemplo

CEDERJ

1
Y )
|sen(v”, w’)| (1 cos“(v",w")

:O|wﬁ@
(

1

072w’ ||* = (0", w )2
— 0 —
072w |2

VIF2@ |2 - @, @)

Substituindo essa expressao na identidade (5.1), temos:

/ JIT @ P - @ @)
Area de ABCD = ||v'||||@ va I

- w\vu @ |2 — (7, w2

Como " =AB , @ = AD , ||7]| = |AB| e ||@’|| = |AD|:

¢ _— — 2
Area de ABCD = \/|AB[2\AD|2 — (AB ,AD ) (5.2)

Exemplo 5.1
Sejam os pontos A = (0,—1), B = (3,0), C = (1,2) e D = (—2,1). Mostrar
que o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo e calculemos sua area.

Solucao: Para mostrar que o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo, basta

verificar que seus lados opostos sao paralelos. Isso equivale a mostrar que os
—_— = . — = , B

vetores AB e C'D sao colineares e que os vetores AD e BC' também sao

colineares.
AB =(3-0,0—(~1)) = (3,1), CD =(-2-1,1-2)=(-3,-1),
— —>
AD =(-2-0,1-(-1))=(-2,2), BC =(1-3,2—-0)=(-2,2).
—_— e T — —_—
Dessas expressoes vemos que AB ¢ colinear a C'D e AD ¢é colinear a BC' .
Para determinar a area de ABC'D calculamos:
|AB| = 32+ 12 = V10, |AD|= /(22422 =8
_
(AB ,AD ) =((3,1),(=2,2)) =3 x (-2)+1x2=—-6+2=—4.

Substituindo esses valores na férmula (5.2), obtemos:

Area de ABCD = \/|ABP|AD] — (AB ,AD )2 = \/T0 x 8 — (-4
= /80 — 16 = v/64 = 8 unidades de &rea.
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Consideremos agora um triangulo ABC. Sabemos que sua area é a
metade do produto do comprimento de um dos lados pela altura em relacao
a esse lado (Figura 5.2). Portanto, se AB é o lado considerado e C'C" é a
altura, entao:

Area de ABC = }|AB|-|CC".

Sendo |AB|-|CC’| a érea do paralelogramo ABA'C' (Figura 5.3), onde

A’ é o ponto de intersecao da reta paralela ao segmento AC' que passa por

B com a reta paralela e AB que passa por C, obtemos:

Area de ABC = 1\/|ABJ|AC|2 — (AB, AC )2 (5.3)

Distancia de um ponto a uma reta.

Seja r uma reta e P um ponto do plano. A distancia de P a r, que
denotamos d(P,r) é assim definida: a reta s que passa pelo ponto P e é
perpendicular a reta r, intersecta r num tnico ponto Py. A distancia de P a
r é a distancia de P a Py, isto é (veja a Figura 5.4):

d(P,r) = |PPFy.

Note que se Q € r, (Q # Py, entao a distancia de P a () é maior que a
distancia de P a Py, pois no triangulo PPy, o lado P(Q é oposto ao angulo
reto, sendo, portanto, o maior dos lados desse triangulo.

Observacao.

Per=d(P,r)=0,pois Ph=Pe d(P,r)=|PPR| =|PP|=0.

Vejamos agora como calcular a distancia de um ponto P = (x1,y;) a
uma reta r: ax + by = c.

Da Aula 4, sabemos que n = (a,b) é um vetor normal (perpendicular)
a reta r.

Portanto, a reta s que passa por P e é perpendicular a r tem equacoes
paramétricas:

Tr=x1 +at
5 ! , teR.
y=1uy +bt
Como {Py} =rNs, o ponto Py é um ponto de s.
Logo, existe um numero real ¢y, tal que Py = (21 + atg, y; + blyp).

Pela definicao da distancia de um ponto a uma reta, temos:

d(P,r) = |PP0|:\/($1+at0—$1)2+(y1+bto—y1)2

= y/a?t: + b3 = |to|Va® + b?.

MODULO 1 - AULA 5

A c’ B

Figura 5.3: Triangulo
ABC e paralelogramo
ABA'C.

Figura 5.4: Distancia

de P ar.

Lembre que...
Dados dois lados de um
triangulo, o maior lado é o

oposto ao maior angulo.

CEDERJ
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Resta encontrarmos o valor de .

Como Fy € r, as suas coordenadas satisfazem a equacao de r:
a(xy + aty) + by + bty) = c.
Desenvolvendo essa igualdade, obtemos o valor de t:
axy + a’*to +by + bty =c = to(a® +b*) =c—ar; — by,

c—axy —byr  —(axy + by —c)
a? 4 b? a? 4 b? '

—_— t(]:

Substituindo esse valor de ¢y na equacao (5.4) da distancia de P a r:

d(P,r) = |to|Va@+ 12 = —(az1 4 by, —¢) I

a? + b?
\axl + by — C’ 5 ’a$1 + by — C‘
——— Ve P =
5 - N
Na proposigo 5.11... Destacamos o resultado obtido da seguinte maneira:

Preste muita atencgao a
forma da equagao da reta. PrOpOSi(I:é'O 5.11
Obviamente, a distancia do A . N 7.
ponto P = (z1,11) & reta A distancia do ponto P = (x1,y;1) a reta r : ax + by = ¢ é igual a

r:ax+by+d=0 édada

bor laxi + by; — ¢
d(P,r)= ——r—ox— 5.4
A(P,r) = laz1 + by + d| ( / ) v a? —+ b2 ( )
Exemplo 5.2
i Determinemos a distancia do ponto P = (—4,—2) a reta r de equagdes
rlas
‘ i paramétricas:
I T , teR.
y=—2+3t
Solugao: Para usar a equacao (5.4), devemos conhecer a equagao cartesiana
da reta r. Colocando em evidéncia o parametro ¢t em cada uma das equagoes

Figura 5.5: Exemplo paramétricas:
5.2
x+3 y+2

rT=-34+5t=1= 5 y:—2+3t:>t:T.

e igualando as expressoes de t, obtemos:

r+3 y+2

5 3

Logo, a equacao cartesiana de r ¢é

r:3r—5y=1.

CEDERJ
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Nessa equacgao cartesiana identificamos a = 3, b = —5, e ¢ = 1.
Substituindo esses dados na relagao (5.4), junto com as coordenadas x; = —4
e y; = —2 do ponto P, obtemos a distancia de P a r (em unidades de
comprimento):
—4)—5(-2) -1 - 1
APy BN Z5C 1 o8 8 svaL

324 (=5)? V34 /34 34

Como aplicacao do conceito de distancia de um ponto a uma reta,
veremos como determinar as bisselrizes entre duas retas concorrentes.
Definicao 5.18
Uma reta r é chamada uma bissetriz de duas retas concorrentes 1 e ro, se 0s

angulos de r a r; e de r a ry sao iguais. Veja a Figura 5.6.

Primeiramente, vamos caracterizar uma bissetriz em termos de distancia:

Proposicao 5.12
Uma reta r é uma bissetriz das retas r; e 5 se, e somente se, os pontos de r

sao eqiiidistantes das retas ri e rs.

Demonstracao. Suponhamos que r é uma bissetriz das retas r| e ry que se

cortam no ponto Py e seja P € r um ponto arbitrario.

A reta perpendicular a r; que passa por P intersecta r; no ponto Q1 e
a reta perpendicular a ry que passa por P intersecta 7o no ponto ()2, como

mostramos na Figura 5.7.
Consideramos os triangulos retangulos PyQ1 P e PyQ)oP.

Como r é bissetriz de 1 e 19, os angulos PPy, e PPy()2 tém a mesma
medida e, como os angulos PyQ1P e PyQ2P sao retos, concluimos que os
angulos PyPQ1 e PyP(Q), tém, também, a mesma medida.

Portanto, os triangulos PyQ1 P e Py P sao congruentes, pois tém o
lado PyP em comum (critério de congruéncia "ALA”: angulo-lado-angulo).
Em particular, as medidas d(P, 1) = |PQ1| e d(P,r3) = |PQs| sao iguais.

Como P € r foi escolhido arbitrariamente, concluimos que os pontos
da bissetriz r sao eqiiidistantes de ry e rs.

Reciprocamente, vejamos que se P é um ponto eqiiidistante de r; e ry,
entao a reta r que passa por P e Py é uma bissetriz de 1 e rs.

A nossa hipdtese equivale a |PQ1| = |PQs| (ver Figura 5.7).

Como os triangulos PyQ1 P e PyQ>P tém o lado PyP em comum, ob-

temos, pelo Teorema de Pitagoras, que os lados Py()1 e P2 tém a mesma

medida e portanto os triangulos sao congruentes.

MODULO 1 - AULA 5

Figura 5.6: Bissetrizes

deriers.

Figura 5.7: Bissetriz de

r1enro.

CEDERJ
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Logo, os angulos Q1 )P e Q2 Py P tém a mesma medida. Isto é, a reta

r é bissetriz de r; e ro. 0O

Exemplo 5.3
Verifiquemos que as retas r; : 3x + 4y = 1 e o : y = —3 sao concorrentes e

determinemos as suas bissetrizes.

Solucao: As retas ry e ry sao concorrentes

pois o determinante da matriz cujas filas sao
os vetores normais dessas retas, é diferente
de zero (lembre que isso implica que os ve-

tores normais sao LI, ou seja, nao sao para-

lelos):

3 4
=3x1—-4x0=3+#0.
0 1 7

Figura 5.8: Exemplo 5.3.

Para determinar as bissetrizes, tomamos um ponto arbitrério P = (z,y) do
plano, tal que d(P,r) = d(P,ry). Calculando as distancias de P a r; e ry

usando a férmula (5.4), obtemos:

13z +4y —1]  |y+3]

V324 42 V0T 127

4y —1 .
%:w—i—?ﬂ,ouamda 13z + 4y — 1| = 5|y + 3].

Eliminando os valores absolutos, a tltima identidade equivale a:

ou seja,

3r+4y—1=5y+15 ou 3dr+4dy—1=-dy—15,
obtendo assim duas possiveis equacoes para a bissetriz r:
r:3r—y=16 ou r:3x+9y=-—14.

Observe que as duas bissetrizes sao perpendiculares, pois, calculando o pro-

duto interno dos vetores normais, temos:
((3,-1),(3,9) =3x3+(-1)x9=0.

Veja, na Figura 5.8, as retas r; e ro junto com as suas bissetrizes.

Distancia entre duas retas paralelas ou coincidentes.

Sabemos duas retas r e s no plano podem estar em trés possiveis

posicoes, a saber, as retas r e s podem ser:
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e coincidentes, quando determinam o mesmo conjunto de pontos no plano,
e concorrentes, quando se intersectam em um tnico ponto,
e paralelas, quando nao se intersectam.

Definimos a distancia entre as duas retas paralelas ou coincidentes da

seguinte maneira:

Definicdo 5.19

Sejam 7 e s duas retas no plano que sao paralelas ou coincidentes.

e Se r e ssao comcidentes, dizemos que a distancia entre elas, que denotamos
d(r,s), é igual a zero.

e Se r e s sao paralelas, a distancia d(r, s) é a distancia de um ponto qualquer

der a s.

d(r,s) =d(P,s), sendo P um ponto qualquer de r e r || s

Na Figura 5.9 mostramos duas retas paralelas r» e s. Na reta r esco-
lhemos dois pontos P e (). A reta perpendicular a r (e portanto a s) que
passa pelo ponto P, intersecta s num unico ponto P’. Analogamente, a reta
perpendicular a r que passa pelo ponto () intersecta s num tnico ponto @'
Vocé pode usar congruéncia de tridngulos para verificar que |PP’| = |QQ|.

Isto é, d(P, s) = d(Q, s). Logo, a distancia entre duas retas estd bem definida.

Além disso, trocando os papéis de r e s nas consideracoes acima, vemos

que dé no mesmo medir a distancia de r a s ou de s a r:

d(r,s) =d(P,s) =d(P,P")=d(P',r)=d(s,r).

Exemplo 5.4
Determinemos a distancia entre as retas r e s dadas por:
r:3r — 6y =2 e §:2x —4y = =5

MODULO 1 -

AULA 5

Figura 5.9: Distancia

deres.

A distancia de r a s.

Na Figura 5.9 vocé pode

usar (J()Ilgl'll&ll(liil de

triangulos para verificar que
d(P,P") =d(Q,Q").

Por exemplo, verifique que os

triangulos PP

/Q/ e QQ/P/

sao congruentes. Portanto,

d(P,s) =d(Q,

s) quaisquer

que sejam os pontos

P,Q € r. Logo, o célculo da

distancia de r

da escolha do

a s independe

ponto P na

reta r. Dito em outras

palavras, a distancia entre

duas retas par

alelas ou

coincidentes estd bem

definida.
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Solucao: Note que as retas r e s sao para- r
lelas, pois os seus vetores normais (3, —6) e
(2, —4) sao paralelos.

De fato, (2, —4) = 2(3,—6) (Figura 5.10).

Determinamos a distancia de r a s esco-
lhendo um ponto P na r e calculando a sua

distancia a reta s.

Tomando z = 0 na equacao de r obtemos

= —%. Logo, o ponto P = (0, —%) per-

tence a reta r. Usando a férmula (5.4):
2000 —4(=3)+5] _ 3+5 _ F _ F _19V5
V22 4 (—4)2 VA+16 V20 2V5 30

em unidades de comprimento.

Figura 5.10: Exemplo 5.4.

d(r,s) =d(P,s) =

Resumo

Nesta aula vimos como usar o produto interno para calcular areas de
paralelogramos e triangulos, a distancia de um ponto a uma reta, a distancia

entre duas retas paralelas e as bissetrizes de duas retas concorrentes.

Exercicios

1. Em cada um dos itens abaixo, ache o ponto D de modo que ABCD

seja um paralelogramo e calcule a sua érea.
a. A=(-1,1), B=(2,-1), C=(4,2).
b. A=(2,1), B=(-1,-1), C=(1,2).
=(0,1), B=(0,-1), C =(5,2).

1
A 1
d. A=(2,3), B=(2,-3), C=(3,2).

c.
2. Determine a distancia do ponto P a reta r, onde:
P=(22), riz=4.

b. P=(1,-1), r:3z—-2y=0.
c. P=(3,2), r:x+4y=-3.

o

r=1t—2

d. P=(3,-1), r: ,teR.
y=—2
r=2t+1

e. P=(0,-2), r: ,teR.
y=—t+3
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3. Verifique que o quadrilditero ABCD, A = (-2,2), B = (3,-3),
C = (3,0) e D = (1,2), é um trapézio isésceles e calcule sua area
usando o produto interno.
4. Determine se as retas r e r’ sdo concorrentes ou nao, caso afirmativo,
ache as bissetrizes.
a.r:3r+y=1, r:y=3-2z.
r=2t—-1
b.r:x=y+1, r: ,teR.
y=1
r=t+1 =S5
c.r: ,teR, ' ,sE€R.
y=—t—2 y=-—-s-—1
5. Determine se as retas r e s sao paralelas ou nao, caso afirmativo, calcule
a distancia entre elas.
a. r:dr—y=-1, s:y=4r—3.
r=3—t r=06-—3u
b. r: , teR, s: , ueR.
y=t y=2u-—1
r=—-1—t
c. r:dr+2y=3, s: , teR.
y=3+2t.
r=—1+3t
d. r:y=3-2x, s: , teR
y=3—06t.
Auto-avaliagao
Se voce resolveu os exercicios, voce fixou as técnicas desenvolvidas
na aula e sabe utilizar o produto interno para determinar areas e calcu-
lar distancias de pontos a retas e entre retas. Fixe bem a nocao de bissetriz
resolvendo, em particular, o Exercicio 4. Nao acumule duvidas, reveja o
contetido da aula e peca ajuda aos tutores.
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Aula 6 — Produto interno - Aplicacoes

(continuagao)

Objetivos
e Calcular a distancia de um ponto a um circulo e de uma reta a um circulo.
e Determinar retas tangentes a um circulo.

e Entender a posicao relativa entre dois circulos e calcular a distancia entre

eles.

Nesta aula, continuamos a aplicar as técnicas para determinar distan-
cias, obtidas através do produto interno, para analisar a posicao relativa de
pontos, retas e circulos com respeito a circulos. Além disso, veremos como
determinar as tangentes a um circulo que passam por um ponto dado. Para
isso, apresentamos as nocoes basicas sobre o circulo no plano incluindo: a
determinacao da sua equacao; a introducao dos conceitos de retas tangente
e normal num ponto pertencente ao circulo; o esbogo do gréafico do circulo a
partir da sua equacao e a identificacao de pontos interiores e exteriores a um

circulo dado.

Preliminares sobre circulos vA

Sejam C' um ponto no plano e r um

numero real positivo. O circulo I' de centro
C e raior > 0 é o lugar geométrico dos

pontos do plano cuja distancia ao ponto C

C=(/
&O
P=(x,y)

Figura 6.1: Circulo de centro C' e

h, k)
#

éigual a r:

.

[ ={P|d(P,C) =r}

raio r.

Determinemos a equacgao que caracteriza os pontos do circulo I' de

centro C e raio r > 0.

Seja P = (x,y) um ponto de I, representado pelas suas coordenadas em
relagao a um sistema de coordenadas cartesianas fixado. Entao, se C' = (h, k),

temos

PeTlT <= d(P,C)=r<=\/(zx—h)?2+(y—k)?2=r.

MODULO 1 - AULA 6

Sobre circulos ...

O conteido preliminar que
apresentamos sobre circulos
foi extraido de Pré-Cdlculo:
Mdédulo 2, Curvas Planas de
J. Delgado Gémez e M. L.
Torres Villela, Ed.
CECIERJ/CEDERJ.

O simbolo I'
é a maitscula da letra grega

v, que se lé “gama”.

Note que...

os dois pontos do circulo T,
situados sobre uma reta
passando pelo centro C,
estao a uma distancia 2r.
Estes pontos sao ditos
diametralmente opostos.

O diametro do circulo é o

valor 2r.

CEDERJ
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A equacao do circulo I' ao

lado é sua equac¢do canédnica.

YA

—r,0)

(0, -r)

Figura 6.2: Circulo de
centro (0,0) e raio 7.

Exemplo 6.1

A primeira equivaléncia
—

foi obtida completando os
quadrados dos polinémios

nas varidveis = e y.

CEDERJ m
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Portanto, o circulo I' de centro C' = (h, k) e raio r, tem equacao

[:(x—h)?+(y—k?=r?

Essa equacao se escreve, desenvolvendo os quadrados, na forma
2%+ y* —2hx — 2ky + (B> + k> —r?) =0,

ou seja, a equagao do circulo I' se escreve na chamada forma normal:

l:2°+9y*+Cox+Dy+F=0

onde C = —2h, D = —2k e F = h?> + k? — 2. No entanto, como veremos
mais adiante, nem toda equacao que tem essa forma representa um circulo

no plano.

O grdfico do circulo T' é o conjunto

Graf() = {(@.y) | (v = 1)* + (y — k) = 1%}

Exemplo 6.1
A equacao do circulo de centro C' = (0,0) e raio r é

x2+y2:7“2.

Observe que os pontos (r,0), (—,0), (0,7) e (0, —r) s@o pontos deste circulo.

A figura 14.2 ilustra o grafico deste circulo.

Exemplo 6.2

A equagdo (z+3)*+(y—2)? = 5 representa um circulo de centro C' = (—3,2)
e raio r = /5.

Exemplo 6.3

A equacao 22 +y? + 42 — 2y — 11 = 0 é de um circulo.

De fato, reescrevemos esta equagao como:

(2% +42) + (y* — 2y) — 11 = 0 <=

(B +dz+4—-4)+ (P -2y+1-1) - 11 =0 <
(z4+2°=4)+(y—1)*-1)—11=0 +—
(x+22+(y—1>*=16 +—

(z = (=2)*+(y - 1)* = 42

Portanto, o centro do circulo é C'= (—=2,1) e o raio é r = 4.
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Exemplo 6.4
Que subconjuntos do plano representam as equagoes

2?4+ +4r—2y+5=0 e 2?+y*+4dr—2y+6=07
Veremos que estes conjuntos nao sao circulos.
De fato, as duas equagoes diferem da equagao do exemplo anterior apenas no
termo independente de x e y, isto é, a constante.

Procedendo de maneira andloga ao exemplo anterior, completamos os qua-

drados nas duas equacoes, olhando para os polindomios nas variaveis = e y:

(2> 4+42) + (> —2y) +5=0 <=

(2 +dx+4—4)+ @ —2y+1-1)+5=0 <
(+2° -+ ((y—1)°-1)+5=0 <

(z+2)0°+(y—-1)*=0,

(2> +42) + (> —2y) +6 =0 —

(P +4r+4 -4+ -2y+1-1)+6=0
(z4+2°-4)+(y—1)*’-1)+6=0 <~

1)

Como a soma de quadrados de ntimeros reais é sempre um numero real maior
ou igual a zero, temos que a unica solucao da primeira equacao é x +2 =0
ey — 1 = 0. Entretanto, nao hé solucao, em pares de ntimeros reais, para a
segunda equagao.

Logo, apenas o ponto (—2, 1) é solugao da primeira equagao e nao hé solucao
em pares (x,y) de ntimeros reais, para a segunda equagao, isto é, o conjunto

solucao da segunda equacao é o conjunto vazio.

Cuidado!
Como acabamos de verificar, a equacao =2 + y? + ax + by + ¢ = 0 nem
sempre representa um circulo, ela pode representar um tnico ponto ou o

conjunto vazio.

MODULO 1 -

AULA 6
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Para determinar o subconjunto do

plano que esta equacao representa,

completamos os quadrados, repetindo o que foi feito no exemplo anterior:

2> +yP+ar+by+c=0

4

e+ (1)

P17 11

2 2 2 2
<x2+ax+az—a—)—l—(yQ—i—by—l—bZ—bZ)—I—c:O

2 2

2 YT3) =171

2 LY 4 ‘

Agora, podemos responder a pergunta. Qual o subconjunto do plano

P={(z,y) |2 +y" +ar+by+c=0}7

o circulo de centro C' e raio r,

o conjunto vazio,

No segundo caso, o circulo I' tem:

b
centro C = —g, —— e
27 2

Em cada ponto P de um circulo,
considere a reta n que passa pelo cen-
tro C' e pelo ponto P. Esta reta é dita

normal ao circulo no ponto P.

A reta t que passa pelo ponto P
e é perpendicular a reta n é chamada

tangente ao circulo no ponto P.

Exemplo 6.5

se a2+ b —4c=0

se a?+0>—4¢>0

se a?+b* —4e < 0.

Va2 +b2 —4e
5 )

railo r =

vA

e

Figura 6.3: Tangente e normal ao circulo

em P.

Determinemos as equagoes das retas horizontais e tangentes ao circulo de

centro C' = (—2,2) e raio r = 3.

A equacao deste circulo é

(= (=2)"+(y -2 =09,

isto é

(z4+2)2+(y—2)*=9.
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As retas tangentes horizontais sao perpendiculares a reta vertical s que passa
pelo centro C' = (—2,2).
A equacao da reta s é x = —2. Para determinar a intersecao do circulo com

a reta s, substituimos a equacao de s na equacao do circulo, ou seja, fazemos

xr = —2 na equagao do circulo:

(—2+22+(y—2)?=9 <= (y—2)? =9, extraindo a raiz quadrada,
— |ly—2|/=3
<= y—2=3 ouy—2=-3
< y=9>5H ouy=-—1.

Portanto, os pontos do circulo que estao na reta s sao (—2,5) e (=2, —1).
As retas tangentes ao circulo passando por estes pontos sao horizontais e tém

equacoes y =95 ey = —1.
Exemplo 6.6
Fixemos o circulo I' de centro C' = (1,2) e raio 3, cuja equagao é

(x—1)*+(y—2)"=09.

Os pontos P = (a,b) tais que (a — 1)? + (b — 2)? # 9 ndo estao no circulo T
Por exemplo, os pontos A = (—1,3) e B = (2,5) tém esta propriedade, pois:

5, se (a,b) =(—1,3)

(CL_1> +(b_2) - 107 se (a,b) - <2a5)

Faca um desenho de I' e observe que A esta na regiao do plano limitada por

[ e que B estd na regiao do plano exterior ao circulo I" (regiao ilimitada).
Os pontos P = (a,b) tais que (a — 1) + (b — 2)? < 9 sdo ditos pon-
tos interiores ao circulo I'. Por outro lado, os pontos P = (a,b) tais que

(a—1)?+ (b—2)? > 9 sdo ditos pontos exteriores ao circulo T
Em geral, se a equacao de um circulo é
(o= W) (y — ) =12

e P = (x0,y0) ¢ um ponto do plano, entao

e P estd no interior do circulo <= (xo — h)* + (yo — k)* < r?
e P estd no circulo — (xo—h)*+ (yo—k)* =r%
e P estd no exterior do circulo <= (x¢ — h)* + (yo — k)* > r2.

| MODULO 1 -

AULA 6
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Exemplo 6.7

Na figura ao lado, esbocamos o grafico

do circulo de centro C' = (—2,1) e raio
r= g, cuja equagao ¢é 3
(z+2)+(y - 1> =7 -es
O ponto A = (—2,3) estd no interior do E
circulo e o ponto B = (1,2) estd no ex- '
terior do circulo. -2 ol 1 .’x
Dé outros exemplos de pontos situados P pe
no interior e exterior deste circulo. .

Figura 6.4: Circulo de centro (—2,1)

: 05
€ ralo 5

Resumindo: O circulo I' de centro no ponto P, e raio r divide o plano

em trés subconjuntos disjuntos (Figura 6.5):

e O conjunto dos pontos de T.

e O conjunto de pontos interiores a I' (ou
abreviadamente, o interior de ') que con-
siste dos pontos P do plano, tais que
d(P, Fy) < r.

e O conjunto de pontos exteriores a I' (ou

simplesmente, o exterior de T') que con-

siste dos pontos P do plano, tais que Figura 6.5: P; é ponto interior a I';
d(P PO) > r P, é ponto exterior a I'; Py € T
: :

Distancia de um ponto a um circulo.

A distancia de wm ponto P do plano ao circulo 1", que designamos por

d(P.1") é por definicao a menor das distancias de P aos pontos de I'.
Assim, se P € I', entdo d(P,I") = 0 e, se P = Py, entao d(P,I") = r.
Se P ¢ um ponto do plano que nao pertence a I' e é diferente do centro

Py, entao a semi-reta com origem em F, que passa por P intersecta o circulo

I’ num 1nico ponto ). Usando congruéncia de triangulos, mostraremos que
d(P.T) = d(P,Q).
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Para isso, devemos verificar que qualquer
outro ponto @' de I' distinto de @, satisfaz
|PQ| > [PQI.

Suponhamos que P seja um ponto inte-
rior a I distinto do centro. Entao, o triangulo
PyQQ) é isdsceles e portanto @’ = m
(Figura 6.6). Além disso, no triangulo PQQ)’,

temos:

Figura 6.6: P ¢ interior a I'.

PQ'Q < RQQ =R = PQQ".
Logo, o éngulo oposto a P() é menor que o angulo oposto a P(Q)’.

t
Sf)oan go a qul@ P seja um pon-

to exterior a I Como o triangulo PyQQ’ é
isésceles (Figura 6.7), @’ é um angulo
agudo. Logo, @ ¢ um angulo obtuso e,
portanto, m ¢ um angulo agudo.

Assim, o angulo oposto a P(@Q é menor

Figura 6.7: P ¢ exterior a I

que o angulo oposto a PQ’ e, portanto, |PQ| <
|PQ'.
Desta maneira, vemos que para determinar d(P,T’), sendo P # P,

basta determinar d(P, Q) = |PQ)|. Isto é feito da seguinte maneira:

e Se P é um ponto interior a I' (Figura 6.6):
d(P,T)=r—d(P,Py) =r—|PP|.

e Se P é um ponto de I', entao d(P,T") = 0.

e Se P é um ponto exterior a I' (Figura 6.7):
d(P,T')=d(P,Py) —r = |PyP|—r.

Assim, qualquer que seja a posicao relativa de P com respeito a I,

temos:

d(P,T) = |r — d(Py,P)| = |r — | PyP]| (6.1)

Exemplo 6.8
Seja I' o circulo de equagao (z —3)? + (y + 1)* = 4. Determinemos a posi¢ao
relativa dos pontos P, = (1,1), P, = (3,—3) e P3 = (2,0) com respeito ao

circulo I' e calculemos as suas distancias a I'. Veja a Figura 6.8.
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Figura 6.8: Exemplo
6.8.

Sobre a figura 6.9

Para mostrar que

d(Q,s) < d(Q’, s), observe
que, no quadrilatero
QPP'Q’, os angulos Q/P? e
m’ sao retos, enquanto
Q//Q\P é obtuso, pois o
tridngulo QQ’ Py é isésceles
(verifique!). Isso implica que
QPP’'Q" nao é um
paralelogramo e que

|QP| < |Q"P'].

CEDERJ m

Solugao: O circulo I' tem o seu centro no ponto Py = (3, —1) e raio r = 2.
Para determinar a posicao relativa dos pontos com respeito a I', devemos
calcular a sua distancia ao centro Fy:
a. d(Py,P)) = |PoP| =/ (1 =324+ (1—-(-1))2=Vi+4=v/8=2/2>2=r,
logo P, é um ponto exterior a I'. Usando a equagao (6.1):

d(P,T)=|2—|PPl|=|2-2vV2|=2(vV2—1).
b. d(Py, P2) = |PoPy| = /(3—-3)2+(-3—(-1))2=V0+4=2=r,logo P, é
um ponto de I'. Portanto d(P,,I') = 0.
c. d(Py,P3) = |PoPs| =/(2-32+(0—(-1))2=VIi+1=+v2<2=r,logo
P3 é um ponto interior a I'. Usando a equagao (6.1), temos:

d(P5,T) = |2~ |RPs|| =2 - V2| =2—- 2.

Distancia de uma reta a um circulo.

Seja I' o circulo de centro Py e raio
r. Sabemos que uma reta s pode ou nao

intersectar o circulo I'.

A distancia da reta s ao circulo T,
que designamos por d(s, ), é definida

como sendo a menor das distancias dos

pontos de I' a reta s.

Assim, se sNI" # &, entao d(s,I') = Figura 6.9: d(s,T) = d(P.Q) =

d(Py,s)—r.

Para verificar se s e I' se intersectam ou nao, basta determinar a

distancia do centro P, do circulo a reta s:

e Se d(Fy,s) <r,entao sNT # .

e Se d(Py,s)>r,entao sNI = 2.

Usando seus conhecimentos de Geometria Elementar, vocé pode verifi-
car que, se sNIT'= @ e () é o ponto onde a reta perpendicular a s que passa
por Py intersecta I', entao a distancia de s a I' é a distancia de Q a s. Isto é,
se Q' é outro ponto qualquer de T, diferente de @, entao d(Q’,s) > d(Q, s)
(veja a Figura 6.9).

Na pratica, se s N [' = @, a distancia de s a [' é obtida da seguinte
maneira:

Calculamos a distancia do centro Py a reta s (que vocé ja sabe como

calcular) e subtraimos a medida do raio (Figura 6.9). Ou seja,

sNT' =9 = d(s,I') =d(FPy,s) —r
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Portanto, se a reta s tem equagao cartesiana ar + by = ¢ e Py =

(20, Yo), obtemos:

x byy — ¢
_ laxo + byo — ¢| o,

d(s,I') = d(Py,s) —r VaZ + b2

Exemplo 6.9
Sejam s reta de equagao cartesiana 3x — 4y = —7 e I' o circulo de equagao
z? + y* — 32 4+ 2 = 0. Calculemos d(s,T).

Solu¢ao: Primeiro precisamos obter as co- g Y

ordenadas do centro Py e o raio r do circulo )

. /

Para tanto, devemos escrever a equacao $

de I' na forma canonica: 1

2 0.

(x —m0)* + (y—yo)* =7

-0.5

Figura 6.10: Exemplo 6.9.

Vejamos: 22 +y? —3x+2 =0
- x2—3x+§+y2—1+2:0

N2 o, 1
= (v-3) +¥ =7

Assim, I é o circulo de centro Py = (£,0) e raio r = 1. Logo,

14
0(Py.5) 3-3-4(0)-(-7)] 3+% 23
05 - - — 1N
2 2
3°+ (_4) 5 10 Lembre que...
Uma reta r é tangente ao
Portanto, a distancia de s a I' (em unidades de comprimento) é: circulo T', se 7N T consiste
de um tnico ponto,
denominado ponto de
22 1 18 9 )
d(r, F) = d(f’o7 S) —r = — — — = — = —, tangéncia. A propriedade
10 2 10 5 fundamental de uma reta
tangente a um circulo é que
De volta as retas tangentes a um circulo. ela é perpendicular a reta
que passa pelo centro do
Sabemos que a equagao canodnica do circulo I' de centro Py e raio r ¢é circulo e pelo ponto de

tangéncia (reta normal a I).

(x — x0)* + (y — y0)*> = r%. Seja P = (z1,y1) um ponto exterior a I.

CEDERJ
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Determinemos as equagoes das retas tan-

gentes a I' passando pelo ponto P.

Na Figura 6.11 vemos que sempre € pos-
sivel tracar duas retas tangentes a I' passando
pelo ponto P. Para determinar essas retas,

precisamos determinar os pontos () e Q' onde

elas sao tangentes ao circulo I'.

Uma reta r passando por P é tangente  Figura 6.11: Tangentes a I'.
ao circulo I' no ponto ) € I' se, e somente se,
Q) € r er é perpendicular a reta que passa por () e pelo centro Py de I'. Isto

, . _— —_— .
é, os vetores diretores P() e Fy() dessas retas, devem ser perpendiculares:

(PQ . Q) =0.

Observando que PQ) = PPy +FPyQ (veja a Figura 6.11), a identidade

anterior se escreve:
0=(PF +RQ,RQ)=(PK Q)+ (RhQ,RQ ).
Como Q €T, temos (PQ , PQ ) = ||PQ ||*> = d(Q, Ry)* = r?. Logo:
_—
7“2+<PP0,P0Q>:O,

_ ——
e sendo que —PF, = FyP , obtemos:
_
<POP ,P()Q > :7"2.
Substituindo nessa identidade as coordenadas Py = (xg,yo), P = (21, y1)

e @ = (x,y), obtemos:

(& = wo) (w1 = x0) + (y = %) (1 — vo) =77

Além disso, como o ponto () pertence ao circulo I', as coordenadas

x,y) de ) devem satisfazer também a equacao de I':
Y G
(r —20)* + (y —w0)* =12,

Assim, para determinarmos as coordenadas do ponto @ = (x,y) deve-

mos resolver o sistema formado pelas duas equagoes:

(x —w0) (21 — 20) + (¥ — yo) (1 — o) = 7

. . (6.2)
(2= 20)? + (y — 0)? = 1

Esse sistema possui duas solugdes @ = (z,y) e Q' = (2/,y). Isso
significa que hé duas retas tangentes a I' passando pelo ponto P: a reta r

que contém P e @, e a reta ' que contém P e Q' (veja a Figura 6.11).
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Exemplo 6.10

Determinemos as retas tangentes ao circulo T' : (z — 3)* + (y — 1)? = 2 que
passam pelo ponto P = (6,2).

Solugao: Substituindo as coordenadas do centro Py = (xg,%0) = (3,1) de I’

e do ponto P = (z1,41) = (6,2) no sistema (6.2), obtemos:

6=3)@-3)+2-Dy-H=2 . 3(z—3)+y—1=2
, isto é :
(x=3)*+(y—1)?=2 (=32 +(y—1)?=2
Da primeira equagao, temos y — 1 = 2 — 3(x — 3) = —3x + 11 e substituindo
na segunda equagcao:

(x =32+ (=32+11)2=2 = 2% — 62+ 9+ 92° — 66x + 121 = 2
= 1022 — 722+ 128 =0
= 522 — 362 +64=0.

As solugoes desta ultima equagao sao © = 4, e z’ = ?. Substituindo esses

valores na expressao y = —3x + 12, encontramos os respectivos valores de y:
r=4=y=-3(4)+12=0, logo @ = (4,0);

/_ 16 r_ 16 _ —48460 _ 12 r_ (16 12
Deixamos vocé verificar que a reta r; tangente ?{“ Bos=20 o

."T--.____P

a [ que passa por P e () tem equacao z .

I

~

r:x—y=4 ’ (p[\
2

e que a reta ry tangente a I' que passa por P & 6 %
-1
e @' tem equagao (veja a Figura 6.12) ) AN
re: Ty —x=20. Figura 6.12: Exemplo 6.10.

Além disso, comprove também que a reta que passa pelo ponto P e pelo

centro Py de I'" é uma bissetriz das retas tangentes ry e rs.

Distancia entre circulos.

A distancia e a posicao relativa entre dois circulos podem ser analisadas
usando outros recursos da Geometria plana. No entanto, ¢ muito importante
que voce saiba efetuar a andlise no contexto do calculo de distancias derivado

da nogao de produto interno.

Comecamos considerando dois circulos I'y e I's de centros Py, P, e raios
r1 € T9, respectivamente. Pode acontecer que I'y NIy = @ ou que I'1 NIy # @.
No segundo caso dizemos que a distancia entre I'y e I'y, que denotamos por

d(I'y,I'y), é igual a zero.

Estudemos o caso em que I'y N1y = @.

MODULO 1 -

AULA 6

CEDERJ



Lembre que...

O interior de um circulo T’
de centro P e raior é o
conjunto dos pontos ) do
plano, tais que d(P, Q) < r.
Analogamente, o exterior de
I" consiste dos pontos @ do
plano, tais que d(P, Q) > r.
Finalmente, o circulo I'
consiste dos pontos que
ficam na fronteira entre o
interior e o exterior, isto é,
consiste dos pontos @, tais
que d(P,Q) =r.

Produto interno - Aplicacées (continuagdo)
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Sejam €2y o interior de I'1 e 5 o interior de I'y, respectivamente e

analisemos, separadamente, as possiveis posicoes relativas entre I'y e I's:

a. 'y C Oy (note que o caso I'y C Qy é analisado de maneira similar).

b. QNQy = & (isto é, os interiores de I'y e ['y nao tém pontos em comum).
Caso a. I'y C Q.

Neste caso, existem ainda as seguintes possibilidades:
Casoal. I'y C )y e P, e 5 UQ,.

Counsideremos a semi-reta ¢ com ori-

gem em P; passando por P».

Observe que pode acontecer que P, =

P, (circulos concéntricos) em cujo caso

consideramos uma semi-reta qualquer com

I'y

origem em P;.

A semi-reta ¢ (mesmo no caso dos Figura 6.13: Ty C QO ¢ P, € [,UQ,.
circulos serem concéntricos) intersecta I'y
em um unico ponto (J; e I'y em um ponto @)y diferente de P;. Vocé pode
verificar, usando Geometria Elementar, que )2 é o ponto de I'y que esta mais
proximo de I'y.

Definimos entao a distancia de I'y a 'y, que designamos por d(I'y, 1)

da seguinte maneira:
d(I'y,Ty) = [Q1Q2] = |PLQ1| — |P1Q2| = 11 — [P1Qs] .
Como |P1Qs| = |P1 Ps| + | P,Q2], temos:
d(l,Ty) =11 — |P1Qa2| =11 — |PLP| — [P2Qa] = 11 — |P1Pa| — 7.

Logo
d(Fl,Fg) =71 —T9 — |P1P2| s
onde r; é o raio do circulo maior I'; e 7y é o raio do circulo menor I's.

Como o caso em que ['y C Q9 e P, € {); ¢é analisado de forma anéloga,

trocando o indice 1 por 2, obtemos
d(I,I2) =ry — 11 — | PP

onde 1y é o raio do circulo maior e r; é o raio do circulo menor.

Portanto, se um circulo esta contido no interior do outro e o centro do

circulo maior esta contido no interior ou sobre o circulo menor, temos:
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d(Fl,Fg) = |’I"2 —7”1| — |P1P2| .

Com esta férmula calculamos ainda a distancia de I'y a I's quando
os circulos sdo concéntricos (Figura 6.14), pois, nesse caso, P, = P, e
d(Fl,Fg) = |’I"2 — 7”1|.

Caso a2. Iy, C Q) e P, gPQUQQ

Neste caso, a semi-reta ¢ com ori-

Figura 6.14: Circulos

gem em P, e que passa por P, inter-

secta o circulo I'y em dois pontos Qo e concentricos.

@5, pertencentes a um diametro de I's.
Isto é, pontos de I's que sao diametral-

mente opostos.
Escolhemos os nomes dos pontos ()
e @3 de modo que [P1Qy| < [P1Q2].

Assim, ()2 é o ponto de I'y que esta

Figura 6.15: I's C Q21 e P, €T5U .

mais proximo de I';.

Logo, a distancia de I'; a I'y é:

d(T',Ty) = |Q1Q2] = |PiQ1| — |P1Q2| = |P1Q1| — ([P P| + [PQ2]) -
Como
|P1Q1|:7"17 € |P2Q2|:7”27

obtemos:
d(Fl,Fg) =T — |P1P2| —To =T1 —T9 — |P1P2|

Analogamente, se I'y C {25 e P, ¢ )1, obtemos
d(Fl,Fg) =T9—T1 — ’P2P1| .

Resumimos a andlise dos casos al. e a2. da seguinte maneira:

Proposicao 6.13
Sejam I'y e I'y os circulos de centros P e P, e raios rq e ry respectivamente.
Suponhamos que I'y NI’y = @ e que I'; esta contido no interior de I'y ou I'y

esta contido no interior de I';. Entao, a distancia de I'y a I'y é:

d(Fl,Fg) = ‘7'2 - 7'1| - ‘P1P2‘ (63)

CEDERJ




CEDERJ

Produto interno - Aplicacées (continuagdo)

Caso b. Q;, Ny = 0.

Consideremos o segmento P; Py li-
gando os centros de I'y e I'y. Como 'y N
I'y=9eQ N =3, 0segmento P Py
intersecta I'; num ponto que designamos

()1 e também intersecta I's num ponto

que designamos (s. Figura 6.16: T'1NI2T e QN0 = @.

Usando Geometria Elementar podemos mostrar que o ponto @)1 é o
ponto de I'y que esta mais proximo de I'y e que o ponto (5 é o ponto de I'y
que esta mais proximo de I'; e que quaisquer que sejam os pontos Q] € I'; e
Q5 € Ty, com Q1 # Q) ou Qs # @Y, tem-se |Q1Q:| < |Q1Q%]| (veja a Figura
6.16).

Portanto, d(T'1,T'y) = d(Q1, Q2) = |Q1Q].

Como |Q1Q2| = |P1Ps| — |P1Q1| — | P2Q2| = | P Ps| — r1 — 2, obtemos:

Proposicao 6.14
Sejam I'; e I'y circulos de centros Py e P, raios 1y e 79 e interiores €2y e {2y

respectivamente. Suponhamos que I'y N1y = @ e (2, Ny = &. Entao:

(](FI,TQ) = |P]P2| - (7'1 + 7'2) (64)

Exemplo 6.11
Sejam T'; o circulo de equacao (z — 1)? + (y + 2)*> = 2 e Ty o circulo de
equagao (x +2)? + (y — 1)? = 36. Mostremos que I'; e I'y nao se intersectam
e calculemos d(I'y, I'y).
Solucao: Para mostrar que ['; e 'y nao se intersectam devemos mostrar que
o sistema abaixo nao tem solucao:

(-1 +(y+2?>=2

(r+2)2+(y—1)?=36.
Suponhamos, pelo absurdo, que o sistema tenha solug¢ao e procuremos por

ela.

Uma maneira simples de resolver esse sistema ¢é evitar desenvolver os quadra-
dos imediatamente e reescrever a segunda equacao de forma que possamos

utilizar melhor a primeira. Observe:
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(z+2)?%+(y—1)2=36 <= (z—14+3)2+(y+2-3)2 =36

N——" ——
= (z-1)2+6(z—1)+9+(@y+2)*-6(y+2)+9=236
—— ——
= 2+6(x—1)+9—6(y+2)+9=36
< 6(z—1)—6(y+2)=16
— 3z—-1)-3y+2) =8
— 3(x—-1)=3y+14,
- 1
de onde obtemos x em funcao de y: x* = 3y—:1))— 7.
Substituindo essa expressao obtida para x na primeira equagao do sistema,
temos:
3y + 17 3y + 14
( y3 — 124 (y+2?2=2 = (yT)?+(y+2)2:2
3y + 14)?

— By +14)* +9(y +2)* = 18

= 932 + 60y + 107 =0.

Essa equacao nao tem raizes reais, pois o seu discriminante é:

A =3600 —4 x 9 x 107 = 36(100 — 107) < 0. ’ L2

Isso mostra que circulos I'y e I's nao se intersectam.

Para calcular d(I',T'y), determinamos a distancia entre os centros P; =
(1,—2) de T'; (cujo raio é r; = v/2) e P, = (=2,1) de I'y (cujo raio é 7y = 6):

PPy = (22— 17 + (1 - (—2)) = VIS = 3V3.

Figura 6.17: Exemplo
6.11

Como a distancia de P; a P, é menor que a soma dos raios r1 + 7y = 6+ \/5,

estamos na situacao do Caso a. Calculamos a distancia de I'; a I'y, em

unidades de comprimento, usando a férmula (6.3):

d(rl,rg):|T2—T1|—|P1P2|:6—\/5—3\/526—4\/5.

CEDERJ
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Resumo

Nesta aula vimos como aplicar a no¢ao de produto interno (via o célculo

de normas), para determinar a distancia de um ponto, uma reta ou um circulo

a um circulo e as tangentes a um circulo passando por um ponto dado.

Exercicios

1.

Determine a distancia do ponto P ao circulo I', onde:

a. P=(1,1), T:2°+(y—2)*=4.

b. P=(-10,1), T:(z—-2)?+(y—5)?=9.
c. P=1(0,0), TI:(x+2)?2+(y—3)2*=A41.
d. P=(-1,-1), T:2>+y*=16.

e. P=(=7,1), I:2>+y*—5y+22=0.

. Calcule a distancia da reta r ao circulo I', onde:

ar:z—+3y=-2, I:(z-72+(@y+1)%?=3.
b.r:y=2x—-1, T:(x+1)>*+y+2)?>=4.

r=3+2

c.r: JteER, T:(z—T7>2+(y+1)?2=3.
y=1-5¢t
r=1

d. r: JteER,, T:a?+y?— 4o +2y=12.
y=2-3t

. Dé as equacoes das retas tangentes ao circulo I' que passam pelo ponto

P, onde:

a. IT:(x—-7>2*+y+1)*=3, P=(-3-2).

b. T:2?+(y—12=4, P=(51).

c. T:(z—=12%+y*=3, P=(60).

Calcule a distancia entre os circulos I'y e I'y, onde:

a. Ti:(x=5)+(y—1)*=36e Iy:(x—3)*+(y+2)?2=1.
b. Iiia?+(y—1)2=64ely:(x—172+(y+1)2=4.
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c. Ty:i(z—=124+@y—-12=1ely:(x—5*+(@y+3)3>*=1.

d. Ty:(x=32+(y—3?*=16eTly:2°+y*—6(x+y)+14=0.
5. Considere os circulos:

Dy:(x =224+ (y—4)32*=17 e Dy:(x+2)24+9y*=9.

a. Verifique que os circulos I'y e I'y se intersectam.

b. Calcule a distancia entre os pontos de intersecao dos circulos I'y, I's.

c. Determine a distancia dos pontos de intersecao a reta que passa

pelos centros de I'y e I's.

6. Determine a posicao relativa dos circulos I'y e I'y, onde:

a. Ty:i(x—1)2+ (-3 =4d4ely:(x—1)>2+(y—T7)>2=4.
b. Ty:(x—12+(y+3)2=4cly:(z—1)2+(@y—T72=4.
. Thy:i(—124(y—32=4cly:(z+1)2+(y—T7)>2=4.
d. Tii(e+ 1)+ (y—=3P2=4delo:(z+1)>+(y—-7)7=4.

Auto-avaliagao

Os exercicios tém por objetivo fixar as técnicas apresentadas na aula.
Voceé devera resolvé-los todos e, se tiver ainda alguma dificuldade, reveja o
contetido da aula ou procure ajuda dos tutores. Nao esqueca de trocar idéias

co11 seus Colegas.
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Simetrias e simetrias das cbnicas

Aula 7 — Simetrias e simetrias das conicas

Objetivos

e Estudar as simetrias em relacao a um ponto e em relacao a uma reta.

e Estudar as simetrias das conicas no plano.

e Entender as conicas degeneradas.

Lembremos que as curvas conicas sao assim denominadas por serem
obtidas pela interse¢ao de um plano com um duplo cone circular reto (Figura

7.1). Nas ilustragoes abaixo, mostramos algumas curvas conicas: o circulo,

a elipse, a pardbola e a hipérbole:

-
A

Figura 7.2: Circulo.

Nos seus escritos, o matematico grego Pappus de Alexandria (290-350),
atribuiu ao geometra grego Aristeu “o Anciao” (370-300 a.C.) o crédito de
ter publicado o primeiro tratado sobre as secoes conicas, referindo-se aos

Cinco livros sobre secoes conicas de Aristeu, nos quais foi apresentado um

A

Figura 7.3: Elipse.

estudo cuidadoso das curvas conicas e as suas propriedades.

=
o\

Figura 7.4: Parabola.

Figura 7.5: Hipérbole.

v
A
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IMPORTANTE

Nas préximas aulas deste
Moédulo, assumimos os
conceitos fundamentais sobre
as curvas conicas,

apresentados no Pré-Célculo,

ja conhecidos.

Figura 7.1: Cone circu-
lar reto.

O duplo cone circular reto é
a superficie descrita por uma
reta ¢ chamada geratriz, ao
girar mantendo um angulo
constante, em torno de outra
reta d, chamada diretriz do
cone duplo, e com a qual
tem um ponto em comum,
chamado vértice do cone.
Cortando esse cone duplo
por planos, obtemos as

curvas conicas.

CEDERJ
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Para saber mais ...

Sobre Aristeu “o Anciao”,
veja:
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/"history/
Mathematicians/Aristaeus.
html

e sobre Menaecmus, veja:
http://www-groups.dcs.
st-andrews.ac.uk/history/
Mathematicians/

Menaechmus.html

> 2 '_14
4*‘#" )

Apoldénio de Perga
262 - 190 a.C.

Nasceu em lonia, Grécia
(hoje Turquia) e faleceu em
Alexandria, Egito, onde
passou a maior parte da sua
vida. Embora a sua
formacao fosse em
Astronomia, escreveu sobre
varios topicos matematicos,
sendo Seg¢oes C'onicas o mais
famoso deles. A obra
original consistia de oito
livros, dos quais apenas sete
sao conhecidos. Os primeiros
quatro chegaram a Europa
numa tradugao grega e os
outros trés numa tradugao
arabe do século IX. Apolénio
resumiu nos primeiros trés
livros, toda a teoria
desenvolvida por Aristeu e
Euclides, dedicando os cinco
livros restantes a pesquisa
original sobre as
propriedades das segoes
conicas. Veja:
http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/ history/
Mathematicians/

Apollonius.html

CEDERJ m

Segundo Pappus, o matematico grego Fuclides de Alexandria (325-265
a.C.), contemporaneo de Aristeu, conhecia muito bem os cinco livros sobre
as curvas conicas e evitou aprofundar-se sobre esse assunto na sua obra (s
elementos, de modo a obrigar os leitores interessados a consultar a obra ori-
ginal de Aristeu. Duzentos anos mais tarde, o astronomo e matematico grego
Apolonio de Perga (262-190 a.C.) recompilou e aprimorou os resultados de
Aristeu e de Euclides nos oito livros da sua obra Secoes Conicas. No en-
tanto, a Historia indica que as conicas foram descobertas pelo matematico
grego Menaecmus (380-320 a.C. aproximadamente) quando estudava como
resolver os trés problemas famosos da Geometria grega: a trisecao do angulo,
a duplicacao do cubo e a quadratura do circulo. Segundo o historiador Pro-
clus, Menaecmus nasceu em Alopeconnesus, na Asia Menor (0 que hoje é a

Turquia), foi aluno de Euddxio na academia de Platao.

Menaecmus foi o primeiro em mostrar que as elipses, parabolas e hipérboles

sao obtidas cortando um cone com um plano nao paralelo a sua base. Mesmo
assim, pensava-se que os nomes dessas curvas foram inventados por Apolonio,
porém traducoes de antigos escritos arabes indicam a existéncia desses nomes

em épocas anteriores a Apolonio.

Notagao. Designaremos por OXY um sistema cartesiano ortogonal de co-

ordenadas de origem O e eizos coordenados OX e OY .

As equacoes canonicas das curvas conicas no sistema de coordenadas

OXY sao:

2 2

: x - . ,
e Elipse: —2+Z—2=1, com a>0 e b>0. Sea=0bentao a elipse ¢ o

a
circulo de raio a. Y
b 5 B
Figura 7.6: Elipse.

. 22 2 v 22

e Hipérbole: ﬁ_b_2:1 ou ﬁ_b_2:1’ com a>0 e b>0.

e Pardabola: 22 = ky ou y* = kx, com k # 0.
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.:> Ya
—pr =1 y = kz?
0 a ‘-)""-—{ L= ﬁ.:y2
G-f=1 .
O X
Figura 7.7: Hipérbole. Figura 7.8: Parabola.

Simetrias.

Um fato importante é que as equacoes das conicas e, portanto, as cur-

Te

vas cOnicas que elas representam, sao invariantes por determinadas trans-

formagoes do plano denominadas simetrias.

Definigdo 7.20 (Simetria em relagdo a uma reta)

d(P,r) =d(P,r)",
\ TP

Seja r uma reta no plano. O simétrico de um ponto P do plano em relacao
a reta 7, é o ponto P sobre a perpendicular a r que passa por P e cuja a
distancia a r é a mesma que a distancia de P a r (Figura 7.9).
Figura 7.9: Simetria re-
Observe que no plano cartesi- YA lativa a .
ano, o simétrico de um ponto P = S=(-z1,41) 1 P=(z1,y1)

(x1,y1) em relagao ao eixo OX é o

ponto Q@ = (x1,—y;) e o simétrico - =

em relacao ao eixo OY é o ponto  —z| | 19) R
S=(=z1, 1)

Similarmente, S = (—z1,y1)

Bl
RZ(—.’Bl,—yl) Bs Qz(mla_yl)

é o simétrico de R = (—z1,—y1)

com respeito ao eixo OX e @ = Figura 7.10: Simetria em relacdo aos eixos.
(x1,—y1) ¢é o simétrico de R com

respeito ao eixo OY. Veja a Figura 7.10.
Exemplo 7.1

Determinemos o ponto () simétrico ao ponto P = (1,2) em relagao a reta
r:2x—3y=1.

Solucao: Devemos determinar a reta s perpendicular a r passando pelo ponto
P e a distancia de P a r.

CEDERJ
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Figura 7.11: Exemplo
7.1.

Note que ...

Na figura acima, o ponto @ é
o simétrico de P em relagao
a reta r e também o ponto P
é o simétrico do ponto ) em
relagdo a mesma reta.
Portanto, vemos que a
simetria em relagdo a uma

reta é uma relagcdo simétrica.

CEDERJ

O ponto @) procurado, sera o ponto da reta s, tal que:
Q#P o dQr)=dPr).

; —> , . ~
O vetor normal de r é n” = (2, —3). Esse vetor é um vetor direcao da reta s.

Assim, as equagoes paramétricas de s sao:

r=2t+1
S: ,teR.

y=—3t+2
2x1-3x2-1] 5
Vo N

reta s cuja distancia a reta r é —.
/ /13

Substituindo as coordenadas dos pontos de s na férmula da distancia a r e

Como d(P,r) = , devemos determinar os pontos da

. 5 . .
igualando a ——, devemos achar os valores do parametro ¢, tais que:

V13
202t +1)—3(=3t+2)—1] 5
V13 V13
., |13t—5 5 .
isto é, = . Ou seja, |13t — 5| = 5.
VI3 VI3 e | |
Resolvendo a equacao obtemos t =0 ou t = %.

Substituindo o valor ¢ = 0 nas equagoes de s, obtemos o ponto P e subs-

10 33 4

et 73, —13) (veja a Figura

tituindo o valor t = obtemos o ponto @ = (

7.11).

O ponto Q = (%, —%) é o simétrico a P = (1,2) com respeito a reta r.

Em geral, o calculo das coordenadas do ponto @ = (x,y) simétrico do
ponto P = (x1,y;) é dado na seguinte proposigao:

Proposicao 7.15
Sejam P = (x1,y;) um ponto e r uma reta de equacao ax + by = c¢. Se

Q = (z,y) é o simétrico de P em relagao a r entao:

1
r = ———(2ac+ (b* — a®)xy — 2aby;)
a? N b2 (7.1)
y = m(%c + (a* = b*)y1 — 2abxy) .

Demonstracao. Para determinarmos () precisamos encontrar as equagoes

que suas coordenadas devem satisfazer.

Sejam M o ponto médio do segmento PQ e v~ = (—b,a) um vetor
direcdo de r (lembre que o ° = (a, b) é direcio normal a r). Entdo o ponto
Q@ é tal que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

M é um ponto da reta r;

. . . . DA —
o segmento PQ é perpendicular a r, isto é, (PQ ,v") = 0.




Simetrias e simetrias das cbnicas

i1tz y1+y)
2 7 2

tém que satisfazer a equacao de r, ou seja, a(252) 4+ b(£3¥) = ¢. De onde

A primeira condi¢ao nos diz que as coordenadas de M = (

tiramos a primeira equagao, pois:
a(BE) + b(LH) = ¢ < a(z1+2) + by +y) =2c
< ax+ by =2c—axr; — by.
Da segu% relacao extraimos a segunda equacao, de fato:
(PQ,v)=0 <= {((x—21,9y—1),(=b,a)) =0
= bz —z)+aly—y)=0
<— —br+ay = —bxy + ay,.
Logo, as condicoes dadas inicialmente equivalem as equacoes obtidas,
e, portanto, para determinar as coordenadas de () basta resolver o seguinte
sistema:
ax + by = 2¢ — axy — byy
—bx + ay = —bx1 + ay;.
Multiplicando a primeira equacao por a, a segunda por —b e somando

as equacoes obtidas chegamos a

1
v = g (Qac+ (F — o) — 2aby)

Multiplicando a primeira equacao por b, a segunda por a e somando as

equacoes obtidas chegamos a

— 2 2
Yy = m(260+ (CL —-b )yl — 2ab$1) .

Assim a proposigao estd demonstrada. [

| MODULO 1 -

AULA 7

Observacao.

Note que o simétrico de P é o proprio P se, e somente se, P € r.

Exemplo 7.2
Seja r a reta de equagao 3x — Hy + 2 = 0. Determinemos os simétricos dos

pontos Py = (6,4) e P, = (2, —3) em relacdo a reta r.

r:3z—-5y+2=10

Solugao: O simétrico de Py é o préprio Py, pois Py é ponto de r (suas coor-

denadas satisfazem a equagao de r).

Como P; nao é ponto de r aplicamos a proposicao.
Para isso, é importante identificar bem os elementos da equagao. i
Vejamos: a = 3, b = —5 e ¢ = —2 (observe que na prova da proposi¢ao a

equagao de r é dada por ax + by = c¢). 79,

Figura 7.12: Exemplo

Obtemos entao: a? +b*> =34, a>?—0*=-16, e b*>—a®>=16.
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Logo, as coordenadas do ponto ()1 sao:

1 35
v o= L (23)(-2) +16(2) ~ 23)(~5)(-3) = — o2
y o= 5;(2(-5)(=2) ~ 16(-3) - 23)(-5)(2) = o=
O ponto Q1 = (—%, %) ¢é o simétrico de P; em relacao a r.

Definicdo 7.21 (Simetria em relagdo a um ponto)

0q =207 ~ o7 Seja Py um ponto fixado no plano e seja P um ponto do plano distinto

pertence a reta r que passa por Py e P, que é diferente de P e, tal que:

20, p de Fy. O sumétrico do ponto P em relacao ao ponto P, é o ponto ) que
i

I 1

o N/ _ d(Py,Q) = d(Py, P). Esta defini¢ao equivale a P, ser o ponto médio do

2]

segmento PQ).

Figura 7.13: Simetria . , 1
Se Py = (xo,%) € P = (21,v1), da condigao de P, ser ponto médio de

relativa a F.

P(Q) obtemos as coordenadas de @ = (z,y), pois:

O ponto @ simétrico a P em

relagdo ao ponto Py, é o

vértice do paralelogramo 1 rT4+x)==x T =210 — T
OPRQ, onde OR = 20F, . (33—2.1‘1’ y—;yl) = (xo’yo) — i( 1) 0 <— 0 ! (72)
De fato, §(y + yl) = Yo Yy = 2y0 — Y1.

—_— — —_—
0Q =20PR, —OP

Note que se P, é a origem do sistema de coordenadas, entao, o simétrico do
ponto P = (z1,y1) ¢ Q = (=1, —y1).

Exemplo 7.3

Se Py = O = (0,0) é a origem do sistema de coordenadas e r é uma reta que
passa pela origem, verifiquemos que o simétrico de cada ponto de r pertence

ar.
Solucao: Seja r uma reta que passa pela origem dada pelas equagoes pa-

ramétricas:

T =txry
T ,tEeR.

Yy =1t
Seja P = (txy,ty;) € r. O simétrico de P com respeito a origem é o ponto
Q = (—txy,—ty,) €7
Observe que o ponto @ é obtido, também, pela relagao (7.2), pois as coorde-
nadas de () sao:
r=2(0) — tx; = —ta;
y =2(0) —ty1 = —ty1.

Isso mostra que Q = (—tx1, —ty;) pertence a r (veja a Figura 7.14).

Em geral, temos a seguinte definicao.

CEDERJ
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Definicao 7.22
Uma figura geométrica plana é chamada inmvariante por wma simetria do

plano se o simétrico de qualquer ponto da figura pertence também a figura.

Na definicao acima, o termo figura plana significa um conjunto qualquer

de pontos do plano.

Por exemplo, na Figura 7.15, vemos uma curva C que é simétrica com

respeito uma reta r, o simétrico de todo ponto de C é também um ponto de

C.

Analogamente, na Figura 7.16, vemos uma regiao R do plano que é
simétrica com respeito ao ponto Py, pois o simétrico de qualquer ponto P

pertencente a R em relacao ao ponto Py é também um ponto de R.

Uma propriedade interessante das simetrias em relacao a retas e pontos,
é que elas levam retas em retas. Isto é, se aplicarmos sobre todos os pontos
de uma reta uma simetria (em relagdo a um ponto ou a uma outra reta),

obtemos uma nova reta.

Vamos verificar essas propriedades nas Proposicoes 7.16 e 7.17.

Proposicao 7.16
Seja r a reta de equacao ax + by = ¢. O simétrico de uma reta s em relagao

a reta r é também uma reta.

Demonstracao. Suponhamos que a reta s tenha as seguintes equagoes
paramétricas:

T =2x9+ vt
OTT teR

Y = Yo + vl

Seja P = (xg + v1t, Yo + vot) um ponto qualquer de r, entao as coorde-

nadas do seu simétrico Q = (z,y) sao dadas pelas relagoes (7.1):

xr = m(2ac + (b2 — CLQ)(IO + Ult) — 2ab(y0 + UQt))
1
Y= 5z (2be+ (a® = 0)(yo + vat) — 2ab(zo + v1t)).

Logo, o conjunto dos pontos simétricos aos pontos de r é o conjunto

dos pontos cujas coordenadas sao da forma:

2ac + (b? — a®)vy — 2abvy

. 2ac + (b* — a®)wg — 2abyg n

t
a? 4 b? a? 4 b? teR.
~ 2bc+ (a* — b*)yo — 2abxg n 2bc + (a? — b?)vy — 2abvy y
v= a? +b? a? +b? ’

MODULO 1 - AULA 7

Figura 7.14: O ponto P
e o seu simétrico ) em

relacao a origem.

T
Figura 7.15: Curva
simétrica com respeito a
reta r.

Figura 7.16: Regiao R
simétrica com respeito a
Po.
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Essas sao as equagoes paramétricas da reta que passa pelo ponto:

2ac + (b? — a®)zg — 2abyg 2bc + (a® — b?)yo — 2abxg
a? +v? ’ a? +b?

e é paralela ao vetor:

2ac + (b? — a®)vy — 2abvy 2bc + (a? — b?)vg — 2abvy
a? 4 b? ’ a? + b? '
Exemplo 7.4

Seja aretar : x—2y = 0. Determinemos o simétrico dareta s : 2e+y—2 =10

em relacao a reta r.

Solucao: Observe que a reta r é perpendicular a reta s, pois os seus vetores
direcao sao perpendiculares. Logo, o simétrico da reta s em relacao a reta r
é a propria reta s.

Esse fato pode ser ainda verificado fazendo uso dos resultados acima descritos.

Com efeito, pela Proposicao 7.16 sabemos que o simétrico da reta s em

relagdo a reta r é uma reta s'.

Para determinar a reta s’, devemos achar os simétricos de dois pontos quais-
)

quer de s, com respeito a r.

Os simétricos dos pontos P; = (0,2) e P, = (1,0) de s sao, respectivamente,

8 6 3 4
os pontos )1 = (5, _5> e Q) = <§’ 5)'
Podemos verificar que a equacao da reta s’ que passa por Q1 e Q2 é 2x+y—2 =

0, que é a prépria reta s.

Proposicao 7.17
O  simétrico de uma reta s em relaggo a um  ponto

Py = (%0, y0) é uma reta.

Demonstracao. Seja s a reta de equacoes paramétricas:

T =x1 + vt
PR G eR

Yy =y + vl

Seja P = (1 + vit, y1 + vot) um ponto qualquer de r.
As coordenadas do ponto @ = (z,y) simétrico ao ponto P em relacao

a Py sao obtidas das relagoes (7.2):

Tr = 21’0 — (.1'1 + ’Ult)
Y =2yo — (y1 + vat).
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Logo, o conjunto dos pontos simétricos aos pontos de r é o conjunto

dos pontos cujas coordenadas sao da forma:

T = 2x9 — 1 — vt
0 ! ! ,teR,

Y =2yo—y1 — vat

que sao as equagoes paramétricas da reta paralela ao vetor (vy,v9) que passa

pelo ponto (2xg — x1,2yo — y1). O

Exemplo 7.5
Determinemos o simétrico dareta s : 2z+y—2 = 0 em relagdo a Py = (—2,1).

Solucao: Pela proposicao anterior sabemos que o simétrico de s é uma reta.

Logo, basta encontrarmos o simétrico de dois pontos de s.

Usando as relagoes (7.2) vemos que os simétricos dos pontos P; = (0,2) e
P, = (1,0) de s sdo, respectivamente, Q1 = (—4,0) e Q2 = (—=5,2). A

equacao da reta que passa por esses pontos é 2z +y + 8 =0.

Simetrias das conicas.

Sabemos que um ponto P do plano pertence a uma conica C se, e
somente se, as suas coordenadas satisfazem a equacao de C. Portanto, C é
simétrica com respeito a um ponto P, ou com respeito a uma reta r se, e
somente se, as coordenadas do simétrico de cada ponto de C (com respeito

ao ponto Py ou com respeito a reta r) também satisfazem a equagao de C.

A principio fazemos a analise da simetria para as equagoes das conicas

na forma canodnica.

Proposi¢do 7.18 (Simetrias das elipses e hipérboles)

As elipses e as hipérboles sao invariantes por simetrias em relacao aos seus
eixos (no caso da equagdo canonica, esses eixos sao os eixos coordenados) e
também sdo invariantes por simetria em relacao ao seu centro (no caso da
equagao canonica, o centro é a origem).

Demonstracao. Seja P = (z,y) um ponto da elipse & : T +Y =1, entio

3

as coordenadas de P satisfazem a equacao de £.

Como os simétricos de P em relacao aos eixos coordenados OX e OY
sao Q = (z,—y) e R = (—=,y), respectivamente, e como (—x)? = 2% e
(—y)? = 4%, vemos que as coordenadas de @ e de R satisfazem a equacgao de

£.

MODULO 1 - AULA 7

Observagao:
Na demonstracao da
Proposigao 7.17, vemos que
duas retas simétricas com
respeito a um ponto sao
paralelas.
Yi
I
| !
I
I
| -
-3 | ! I 2 T
2} 2 5
1
| -1
I

Figura 7.17: Simetrias

da elipse.
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ARRMHERR
Y4
R\ : P
-3 ;a -1 1Py 1 TX
54 ~; ------ Q

Figura 7.18s simetrias da
hipérbole.

Lembre que...

Para determinar o grau de
uma equagao algébrica
tomamos cada termo da
equagao e somamos 0s
valores dos expoentes das
varidveis que nele aparecem.
O valor encontrado é o grau
do termo. O grau da
equagao é o maior dentre os
graus dos seus termos. Na
equagao (7.3), os termos
Ax?, Bxy e Cy? sdo de grau
2 e como o0s outros termos
que aparecem sao de grau 1
ou zero, concluimos que a
equagao (7.3) é de grau 2.
Além disso, note que se
A=B=C=0entao a
equagao nao é do segundo

grau.

CEDERJ

Além disso, o simétrico de P em relacao a origem é S = (—x, —y).
Logo, as coordenadas de S também satisfazem a equacao da elipse £. Veja

a Figura 7.17.

O mesmo argumento mostra a proposicao para as hipérboles, pois a
equacao canonica dessas conicas é dada, também, em termos dos quadrados

das coordenadas dos seus pontos. Veja a Figura 7.18 [

Proposi¢do 7.19 (Simetrias das parabolas)
Uma parabola é invariante por simetria em relagao a reta que contém seu

vértice e seu foco (no caso da equagao na forma canonica essa reta pode ser
o0 eixo OX ou o eixo OY).

Demonstracao. Consideremos a pardbola P : 22 = ky. A reta que contém
o vértice e o foco de P (reta focal de P) é o eixo OY. Sabemos que o simétrico

de um ponto P = (z,y) € P em relacao ao eixo OY é o ponto R = (—z,y).

Como (—x)* = 2% e P € P, te- Yn [P
2
mos que (—x)° = ky.
que (—z)* = ky R P, P!
Logo R = (—x,y) € P e por-
tanto P ¢é invariante pela simetria em > >
relacdo ao seu eixo focal (eixo OY). Q

Por outro lado, a reta focal da parabola
P y? = kx é o eixo OX. Dado um

ponto P = (z,y) € P’, o seu simétrico em relagao ao eixo OX é Q = (z,

Figura 7.19: Simetria das pardbolas.

_y)7
que também satisfaz a equacao. Logo P’ é invariante pela simetria em relacao

ao seu eixo focal. O

Muitas vezes a equacao de uma coOnica nao é apresentada na forma
canonica. Na verdade, as conicas aparecem como o conjunto de solugoes de

uma equacao geral do sequndo grau da forma:

Ar* + Bay + Cy* + Do + Ey + F =0 (7.3)

com A, B, C' nao simultaneamente nulos. Os valores A, B, C, D, E, F sao

chamados os cocficientes da equacao.

Faremos o estudo dessas equacoes por etapas, introduzindo conceitos
que auxiliarao na determinacao do conjunto de solucoes e na identificagao da
conica.

Sabemos que ha equacoes do segundo grau em que o conjunto de
solugoes consiste de duas retas ou de apenas um ponto ou é o conjunto vazio.

Vejamos:
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Defini¢do 7.23 (Conicas degeneradas)
Uma conica degenerada é
uma equacao do segundo grau a duas variaveis em que o conjunto de solucoes

reais € vazio ou nao ¢ uma elipse, nem uma hipérbole e nem uma parabola.

Exem plO 7.6 Lugar geométrico
Verifiquemos nao existem nimeros reais z e y, tais que (r—1)*+(y+4)? = —1. O conjunto formado pelos

) ) ~ ] ) / ) . pontos P = (z,y) cujas
Isto é, o conjunto solugao dessa identidade é o conjunto vazio. coordenadas satisfazem uma

equacao algébrica nas

Solucao: De fato, a soma dos quadrados de dois ntimeros reais é sempre um

variaveis x e y é chamado

numero real nao-negativo. Portanto essa equagao do segundo grau representa lugar geométrico. Essa
N . . expressao € oriunda da
uma conica degenerada (0) ConJunto vaz1o0. ) P ‘

’ palavra loct, ja usada por

Aristeu e os gedmetras que

Exemplo 7.7 Jor cuas
lhe precederam nas suas
Veriﬁquemos que a equa,(;éO: investigacoes sobre as secoes
cOnicas.
(@52 w-1° _
4 3 ’

tem por solucao um unico ponto e portanto, o lugar geométrico que ela

representa consiste de um ponto sé.
- ~ . Lembre que...
Solucao: Reescrevendo a equagao como soma de dois quadrados, temos: A soma a? 4+ 2 dos
9 quadrados de dois niimeros
(SC+5)2+ y—l —0 reais a e b é igual a zero se, e

2 \/3 : somente se, cada um dos

nimeros a e b é igual a zero.

O ponto (z,y) satisfaz essa equagao se, e somente se:

r+5=0 e y—1=0. g
Yk 2e+y—T7=0

Isto é, x = —5 e y = 1. Logo, o conjunto das solucoes da equagao proposta

consiste apenas do ponto (—5,1).

Exemplo 7.8

O lugar geométrico dos pontos cujas coordenadas satisfazem a equacao de

(z -3 (y—1)2
4 16

Solucao: A equacao dada se escreve como diferenca de dois quadrados:

(- (5 o

segundo grau = 0, é formado por duas retas concorrentes.

que equivale ao produto:

r—3 y—-1\/xz—-3 y-—-1
( 2 * 4 ) ( 2 4 ) =0. Figura 7.20: Exemplo
7.8.
Desta identidade vemos que:
r—3 y—1 r—3 y—1
3 + = 0 ou 5 Y 0.

U8 CEDERJ
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Figura 7.22: Exemplo
7.10.

CEDERJ

A primeira identidade equivale a equacao 2x+y—7 = 0 e a segunda equivale a
equacao 2x—y—5 = 0. Essas equacoes representam retas no plano. Verifique,

vocé mesmo que essas retas se intersectam no ponto (3,1) (Figura 7.20).

Exemplo 7.9

O lugar geométrico da equagao (y —2)? = 3 consiste de duas retas paralelas.

Solucao: De fato, da equacao temos as pos- | Y
3 y=24+v3
sibilidades (veja a Figura 7.21): yeRtve 4 .
3 |
y—2=+V3 ou y—2=-3, > E
1 |
y=2—v3 ;
que sao as retas paralelas: — ek

Figura 7.21: Exemplo 7.9.

y:2+\/§ ou y:2—\/§.

Exemplo 7.10

O lugar geométrico dos pontos que satisfazem a equacao = 0 consiste

(z —3)*
. 7 . . 8
de uma reta (isto é, duas retas coincidentes).

Solucao: Com efeito, temos:

(z —3)?
8
que é a equacao de uma reta vertical. Veja a Figura 7.22.

=0<= (z-3)?=0<=2-3=0,

Exemplo 7.11

O lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a equacao:

¢ o conjunto vazio.

Solucao: Observe que a equacao nao tem solucao real, pois nao existe niimero

real cujo quadrado seja negativo.

Classificacao das conicas degeneradas.

Vamos resumir as nossas consideracoes e exemplos sobre as conicas

degeneradas no seguinte esquema:
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Conica Equacao Lugar geométrico Exemplo
Elipse 5 5 Z,se A< 0 7.6
(z a};n) + (y bg()) =\
degenerada {(zo,y0)},se A=0 7.7
Retas concorrentes:
Hipérbole 5 5 ry:bxr + ay — brg —axg =0
(1’*10) o (1/*1/0) =0 7.8
a2 b2 - ‘
degenerada ro 1 bx —ay — bxo +ayo =0
Esquema de
com r1 Nra = {(z0,y0)} — classificagao
das cdnicas
(A) (x ,g())2 . reta x = xg, se u=0 degeneradas.
Tz
T =x0+ a/
(A) { paralelas 0 Vi , se >0
T =120 — a\/1b 7.9
Parabola @ sep<0
.1
o reta y =vyo, se u=0 10
degenerada
Yy =1yo + a/n
(B) « paralelas v Vi , se >0 7.11
Y =1yo — a\/p
B) & vo)? _
(B) T2 T M g sepn<0

Resumo

Nesta aula aprendemos a nocao de simetria em relagao a um ponto e a
uma reta. Revisamos o conceito de curva conica e analisamos suas simetrias.
Além disso, estudamos e classificamos as conicas degeneradas a partir de

exemplos concretos.

Exercicios

1. Sejam as retas r : 20 +3y+6 =0, s: 6z —4y + 2 = 0 e os pontos
P=(-1,1),P=(0-2).

a. Determine os pontos simétricos (1 e (o, aos pontos P, e Py, res-

pectivamente, em relagao a reta r.

b. Determine os pontos simétricos Ry e Ry, aos pontos Py e Py, res-

pectivamente, em relagao a reta s.

c. Encontre os pontos simétricos M; e My, aos pontos ()1 e (o, res-

pectivamente, em relagao a reta s.

d. Encontre o ponto de intersecao das retas r e s. Denote esse ponto F.
Ache os pontos T7 e T simétricos aos pontos P; e P, respectivamente,

em relacao ao ponto Fj.

Compare com os pontos obtidos no item c.
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2. Sejaaretar: x —5y+1=0.
a. Determine o simétrico da reta s : x —y + 1 = 0 em relacao a r.
b. Considere o triangulo de vértices A = (1,1), B = (—1,4), C =

(3,1). Encontre a figura geométrica correspondente ao simétrico desse

triangulo em relacao a r. A figura obtida é um triangulo?
Em caso afirmativo, os triangulos sao congruentes?

3. Determine o simétrico da reta z — 2y + 4 = 0 em relagao ao ponto de

intersecao das retas x —y =0e 2x —y = 3.

4. Verifique que o circulo de equagao z2+y?* = r? é invariante pela simetria

em relacao a qualquer reta que passe pela origem.

5. Verifique que as conicas abaixo sao invariantes pelas seguintes simetrias:
em relacao a reta r = xg, em relacao a reta y = yy e em relacao ao

ponto Py = (o, o) -

(z —20)* | (y—10)°

a. " + 7 =1.
(33 - 950)2 (y - 90)2

b. = — o =1

2 2
6. Conclua que, se uma elipse de equacao :c_2 + Z_Q = 1 ¢é invariante por
a

simetria em relacao a reta bissetriz do primeiro quadrante entao a elipse

é, de fato, um circulo.

7. Seja a equacao A(x —a)? + B(y —b)? = \. Identifique as conicas abaixo

incluindo os casos degenerados.

Nos casos degenerados, descreva o conjunto solucao da equagao.
a. A>0, B>0,A=0; b. A>0, B<0,A=0;
c. A>0, B>0,A=A4; d. A<0, B>0,A=0;
e. A<0, B>0,\A=8,; f.A=0,B>0,A=0.

Auto-avaliagao

Se voce resolveu os exercicios de 1 a 6, vocé entendeu bem o conceito
de simetria em relacao a uma reta e simetria em relacao a um ponto. Resol-
vendo o exercicio 7 vocé faz um trabalho de fixacao do conceito de conicas
degeneradas e do conjunto de pontos do plano que essas equacoes definem.
Caso tenha alguma dificuldade, releia a aula e tente novamente resolver os

exercicios.
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|
Aula 8 — Conicas - Translacao de sistemas de

coordenadas

Objetivos
e Entender a mudanca de coordenadas pela translacao do sistema cartesiano.
e Identificar uma conica transladada a partir da sua equacao geral.

e Construir conicas com eixos paralelos aos eixos coordenados.

Nesta aula estudaremos as equagoes de segundo grau

A +Cy* + Dz + Ey+F =0 (8.1)

Isto é, equacoes da forma Ax? + Bay + Cy*> + Dz + Ey + F = 0,
com B = 0.

A identificagdo do lugar geométrico representado pela equagao (8.1) é
feita transladando o sistema de coordenadas.
Defini¢do 8.24 (Translagdo do sistema de coordenadas)
Dados
um sistema cartesiano ortogonal de coordenadas OXY do plano e um ponto
O', a translacao de OXY para o ponto O é a construcao de um novo sistema
cartesiano ortogonal de coordenadas O’ X'Y” tracando paralelas aos eixos do
sistema OXY', passando pelo ponto O, preservando a orientacao e a unidade
de medida. O ponto O', onde se intersectam os novos eixos O’X’ e O'Y’, é a

ortgem do novo sistema de coordenadas.

O sistema O'X'Y" assim construido é cha- Y YA

mado o transladado do sistema OXY para ", U— vl -——oP
o ponto Py (veja a Figura 8.1).

Seja P um ponto do plano. Designa-

~

=Y

mos por (x,y) as coordenadas de P com o’

respeito ao sistema OXY e por (2/,y) as

gl---8f-----

=Y

coordenadas de P com respeito ao sistema
transladado O’ X'Y”.

Naturalmente surge a seguinte questao:

Figura 8.1: Translacao do sistema

N . OXY para o sistema O'X'Y".
como sdo relacionadas as coordenadas (x,y)

e (z',y") do ponto P dado?

MODULO 1 -
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Mudanga de coordenadas entre sistemas transladados.

Seja P um ponto do plano, designamos P = (x,y) entao as suas coor-
denadas no sistema OXY sao , e as suas coordenadas no sistema O’ X'Y” sao
P = (2.

Tracemos por P retas r, s paralelas Y ¥ P
aos eixos coordenados OX e OY, respec- P T
tivamente. Lembre que OX é paralelo (¥.0) | (v, 0
a O'X' e OY é paralelo a O'Y’ (Figura ~|
8.2). " = TG
Segue, da definicao de sistema car- B
tesiano ortogonal de coordenadas, que a 0 T @0 X
reta r intersecta o eixo OY no ponto de
coordenadas (0, y) e o eixo O"Y” no ponto

de coordenadas (O,y’), enquanto que a Figura 8.2: Mudanga de coordenadas.
reta s intersecta o eixo OX no ponto (x,0) e o eixo O'X’ no ponto (z/,0).

Na Figura 8.2 vemos que:

=z — 29 . x =12+ xg
ou, equivalentemente, (8.2)

Y =y—1 y=vy+15

onde (g, yo) sao as coordenadas da origem O’ no sistema OXY'.
Observacao. YA Y'A

As relagcoes de mudanca de coordenadas

(8.2) independem da posigao da origem

O’ e da posicao relativa do ponto P. Yo A =l 1’2) ; >
De fato, na Figura 8.3 mostramos .

um sistema transladado O’ X’Y” e o ponto y 2 ¥Y'=y—1

P no seu terceiro quadrante. Neste caso, oY T %o d

observamos que os nimeros r—=xg € Yy —yYo

sao negativos e que as equacoes (8.2) con-
) & 4 q~ ¢ ( ) Figura 8.3: As relagoes (8.2) indepen-
tinuam sendo as equagées de mudanga dem das posicoes relativas dos pontos.

de coordenadas.
O mesmo acontece independentemente do quadrante em que O’ esteja com
respeito ao sistema OXY. Verifique!
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Notacgao.
Daqui em diante, quando desejarmos fazer mencao explicita ao sistema de
coordenadas com respeito ao qual estejam sendo consideradas as coorde-
nadas de um ponto, escreveremos essas coordenadas colocando o sistema
de coordenadas como sub-indice. Por exemplo, P = (a,b)o/xry indica que
o ponto P tem coordenadas (a,b) com respeito ao sistema de coordenadas
o'X'Y’.
Exemplo 8.1
Sejam dois sistemas cartesianos ortogonais de coordenadas OXY e O'X'Y”,
onde O" = (=2, 3)oxy. Consideremos o ponto P = (5, —1)oxys € a reta r
de equagao 22" — iy’ + 1 = 0 com respeito ao sistema O’ X'Y”.
YA Y ks
Determinemos as coordenadas de P no sistema
OXY e a equagao de r no sistema OXY'. 5
Solucao: O sistema O'X'Y" é obtido trans-
ladando o sistema OXY até o ponto
O/ - (-1'07 3/0) - (_27 3) 1 =
- Yo 31 i Y/
Usando a segunda das relagoes (8.2), temos: a it bt "
I
I
i ae =54 (-2) =3 / I R
y=y +yp=-1+3=2
Figura 8.4: Exemplo 8.1.
Assim, P = (3,2)oxy-
Para determinar a equacao de r no sistema OXY substituimos as coorde-
nadas 2’ e y’ da primeira das relagoes (8.2):
¥=rx—xy=x—(-2)=x+2
Y=y—vo=y-3
na equacao 1 :2x' —y' +1=0 e obtemos r:2(x+2)— (y—3)+1=0.
Simplificando obtemos a equacao de r no sistema OXY':
r:2r—y+8=0.
Exemplo 8.2
Conicas transladadas. Se O' = (zg,yo) é um ponto do plano, as equagdes
113
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=]

abaixo representam curvas conicas:

(z —20)* | (y—w0)* _
2 TR L (83)
(x —20)*  (y =) _ (y —y0)®  (x— ) _
a? - b2 —boe a? - b2 =5 (84)
(x—z0)?=kly—yo) e (y—uyo)*=k(z—x). (8.5)

Verifiquemos que a equagao (8.3) representa uma elipse de eixos paralelos

aos eixos OX e OY com centro no ponto O’ (Figura 8.5), que as equagoes

(8.4) representam hipérboles com centro no ponto O’ e eixos paralelos aos

eixos OX e OY (Figura 8.6) e que as equagoes (8.5) representam parabolas

de vértice no ponto O’ e eixo focal paralelo aos eixos coordenados (Figura

8.7). vh v
YA YA

¥ \

N\ |
/

Syl
=Y

~Y

o’ \ X \ y '
—/ / / Yo o' X'
D \

Yo)
\-_
/-_-"-\ 7 To .
2 X
) T X
Figura 8.5: Elipse. Figura 8.6: Hipérbole. Figura 8.7: Parabolas.

CEDERJ

Solucao: Seja O'X'Y" o sistema ortogonal de coordenadas obtido transla-
dando o sistema de coordenadas OXY para o ponto O" = (x¢, yo).

Substituindo a primeira das relagoes (8.2) em (8.3), (8.4) e (8.5), obtemos as
equagcoes dessas conicas com respeito ao sistema O’X’Y’ na forma canonica:

(2)? n (y')? _q () () -1

a? b2 ’ a2 B2 ) (I/)z =ky e (;@/’)2 = ka',

que sao as equacoes canonicas da elipse, hipérbole e parabolas, respectiva-

mente, no sistema O'X'Y’ com origem O'.

Conhecendo as translagoes estamos prontos para o estudo da equagao
geral do segundo grau no caso particular em que B = 0, equagao (8.1):
A2+ Cy* +Dx+Ey+F =0.
A analise dessa equacao leva as conicas estudadas no Mddulo 2, do Pré-
Calculo. Essas conicas sao obtidas a partir da equagao acima completando
os quadrados.

Para isso consideramos separadamente os casos:
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Casoi) A#40eC #0,
Casoii) A=0ouC =0.
Casoi) A#0eC #0.
Neste caso, reescrevemos a equagao (8.1) na forma:
A+ 22)+ O+ Zy)+ F =0,
completando os quadrados dentro dos parénteses, obtemos:
A+ 2o+ DN+ C(? + Ey+ B+ F=2 + &2
se denotamos A = 4D—j + % — F, a equacao fica assim:

A (:1’:2 + %)2 +C (;1/2 + %)2 =A. (8.6)

Caso ii) A=0o0uC =0.
Suponhamos que A # 0 e C' = 0.
Neste caso, a equagao (8.1) é:
A+ Dx+ Ey+ F =0.

Completando o quadrado na variavel x, temos: 7
A2+ Do+ Ey+F=0 <= A@?+L2+ )+ By+F-2 =0

= A@r+LP+Ey=2-F.

O simbolo p
Denotando p = 4D—j — F a equacao fica assim: Z;Zit 1{:: (i‘;:i‘,}fm’m
D\?2
Alx+— | =—FEy+pu. 8.7
(4 55) =—Bv+s ©7)
No caso C' # 0 e A = 0, uma analise similar nos leva a equacao:
E\2
Cly+ — | =—-Dx+pu, 8.8
<J 5 C) 1, (8.8)
_ E?
onde =95 — F.
Vocé percebeu que, em ambos os casos i) e ii), obtivemos expressoes
que parecem equacoes de elipses, hipérboles ou parabolas transladadas?
Cuidado!
Volte!
A identificacao da equagao (8.6) ou (8.7) depende dos sinais dos coefi- E reveja o esquema de

. . N classificacao das conicas
cientes A, C, D, e E, pois em alguns casos podemos obter conicas degene- S .
degeneradas no final da aula

radas! Reduzindo essas equacoes um pouco mais, em cada caso particular, anterior.

vocé pode identificar exatamente de que conica se trata.

Exemplo 8.3
Mostrar que a equacao 2x% — 4z + 5y — 3 =0 ¢ a equacao de uma pardbola

transladada. Vamos determinar o sistema de coordenadas O'X'Y’ no qual

| 28  CEDERJ
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a equacao da parabola é expressa na forma canodnica, assim como a equagao

da diretriz da parabola em ambos os sistemas.

Solucao: Como a equagao apresenta apenas um termo do segundo grau, a

curva candidata é uma pardabola.

Completando os quadrados na equagao obtemos:

207 —4x +5y —3=0 = 2(2°—-22)+5y—3=0
= 2(2*—22+1)+5y—3-2=0
— 2(x—-1)*=-5y+5

2

= 2(z—1)"=-5(y - 1),

que corresponde a uma parabola transladada.

Consideremos o sistema de coordenadas O’X'Y’ obtido transladando o sis-
tema OXY até o ponto O’ = (1,1). A relagao entre as coordenadas desses

sistemas é dada por:
¥=x-1
y=y-—1.

Substituindo na equacao

obtemos

que equivale & equacao:
5
( .’L‘,)2 _ _5 y/ )

Sabemos que a equacao candnica da parabola nas coordenadas x’ e ¥y’ se

2:

escreve na forma () —4py’, sendo a reta horizontal ¥y = p a sua diretriz.
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Fazendo —4p = —g obtemos p = —. Logo,

)=

Y h Y, +
diretriz

5
8
(x

9
1

a equacao da diretriz da pardbola

—gy’ éaretay = g
Para obter a equacao da diretriz no sis-

tema O XY recorremos novamente as relacoes

)
entre as coordenadas, y — 1 = 3’

ou seja,
13
Yy = g
Figura 8.8: Pardbola 212 — 4x + 5y —
3=0.
Exemplo 8.4

Identificar a equaciao z* + 3y? — 6z + 6y + 12 = 0.

Solucao: Como os coeficientes dos termos do segundo grau sao positivos, a

curva candidata é uma elipse.

Completando os quadrados, temos:

(2* — 62) +3(y* +2y) +12 =0
2

= (2 —62+9)+3(1y°+2y+1)+12-9-3=0
= (2 —62+9)+3(y°+2y+1)=0

= (x— )+3(y+1) =0

— (r-37=0 e 3@y+1)2*=0

= =3 e y=-—1.

Portanto, o lugar geométrico descrito pela equacao consiste apenas do ponto
(3,—1).

Exemplo 8.5
Mostrar que a equaciao 4x? — 16y* — 24z — 24y + 23 = 0 representa uma
hipérbole transladada.

Determinar também o sistema de coordenadas O’ X'Y” no qual a equacao é
expressa na forma canonica assim como as equacgoes de suas assintotas em

ambos os sistemas.

Solucao: Como os termos de segundo grau tém sinais contrarios, a curva

candidata é de fato uma hipérbole.

MODULO 1 -
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Completando os quadrados, temos:

4a* — 16y* — 24x — 24y + 23 =0
— 4(x2—6x)—16<y2+i—2y)+2320

— 4(m2—6x+9)—16<y2+gy+%)+23—36—|—9:0

2
— 4(x—3)2—16<y—|—2) — 4.

Dividindo por 4 a tultima equacao, obtemos:

que é a equacao de uma hipérbole transladada cujo eixo focal é paralelo ao
eixo x (veja a Figura 8.9).
Consideremos o sistema de coordenadas O'X'Y” obtido transladando o sis-
, 3
tema OXY, até o ponto O' = <3, ——) .
4/ o0xy
A relacao entre as coordenadas dos sistemas OXY e O’ X'Y’ é dada por:

Substituindo na equacao da hipérbole transladada, obtemos a equacao na

forma canonica:

Figura 8.9: Hipérbole 422 — 16y? — 24z — 24y + 23 = 0.

(«)? W)

a? b2

/

., , b
Sabemos que = 1 representa a hipérbole com assintotas iy’ = P

1 ~ ,
ey =——2. Comoa®>=1el? = T obtemos as equacoes das assintotas no
a
sistema O’ X'Y":

CEDERJ
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Para obter as equacoes das assintotas no sistema OXY', recorremos nova-
mente as relacoes entre as coordenadas substituindo-as nas equagoes das

retas obtidas acima:

3 1 3 1

Assim, as equagoes das assintotas no sistema OXY sao as retas (Figura
8.9):
20 —4dy—9=0 e 204+4y—-3=0.

Podemos resumir a nossa andlise, classificando a equac@o (8.1) no es-
quema a seguir. Nesse esquema usamos condigoes sobre os sinais dos coefici-

entes da equacao expressas mediante produtos.

Assim, por exemplo, escrever AC' > 0 significa que A e C' tém o mesmo
sinal, ambos positivos ou ambos negativos. Enquanto que escrever AC' < 0,
significa que A e C tém sinais contrarios, ou seja, A é positivo e C' negativo

ou vice-versa.

Classificagio da equacio Az? +Cy? + Dz + FEy+ F =0

AC >0 AX>0 elipse com reta focal paralela a um dos eixos
)\:%jt%fl‘? A=0 um ponto
AN <O conjunto vazio
AC <0 AXN#0 hipérbole com reta focal paralela a um dos eixos
A= ?j + f; —F A=0 par de retas concorrentes
A#0,C=0 AE <0 parabola com reta focal paralela ao eixo OY
nw= f—j - F AE >0 conjunto vazio
E=0 uma reta se Ay > 0 ou o conjunto vazio se Ay < 0
A=0,C#0 CD <0 pardbola com reta focal paralela ao eixo OX
uw= ?—; - F CD >0 conjunto vazio
D=0 uma reta se C'u > 0 ou o conjunto vazio se Cu < 0
. . ~ 332 y2 ,
Sabemos que a excentricidade da elipse de equacao atE = 1¢éo

nimero real ¢ = E; onde ¢ é o valor positivo, tal que os focos da elipse sao
Fi = (—¢,0) ¢ Fy = (¢,0).

De fato, na deducéo da equacdo da elipse vemos que ¢ = Va2 — 2. Em
particular, ¢ < a. Logo, e = 2 < 1. Dessa forma, a clipse ¢ caracterizada

por ter a sua excentricidade menor que 1.

MODULO 1 - AULA 8

Esquema de
classificacao
das conicas

no caso B = 0.

O circulo é caracterizado por
ter excentricidade igual a 1.
No entanto, a pardbola nao

tem excentricidade definida.
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2 2
Analogamente, a hipérbole de equacao % -3

dade dada por: e = E; onde ¢ é o valor positivo, tal que os focos da hipérbole
a
sao F1 = (—¢,0) e Fy = (c,0).
De fato, na deducao da equacao da hipérbole, ¢ = v/a? + b?. Em parti-

c . o . :
cular, a < c. Logo, e = — > 1. Entao, a hipérbole ¢ caracterizada por ter a
a

= 1 tem sua excentrici-

sua excentricidade maior que 1.

Lembre que conhecendo a excentricidade e algum outro elemento da
conica (coordenadas do foco, distancia do vértice ao centro da conica, equagoes
das assintotas etc.) podemos obter sua equagao.

Além disso, o conhecimento da excentricidade ja nos diz de que tipo é
a conica.

Exemplo 8.6

Determinar a equacao da conica que tem excentricidade e = %, centro no
ponto Py = (1, \/3) e focos sobre a reta z = 1 a uma distancia de v/3 do
centro.

Solucao: Como a excentricidade é menor que 1, a conica é uma elipse.

Em relagao ao sistema de coordenadas O’ X'Y” obtido da translacao de OXY

para o ponto Q' = P,, a equacao da elipse é

(@) ()?
B + 2 =1, coma>b.
1
Comoc:\/geezgzi,temos
1
§:§=§:e:>a:2\/§:>a2:12,

Também, sendo ¢ = a® — b?, temos b?> =a® — 2 =12 -3 =0.
Logo, a equacao da elipse no sistema O'X'Y" é:
% + % =1,
Usando as relagoes de mudanca de coordenadas entre sistemas transladados,
¥ =x—1ey =y —+/3, obtemos a equacio da elipse no sistema OXY :

(-1 (-3’

=1.
9 12

Nota final.

e Achamos mais ilustrativo apresentar alguns exemplos, em vez de fazer uma
andlise geral dos coeficientes da equacao (8.1). E possivel identificar uma

coOnica apenas analisando os coeficientes da equacao geral do segundo grau.
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Contudo, vocé deve sempre lembrar que:

Qualquer equacao do segundo grau do tipo:
Ax> + Cy> + Dx + By + F =0,
representa uma conica transladada (incluindo os casos degenerados) e sua

reducao a forma canonica é obtida completando os quadrados.

Resumo

Nesta aula vimos que uma equacao do segundo grau da forma
Axz? + Cy* + Dx + Ey + F = 0 representa uma conica transladada, in-
cluindo os casos degenerados, e que a sua forma canonica com respeito a
um novo sistema de coordenadas O'X’Y” é obtida completando os quadra-
dos na equacao. Além disso, vimos que é possivel determinar a equacao de
uma elipse ou de uma hipérbole conhecendo sua excentricidade e um outro

elemento que a caracterize.

Exercicios

1. Sejam OXY e O'X'Y, sistemas de coordenadas, onde O’ X'Y” é o trans-
ladado de OXY para o ponto (—2,5)oxy. Consideremos as conicas
com as seguintes equagoes no sistema O’ X'Y":

ne W) _ (@) )? _ N2 afar
i. Dé as equacoes dessas conicas no sistema OXY'.

ii. Dé as coordenadas no sistema OXY dos focos de cada uma dessas

conicas.

2. Reduza as seguinte equacoes a forma canonica exibindo as mudancas
de sistemas de coordenadas. Para o caso de parabola dé a equacao de
sua diretriz no sistema OXY e para o caso de hipérbole dé as equacoes

de suas assintotas.

a. 42 + 9y* — 40z + 36y + 100 = 0;
b. 922 — 16y* — bdx — 64y — 127 =0;
c. 10y +8x — 30y —9=0;

d. 22+ 3y +8x — 6y +11=0.

3. Em cada item, determine a equagao da conica a partir das informagoes
dadas:
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a. e = 5V/2, a distancia entre os focos: 6 unidades, equacio da reta
que contém os focos: x = 2, centro: Py = (2,1).

b. e = i, centro: Py = (—1,3), equacao da reta que contém os focos:
y = 3, distancia de um foco ao centro: 4 unidades.

c. e =3, focos: Fy = (2,5) e F» = (—4,5).
d. e =1, centro: Py = (—1,-2), foco: Fy = (—1,1).
Auto-avaliacao

Resolvendo os Exercicios 1 e 2 voceé fixou as relacoes entre sistemas de
coordenadas transladados e a redugao por quadrados perfeitos. Resolvendo

o Exercicio 3 voceé reviu a nocao de excentricidade.

Caso tenha encontrado dificuldades, releia a aula e os exemplos com
atencao, e depois volte aos exercicios. Permanecendo com duvidas, procure
orientacao com os tutores.

CEDERJ
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| MODULO 1 - AULA 9
Aula 9 — Conicas - Rotacao de sistemas de

coordenadas

Objetivos
e Entender mudancas de coordenadas por rotacoes.
e Identificar uma conica rotacionada a partir da sua equagao geral.

e Identificar uma conica arbitraria e reduzi-la a sua forma candnica.

Nesta aula completamos a andlise das equacoes do segundo grau:

Az® + By +Cy* + Dx + Ey+ F =0 (9.1)

Resta-nos apenas estudar a influéncia do termo Bxy na posicao da

conica no plano.

Veremos que uma equagao da forma (9.1), com B # 0, é colocada na

forma canonica girando e transladando o sistema de coordenadas.
Rotacao e mudanca de coordenadas entre sistemas rotacionados.

Antes de entrarmos na andlise das equagoes da forma (9.1), apresenta-
mos a nogao de rotacao de sistemas de coordenadas.
Definicdo 9.25 A ?i%fjjﬁiff"'"
(Rotacao do sistema de coorde-
nadas) A rotacao de um sistema car-
testano ortogonal de coordenadas OXY
por um angulo 6 é a construcao de um

novo sistema O’ X’Y" cujos eixos O’ X’

e O'Y’ sao obtidos girando os eixos OX

e OY, respectivamente, do angulo 6 em

torno da origem O. A rotagao é rea-

lizada no sentido anti-hordrio se 6 for

positivo e no sentido horario, se # for Figura 9.1: Rotacdo do sistema de co-

ordenadas.

negativo (Figura 9.1).

A origem O" do novo sistema é a mesma do sistema original, o ponto O.
Embora as origens sejam as mesmas, utilizamos notagoes distintas.
Dizemos que o sistema O'X'Y’ é o rotacionado do sistema OXY de 6.

Como os eixos OX e OY foram rotacionados de 6, os eixos O’ X’ e O'Y' sao
também ortogonais. Portanto, O’ XY’ é um sistema cartesiano ortogonal de
coordenadas.
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Relagoes de mudanga de coordenadas entre sistemas rotacionados.

Seja O'X'Y" o sistema ortogonal de coordenadas obtido rotacionando

o sistema de coordenadas OXY de um angulo 6.

Seja P um ponto do plano cu- ' YA
jas coordenadas em relacao ao siss  \ = Y|------
tema OXY sao P = (x,y)oxy e,
em relacao ao sistema O'X'Y’ sao
P = (2',¢)oxy . Veja a Figura
9.2.

s=senf

X

Para determinarmos a relacao

entre as coordenadas (z,y) e (z/,y)

comecamos observando que:
P= (:L’, y)ox Y

= ! !

- (.’B 'Y )Ozxr-y:

Figura 9.2: Ponto P em OXY eem O'X'Y".

— ’
e o vetor v;. = (cosf,senf)oxy é

um vetor unitario na direcao posi-
tiva do eixo OX’,

—_ 4 . . ~ oy
e 0 vetor vy° = (—sen @, cosf)oxy é um vetor unitario na diregao positiva do
eixo OY”,
— =~ . — —>
e 0s vetores U1 e vy sao perpendiculares: (vy,vs ) = 0.

Logo, as coordenadas do vetor OP (ou as coordenadas do ponto P)

com respeito ao sistema O'X'Y” sdo os numeros z’ e ¢/, tais que:

— —

prg;(OP):a:’-QT e prv—;(OP):y’-ﬁ.

Isto é,

H\
I
—

) = ((z,y), (cosB,send))

Uy ) = ((z,y), (—senf, cos 0))

~
I
—

Y

de onde obtemos as relagoes de mudanca de variaveis:

~

r = x-cos + y-senf
, ’ (9.2)
y = —x-senfl + y-cosb

Reciprocamente, suponhamos que o sistema O’ X’Y” foi obtido rotacio-
nando o sistema OXY de 6.
Como obter o sistema OXY a partir do sistema O'X'Y"?

Sendo que o sistema O'X'Y” foi obtido girando o sistema OXY de 6,
o sistema OXY deve ser obtido girando o sistema O’X'Y’ de —6. Note que,
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neste caso, o rotacionado é o sistema OXY e o sistema fixo é o sistema
O'X'Y’. Portanto, as relagdes de mudanga de coordenadas sao:

x = a'-cos(—0) + 1y -sen(—0)

y =—a'-sen(—6) + 1y -cos(—0)
e como cos f é uma funcao par e senf é uma funcao impar, obtemos a mu-

danca de coordenadas:

r = 2'-cos® — 1y -senf (9.3)

y = 2’ -senf + 1y -cosf

Assim, se O’ XY’ é um sistema de coordenadas obtido girando o sistema
OXY de um angulo 6, podemos usar as relagoes (9.2) e (9.3) para obter as
coordenadas dos pontos do plano em relacao ao sistema O’ X'Y” conhecendo
as coordenadas em relacao ao sistema OXY e reciprocamente, desde que

sejam conhecidos o seno e o cosseno do angulo de rotagao!

Exemplo 9.1
Seja O’ X'Y" o sistema cartesiano ortogonal de coordenadas obtido da rotacao
de 30° do sistema XOY'.

Seja P o ponto do plano com coor-
denadas P = (—1,3)oxy € seja r a
reta de equagao ' — 2y’ + 2 = 0, no
sistema O’ X'Y”. Veja a Figura 9.3.
Determinemos as coordenadas de P
no sistema O’X'Y” e a equacao de r
no sistema OXY'.

Solucao: Primeiro devemos obter a

expressao da mudanga de coordena-

das usando as relagoes (9.2):

Figura 9.3: Exemplo 9.1.

2’ = xcos(30°) + ysen(30°) = ? T+ %y

y' = —xsen(30°) + y cos(30°) = —%x + ?y

Substituindo os valores das coorde-

nadas r = —1 e y = 3 de P, obte-

mos:
o = ?(—1) ri@)=2 ‘2“5
v =+ g =

MODULO 1 -
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. — 1
Ou seja, P = (3 \/37 + 3\/5) .
o'X'y’

2 2
Fazemos também a substituicao de x’ e ¥’ na equacao de r:

=2y +2=0 < (?x—i—%y) —2(—%9&—1—?1;)—1—2:0

— V3z+y+22—2V3y+4=0
— 24+ V3)r+(1-2V3)y+4=0.

Portanto, a equacdo de r no sistema OXY é (2++v3)z+(1-2v3)y+4=0.

Exemplo 9.2
Consideremos o sistema cartesiano ortogonal de coordenadas O’ XY’ obtido
por uma rotacao do sistema OXY, tal que o eixo O’ X’ seja a reta que passa

pela origem e é paralela a reta 2z — 3y 4+ 6 = 0.
Seja P ponto do plano com coordenadas P = (—4, 1) x/y-.
Determinar as coordenadas de P no sistema OXY'.
Solucao: A primeira pergunta que surge é:
como determinar o angulo de rotacao 07
Na verdade, como foi dito anteriormente, nao precisamos do valor do angulo
de rotacao 6, mas sim dos valores cosf e sen@.
O eixo O'X’ e areta 2z — 3y + 6 = 0 tém a mesma inclinagdo, pois sao

paralelos. Reescrevendo a equacao da reta na forma y = 3% + 2, temos

9
tof = =
sV =3

Assim, os valores de cos@ e sen 6 sao obtidos resolvendo o sistema:

cos? 0 +sen?f = 1.

. . 3 o
Da primeira identidade, obtemos cos 6 = 5 sen 0, e substituindo na segunda

2
identidade resulta: (% sen 9) +sen? 0 = 1, que equivale a:

113 sen’f = 1 <= (senf)* = % <= |senf| =

;‘M
w
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Como a tangente de 6 é positiva, o cos-
seno de 6 e o seno de # tém o mesmo
sinal. Nesse caso, convencionamos to-
mar sempre o sinal positivo que cor-

responde a 6 positivo (quando os si-

nais de cos e senf forem contrarios,
tomamos o cosseno positivo e o seno

negativo).

2
Entao: senf = — e cosf = —.
\/ﬁ \/ﬁ Figura 9.4: Exemplo 9.2.

Substituindo os valores de cosf e sen § nas relagoes (9.3), obtemos:

3 / 2 /
VERY T
y=a-senf +y - cost = i3c’+iy’.
V13 V13
Substituindo as coordenadas ' = —4 e y = 1 de P, obtemos as coordenadas
x ey de P no sistema OXY:

3 2 14

= = (-4 - =)= -—=
V13 V13 V13 _ (145
2 3 0 == ( V13’ \/ﬁ)oxy .

x=21a"-cosf —1vy -senf =

= = (4 + (1 2
v=rmt Y mY T s
Antes de passarmos para a identificacao de equagoes do segundo grau

com termo xy facamos algumas comparacoes de equacoes de conicas entre

sistemas de coordenadas rotacionados.

Sejam OXY e O'X'Y" sistemas cartesianos ortogonais de coordenadas
em que O'X'Y”" é obtido girando o sistema OXY de 6.
(=')? ()

a? b2

Consideremos, por exemplo, a hipérbole = 1, no sistema
o'X'Y’.

Como ¢é a equacao dessa hipérbole no sistema OXY?

Substituindo z’ e 3" das expressoes da mudanga de coordenadas (9.2)
na equacao da hipérbole, temos:

"2 "2 2 (_ 2
(z) (y') :1<:>(xcose+ysenc9) ~ (—wsen6 + ycosb) 1

a2 b2 a? b2
(cos? 0 2% + 2 cos O sen O xy + sen? § 22)
a2
(sen? z* — 2cos § senfxy + cos® %) 1
b2 N
= (b*cos? 0 — a®sen? 0)z? + 2(a” + b*) cos O sen b ay

+(b%sen? 6 — a® cos? 0 )y* = a?b>. (9.4)
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Na figura 9.5

Temos cos =0 e senf = 1.
Veja como o sistema O’ X'Y”
obtido pela rotacao do
sistema OXY de 90° tem os
seus eixos superpostos aos
eixos do sistema OXY. Veja
a figura 9.5 de frente ao eixo

O0X.

Na figura 9.6

Temos sen =0 e

cos = —1. O sistema
O’'X'Y' obtido pela rotagao
do sistema OXY de 180°
tem os seus eixos
superpostos aos eixos do
sistema OXY', porém com
orientagbes contrarias. Veja
a figura 9.6 de cabecga para

baixo.

CEDERJ
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Observe que agora apareceu um termo com o produto zy !

Como a® +b* > 0, o coeficiente 2(a? + b*)cosf send de zy em (9.4)
é igual a zero se, e somente se, cosf senf) = 0. Ou seja se, e somente se,
cosf =0 ousenf =0.

Se cosf) =0, entao 6 =90° e senf) =1 ou = —-90° e sen) = —1. Em
qualquer caso sen?f = 1 e a equagao (9.4) fica reduzida a (Figura 9.5):

—a’z? + 0*y* = a®b?.

2 2
. ~ X .
Dividindo essa equacao por a?b?, obtemos =+ % =1, ou seja:

1.
YA

w

n-alh

1
Q
o’
-

. A

Figura 9.5: cosf@ =0 e senf =1. Figura 9.6: cosf = —1 e senf = 0.

Analogamente, se senf) = 0, entao 0 = 0° e cosf = 1 ou § = 180° e

cosf = —1. Em qualquer caso cos?6 = 1 e ao substituir na equacao (9.4),
obtemos a equagao b*r? — a’y? = 1, que equivale a (Figura 9.6):

22 2

a

Assim, no primeiro caso, a rotagao é de 90° (ou de —90°) e no segundo
a rotagao é de 0° (ou de 180°). Portanto, os eixos rotacionados O’ X’ e O'Y”
ficam superpostos aos eixos originais OY e OX respectivamente, embora
com orientacao contraria. Isto faz com que as equagoes nos dois sistemas

aparecam na forma canonica.

Concluimos entao que, fora esses casos particulares, quando a relacao
entre os sistemas de coordenadas é de uma rotacao, sempre devera aparecer

o termo xy na equacao da conica.

Essa analise é ttil para raciocinarmos de forma inversa: dada a equacao
de uma conica em relagdo ao sistema OXY', determinar os eixos O'X'Y’

perante os quais a coOnica estard apresentada na sua forma canonica. Para
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ilustrar o procedimento vamos analisar com cuidado o seguinte exemplo.

Exemplo 9.3
Consideremos a equagao

132% + 182y + 37y* — 40 = 0. (9.5)

Sendo que nessa equacao aparece termo xy, deve existir um sistema de co-
ordenadas O'X'Y”, rotacionado de OXY, com respeito ao qual a equacao

aparega na sua forma reduzida (canonica).
Como encontrar o sistema O'X'Y” desejado?

Solugao: Denotemos € o angulo de rotagao procurado (lembre que para de-

terminar o sistema sé precisamos do cosseno e do seno desse angulo).

As coordenadas no sistema OXY sao dadas a partir das coordenadas em
relagdo ao sistema O'X’Y’ mediante as relagoes (9.3). Substituindo essas

relagoes de mudanga de coordenadas na equacao (9.5), obtemos:

13(2' cos — y'sen)* + 18(2' cos — y'sen 6) (2’ send + 3 cosh)
+ 37(z'sen® +y' cosf)* —40 =0.

Desenvolvendo essa equacao e agrupando os termos comuns, temos:

(13 cos? @ + 18 sen  cos 6 + 37 sen? ) (2')?
+ (—26sen f cos § + 18 cos? § — 18 sen? 6 + T4 sen 6 cos 0)z'y’ (9.6)
+ (13sen? @ — 18sen § cos O + 37 cos? 0)(y')> = 0.

Agora impomos a 6 a condi¢ao que precisamos: ¢ tem que ser o angulo tal
que a equacao acima fiqgue sem o termo x'y’. Isto é, o coeficiente de 'y’ deve

ser igual a zero. Portanto, a condigao sobre 6 é:
—26senf cosf + 18 cos? @ — 18sen? @ + Tdsenfcosf = 0.
Simplificando, temos:
3cos?f — 3sen’ ) + 8senfcosh = 0.

Para resolver essa identidade em relagao a cosf e a senf, observemos que

cos f # 0 pois, como vimos anteriormente, se cos = 0 a equagao nao teria o Note que...
termo wy. Dividindo essa identidade por cos? §, obtemos: No procedimento ao lado
sen2 0 sen 0 desejamos achar os valores
3—3 =0. de cosf e sen @ .
cos? 6 cos 6
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Note que...

Resolver as equagdes (9.7) e
(9.8) com respeito as
incégnitas sen 6 e cos 0
equivale a determinar um
par de nimeros positivos
tais que a soma dos seus
quadrados ¢ igual a 1 e o seu

quociente é 3.

Verifique ...
Use uma maquina de
calcular para verificar que

0 = arcsen —— = 71,56° .

V10

CEDERJ

Designando u = tgf = i‘;‘z, substituindo na equacao, reordenando os termos

e multiplicando por (—1), chegamos a equacao do segundo grau:

3u2 —8u —3=0.

8§ £10

Resolvendo, obtemos u = tgf = . Lembre que convencionamos tomar

sempre o valor positivo para tg6 (que corresponde a um angulo 6 entre 0° e
. 18

90°). Assim, tgf = 5= 3.

Sabendo o valor da tangente de 6 obtemos os valores do cosseno e do seno,

conforme fizemos no exemplo 9.2, a partir das identidades:

sen 6
i 3, (9.7)
sen”f +cos’f =1. (9.8)
e oF _ 3 _ 1
As solucoes sao sen ) = T @ cosf = T

Substituindo esses valores nas relagoes (9.3), vemos que a mudanca de coor-
denadas que devemos fazer para levar a conica (9.5) a sua forma canonica
com respeito ao novo sistema O’ XY’ é dada por:

r = ﬁx’ - \/il—oy’
y= 2+ oy
De fato, substituindo essas relagoes nos coeficientes da equagao (9.6), obte-
mos:
e coeficiente de (')

13cos?6 4 18senfcosf + 37sen? = 13(—)2 + 18(

e coeficiente de x'y":
3c0s%0 — 3sen’6 + 8senbcosh = 3(\/L1_0)2 —3(2)%+ S(L)(Llo) =0,
valor que ja era esperado.

e coeficiente de (y')?:

2 29 _ 3 32 3 1 132
13sen” 0 — 18senf cos 4 37cos“ = 13(\/—1—0) — 18(\/?)(?) +37(75)
=10

Assim, a equagao (9.6) fica na forma:
40(2')2 + 10(y/)? — 40 = 0,

isto é, na forma:

v)* _4

Y=,

que é a equagao canoénica de uma elipse no sistema O'X’Y” (Figura 9.7).

(2')? +
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Figura 9.7: 132% + 182y + 37y* — 40 = 0.

O exemplo acima ilustra o procedimento geral a ser seguido para reduzir
uma equacao do segundo grau da forma Ax*+ Bxy+Cy*+ F = 0 a sua forma
canonica. Isto é feito por meio de uma mudanca do sistema de coordenadas,
obtida girando o sistema OXY ', de modo que os eixos O’ X’ e O'Y’ do sistema

rotacionado O’ X'Y” coincidam com os eixos da conica.

O procedimento para reduzir a equacao geral de segundo grau
Az? + Bxy +Cy* + Dz + Ey+ F =0

a sua forma canonica é feito em duas etapas. Primeiramente rotacionamos
o sistema OXY para um sistema O’ X'Y’ de modo que, nas novas coordena-
das, a equacao fique sem o termo em xy. Uma vez feito isso, transladamos o
sistema O'X'Y" até um ponto O” de modo que a equacao no sistema, trans-
ladado O”"X"Y" nao apresente os termos de primeiro grau. No seguinte

exemplo ilustramos como isso é feito.

Exemplo 9.4

Vamos reduzir a equacao:
322 + 102y + 3y* + 162 + 16y + 16 =0. (9.9)

a sua forma canodnica.

Solucao: Procedendo de forma analoga ao exemplo anterior, procuremos o
sistema de coordenadas O'X'Y”, rotacionado de OXY de modo que, nesse
novo sistema, a equagao nao tenha termo x’'y’. Novamente fazemos a mu-

danca de variaveis:
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Neste ponto ...
Observe que 0 nosso
primeiro objetivo é
determinar os valores de
sen 6 e cos § de modo que ao
mudar as varidveis x, y para
as varidveis x’, 3/, na
equagao (9.9) conforme as
relagoes ao lado, a equagao
resultante nao tenha o termo

'y’

Lembre que ...
Convencionamos tomar o
valor positivo para sen 6.

Na situagao ao lado nao
importa o sinal de cos 6, pois
as duas possiveis escolhas
diferem por uma rotagao de
90°, fazendo coincidir, em
ambos os casos, os eixos da
cOnica com direcoes
paralelas aos eixos O’ X’ e
O'Y’. Na situacao ao lado, a
escolha implicaria em tomar
0 = 45° ou € = 1359, mas a
forma geral da conica obtida
finalmente terd as varidveis
z' e y' intercambiadas, pois,
tomando € = 1359, o sistema
de coordenadas terd os eixos
rotacionados de 90° em
relacao ao sistema obtido na
escolha 6 = 45°.
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x =1x'cosf — 1y send

y = 2'senf +y cosb.
na equacao 9.9. Observe que a condigao sobre cosé e sen f é que na equagao
transformada nao apareca o termo em z'y’.

Observe que, na mudanca de varidveis, aparece o termo em z'y’ apenas nos
termos de segundo grau 22, y? e xy. Assim, isolamos esses termos da equacao,

fazemos a substituicao e obtemos o coeficiente de z’y/’:

322 —  3(2'cosf — y'sen 0)* = 3(2')% cos? 06"y cos O sen O + 3(y')? sen? 6] .

10zy — 10(2’ cos O — y' sen 0) (2’ sen 6 + ' cos 0)
= 10(2")? cos @ sen O+ 10(cos? 0 — sen” 0) 2"y’ — 10(y")? sen 6 cos 6 .
3y> —  3(2'cosf + y'sen0)? = 3(a’)? cos? O+61"y cos O sen b + 3(y')? sen? .
Assim, o coeficiente de 2’y é:

sen?0) .

—6cosfsen ) + 10(cos® § — sen” ) + 6 cos @ sen @ = 10(cos* O —

Esse coeficiente é igual a zero se, e somente se, cos? — sen?f = 0.

Logo, os valores cosf e sen ) sao obtidos resolvendo o sistema:

cos?f —sen?6 =0

ol%

— |cosf| =|senf| = =

Sl -

cos? 6 +sen?d =1

+senf = g (que

corresponde a 6 = 45°%), obtemos as relagoes de mudanga de coordenadas:

Isto é, cos6 Considerando cos # sen 0

Ve, Ve

2

2 Y
_ V2 V2,
y=5 v T35

Substituindo essas relagdes na equagao (9.9), temos:

V2 V2, V200 V2N (V2 V2
A S

V2, vz N\’

v= _ Y- V= _v- / _/ _/
3 (e =Ly " 10 ot = 2y ) (S Cy) s (S Yy
416 % —% 416 g \fy +16=0.
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Simplificando, obtemos a equacao:

8(z')2 —2(y)* 4+ 16V22' +16 = 0.

anterior, chegamos a:

($/+\/§)2 . (y:l)2 =0,

que representa uma hipérbole degenerada,
cujo grafico sao duas retas concorrentes

e tem por equacao canonica:

(x//)2 _ (y”)2 0,

4 Figura 9.8: Grafico da conica (9.9).

com respeito ao sistema O”X"”Y” obtido transladando o sistema O’ X'Y” até

0" = (—v2,0)o:xy: (Figura 9.8).

Mesmo sabendo como reduzir uma equacao do segundo grau nas variaveis
r e y a sua forma canonica, em muitas situacoes é fundamental identificar
se a cOnica é uma elipse ou uma hipérbole ou uma pardabola, mesmo antes
de efetuar a reducao a forma canonica. Para isso devemos caracterizar os

elementos-chave que nos permitem identificar o lugar geométrico a partir da

equacao geral.

Definicdo 9.26 (Indicador de uma equagdo do segundo grau)

O ndicador da equagao do segundo grau:

C:Ax*> + Bay + Cy> + Doz + By + F=0

é o numero:

A B2 2
](C)—4det< />_4(AC—BT>_4AC—B2.

B/2 C

Na seguinte proposicao mostramos um resultado importante que nos

permite efetuar a identificacao de uma conica a partir da sua equacao geral,

calculando apenas o seu indicador.

MODULO 1 -
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Proposicao 9.20

O indicador é invariante por rotacao.
Isto é, se a equagao
C: AP +B2Yy+CY) +D2+FEy+F =0
¢é obtida a partir da equagao
C:Ax*+ Bry+Cy*+ Dz +Ey+F =0
por meio de uma rotacao do sistema de coordenadas, entao:
I(C) =4AC — B> =4A'C' — (B*) = 1(C)).

A demonstracao da proposicao, feita no apéndice, consiste em calcular o
indicador 1(C") apds fazer a mudanga de varidveis na equagao C segundo as
relagoes (9.3).

Vejamos agora como esse resultado nos auxilia na identificacao da
conica.

Ja sabemos que dada uma equacgao do segundo grau:
C:Ax* + Bay+Cy*+Dx+Ey+F =0,

podemos determinar um sistema de coordenadas O'X'Y’, no qual a equacao

tem a forma:
C:A@+CW)?+DE)+EW)+F =0,

com B’ = 0. Pela Proposicao 9.20, obtemos:

I(C) =4AC — B> =4A'C" = I(C)). (9.10)
Mas, na aula anterior, ja classificamos as equacoes do tipo:

A2 +C' )+ D)+ E W)+ F =0,
através da observagao dos coeficientes A’ e C”:
e A’ e C' com mesmo sinal (A'C" > 0) = (' é uma elipse,

= (' é uma hipérbole,

e A" e C' com sinal contrario (A’'C" < 0)

e A=0eC"#00uAd"#0eC" =0 (A'C'"=0) = (' é uma pardbola,

incluindo os casos degenerados em cada alternativa.
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Portanto, da igualdade dos indicadores (9.10), concluimos:

Classificagao da equacao geral de segundo grau.

Dada a equagao:
C:Az?> + Bay+Cy* + Da+ Ey+F =0

e designando I(C) = 4AC — B2, temos:
e /(C) >0 = C éuma elipse (equacdo de tipo eliptico),
e /(C) <0 = C éuma hipérbole (equacdo de tipo hiperbdlico),

e [(C)=0 = C éuma parabola (equacao de tipo parabdlico),

incluindo os casos degenerados em cada alternativa.

Exemplo 9.5

Identifiquemos a conica C dada pela equacao:

C:dry—3y* +2 =0, (9.11)
e determinemos o sistema de coordenadas no qual a sua equacao é apresen-
tada na forma canodnica.
Solucao: Os coeficientes dos termos do segundo grau sao A = 0, B =4 e
C = —3. Logo, o indicador da equagao é:

I(C)=4AC — B*=4x0x (=3) — (-4)* = -16 < 0.

Portanto, a conica é uma hipérbole e a equacao ¢ do tipo hiperbdlico.

Determinemos agora um sistema de coordenadas O'X'Y’, rotacionado de

OXY, para reduzir a equacao dada, eliminando o termo em xy.

Considerando a mudanca de coordenadas:

x =x'cosf — 1y send
y=a'senf + 1y cosh.

determinemos o coeficiente de x'y’, que sé aparece nos termos de segundo

grau na equacao de C:

dry = 4(a' cosf — y'sen 0) (' sen 6 + y' cos 0)
= 4cosfsenf (2')*+4(cos” 0 —sen” ) 2y’ — 4cosfsen d (y)?),
—3y* = —3(z'senf + y cosfh)?
= —3sen’f (z')?GsenOcost 'y — 3cos? 0 (y')2.

MODULO 1 - AULA 9

Reveja...
Os critérios da Aula 8 para
identificar uma conica que

nao contém o termo xy.

NOTA IMPORTANTE !
Em alguns livros sobre
Geometria Analitica, o

indicador é definido por:

I = —4det A B/2
B/2 C

= B%? —4AC.
Com isso, a cOnica é:
e uma elipse, se I < 0;
e uma parabola, se I = 0;
e uma hipérbole, se I > 0;
No entanto, essa nao é uma
convengao padrao e nos
achamos mais natural definir
o indicador de modo que as
elipses fiquem com indicador
positivo e as hipérboles com
indicador negativo. E

questao de preferéncia.
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Assim, o coeficiente de z'y’ é:
4cos?f —4sen?f — 6cosBfsend.

Entao, devemos determinar os valores de cos f e sen § para que esse coeficiente

seja igual a zero, isto é, devemos resolver a equagao:
4cos?f —4sen*d — 6cosfsend = 0.
Dividindo essa equacao por —2 cos? ), temos:
2tg%0 +3tgf —2=0.
de onde obtemos:

(—=3+5).

o |

Isto é, tgh = —2 ou tgl = %

Seguindo a nossa convencao, escolhemos o valor positivo:

senf 1
cosf 2’

tgh =

ou seja 2senf — cost = 0.

Do sistema de equagoes:

2senf —cosf = 0

sen?6 +cos?) = 1
. . . 1
obtemos (seguindo a convengao de tomar o seno positivo) senf = 7 e
2
cost) = —.
NG
Com isso, a mudanga de coordenadas que devemos fazer é dada por:
Tr = ix/ — Ly/
R
— 2y
Y NG \/gy

Substituindo na equagao (9.11), agrupando os termos comuns e simplificando,

obtemos a equacao da conica C no sistema rotacionado O’ X'Y":

) e L

Completando os quadrados e simplificando, obtemos:
2 2
(%) (v+%)

(2

G
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. - .y ) )
que é a equacao da hipérbole de centro no ponto —%, —zl/—(;

paralelo ao eixo O’X’ e com a = ? eb= g

A translagao do sistema O'X'Y’ para o sistema O”X"Y” com origem no

) , eixo focal

centro da conica é dada pela mudanca de coordenadas:

8

I

8

+
S

<
I
<
+
2l5

Com essa translacao do sistema de coordenadas, a equacao da conica fica na

sua forma canonica em relacao ao sistema O”X"Y” (Figura 9.9):

Mais ainda, note que as assintotas

dessa hipérbole tém equacoes:

Para obtermos as equagoes corres-

pondentes no sistema OXY temos

que fazer duas mudancas de coor-
denadas, a primeira, do sistema O” X"Y"”

para o sistema O’ X'Y” por meio de

uma translacao:

40

V5 1
40 2
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Na segunda, mudamos do sistema
O'X'Y’ para o sistema OXY, por

meio de uma rotacao:

x/

2 1
Ve VEY
vb Vb
Fazendo essa mudanca de variaveis

nas equacoes das assintotas:

e simplificando, chegamos a:

—435—1—1
y=377T]

Resumo

DN | = N —
B
ot ot

8
+

8
+

1 \/5
)
1 \/5
1
Z-

Nesta aula vocé viu que as mudancas de coordenadas por rotagoes eli-

minam o termo xy da equacao de uma conica; aprendeu a identificar uma

conica a partir dos seus coeficientes, usando o seu indicador, e aprendeu a

usar os resultados da aula em conjun¢ao com a mudanga de varidavel por

translacao, apresentada na aula anterior, para reduzir uma conica arbitraria

a sua forma canodnica.

Exercicios

1. Para cada equacao abaixo, dé o candidato a lugar geométrico dos pontos

que a satisfazem.

No caso em que o candidato seja uma parabola, faca a reducao da

equagao exibindo as mudancas de coordenadas.

a. 9% — 16y — 5dx + 32y — 79 = 0;

b. 4% + 4zy +y? — 122 — 6y +5 = 0;

c. 922 + 24zy + 16y2 — 1502 — 200y + 625 = 0.
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. Seja C o circulo de equagiao 2% + y* = r%. Mostre que sua equagao é
invariante por rotagoes, isto é, se tomamos um sistema de coordenadas
O'X'Y’, rotacionado de OXY de um angulo 6, entdo a equacao do

circulo nesse novo sistema ¢ (/)% + (y/)? = r?.
. Seja C o circulo de equacio (z — 1) + (y — y0)* = r2.

Verifique que C ¢ invariante por simetria em relacao a qualquer reta

que passe pelo centro(a, b).

Sugestao: Use a expressao da Proposicao 16 da Aula 7 para fazer a simetria
de um ponto do circulo em relagao a reta e mostre que esse ponto continua

a pertencer ao circulo.
. Faca a reducao a forma canonica de cada equacao abaixo, identificando
a conica.

Determine, conforme o caso, vértices, assintotas, diretrizes, tanto no

sistema em que foi obtida a equacao reduzida quanto no sistema OXY.
a. 4oy — 3y?> — 36 =0;

b. 72% + 6xy — y*> + 287 + 12y + 28 = 0;

c. br? — 2zy + 5y? —4x +20y +20 =0;

d. 42 + 122y + 9y*> —4x — 6y + 1 =0;

. Na Figura 9.10, o centro e os vértices da hipérbole estao sobre a reta

diagonal y = z do plano e tém coordenadas: (3,3), (2,2) e (4,4),

respectivamente e as assintotas sao as retas r =3 e y = 3.

Dé a equacao da hipérbole no sistema OXY'.

Figura 9.10: Exercicio 5. Figura 9.11: Exercicio 6.

MODULO 1 - AULA 9
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ATENCAOQO!

Os célculos a serem feitos
para reduzir uma conica a
sua forma canodnica sao
laboriosos e devem ser
realizados com extremo
cuidado para evitar enganos.
Na disciplina de Algebra
Linear serd desenvolvido um
método matricial para
reduzir uma conica a sua
forma canonica com cédlculos
mais simples.

Até 14, vocé deve ter
bastante familiaridade com
os métodos apresentados

nesta aula.
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6. Na Figura 9.11, a hipérbole tem os mesmos vértices e centro que a
hipérbole do exercicio anterior e as assintotas sao as retas x—3y+6 = 0
edr—y—6=0.

Dé a equacao da hipérbole no sistema OXY'.

7. Seja a equacao 7x? — 48xy — Ty? — 25t = 0, onde t € R.

a. Deé os valores de t para os quais a equacao se torna a equagao de

uma conica degenerada.

b. Tome um valor a > 0. Compare as equacoes reduzidas parat = a e

t = —a. O que as curvas solugoes tém em comum?

8. Classifique, em funcao do parametro k, a conica :
2?2+ 2kx + 2ky? =2k + 1,

determinando também, quando possivel, a equacao da reta focal.

Sugestao: O problema consiste em identificar os valores do parametro k para
0s quais a equacao representa uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola.

Devem ser analisados os casos degenerados. Use o indicador.

9. Considere a equacao:
ma? + 12zy +9y> + 40 +6y —6=0.

a. Determine m € R tal que a equacao acima seja do tipo parabdlico.

b. Verifique que a equacao com o valor m, encontrado no item an-
terior, representa um par de retas paralelas, ou seja, ¢ uma parabola

degenerada. Determine a equacao dessas retas no sistema OXY.

10. Seja a familia de curvas:
2422+ A —=2)y* +2A—=2)y+3Xx—-3=0, A € R.

a. Classifique essa familia em funcao do parametro A;

b. Determine para que valores de A, a conica acima ¢é degenerada.

Auto-avaliacao

Vocé entendeu bem como rotacionar um sistema de eixos coordenados?
Ficou claro que, para fazer a mudanca de variaveis por rotacoes é fundamental
determinar o cosseno e o seno do angulo de rotacao? Vocé nao deve ter
dificuldade em resolver os exercicios propostos. Com eles voceé ira adquirir
mais soltura nos calculos. Caso tenha alguma dificuldade, reveja os assuntos

apresentados na aula e analise os exemplos cuidadosamente.
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Apéndice. Invariancia do indicador perante rotacoes
Neste apéndice vamos demonstrar a Proposi¢ao 9.20.
Demonstracao. Seja C a conica de equagao:
C:Ar* + By +Cy*+ Do+ Ey+ F =0.
Consideremos a mudanca de coordenadas dada pelas relacoes:
x =" cosf — 1y send
y=1a"senf + y cosf.
Substituindo essas relagoes na equacao de C chegamos novamente a uma
equacao do segundo grau:
A(2)* + B'(2)(y) + C'(y)* + D'(2) + E'(y) + F' =0,
em que os coeficientes A’, B" e (' sdo:
A" = Acos?0 + Bcosfsen + Csen?d,
B' =2(A—C)cosfsenf + B(cos*§ — sen?6) ,
C" = Asen?6 — Bcosfsen + C cos? 0.
O indicador dessa nova equagao é 4A'C" — (B')?, onde:
4A'C" = 4(A? — B%2 + C?)cos?Osen? § + 4(BC — AB) cos® 6 sen
+4(AB — BC') cosfsen® 0 + 4AC cos 0 + 4AC sen? 6 .
(B')? = 4(A? —2AC + C?) cos® Osen? § + 4(BC' — AB) cos® fsen 6
+4(AB — BC') cos O sen® 0 + B*(cos? 6 — sen? §)? .
Calculando 4A’C" — (B')?, temos:
4A'C" — (B")? = —4B%sen?0 cos? 0 + 4AC(cos* 0 + sen’ 0)
+8AC sen? 6 cos?  — B2 cos* 0 + 2B2 cos? O sen? 0
—B%sen* 6
2(4AC — B?) cos? sen? 0 + (4AC — B?)(cos* 0 + sen 0)
(4AC — B?)(cos*0 + sen® )?
4AC — B?.
Portanto, 44'C" — (B')> =4AC — B% O
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Aula 10 — Regioes e inequacoes no plano

Objetivos

e Resolver inequagoes do segundo grau.

e Analisar sistemas envolvendo inequagoes do primeiro e segundo graus.
e Resolver inequacoes modulares a duas variaveis.

e Analisar sistemas envolvendo inequacoes do primeiro grau, do segundo grau

e modulares.

O conhecimento das curvas representadas por equacoes gerais do pri-
meiro e segundo graus ¢ um passo importante para determinar regioes do
plano delimitadas por tais curvas. Uma regiao no plano delimitada por tais
curvas consiste do conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas satisfazem

uma ou varias inequagoes algébricas. Como veremos a seguir.
Regioes do plano e inequacoes.
Vocé ja percebeu que retas e conicas dividem o plano em regioes?

Defini¢do 10.27
Dizemos que uma regiao do plano é conexa se ela nao é a uniao de duas ou

mais regioes disjuntas (Figura 10.1).

Regioes conexas.

Dizer que uma regiao é
conexa significa que ela é
formada de uma pega sé,
como cada uma das figuras
U e V ao lado. Enquanto

W que a regiao W é formada
por trés partes.

Figura 10.1: Cada uma das regides U e V sdo conexas, enquanto que a regiao W nao é

conexa.

Convencao. Daqui por diante, usaremos o termo regico para nos referir a

uma 7egiao conera.

Observe que uma reta divide o plano em duas regioes, enquanto que o

nimero de regioes determinadas por uma conica pode variar.
Primeiramente, consideremos as conicas nao degeneradas:

e Uma elipse divide o plano em duas regioes: a regiao interior, que contém

seus focos, e a exterior;
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Figura 10.6: O gréfico da
hipérbole degenerada
definida pela equacao:

22 —y2 =0,

consiste de duas retas
concorrentes. O plano fica
dividido nas quatro regices
mostradas na figura.
Figura 10.7: Neste gréafico
mostramos a pardbola
degenerada:

22 4+2-2=0,

cujo grafico consiste de duas
retas paralelas que dividem o
plano em trés regides.
Figura 10.8: Neste gréfico
mostramos a pardbola
degenerada:

y? =0,

que divide o plano em duas

regioes.

Figura 10.5:
A, B e C desconectadas.

Regioes

CEDERJ

Regibes e inequacbes no plano

Figura 10.2: Elipse.

Figura 10.6: Hipérbole de- Figura 10.7: Pardbola dege- Figura 10.8: Pardbola dege-
generada.

e Uma hipérbole divide o plano em trés regides: uma que contém um dos
focos, outra que contém o outro foco e a regiao que contém suas assintotas;
e Uma parabola divide o plano em duas regioes: uma que contém o foco e a

outra que contém a diretriz.

Figura 10.3: Hipérbole. Figura 10.4: Pardbola.

Se olharmos as conicas degeneradas encontramos outras situagoes.
e Uma elipse degenerada nao divide o plano, pois neste caso os possiveis
lugares geométricos sao o conjunto vazio &, ou um tnico ponto;
e Uma hipérbole degenerada, cujo grafico sao duas retas concorrentes, divide
o plano em quatro regioes;

e Uma pardbola degenerada divide o plano em trés regioes, se o seu grafico
consistir de duas retas paralelas, e divide o plano em duas regioes, quando

seu gréfico for apenas uma reta (duas retas coincidentes).

nerada. nerada.

Observe que, se retiramos do plano o conjunto dos pontos de uma conica
nao degenerada, entao as regioes que ela determina ficam desconectadas umas
das outras. O mesmo acontece se retirarmos do plano uma reta (Figura
10.5).

Designemos por 7 o plano e por 7* o plano do qual retiramos o conjunto

dos pontos da conica ou reta, conforme o caso, por exemplo, na Figura 10.5,
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o conjunto 7 = AUBUC é o que resta do plano apos retirarmos os pontos

de uma hipérbole.

Sabemos que as retas e conicas sao lugares geométricos formados por
conjuntos de pontos que satisfazem uma equacao dada. No caso das retas, a
equacao ¢

Az +By+C=0

e, no caso das conicas, a equacao ¢ a equagao geral do segundo grau:
Az’ + By +Cy* + Dx+ Ey+ F = 0.
Portanto, as regioes de 7* determinadas por uma reta satisfazem a inequacao
Ar+ By+C >0

ou a inequacao
Ar+ By+C <0

e as regioes determinadas por uma conica satisfazem a inequagao
Ar? + Bary+ Cy* + Dx+ Ey+ F > 0

ou a inequacao
Ar? + Bry+ Cy* + Doz + Ey+ F < 0.

Resumindo:

Observacao importante.
Dada uma equagao algébrica do primeiro ou segundo graus, os pontos de
cada regiao de 7* por ela determinada, satisfaz apenas uma das desigual-

dades:

Ar+By+C >0, Ax>+ Bay+Cy*+Dx+Ey+F >0,
Ar+By+C <0, Ax? + Bxy +Cy?* +Dx +Ey+ F <0.
(10.1)

Pense! Voce ja observou esse fato nos circulos! Num circulo de raio r,
os pontos da regiao que contém o centro, denominada regiao interior, estao
a uma distancia do centro menor que r e os pontos da regiao que nao contém
o centro, denominada regiao exterior, estao a uma distancia do centro maior

que r.

Esta situacao pode ser descrita usando uma inequagao:
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Se o circulo tem equagao (z —a)?+ (y —b)? = r?, entdo a regido interior

é formada pelo conjunto de pontos tais que:

Vi —a)?+(y—b)2<r.

Elevando ao quadrado, obtemos que os pontos da regiao interior satis-

fazem a inequacao:
(x —a)®+ (y — b)* < 2.
Enquanto que os pontos da regiao exterior satisfazem a inequacao:
(x —a)®+ (y — b)* > 2.

Analogamente, a regiao obtida fazendo a uniao da regiao interior com o

circulo, consiste dos pontos cujas coordenadas (z,y) satisfazem a inequagao:
(z—a)’ + (y —0)* <02,

e a uniao da regiao exterior com o circulo consiste dos pontos cujas coorde-

nadas satisfazem a inequagcao:

(z—a)*+(y—0)*=r"

Figura 10.9: R: (r—a)?>+(y—  Figura 10.10: R : (z — a)? +
b)? < r?. (y— )2 >r2.
Y 4

Figura 10.11: R : (z — a)? + Figura 10.12: R : (z —a)? +
(y—b?<r?. (y—b)?=r”.
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Assim, para descobrirmos a inequacao que ¢ satisfeita pelo conjunto de
pontos de uma regiao dada, basta testar a condigao (inequacao) que a define
apenas em um ponto da mesma, pois todos os outros pontos dessa regiao

satisfazem a mesma inequagao.
Exemplo 10.1
Determinemos a regiao R do plano formada pelos pontos que satisfazem a
inequacao:
v 4+ +3y>0.

Solucao: O primeiro passo é fazer a reducao Y4
do lado esquerdo da inequagao, tomando o 2 X
devido cuidado com a desigualdade: : o
I -
3\? 9 >
v +x+3y>0 :><y+§) —I—x>1 II/
3 2 9 _% P A
:><y—|——> +<x——>>0. °
2 4 N
« R
O segundo passo ¢ identificar a curva que g |

satisfaz a equacao: . N )
Figura 10.13: Regiao R : y* +x +

<y+§>2+ (x—2> :03.y>0
2 4
Vemos que é a equagao de uma parabola (nao degenerada). Portanto, a curva
divide o plano em duas regioes. As coordenadas do vértice sao (9/4, —3/2) e
a equacao da reta que contém o foco (reta focal) é y = —3/2.

Agora, basta escolher dois pontos da reta focal que estejam em regices dife-

rentes e testar.

Substituindo as coordenadas do ponto Py = (0,—3/2) no primeiro membro

da inequagao (isto é, y* + = + 3y), obtemos:
(=3/2)* +0+3(—3/2)=9/4-9/2=-9/4<0
Como o resultado é menor que zero, a desigualdade proposta nao é satisfeita

pelas coordenadas de F.

Pelo fato de s6 haver duas regioes, vemos que a regiao R que satisfaz a

desigualdade proposta é a regiao que nao contém o ponto P, (Figura 10.13).

Exemplo 10.2
Determinemos a regiao R do plano formada pelos pontos que satisfazem a
inequacao:

22 —3x+2<0.
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Solucao: Observe que na inequagao nao aparece a variavel y. Isso significa
que se um valor xq satisfaz a inequagao, entao, os pontos P = (z, y) também
a satisfazem, qualquer que seja o valor de y.

Fatorando, vemos que a inequacao equi- YA
valea (z—2)(x—1)<0. R
De forma analoga ao exercicio anterior,
vemos que o lugar geométrico determi-

nado pela equagdo (v —2)(x — 1) = 0 ~f 1

:
%

consiste das retas . =2 ¢z = 1.

Essas retas dividem o plano em trés regioes
e os pontos (0,0), (g, 0) e (3,0) estao

em regioes distintas.

Figura 10.14: Regido R : 22 —3z+2 <
0.
Testemos esses pontos no primeiro membro da inequagao proposta:

Para (0,0), temos: (0)? —3(0) +2 = 2.
3 1

3 3\ 2 9 9
Para (5,0),temos. <§> _3<§>+2_Z_§+2__Z'

Para (3,0), temos: (—3)? —3(—=3) + 2 = 20.
Assim, a regiao que satisfaz a inequacao é a regiao entre as retas, incluindo

as retas, que contém o ponto (g, O) (Figura 10.14).

Exemplo 10.3 ) )
Seja a hipérbole H : (z _2330) _Ww—w)” 1.

a b2
Determinemos a desigualdade que é satisfeita pelo conjunto de pontos de

cada regiao delimitada por H.
Solucao: Basta identificar um ponto de Y

cada regiao e substituir suas coordenadas
no lado esquerdo da equacao de H. Sabe-
mos que o ponto Py = (zg,yo) é 0 centro
de 'H, que y = yo ¢é a reta que contém os
focos Fy = (zg—c¢,y0) e Fy = (xo+¢, yo),
onde ¢ = va? + b2.

E que os pontos Fy, Fi e F, estao em
regioes diferentes (Figura 10.15).
Substituindo as coordenadas desses
pontos no primeiro membro da inequa-

¢ao, temos:

)2 )2
Para Fy: (20— 20)” _ (o —y0)" _ 0<1;
a? b2

Figura 10.15: Regioes limitadas por

H.




Regides e inequacdes no plano

(ot c—z0)%  (wo—wo)*  F  a*+b? b? ,
ParaFl. a2 — b2 :$2721+$>17
b2
Para Fy: também obtemos 1 + — > 1.
a

Portanto, as coordenadas dos pontos da regiao que contém o centro P, satis-

fazem: ( 2 .
T —Zo Y—1Yo
e — P <1,

e as coordenadas dos pontos das regioes que contém F; e F, satisfazem:

(z — x0)* _ (v — y0)* > 1.

a? b2

Sistemas de inequacgoes.

Defini¢do 10.28 (Sistema de inequagdes no plano.)
Um sistema de inequacoes no plano é um conjunto de duas ou mais ine-
quacoes. Sua solucao é o conjunto de pontos do plano que satisfazem simul-

taneamente cada inequacao do sistema.

Assim, para resolver um sistema de inequagoes, encontramos a(s) regiao(oes)
determinada(s) por cada inequagao, pois a solugao do sistema é a interseccao
dessas regioes. No seguinte analisaremos apenas sistemas de inequagoes de

primeiro e segundo graus. Veja os seguintes exemplos.

Exemplo 10.4

Esbocemos a regiao do plano determinada pelo sistema:

2?2 +92 <9
?+y—3>0.

Solugao:
Primeira etapa: Identificamos a equagao correspondente a cada inequacao
do sistema. Em nosso caso, as equagoes sao:
224+ =9 e 2°4+y—-3=0.
A primeira é a equagao de um circulo centrado na origem e raio 3, e a segunda,

a equacao de uma parabola.

Segunda etapa: Determinamos a solucao de cada inequacao. J& sabemos que
a inequacao z? + y? < 9 corresponde a uniao do circulo com seu interior R ;.
Para identificar a regiao R, da inequacao z? +y — 3 > 0, testamos o ponto
(0,0). Substituindo suas coordenadas no primeiro membro da desigualdade,

obtemos —3, logo (0,0) nao satisfaz a desigualdade.
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Como a parabola determina apenas duas regioes, entao a regiao que satisfaz

a inequagao é aquela que nao contém (0, 0).

YA
Y4 R diretriz: y="12
8 ‘ 7N
. / F \ Joco: F=(0,4)
Rl !! \\
¥ ¥ i
3 — / \
) & I \
Convengao. | \
Quando uma curva faz parte 3 ' \
de uma determinada regiao, B ] \
usamos uma linha cheia para
desenhé-la; quando nao, Figura 10.17: Solu(;ao de 22 +y—3>
usamos linha pontilhada. Figura 10.16: SOIUQZ;.O de 22 + yg <9, 0.

Terceira etapa: Esbocamos cada regiao em sistemas de coordenadas separa-
dos (Figuras 10.16 e 10.17).

Quarta etapa: Esbogamos as regides em um so6 sistema de coordenadas, exi-

bindo a regiao definida pelo sistema.

Como a solucao é o conjunto dos pon-
tos cujas coordenadas satisfazem todas
as equacoes do sistema, entao a regiao
procurada é a intersec¢ao das regioes das
Figuras 10.16 e 10.17.

Para esbocar corretamente a regiao pro-
curada, devemos determinar os pontos de

interseccao das curvas que a delimitam.

Isto é, devemos resolver o sistema:

Figura 10.18: R = R1 N'Rs.

> +y?=9
?+y—-3=0.

Da primeira equacao, temos 2> = 9—y?2 . E, substituindo na segunda equacao,
99—y’ +y—3=0<=1’—y—6=0<=y=3o0ouy=—2.

Logo,
y=3= 2 =0= 2 = 0,de onde obtemos o ponto (0, 3).

y:—2:$2=9—(—2)2:>x2:5:>x:\/50ux:—\/5,
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de onde obtemos os pontos (—v/5, —2) e (v/5, —2).
Com esses dados, esbocamos na Figura 10.18 a solucao do sistema, proposto.

Exemplo 10.5

Esbocemos a regiao do plano determinada pelo sistema:

r—y+1>0
22 o2
4>
3 +4 -

<0
Solucao: Sigamos as etapas apresentadas no exemplo anterior.

As equacoes correspondentes a primeira e a segunda inequacoes sao:
2 2

€z Y

— + Z =1 5

aretar—y+1=0, e aelipse 3

respectivamente.

Testemos o ponto (0,0) para determinar a regiao da primeira inequagao.
Como (0,0) satisfaz a primeira inequacao, entdo a regiao que ela determina
é o semi-plano mostrado na Figura 10.19.

Note que (0,0) nao satisfaz a segunda inequagao.

Logo, a regiao que satisfaz a segunda inequacao ¢ a regiao exterior a elipse
(Figura 10.20).

A regiao determinada pela terceira inequagao é o semi-plano que consiste dos

pontos (z,y), com z < 0, mostrada na Figura 10.21.

Y}
R2 v
£>1 Rs
<0
% X
Rl X
r—y+1<0
=
Il
. .-~ 2 H
Figura 10.19: Regido z—y+ legura 10.20: Regiao % +
1>0. &> 1 Figura 10.21: Regido z < 0.

Para determinar a regiao solucao do sistema proposto, determinemos os pon-

tos de intersecgao das curvas que formam o seu contorno.

Para tanto, resolvemos os seguintes sistemas, que representam intersecgoes

das curvas duas a duas:
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2 2

z—y+1=0 z—y+1=0 R |
@32 2 b JORIEINE!
. : - —3+6V2 4+6V2
As solugbes para o sistema (a) s@ao os pontos - =

—3—-6v2 4—-6v2 .
( - \/7, 7\/_ Para o sistema (b) encontramos o ponto (0,1) e
para o sistema (c), os pontos (0,2) e (0, —2).
Talvez nao seja necessario determinar to- Yf /s’
P1=(:3_-7M‘4—$ 2) ,/

dos esses pontos, mas é importante sa-
ber quais sao as interseccoes possiveis das

curvas do contorno da regiao.

Com essa informacgao, vemos que a regiao

R, solugao do sistema proposto (Figura
10.22), é dada pela intersecgao das regioes
Rl, Rg [§ Rgl

R=RiNRyNR;3.
Exemplo 10.6 Figura 10.22: Exemplo 10.5.

Esbocemos a regiao do plano determinada pelo sistema:

r—y+1<0
22 2
?+Z<1
r—3>0

Solucao: Observe que a regiao que satisfaz a primeira inequacgao e a regiao que
satisfaz a segunda é exatamente o oposto do encontrado nas duas primeiras

inequacoes do sistema do Exemplo 10.5.

Portanto, a regiao que satisfaz simulta-
neamente essas duas inequagoes ¢ uma
parte da regiao do interior da elipse mos-
trada na Figura 10.23.

No entanto, a regiao que satisfaz a ter-

ceira inequacao é o semi-plano a direita
da reta x = 3, e essa regiao nao inter-

secta o interior da elipse, logo o conjunto

solucao desse sistema, e portanto, do sis-

Figura 10.23: R =R1NR2NR3 = J.

tema proposto, é o conjunto vazio!
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Inequacgoes modulares.

As inequagoes que envolvem modulos de expressoes de primeiro e se-
gundo graus sao chamadas inequacoes modulares. Essas inequagoes também
dividem o plano em regioes.

As inequagoes x? —4x +|r —4] >0 e |[v+y+4]+3x —y <0, sao

exemplos de inequacoes modulares.

Exemplo 10.7

Determinar a regiao do plano definida pela inequacao:
2? —dx+ |z —4]>0.

Solucao: Observe que a variavel y nao aparece na inequacao. Isto significa
que, se (zo, Yo) ¢ um ponto do plano cujas coordenadas satisfazem a inequagao
proposta, entao todos os pontos (xg,y) também a satisfazem, qualquer que

seja o valor de y.

O primeiro a fazer é eliminar o sinal de modulo. Para isso, lembre que

lt—4] = z—d<—=1r-4>0< 2 >4,
e
lt—4] = —(r—4)<=r—-4<0<=ux<4.

Portanto, a inequacao proposta ¢ dividida em dois sistemas de inequagoes:

22 —dr4+x—-4>0 22 —dr—x+4>0
(a) = o (b) -
r >4, r < 4.
Que, simplificando, correspondem aos sistemas:
22 —3x—4>0 22 —5x+4>0
(a) ou  (b)
>4, T <4,

e a solucao procurada ¢ a uniao das regioes R, e R determinadas por

esses sistemas.
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Resolugao do sistema (a): A equa-
cao 22 — 3z — 4 = 0 tem por solu-
coes © = —1 e x = 4, que represen-
tam retas verticais no plano, pois y
é arbitrario. Essas retas dividem o

plano em trés regioes.

A primeira desigualdade do siste-
ma (a) ¢ verificada pelos pontos a
esquerda da reta x = —1 e pelos
pontos a direita da reta z = 4, in-

cluindo ambas as retas.

'-|4' YA ~#
Il
Al T Ren
|
: >4
| -
-1 4 X
|
|

Figura 10.24: R : solucao do sistema (a).

A segunda desigualdade do sistema (a) se satisfaz somente na regiao que esté

a direita da reta x = 4, incluindo a propria reta. Portanto, a regiao solucao

do sistema (a) consiste dos pontos a direita da reta = 4, incluindo os pontos

dessa reta.

Resolugao do sistema (b): A equa-
cao 22 —5z+4 = 0 tem por solucoes
r=1lex=4.

A primeira desigualdade do siste-
ma (b) é satisfeita fora da regiao
limitada pelas retas x =1 e x = 4,

incluindo os pontos das retas.
A segunda desigualdade do sistema
(b) é satisfeita na regiao a esquerda

da reta z = 4.

YA Tf Tfl
= s-;l
|
I
Rv) I
I
1 4i ~
I

Figura 10.25: R : solugao do sistema (a).

Logo o sistema (b) tem por conjunto solugao o semi-plano a esquerda da reta

x = 1, incluindo essa reta.

A solugao do sistema proposto € a uniao R = R,) UR ) das regioes solucoes

de (a) e (b), como mostramos na Figura 10.26.
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Y

Figura 10.26: R : 22 — 4z + |z — 4] > 0.

Exemplo 10.8
Determinar a regiao do plano definida pela inequacao

lz+y+4[+32 -y <0
Solucao: Como

r+y+4, sex+y+4>0

|z +y+4| =
—(r+y+4) sex+y+4<0,

a inequacao proposta é dividida em dois sistemas de inequacoes:

r+y+4+3r—y<O0 —x—y—44+3r—-y <0
(a ou (b)
r+y+4>0 r+y+4<O.

Ou seja, simplificando:

(a r+1<0 on () r—y—2<0
THy+4>0 T+y+4<0.
A regiao R, solucao da inequagao proposta, é igual a uniao das regices A e
B determinadas por esses sistemas, respectivamente. Isto é, R = AUB.
Solugao do sistema (a): Asretas ¢ +1=0e z +y + 4 = 0 sdo concorrentes
e se intersectam no ponto (—1, —3) dividindo o plano em quatro regices. A
regiao A, solugao do sistema (a), é a regiao que contém o ponto (—2,0) (que

satisfaz as duas inequagoes do sistema (a)).
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Figura 10.30:
Hipérbole.

Na Figura acima, mostramos
as regioes determinadas pela
hipérbole

2 2
%,%71=0.

O sinal da expressao do lado
esquerdo da equagao é:
positivo (> 0) nas regides R1
que contém os focos.
negativo (< 0) na regido Ro
que contém o centro e as
assintotas.

CEDERJ
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Figura 10.28: Regiao B, solucao do

Figura 10.27: Regiao A, solucao do .
) sistema (b).
sistema (a).

YA
Solu¢do do sistema (b): As retas

r—y—2=0ex+y+4=0-sein-

r+1=0

tersectam no ponto (—1, —3) dividindo

o plano em quatro regides. A regiao

B, solucao do sistema (b), é aquela que

contém o ponto (—5,0) (que satisfaz as
duas inequagoes do sistema (b)). i
-1-3
\

| N
I
1

A solucao da inequacao proposta é a
regiao R = AU B da Figura 10.29.

Para resolver inequagoes envolvendo pro- Figura 10.29: Solugao de |z +y + 4| +
dutos e quocientes de expressoes do pri- 3% —¥ <0
meiro e segundo grau (com ou sem médulos),

¢ importante saber resolver sistemas de inequagoes. Veja o tltimo exemplo.

Exemplo 10.9
Determinar o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a inequagao:
(|z| — 2)(42? — 9y* — 40z — 54y + 10) < 0.
Solucao: A desigualdade proposta significa que os fatores envolvidos nos
parénteses devem ter sinais contrarios. Portanto, a solucao da inequacao
proposta € a unido das regioes determinadas pelos sistemas (a) e (b):
(&) lz] =2 <0
42 — 9y? — 402 — 54y + 10 > 0
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|| —2>0
(b)
42% — 9y? — 402 — 54y + 10 < 0.

Primeiramente, observamos que a equacao 4x? — 9y? — 40x — 54y + 10 = 0,

associada a segunda inequacao de ambos os sistemas, se reduz a sua forma

canonica: ( 2
X — 5 2
Portanto, os sistemas (a) e (b) acima sao equivalentes aos sistemas:
2| <2 |z| > 2
(@) § (z —5)2 ou (b)) ¢ (z—5)2
M (g —3)2 AT (g —3)2 =
9/4 (y 3) 1>0 9/4 (y 3) 1<0. Na Figura 10.31
O COIljU_IltO SOlU.(;aO da equa(;éo |CC| — Y“ o~ A" mostramos as curvas
) . ) . . N‘K I envolvidas nos sistemas (a’)
2, associada as primeiras desigual- | 8 e (b):
. , ] \ A hinér .
dades dos sistemas, é formado pe- & ' <\ lji})’é““’é‘“ 3 _1—0
. C //, — Y —- - - ’
las retas © = 2 e x = —2 (Figura 3 )—o o a retas:
r=2 e x=-2.

10.31) que dividem o plano em

o[\
2

trés regioes: -2 /
. , P,
e A regiao entre as retas, que contem/

a origem, consiste dos pontos tais . o
Figura 10.31: Retas e hipérbole.

que |z| < 2.

e A regiao a direita da reta z = 2, cujos pontos satisfazem |z| > 2.

e A regiao a esquerda da reta x = —2, cujos pontos satisfazem |z| > 2.

As solugoes dos sistemas (a’) e (b’) sdo unides de regides cujos contornos sao
partes dessas curvas.

Para determinar com exatidao esses conjuntos, devemos achar os pontos onde

as retas intersectam a hipérbole. Para tal, devemos resolver os sistemas:

T =2 T =—2
(A) (x —5)? ; B) § @ - 5)2
=0 321 — @=0°)" a2 q_
9/1 (y—3)*=1=0 9/1 (y—3)7—1=0.
Substituindo = 2 na segunda equacdo do sistema (A) e resolvendo a

equacdo quadrética resultante na varidvel y, obtemos y; = 3+ V3 e y» =
3—3.

Portanto, a reta 2 = 2 intersecta a hipérbole nos pontos P, = (2,3 +v/3) e
P, = (2,3 —/3). Veja a Figura 10.31.

Substituindo agora x = —2 na segunda equagao do sistema (B) e

resolvendo a equacao quadratica resultante na variavel y, obtemos

y3:3+—”;87m7,56 e y4=3——vf7m—1,56.
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Isto é, a reta x = —2 intersecta a hipérbole nos pontos
e

Com esses elementos, vamos descrever separadamente os conjuntos solucao

P3: (-2,34‘%)

Veja a Figura 10.31.

dos sistemas (a’) e (b").

Solugao do sistema (a’):

O conjunto R, solucao do sistema (a’),
consiste dos pontos da regiao entre as
retas r = 2 e x = =2
(excluindo as retas) e que também per-
tencem as regioes determinadas pela
hipérbole que nao contém o seu centro
(regides que contém os focos, isto é, as

regioes focais), veja a Figura 10.32.

L \/187)
Y 3 °

~_ 1 YR A g
\l\. | ,/
| \\ | ’/
| ‘L ,/
———1—» -
AR
[ L N
I 7\ e
1 G P) = < 3
Dl ’ S X
’
27 I S
L I

Figura 10.32: R, solugdo do sistema (a).

Solucao do sistema (b’): NE Y | b /’
\I\ | ’
O conjunto R, solucao do sistema (b’), I Yk 1 ‘Rz o
. o [ S
consiste dos pontos que estao a direita I {‘\ 7’
4
da reta x = 2, ou a esquerda da reta : 3 : ,' * N\ =
N
x = —2 (excluindo as retas), que também P R
- -
pertencem a regiao determinada pela 'i: P :2 5 \\\ X
hipérbole que contém o seu centro (ex- a % I | o
2 I

cluindo a hipérbole), veja a Figura
10.33.

Figura 10.33: R solugao do sistema (b).

Finalmente, a solugao da inequacao proposta é a regiao R = R1 U Rs.

R YL 4 7
~ | ,/
[ R R -
| ~ 7
1 R JI‘\ Y
gl e >
3 \
| L4 N
Y
| 71 N
= - -
=21 » 12 5 - X
a8 | Do
27 | Sy
R, |

Figura 10.34: R = R1UR solugao da desigualdade (|x|—2)(42% —9y? —40x —54y+10) <

0.
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Resumo

Nesta aula vimos como determinar regioes do plano a partir de ine-

quacoes envolvendo expressoes do primeiro e segundo graus.

Aprendemos, também, a determinar a regiao solucao de sistemas de
inequacoes e de inequacoes envolvendo modulos de expressoes do primeiro e

segundo graus.

Exercicios
1. Para cada sistema abaixo, faca um esboco do conjunto solucao.

24+t >2+4y—1
xy > 2 r+y+1<0
a. b. c. Q&> y®+ 6 —4y —4
-y < 1. (x+1)2+ (y—1)2 > 2z,
y=>0

2. Determine os possiveis valores da constante a, para os quais o conjunto
solucao da inequagao abaixo contenha a reta y = 0.
??—2r+y+a>0.

3. Para cada sistema de inequacoes abaixo esboce detalhadamente a regiao

do plano por ele definida.

|z >y +1 r<y+1
[z 4yl <2
a. ;o b J?+yP <l oo qa>—y
[z —y| <2 s o
(
rT—2y>2
4a? —y?> — 162 — 6y +7 <0
r+y< -1
d. ¢922 4+ y2—-36x+4y+31<0 ; e.
z? +y? <25
ly + 6] > 2

Sugestao para o sistema e.: faca primeiro a interseccao das regioes
determinadas pelas inequages de primeiro grau (as equagoes corres-
pondentes sao retas) e depois faga a intersec¢ao com o circulo, equagao

correspondente da terceira inequacao do sistema.

4. Para cada inequagao, esboce detalhadamente a regiao do plano por ela
dada.

a. (r—y—1)(y—x—-2)<0.
b. (922 +y* — 36z +27)(2* — 4o +y+4) > 0.

MODULO 1 - AULA 10
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Regides e inequacdes no plano

c. (Jz| = 4)(42% + 9y? — 40z — Hdy + 145) < 0.

Auto-avaliagao

Resolvendo os Exercicios 1 e 2 fixou as técnicas para determinar regioes
delimitadas por retas e conicas, além de interseccoes entre essas regioes. Re-
solvendo os Exercicios 3 e 4 adquiriu habilidade para desmembrar sistemas
envolvendo inequacoes modulares, e analisar uma inequacao dada por produ-
tos de expressoes por meio de sistemas de inequagoes. Em caso de dificuldade,
releia a aula com atencgao, volte aos exercicios e, se achar necessario, procure

os tutores.




Coordenadas polares

Aula 11 — Coordenadas polares

Objetivos
e Definir as coordenadas polares no plano.

e Deduzir as relacoes de mudanga de coordenadas polares para coordenadas

cartesianas e vice-versa.
e Obter as equacoes de retas e circulos em coordenadas polares.

e Determinar a equacao polar das conicas.

Nesta aula veremos que ha outra maneira de expressar a posi¢ao de um
ponto no plano, distinta da forma cartesiana. Embora os sistemas cartesianos
sejam muito utilizados, ha curvas no plano cuja equacao toma um aspecto

muito simples em relagao a um referencial nao cartesiano.

Considere um plano sem qualquer sistema de coordenadas. Escolha um

ponto O nesse plano e uma semi-reta OA.

Seja P um ponto do plano distinto de O. Denote p a distancia de P a

O, e seja 0 a medida do angulo da semi-reta OA para a semi-reta OP.

O ponto P tem sua posicao bem determinada em relacao ao ponto O e

a semi-reta OA a partir dos valores p e 6.

Vocé acabou de construir um sistema de coordenadas polares no plano,
cuja definicao damos a seguir.
Defini¢do 11.29 (Sistema de coordenadas polares)
Um sistema de coordenadas polares O p6@ no plano con-
siste de um ponto O, denominado polo, de uma semi-reta
OA, com origem em O, denominada eizo polar, e de uma
unidade de comprimento utilizada para medir a distancia
de O a um ponto qualquer do plano.
Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse sis-

tema sao dois valores p e #, sendo p a distancia de P a

O e 6 a medida do angulo do eixo polar para a semi-reta

OP. Escrevemos entao (Figura 11.1):
P ={(p,0)

Figura 11.1: Co-
ordenadas polares.

A Histéria da Matematica indica que o sistema de coordenadas polares
foi utilizado pela primeira vez pelo matematico suico Jacob Bernoulli por
volta de 1691, sendo assim, o primeiro sistema de coordenadas que apareceu

na Matemadtica depois dos sistemas cartesianos. Contudo, em fevereiro de

MODULO 1 - AULA 11

Lembre que ...
Convencionamos que a
medida do angulo tomada de
OA para OP no sentido
anti-horario é positiva, e

negativa no sentido horario.

Notagao.

Quando outros sistemas de
coordenadas forem
considerados, escrevemos as
coordenadas polares, como:
P = (p,0)0p6-
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1949, Charles B. Boyer publicou uma nota na revista The American Mathe-
matical Montly segundo a qual o crédito da descoberta das coordenadas po-

lares deve ser atribuido a /saac Newton.

Jacob Bernoulli N
Observacio.

Em algums livros o

matematico Jacob Bernoulli . . c e / ’
con emmen e A primeira coordenada polar, p, de um ponto distinto do pélo é sempre

é chamado Jaques Bernoulli.

Nas préximas aulas veremos maior que zero, pois representa a distancia do ponto ao pdlo.
mais sobre a vida de Jacob . . , ~ ,
Bernoulli. e Se a primeira coordenada polar de um ponto é zero entao esse ponto é o

polo. O angulo do pélo nao esta definido.

e Podemos também usar a medida radianos para os angulos. Por exemplo,
o ponto P = (2,30°) pode ser escrito P = (2,7/6).

e De acordo com a construcao acima, as medidas 6 e 6+ 2k estao associadas
ao mesmo angulo, para todo xk € Z. Isto é, a diferenca entre 6 e 6 + 2x7 é de
k voltas no sentido anti-horario, se k é positivo, e no sentido horario, se k é
negativo. Portanto, as coordenadas polares (p, 0) e (p, 0 + 2k7) representam

0 mesmo ponto no plano.

Exemplo 11.1

Nos sistemas de coordenadas polares Opf, mostrados na Figura 11.2, loca-
lizamos os seguintes pontos:

Py = (1,09, Py = (2,7), Py = (5/4,-45°), P, = (5/4,315°) e P;=(m,7/2).

f = 315

Figura 11.2: Pontos Py ,..., Ps.

Exemplo 11.2

Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano. Determinemos os

pontos P = (p,d) do plano que satisfazem a equagao p = 3.

CEDERJ EXZ
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Solu¢ao: Como na equagao soé figura a variavel

p, a outra, 0, é arbitraria.

Isto significa que a equacgao s6 estabelece condig¢ao
sobre a distancia do ponto ao eixo polar, nao

importando a medida do angulo.

Portanto, os pontos do plano que satisfazem a

equacao sao aqueles cuja distancia ao pélo O

é igual a 3.
Figura 11.3: Pontos com p = 3.

Logo, o conjunto solugao é o circulo de centro O e raio 3 (Figura 11.3).
Equacdo polar de uma reta.

Exemplo 11.3

Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano. Determinemos o

conjunto dos pontos P = (p,#) do plano que satisfazem a equacao 0 = T
Solu¢ao: Novamente, como na equagao sO fi-

gura uma variavel, a outra ¢é arbitraria. Logo,
um ponto P do plano satisfaz a equacao se o

angulo do eixo polar para a semi-reta OP é

m/4. Portanto, o conjunto solugao é a semi-

reta OP (Figura 11.4).
Vejamos como obter a equacao polar de

uma reta r, conhecendo:

e A distancia da reta ao pélo: d(O,r).

e O angulo que o eixo polar OA forma com a

Nas figuras acima, a medida

semi-reta que tem origem no polo e é perpen-

Figura 11.5: Reta no sistema do angulo 3 é tomada de
dicular a reta 7. OP para OQ, a medida do
Opb. . )
angulo « é tomada de OA
Proposic;éo 11.21 para OQ e a medida do
angulo 0 é tomada de OA

Seja Opf um sistema de coordenadas polares sara OP

no plano. Sejam r uma reta, A a distancia de r ao pélo e a 0 angulo que o

Equacao polar da reta.

A equagao (11.1) é a

(Figura 11.5). Entao, um ponto P de coordenadas polares (p,6) pertence equacdo polar da reta. Nessa
equacao « e A sao dados, e

eixo polar forma com a semi-reta de origem no pélo que é perpendicular a r

a r se, e somente se:

as varidveis sao p e 6.

pcos(f —a) = A (11.1)

Demonstracao. Seja ) o ponto de intersecao de r com a perpendicular a r

contendo o pélo.
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Para saber mais...
Reveja a discussao sobre
sistemas referenciais na

Aula 1, Fisica I.

CEDERJ

Coordenadas polares

Sabemos que: P = (p,0) pertence a  p=(p.0)
p=d(O,P)

retar se, e somente se, a projecao ortogonal
) fB=a+ 3

— —
do vetor OP sobre o vetor OQ) , coincide
—
com OC() , isto é: 0Q =pr__, 0P
— —
P€r<:>p7‘(E>OP =0Q .
Seja[i‘:P/O\Q. Note que f =60 — «
ou # = a — 6, dependendo da posicao do

ponto P (veja a Figura 11.6).

R
Como N Figura 11.6: Per e R¢r.
|OP | = p, cos 3 = cos(f — a) = cos(av — 0)
e: .
—— OP || ||O cosf — 1,== —
progOF =10 OQ LB 55" 2167 | (cos ) OQ
10Q ||
concluimos:
g —_— 1 — —_— —
pr(—)aOP =0Q <+ XHOP |lcos BOQ = 0Q
1, —
= XHOP ||cos =1
—
<= |OP |cosff =\ <= pcos(f —a)=A.0
Exemplo 11.4

Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano. A equacao polar da
reta r cuja distancia ao polo é igual a 2 e, tal que o angulo que a semi-reta
perpendicular a r, com origem no polo, forma com o eixo polar tem medida
/3, é:

r:pcos(d —7m/3)=2.

Observacdo.

Note que a equagao polar de uma reta no plano depende da escolha do

sistema polar (pdlo e eixo polar).

Isto é, uma equagao como a equagao (11.1) pode representar retas dis-

tintas com respeito a sistemas polares diferentes.




Coordenadas polares

Relagdes entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas.

Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano. Consideremos o
sistema cartesiano ortogonal de coordenadas OXY, tal que o eixo polar seja
o semi-eixo positivo OX e o eixo OY seja obtido rotacionando OX de 90°
no sentido anti-horario. Admitamos a mesma unidade de medida nos dois

sistemas (Figura 11.7).
Seja P # O um ponto no plano com P = (p,0), no sistema Opf, e

P = (z,y), no sistema OXY. As relagoes entre essas coordenadas sao assim
obtidas:

Tracamos por P retas r, s perpendiculares aos eixos coordenados OX
e OY, respectivamente. Sejam P, = (z,0) o ponto onde r intersecta OX, e
seja P, o ponto onde s intersecta OY. Entao, no triangulo retangulo OP, P,
a medida |OP;| = |z| é o comprimento do lado adjacente ao angulo 6 e
|OP,| = |y| = |PP1] é o comprimento do lado oposto ao angulo 6. Segundo

a Trigonometria, para qualquer quadrante em que esteja o ponto P, temos:

r=pcosf e y=psenb (11.2)

Dessas relagoes, obtemos:

952:P2COS29> y2=p2sen29, cosezf, senf =Y ¢
P P

de onde concluimos:

e tg0="21 (11.3)

x

)
, senf =

xr
Ve N

p=+x2+y?, cosh =

De fato, para obter a primeira relacao basta observar que:
2+ y? = p?(cos® 0 + sen® ) = p?,

o que implica p = |p| = /22 +y?, pois p > 0. As duas relagoes seguintes
sao substituicoes diretas da expressao de p.

Convencao: Daqui em diante, sempre que fizermos referéncia a um sistema
polar Opf e um sistema cartesiano OXY , no mesmo contexto, admitiremos
que o semi-eizo OX positivo € o eizo polar, caso este ultimo nao tenha sido

definido explicitamente.

MODULO 1 - AULA 11

Y

L

0

Figura 11.7: Sistemas
de coordenadas; polar
Opb e cartesiano OXY'.
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y
y=3send

0

Figura 11.8: Circulo
p=3.

Fi=(pi, ';_—r]n,,a
={J’5h§fjux}'
i=1,2,3

. i PRET

Ey

T3 To X T() :1 X

Figura 11.9: Semi-reta
_ 3m

0=-r.

Y}

r &
\ N ripeos(f — §)=2

riz+yv3—4=0

=]
]
wl=

N

Figura 11.10: Reta de
equacao

polar: pcos(6 —m/3) =2
e equagao cartesiana:
r+yV3—4=0.
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Exemplo 11.5
Determinemos a equacao no sistema ortogonal de coordenadas cartesianas

OXY, do lugar geométrico definido pela equagao polar p = 3.
Solucao: Substituindo a relacao p = /22 + y?, temos:
p=3+= 12 +y2=3=2>+y>=9.
Portanto, a equacao p = 3 corresponde a equagao cartesiana do circulo cen-

trado na origem e de raio 3 (Figura 11.8).

Exemplo 11.6

Determinemos a equacao no sistema ortogonal de coordenadas cartesianas
e s . - 3

OXY, do lugar geométrico definido pela equacao polar 6 = Zﬂ )

Solugao: Substituindo a relagao L tgf na equacao dada, obtemos:
T

_ 3 y _, 3w _sen((3m)/4) _ V2/2 _
= T T T T B T v

4
Portanto a equagao correspondente no sistema cartesiano de coordenadas é

% = —1. Isto é, y = —z (Figura 11.9).

. 3 .
Logo, a equacao 0 = Zﬂ corresponde, nas coordenadas OXY, ao sistema:

Yy=—-T,

x<0.

Exemplo 11.7

Seja r a reta de equagao polar pcos(d —7/3) = 2. Determinemos a equagao
correspondente no sistema cartesiano OXY.

Solucao: Usando a identidade:

cos(a + b) = cosacosb —senasenb,
temos:
pcos(@—%) =2 <= p cosf cos <g> + p senf sen (g) =2.

Das relacoes:
V3

s 1 s
x=pcos, y=psend, cos(—):i, sen(—):7,

3 3
@) o(9) -

x+y\/§—4:O.

obtemos:

ou seja (Figura 11.10):

As relagoes entre os sistemas de coordenadas nos auxiliam na identi-

ficacao de algumas curvas, veja o seguinte exemplo.
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Exemplo 11.8
Seja a > 0. Determinemos os pontos do plano que satisfazem a equagao

p=2acosh.

Utilizando as relagoes (11.3) para obter a equagao correspondente no sistema
cartesiano, temos (Figura 11.11):
p=2acosl < /2?2 +y? = L R——— +y? =2azx.

Completando os quadrados na ultima equacao, obtemos:
(z—a)’ +y* =a?,
que é a equagao do circulo de centro (a,0) e raio a.

Similarmente, a equagao p = 2bsen 6, corresponde ao circulo de centro (0, b)

e raio b. Verifique!

O circulo em coordenadas polares.

Em geral, o circulo no plano é caracterizado em termos de coordenadas

polares, de acordo com a seguinte proposicao.

Proposicao 11.22
Sejam Opfl um sistema de coordenadas polares no plano, Py = (po,60)ops

ponto desse plano e r um valor positivo.

Ent&o o conjunto dos pontos P = (p, §)o,s que pertencem ao circulo de centro

Py e raio r satisfazem a seguinte equacao em coordenadas polares:

p* + p2 — 2 pop cos( + 6y) = r?

Demonstracao. Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas OXY,
tal que o eixo OX positivo coincida com o eixo polar e o eixo OY seja obtido

rotacionando o eixo OX de 90° no sentido anti-horario.
No sistema OXY', temos:
Py = (pocosby, posenby)oxy e P = (pcosh, psend)oxy .

Sabemos que o circulo de centro P, e raio r é o conjunto que consiste

dos pontos do plano cuja distancia a P, é igual a .

MODULO 1 - AULA 11

y=psenff=— o= - ———

YA

Figura 11.11:
p=2acosf.

Note que, para descrever o
circulo completo, o angulo 6
deve variar entre —7 e 7,
pois, sendo p > 0 e a > 0,
devemos ter cosf > 0. O
ponto A indicado na figura
acima corresponde a 6 = 0,

p = 2a.
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Note que...

No desenvolvimento ao lado,

calculamos a

expressao da

distancia entre dois pontos

em termos de coordenadas

pola
Po = (po,00) e

res. Isto é, se
Pr = (p1,01),
entao:

d(Po, P1) =

\//)g + p? — 2pop1 cos(p + 01)

P=(p,0
ple (p,0)
Q Pardbola: e=1 P
(]
VAV
R A

Figura 11.12: Pardbo-

la.

Elipse: e<1
/

P=(p.0)

Q 2L

Fy
(0]

Figura 11

y

.13: Elipse.

P=(p,0)
P ple

Hipérbole: p=>1

Q

Coordenadas polares

Figura 11.
le.

14: Hipérbo-

CEDERJ

Entao:

d(P,Py) =r <= /(pcost — pycosfy)® + (psend — pyseny)? = r

<= p?cos? O+ p?cos? By — 2po pcosbycos B + p* sen? O
+p2sen? 0y — 2pg psen by sen f = r?

< p?(cos? O +sen’®0) + p? (cos® Oy + sen? b))

—2 po p (cos By cos § — sen g sen ) = r?

< p*+ps—2popcos(f+6y)=r* 0O

Equacdo polar das cénicas.
Para determinar as equacoes polares das conicas, lembramos que:
Uma secao conica é o lugar geométrico dos pontos que se movimentam
no plano de forma que a sua distancia a um ponto dado (chamado foco)
é um multiplo fixo da sua distancia a uma reta dada (denominada diretriz
associada ao foco). Isto é, um ponto F, uma reta ¢ e uma constante e > 0

(denominada ezcentricidade) determinam a conica:

C={Pld(P,F)=c¢-d(P/)}

Segundo a excentricidade e, a conica C é:
e uma parabola <= e =1 e uma elipse <= ¢ <1 e uma hipérbole <= ¢ > 1.
Seja C uma conica de excentricidade e > 0. Consideremos um sistema
de coordenadas polares em que um foco F' da conica é a origem O e o eixo

polar é paralelo a reta focal da conica, como vemos nas figuras acima.
Designamos por ¢ a diretriz associada ao foco F' e seja h = d(F, ().
Segundo a caracterizagao de C dada acima, temos:
P=(p0)eC<=d(P,F)=ecd(P )< p=ced(P/).
Das figuras acima, vocé pode ver que temos dois casos a considerar:
Caso A. Se ¢ nao intersecta o eixo polar, entao: d(P,{) = h + pcos#.

Neste caso, temos que P = (p, ) € C se, e somente se:
eh
— h 9 ] t /: = .
p=-e(h+pcosh), isto é: p T—
Caso B. Se ¢ intersecta o eixo polar, entao: d(P,¢) =h — pcosb.
Neste caso, temos que P = (p, ) € C se, e somente se:
eh
1+ecosf’
Nessas equagoes vemos que, se ¢ = 7 ou ¢ = —7, entao p = eh. Esse

valor de p é a metade do comprimento da corda da conica, que é paralela a

p=e(h—pcosh),isto é: p=
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diretriz e contém o foco F'. Tal corda é chamada latus rectum da conica. Con-
seqiientemente, o valor eh que aparece nas equagoes anteriores corresponde
a metade do comprimento do latus rectum da conica, isto é, ao comprimento

do semi-latus rectum.

Resumindo as conclusoes anteriores, temos:

Equacao polar das conicas.
Seja C uma conica com excentricidade e > 0, um
foco no ponto F' e semi-latus rectum de compri-

mento A\. Com respeito ao sistema polar de coor-

denadas Op# com o eixo polar sendo o eixo focal

-

A=comprimento do
semi-latus rectum

de C e O = F, a equagao de C é:

P
A ]
Cip=—"2 . 114y | =+
1+ecosb e
e=-excentricidade
Py P; =latus rectum

Figura 11.15: C
A

l—e-cos@*

A distancia do foco F' a sua diretriz associada /¢
LA .
é = (Figura 11.15).

(&

Exemplo 11.9

. o - 2
Identificar a conica C de equagao polar p =

3 —cosf’
Determinar também as coordenadas polares do centro e dos vértices, assim

como os comprimentos dos eixos e do latus rectum.

Solug¢ao: Comegamos por escrever a equagao de C na forma (11.4), multipli-

cando o numerador e o denominador da equagao polar por é:
2

3

1—%cos9'

A partir dessa equacao, obtemos que o comprimento do semi-latus rectum é

C:p=

A= % e que a excentricidade de C é e = % . Como e < 1, C é uma elipse.

Em particular, o comprimento do latus rectum é 2\ = 2 - % = %.

Como o eixo polar estd sobre a reta focal, vamos determinar os vértices, o
centro e o outro foco de C (lembre que um foco é a origem do sistema de
coordenadas polares). Como o sinal que aparece no denominador da equagao
é negativo, a diretriz correspondente ao foco O (origem do sistema polar
Opf) nao intersecta o eixo polar. Portanto, estamos na situagdo mostrada
na Figura 11.16.

Fazendo 6 = 0 na equacao de C, obtemos p = 1. Logo, segundo o esquema

ilustrado na Figura 11.16, o ponto V5 = (1,0)p,0 ¢ um vértice da elipse.

Para obter o outro vértice, fazemos ¢ = 7 na equacgao de C e obtemos p = %

MODULO 1 - AULA 11

Sinal na equagao polar
(11.4)...

No denominador da equagao
polar (11.4) tomamos o sinal
positivo (+ ) se a diretriz ¢
intersecta o eixo polar, e o
sinal negativo (—) se £ nao

intersecta o eixo polar.
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I!pl
A
—— 4 g
- e —— — — ———0o—P
v, O Fy Vs
A A= % ez%
[
/ A2 P2 0=FR

2

Figura 11.16: Posicao dos focos latus rectum e diretriz na conica C : z—7—p .

Portanto, Vi = (3,m)op ¢ 0 outro vértice de C.

20 = d(Vi,Va) =

3 de onde concluimos que a = % ¢ a medida do semi-eixo maior da

Agora podemos calcular a distancia entre os vértices:
1 _

I+35=

elipse.

C
Como e = —, obtemos c = ea =+ -3 =
a

1 .
5 * 3 = 3. Portanto, o centro C' da elipse C
(¢,0)00 = (3,0)0ps -
Conhecendo o centro C' e a distancia do centro aos focos d(C, Fy) = d(C, F3) =

d(C,0) =1,

tem coordenadas polares C' =

obtemos as coordenadas polares do outro foco:
Fy=(3+ 13,0000 = (3

Finalmente, conhecendo a medida do semi-eixo maior a = % e a distancia do

calculamos a medida do semi-eixo menor b, usando a

.0)op0 -

centro aos focos ¢ = 4,

relacao ¢ = a® — b?:

b_\/ﬁ_\/i \/7 V2

1
Z
Logo, a medida do eixo menor da elipse é 2b

Consideremos agora o sistema or- P
togonal de coordenadas cartesia-
nas OXY, onde O é a origem do

sistema polar Opf, o semi-eixo

2

OX positivo coincide com o eixo -2
J—cos

( T =

Figura 11.17: Elipse C no sistema Opf.

polar e o semi-eixo OY positivo
é obtido girando de 90° o

eixo OX positivo.

semi-

Entao, as coordenadas do centro C' de C sao C =

conhecendo as medidas dos semi-eixos a = % e b= i

canonica de C com respeito ao sistema OXY:

-7
C: (%)3 +(§>2_1.
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Exemplo 11.10
Determinemos uma equacao polar da conica C dada pela equacao cartesiana:

Para obter a forma canénica

—7ZL'2 + 50Iy — 7y2 + 1142 — 78y —423=0. (11.5) ao lado, rotacionamos

o sistema OXY de —45°
para obter o sistema O’ X'Y”

Solu¢ao: Conforme vimos na Aula 10, colocamos a conica na forma canonica:

(y”)2 ($”)2 e depois transladamos esse
=1 (115) sistema até o ponto
0" = (1,-2)oxy -

16 9
A partir dessa equagao, vemos que a conica é uma hipérbole cujo eixo focal
é oeixo y”, com a=4,b =3 e, conseqilentemente, ¢ = va? + b?> = 5.

Com esses dados obtemos as seguintes informacoes:

. . . , c 5
e a excentricidade da hipérbole é e = — = —;
a 4 Lembre que ...
e a distancia de cada vértice ao respectivo focoé c —a=5—-4=1; O valor da excentricidade e e
c—a 1 4 das distancias a, b e ¢ nao
e a distancia de cada vértice a sua respectiva diretriz é: === mudam quando
e 4 i) rotacionamos e transladamos
. A . N . . ., c—a o sistema de coordenadas.

e a distancia de cada foco a sua respectiva diretriz é: h = (¢ —a) + = Portanto. esses valores

4 9 podem ser determinados a
1 + g - g ! partir da equagao canodnica

9 5 9 da conica.

e 0 comprimento do semi-latus rectum é: A =h-e = e

Portanto, a equacao polar com respeito ao sistema que tem por origem um

dos focos e cujo eixo focal nao intersecta a diretriz correspondente é:

9
T 9
p 1— %cost? ou 5eJa, p 4 —5cosf

Y;f‘

1"
£2

o X"

" ;f
Gt
FY

., 11\2
Figura 11.18: Hipérbole —722+50zy— 7y +114z—  Figura11.19: Hipérbole (ylﬁ) -

11\2
78y — 423 = 0. =1,

Na Figura 11.18 mostramos a nossa hipérbole na posi¢ao natural e na Fi-
gura 11.19 mostramos a hipérbole apenas com respeito ao sistema rotacio-

nado e transladado.

(88 CEDERJ




CEDERJ

Coordenadas polares

A equacao polar obtida é a equacao com respeito ao sistema de coordenadas
polares em que a origem €, por exemplo, o foco F, e o eixo focal é a semi-reta
Y.

Note que a mesma equagao é obtida se consideramos o sistema de coorde-
nadas polares em que a origem ¢é o foco F} e o eixo focal é a semi-reta de

origem F) que nao intersecta a diretriz /.

Também, a equacao polar com respeito ao sistema que tem por origem um

dos focos e cujo eixo focal intersecta a diretriz correspondente é:

p= 4+5cos6

Resumo

Nesta aula definimos as coordenadas polares no plano. Deduzimos as
relagoes de mudanca de coordenadas polares para coordenadas cartesianas
e vice-versa, e obtivemos as equacoes de retas e circulos em termos de co-
ordenadas polares. Finalmente, determinamos a equacao polar das conicas.
No Apeéndice voce pode ver também outras curvas interessantes, as espirais,
cujas equacoes sao apresentadas naturalmente em termos de coordenadas

polares.

Exercicios

1. Use as relagoes de mudanca de coordenadas cartesianas para coordena-
das polares para obter a equacao polar correspondente a cada equacao

cartesiana dada.

a. 22 —y?=1; b. zy+ 2z =0;

—0- 2 _ v
c.2r—y+1=0; d. z* =%,

2. Use as relagoes de mudanca de coordenadas polares para coordena-
das cartesianas para obter a equacao cartesiana correspondente a cada
equacao polar dada. Identifique o conjunto de pontos do plano definido

em cada caso.
a. sec?0 —tg?0 =1; b. 2senf cost = p; c. psecl =tgh.
3. Sejam a, b nimeros reais nao simultaneamente nulos e seja ¢ > 0 .
Considere a equacao polar:  p+2a cosf +2bsenf = c.
a. Verifique que a equacao dada é a equacao de um circulo C.

b. Dé as coordenadas cartesianas do centro de C e determine a medida

de seu raio.
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4. Determine a equacao polar do circulo de centro Py e raio r, onde:
a. Py=(2,%5)opwer=2,
b. PBp=3,mMomer=1,
c. P=(v2, %r)opg er =2.

5. Dé a equacao cartesiana dos circulos do exercicio anterior.

6. Em cada caso, identifique a conica C, determine o comprimento do latus
rectum, dos eixos, a posicao dos focos, vértices e da diretriz. Determine

a equacao cartesiana de C e faca um esbogo da curva no plano.

R 3 R 3
a. C: P = 3 4coso b. C: pP= 2(1—cosb) ’
c. Cip= s, d. C:p(2+5cosf) =1,

e. C:3pcost =2—2p.

7. Em cada item, determine uma equacao polar para a conica C, determi-
nando o comprimento do semi-latus rectum e faca um esboco da curva
no plano.

a. C: 32> +2y—1, b. C:a2?+6y*>—3y=4,
c. C:2zy+2x—1=0, d.C:zy+2x+y=0.

Auto-avaliagao

Resolvendo os Exercicios de 1 a 6 voceé fixou a mecanica da mudanca
de coordenadas polares para coordenadas cartesianas e vice-versa. Para re-
solver o Exercicio 7 vocé devera entender bem as propriedades das conicas
em coordenadas cartesianas e polares, mesmo quando o seu centro nao esta
na origem (reveja a Aula 9). Se tiver alguma dificuldade, reveja o conteido

da aula e procure orientagao no seu polo.

Apéndice. Espirais

Na Figura 11.20 mostramos a imagem do féssil de um ser marinho
do periodo Devoniano (era Paleozdica), com aproximadamente 300 milhdes
de anos, chamado Amonita. Na Figura 11.21 podemos ver um vegetal raro
que prolifera na ilha do Havai, a Samambaia Havaiana, e na Figura 11.22

temos a imagem de um caracol.
O que essas fotografias tém em comum?

Nao é necessario ser muito observador para perceber que nas trés ima-
gens acima aparecem formas espirais. A natureza na Terra, assim como no

Universo em geral, esta repleta de formas espirais.

(XE8 CEDERJ
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Ano-luz...

E a distancia que a luz
percorre em um ano (365
dias). Sabendo que a luz
viaja a uma velocidade de
300.000 quiléometros por
segundo, e que o ano tem
aproximadamente 31.536.000
segundos, um ano-luz
equivale a 9,46 trilhoes de

quilometros.

CEDERJ

Figura 11.20: Amo- Figura 11.21: Samambaia
nita. havaiana. Figura 11.22: Caracol.

De fato, desde a antigiiidade o ser humano observa o céu e as estrelas. O
astronomo persa Abd-al-Rahman Al-Sufi descobriu a Galdzia de Andromeda
(Figura 11.23) por volta de 905 d.C., chamando-a de pequena nuvem. Essa
galdxia é a mais proxima da nossa, a Via Ldctea e, mesmo estando a uma
distancia de 9,6 milhoes de anos-luz, é visivel a olho nu. Os astronomos

denominam a galaxia de Andromeda de NGC224.

Figura 11.23: Andromeda Figura 11.24: Galéxia Figura 11.25: Galdxia
(NGC224). NGC5194. NGC5236.

Os avancos tecnoldgicos da nossa civilizacao deram origem a sofistica-
dos equipamentos e modernos telescépios que permitem observar regioes do
espaco, muito além da nossa galdxia, descobrindo outras das mais diversas
formas, entre elas, galaxias com estruturas espirais como as da Via Lactea e
da galaxia de Andromeda. Veja, por exemplo, as imagens da Galaxia Espiral
NGC 5194 (Figura 11.24) a 37 milhoes de anos-luz de distancia e da galdxia
espiral NGC 5236 a 15 milhoes de anos luz (Figura 11.25).

O estudo matematico das curvas espirais teve inicio, na Historia da
Matematica, com o livro Sobre espirais de Arquimedes de Siracusa (287-212
a.C.).

Nesse livro, Arquimedes define um tipo particular de espirais, hoje
chamadas espirais de Arquimedes, e descreve detalhadamente as suas propri-

edades geométricas.
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Outros tipos de espirais foram estudados ao longo da Histéria. Um deles
aparece entre os estudos do matemadtico suigo Jacob Bernoulli (1654-1705)

sobre a espiral logaritmica.

Bernoulli considerava essa espiral uma forma maravilhosa, e chegou a
denomind-la spira mairabilis. Ele descobriu, como veremos adiante, que essa
espiral mantém a sua forma perante rotagoes ou mudangas de escala (essa
ultima propriedade se denomina auto-similaridade) em torno do seu centro.
Bernoulli, fascinado por essa espiral, determinou que na lapide do seu timulo
fosse gravada a frase Fadem mutata resurgo, que significa apds transformado,

TeSSUTGITEL 0 MESMO.
|. A espiral de Arquimedes.

Esta espiral foi estudada detalhadamente por Arquimedes, por volta de
225 a.C.

Num sistema de coordenadas polares Opf, a espiral de Arquimedes é o
lugar geométrico dos pontos P = (p, #)o,s do plano, cuja distancia p ao pdlo
O (raio polar) é um multiplo fixo do angulo polar € (angulo do eixo polar
para OP).

Isto é, um ponto P pertence a espiral se, e somente se, as suas coorde-

nadas polares p e 6 satisfazem a equagao (Figuras 11.26 e 11.27):

p=a:- 0 (Espiral de Arquimedes) (116)

Observe que, o ponto da espiral
de Arquimedes com coordenada po-
lar angular § = 0 é o pdélo O, e que
a espiral intersecta o eixo polar nos

pontos cuja coordenada polar angular

¢ multiplo natural de 27. Isto é, se
E:p=ab éuma espiral e OA o eixo

polar, entao:
ENOA={(2akm,2km)op |k € N}.

Numa espiral, trés pontos P, =

Figura 11.28: Espiral de Arquimedes.

(p1,601), Py = (p2,02) e Py = (ps,03) sdo chamados consecutivos se existe um
angulo «, tal que 0y = ) + a e 05 = 0 + a (note que « pode ser positivo ou

negativo).

MODULO 1 - AULA 11

Arquimedes de Siracusa
287 - 212 a.C.
Siracusa, Italia

Jonsiderado um dos grandes

matematicos da antigiiidade,

tinha fascinacao pela

Geometria, escreveu diversos

tratados sobre Matematica e

Mecénica. Foi também

inventor de maquinas e

armas de guerra usadas pelo

rei Heron II contra os
romanos. As suas
descobertas matematicas
para o calculo de volumes
foram a pedra fundamental
para o desenvolvimento do

Célculo Integral. Na sua

obra Sobre Espirais,

Arquimedes estudou

minuciosamente as

propriedades das espirais

p = ab. Veja:

http://www-groups.dcs.

st-and.ac.uk/ history/

Mathematicians/

Archimedes.html

Figura 11.26: p =26

Figura 11.27: p = f% 0

&8 CEDERJ



Note que ...

A propriedade geométrica ao
lado significa que os raios
p1, P2, p3 estdo numa
progressao aritmética. De
fato, conforme a notagao
utilizada, temos:

p2 =p1 taa
p3=p2tac

assim, p1, p2 e p3 estao
numa progressao aritmética
de razao aa.

Figura 11.33:

A rotacao do excéntrico
transforma o movimento
circular em movimento

retilineo.

CEDERJ
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Na Figura 11.28 mostramos uma espiral de Arquimedes £ : p = af
com trés pontos consecutivos Py = (p1,61), Po = (p2,02) = (p2,61 + ) e
Py = (p3,05) = (p3, 61 + 2a).
Como P, Py, P; € £, temos:
p1=ab,

po = ab + aa, p3 = ab + 2aa.

Resumindo, temos:

Caracterizagao geométrica da espiral de Arquimedes.
Se P = (p1,01)0p0, Po = (p2,62)0p0 € Ps = (p3,03)0p0 sdo pontos conse-
cutivos numa espiral de Arquimedes, entao o raio py € a média aritmética

dos raios adjacentes py e ps, isto é:

_pitps

P2 9

Hoje-em-dia, a espiral de Arquime- Arco da espiral

p=abf 0<0<m

des é usada na fabricacao de czcentricos
mecanicos, pecas cujo bordo é formado A
por dois arcos: um arco espiral de Ar-
quimedes p = a6, 0 < 6 < 7, junto
com a sua reflexao com relacao a reta que Reflexio do arco £
contém o eixo polar. Figura 11.29: Excéntrico formado por

Quando o excéntrico gira em torno dois arcos de espirais de Arquimedes.

do pdlo O, o ponto P de intersecao com o eixo polar se desloca sobre o
eixo polar para frente e para tras. Desta forma, movimento circular é trans-

formado em movimento retilineo. Veja as Figuras 11.30, 11.31, 11.32 ¢

‘ A A

Figura 11.30: Rotacao de Figura 11.31: Rotacao de Figura 11.32: Rotacao de

s 5 5
6 " 6 ° 6
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Il. A espiral logaritmica ou espiral equiangular.

Uma espiral logaritmica ou equiangular € uma curva cuja reta tangente
em cada ponto P faz um angulo constante com a reta que passa por P e pelo

polo O do sistema de coordenadas polares.

As espirais logaritmicas foram descobertas e estudadas pela primeira
vez em detalhes por René Descartes em 1638, mas as propriedades de auto-
similaridade foram estudadas nos trabalhos de Jacob Bernoulli (1654-1705).
A espiral logaritmica é também chamada espiral de crescimento e se carac-

teriza da seguinte maneira:

Caracterizagao geométrica da espiral logaritmica.

Trés pontos Pr = (p1,01)0p0, P> = (p2,02)000 € Ps = (p3,05)0p0 sao pontos
consecutivos numa espiral logaritmica se, e somente se, o logaritmo natural
do raio ps € a média aritmética dos logaritmos naturais dos raios adjacentes

p1 e ps, isto é:
In p; + In p3

In po 5

Usando as propriedades da fungao logaritmo (veja a Aula 40, do Médulo
4, do Pré-Célculo), a identidade do destaque acima pode ser escrita de ma-
neira equivalente como:

Inpy = 3In(pi1ps) = In(p1ps)"? = In (\/p1ps).

Isto é, tomando exponenciais na identidade, obtemos:

P2 = +/P1P3 -

Esta identidade significa que o raio

polar ps, do ponto P, é a média geométrica

dos raios polares py e p3 dos pontos adjacen-
tes P, e Ps.

Além disso, do destaque acima, vemos

que um ponto P = (p,0) pertence a espi-

ral logaritmica L se, e somente se, o ponto
;L .

P= (ln P 9) pertence a uma espiral de Figura 11.34: Espiral logaritmica.

Arquimedes associada. Isto é, existe uma

constante a > 0, tal que:

P=(pb0)eLlL << Inp=adab.

(X8 CEDERJ
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Isto é, a equacao da espiral logaritmica é:

p = 6“’9 (Espiral logaritmica) (117)

A espiral logaritmica encantou o matematico suico Jacob Bernoull pela
sua propriedade de auto-similaridade.

Esta propriedade significa que a espiral nao muda o seu aspecto perante
mudancas de escala. Pense, por exemplo que vocé vé a espiral perto do polo
a olho nu, depois com éculos, depois com uma lente de aumento e finalmente
com um microscopio, nao importa quao perto ou longe vocé veja a espiral,
ela sempre vai aparecer com o mesmo aspecto. Nas Figuras 11.35, 11.36,

0

11.37 e 11.38 mostramos a espiral p = e3? em escalas diferentes.

10 0.8

75t 0.6 |

. 1 . 1
Figura 11.35: p = es? Figura 11.36: p =e5?. Figura 11.37: p = e39.
aos | Mais ainda, Bernoulli observou que um giro na espiral tem o mesmo
i efeito que uma mudanca de escala.

Para verificarmos isso, primeiro observamos que uma rotacao da espiral

por um angulo ¢ no sentido horério, equivale a somar ¢ a varidvel € na

equagao (11.7), dando lugar a espiral:

Figura 11.38: p = e50. p = e¥0+9) — cabtap _ cabap

CEDERJ
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Isto é, a espiral obtida apds a rotagao é
a mesma ampliada ou reduzida a uma escala
de fator e®?. Na Figura 11.39, mostramos

as espirais £ e L', onde

E:p:eée e ﬁ':p:e% 4

x 1
36e5

Isto é, L é obtida girando £ de  no

sentido horario. Nessas espirais, temos

10Q| = e35|0P| .

Outra maneira de perceber a relacao entre Figura 11.39: Rotagao e mudanca
a auto-similaridade e a invariancia da es- 9¢ escala.
piral logaritmica perante rotagoes, consiste
em analisar pontos consecutivos. Voltando a Figura 11.34, vemos que os
triangulos OP; Py e OP,P5 sao semelhantes por um fator de escala igual a
e~ pois o triangulo O P, P3 é obtido aplicando uma rotacao de angulo «, no

sentido anti-horario, ao triangulo O P, P, e depois uma mudanca de escala.

[I1. Outras espirais.

H&a ainda muitas outras espirais que nao iremos considerar, como a
espiral de Lituus, estudada por Roger Cotes em 1722, cuja forma é a da

samambaia havaiana (Figura 11.21):

(Espiral de Lituus)

. . . _ 1
Figura 11.40: Lituus p = =5 . Figura 11.41: Braco de violino.

Da forma da equacao da espiral de Lituus, vemos que quando o angulo
f se aproxima de 0, o raio polar p tende a ser muito grande, e que quando o
angulo polar 6 é muito grande, o raio polar se aproxima de zero e, portanto,

o ponto correspondente fica muito préximo do pélo (Figura 11.40).

A espiral de Lituus tem inspirado muitas manifestagoes da arte como

podemos ver no brago de um antigo violino (Figura 11.41).

XER CEDERJ
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Para saber mais ...

Se voce ficou motivado com esta pequena introducao as curvas espirais,

procure mais informagoes nos seguintes enderecos:
http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Curves

CEDERJ
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Aula 12 — Equacoes paramétricas das conicas

Objetivo

e Obter as equacoes paramétricas das conicas.

Estudando as retas no plano, voceé viu que a reta s, determinada pe-
los pontos P = (z1,y1) e @ = (x9,¥2), se expressa por meio das seguintes
equagoes paramétricas:

=21 +t(T2 —
S: ! (2 1) , teR

y=uy+ty2—y1)
Note que essas equacoes expressam os valores das coordenadas carte-
sianas x e y dos pontos da reta s, em funcao de apenas uma varidvel, a

variavel t, denominada parametro.

As retas nao sao as unicas curvas planas para as quais podemos obter

equagoes paramétricas. Vejamos:
Exemplo 12.1

Determinemos equacoes paramétricas para o circulo C, cuja equacao cartesi-
ana é 22 +y? = 9.
Solugao: Seja P = (x,y) um ponto do YA

circulo e denotemos Py = (3,0) o ponto P=(z,y)

y - -

de intersecao do circulo com o semi-eixo
positivo OX. Seja t a medida, em radi-

anos, do angulo ﬁO\P (tomada no sen-

tido anti-horario), onde O ¢é a origem do
sistema cartesiano de coordenadas. Ob-
serve que t é o comprimento do arco do
circulo 22 + y? = 1, determinado por
D,ODP (veja a Figura 12.1).

Figura 12.1: Circulo C : 22 +y%? =9.
Como o triangulo OFP,P é retangulo, as expressoes das coordenadas x e v,
em funcao do parametro ¢, sao:

xr = 3cost e y =3sent.
Fazendo os valores de ¢ percorrerem o intervalo [0,27), obtemos todos os
pontos do circulo.

Se quisermos, podemos considerar ¢t percorrendo todos os valores reais. Isto
implica realizar um nimero infinito de voltas sobre o circulo. Portanto, uma

possibilidade de equagoes paramétricas para o circulo C é:

| MODULO 1 - AULA 12

Curvas planas...
Sao curvas contidas num

plano.

Curvas retas ou retas
curvas?

As retas no plano sao um
tipo particular de curvas
planas, descritas por
equagoes cartesianas,

paramétricas e polares.
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Curvas planas ...
Existem muitas curvas
planas maravilhosas mas, as
vezes, determinar suas
equagoes paramétricas
requer muito cuidado e
paciéncia. Nesta aula vamos
obter as equagoes
paramétricas de algumas
dessas curvas planas.
Fazendo isso, vocé ira fixar
diversos conceitos

geométricos ja aprendidos.

CEDERJ
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r =3cost
C: , teR
y = 3sent

Observe que, para qualquer valor real a # 0, as equagoes:

x = 3 cos(at) e y = 3sen(at), com t € R,
também sao equagoes paramétricas para o circulo C, pois:
z? 4+ y? = (3cos(at))? + (3sen(at))? = 9(cos*(at) + sen*(at)) = 9.

Note que, conforme t percorre todos os

valores de R, o ponto P = (z,y) percorre =(z,y)
todos os pontos do circulo. Por outro :
lado, as equacoes paramétricas: E
I
x = 3cost : Py

tE{().ﬂ'] - t — —
_ ’ R : 19) T 3] x
y = 3sent K%:Scost

satisfazem a equacao do circulo, mas defi-

nem apenas o semi-circulo de Py = (3,0) C": {PR (% 9)i 2=3cost, y=3seni/t € [0, 7]}

a P, = (—3,0) percorrido no sentido anti-

hordrio (veja a Figura 12.2). Figura 12.2: Semicirculo C’.

|. Elipses. Pi=(z1.1) YA
B a T
Na Aula 22, do Médulo 2, do Pré- ==
Célculo, voceé aprendeu o procedimento geo- {'1 s
métrico para tragar a elipse
P A t a
St =1 - P
Seja P = (z,y) € £. Tracemos os 3
circulos Cp : 22 +y* =a*, Cy: 2® +y? = b? y
e as retas r e s, passando pelo ponto P, ___/Z::;zg::z:

perpendiculares aos eixos OX e OY | respec-
2

Figura 12.3: Elipse £ : 5 + u =

tivamente. b

1.
Seja Py = (x1,71) um ponto de r N Cy e seja Py = (2, y2) um ponto de
s N Cy, como na Figura 12.3. Note que 1 = = e y, = y sem importar o
quadrante em que os pontos P; e P, estejam.

Pelo visto na Aula 22, do Médulo 2 do Pré-Caélculo, os pontos P; e P
podem ser escolhidos alinhados com O.

Seja Py = (a,0) o ponto onde o circulo C; intersecta o semi-eixo positivo
OX e seja t a medida (em radianos) do angulo P?O?h tomada no sentido

anti-horario.
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Como P; = (z1,11) € C; e Py = (x9,y2) € Co, temos x; = acost e

Yo = bsent. Como = =z1 e y = yy, as equagoes paramétricas de &£ sao:

T =acost
& , teR
y = bsent

)2 a2
Caso & : (J? ;'0) + (y yO)
a b2
suas equacoes paramétricas sao obtidas transladando a equagao anterior para

o ponto (xg, yo):

= 1 seja uma elipse transladada, entao

T = Ty + acost
& ! , teR
Yy =1yo+bsent

Para verificar isto, basta substituir as expressoes de x e y dessas equacoes

paramétricas, na equacao cartesiana de &:

((zo + acost) — z)? n ((yo + asent) —yo)*  a?cos?t n b?sen?t 1
a? b2 o a? N
II. Hipérboles Y E i
. o 2y _ & |5 b
Seja ‘H a hipérbole — — i 1. Pi=(z1,3)| P,
a
~ , . Pl
Vamos obter equagoes paramétricas para 7 ET —to.0)
H. A seguir, assumimos 0 < b < a e voce =it
ficara encarregado de fazer as adaptacoes t I-T-|=1|OP2IH
= |asec
necessarias para o caso em que 0 < a < »-
P . h . 0 b<a b la I.’L‘ X
b. Acompanhe o procedimento na Figura
12.4. Figura 12.4: Hipérbole H : ﬁ—z —
2
v _q
. .

. b
Sejam as retas s :x =be sy :x = a.

Consideremos um ponto P = (z,y) € H no primeiro quadrante. Seja
Py = (x1,y1) o ponto de interse¢ao de sy com a reta paralela ao eixo OX que
passa por P.

Seja t a medida (em radianos) do angulo do semi-eixo positivo OX para
a semi-reta OP;. Da Trigonometria, temos P, = (x1,y;) = (b, btgt).

Note que as segundas coordenadas de P e P; sao iguais. Dai concluimos
que y = y; = btgt. Ouseja, P = (z,y) = (z,y1) = (z,btgt).

Para obter a coordenada x do ponto P, seja P, o ponto de intersecao

da semi-reta OP; com a reta s,. Da Trigonometria, temos |OP;| = asect.

Note que o circulo de centro na origem e raio |OP;|, intersecta o semi-
eixo positivo OX num ponto Py = (x¢,0), com zg = |OP,| = |asect].

MODULO 1 - AULA 12

<= Equagoes paramétricas
da elipse

22
5+ Z_Z =1

P
a“

<= Equacoes paramétricas
da elipse transladada:

o (z (1:31)); + €] bi;/l))“ =1

Reveja...
Na Aula 24, do Médulo 2 do
Pré-Calculo, a construgao

geométrica da hipérbole.
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Como t é um arco do primeiro quadrante, a sect é um nimero positivo.
Logo: x¢y = asect.
Afirmamos que x = x, isto é,
P = (z,y) = (x,btgt) = (xo,btgt) = (asect,btgt).
Para verificar a afirmativa, basta mostrar que o ponto de coordenadas
(asect,btgt) satisfaz a equagao cartesiana da hipérbole H:
(asz;:t)2 — (btngt)Q =sec’t —tg?t =1.

btgt >0, para § <t <m,

asect <0 e
btgt <0, para 7r<t<37“.

YA
= =]
o v
= 3 A =
.e . te 1.-13‘_# “ j{e(___._}
H %= 0P| 5.%) e
=|asect| * i
Na Figura 12.6 .
designamos por ‘H. o ramo te(-%,0) €T - 9 5
da hipérbole H que 0 / b Py X ¥
intersecta o semi-eixo
positiivo OX,epor H_ o P, - -b O h K.‘E 5{;
ramo de H que intersecta o 7
P pad
semi-eixo negativo OX. :J;{ﬁ:m) P H_ H_’_
Com isso, a hipérbole =.btgt 4 Y / H — ?—[_5_ U H \
completa é: <0 | |
H=HyUH_. Figura 12.5: Ramo de ‘H no quarto

quadrante. Figura 12.6: Hipérbole H completa.

Finalmente, observe que, conforme ¢ percorre todos os valores do in-
tervalo [0, 7), o ponto P percorre todos os pontos da hipérbole que estao no

primeiro quadrante, como vemos na Figura 12.4.

Para obter os pontos do quarto quadrante, fazemos a mesma cons-
trugao, variando ¢ no intervalo (—7%,0]. Neste caso, o ponto P = (z,y) da
hipérbole tem a sua segunda coordenada negativa coincidindo com btgt, que
é também um nimero negativo. Veja a Figura 12.5.

Para obter o ramo da hipérbole que intersecta o semi-eixo negativo O X,

repetimos a construcao, variando ¢ no intervalo (7, 37”) Neste caso, temos:

Com essa analise, chegamos as seguintes equacoes paramétricas da
2

hipérbole 'H : z—j — & =1

Tr =asect

y=>btgt

CEDERJ
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Quando ¢ varia no intervalo (-7, %), obtemos o ramo da hipérbole H
que intersecta o semi-eixo positivo OX, e quando ¢ varia no intervalo (7, 37”),

obtemos o ramo de H que intersecta o semi-eixo negativo OX.

Observacao.

Podemos determinar equacoes paramétricas de cada ramo da hipérbole
isoladamente, fazendo variar £ num mesmo intervalo. De fato, ja sabemos

que as equacoes paramétricas:

T =asect
H+: ,t
y=>btgt

m
|
[SIE]
IMIE]

),

descrevem as coordenadas dos pontos do ramo H, de H, que intersecta o

semi-eixo positivo OX.

Também, como ¢ € (5,2F) se, e somente se, t — 7 € (—%,2), e

asect = —asec(t—7m) e atgt=atg(t—m),

vemos que as coordenadas dos pontos do ramo H_ de H, que intersecta o

semi-eixo negativo OX, sao dadas pelas equacoes paramétricas:

T = —asect o
H- te(=33)
y=>btgt
Portanto, ‘H ¢é descrita completamente pelas equacoes paramétricas:
T = asect - T = —asect S
H+: ,YLG(—§§) H_: *f€<_§*§)
y =btgt y=btgt
Observacao.

Podemos obter outras equacoes paramétricas para a hipérbole H, uti-
lizando as fungoes hiperbolicas. Para isso, consideremos as equagoes pa-

ramétricas:

x = acosht T = —acosht

(1) ,teR e (2
y = bsenht

,teR.
y = bsenht

Substituindo as equagoes de (1) na equagao cartesiana de H:

hi)? ht)®
(a COSQ D C Se; t) = cosh?t —senh?t = 1.
a

MODULO 1 - AULA 12

Funcgoes hiperbdlicas.
As fungoes hiperbdlicas sao
definidas a partir da fungao
exponencial:
Cosseno hiperbdlico:

cosht = (et +e7%)
Seno hiperbdlico:

senht = %((ﬂt —e™t)
e descrevem as coordenadas
x e y, respectivamente, dos
pontos da hipérbole
z2 — y? = 1, de maneira
similar as fungées cost e
sent que descrevem as
coordenadas x e v,
respectivamente, dos pontos
do circulo z2 4+ 2 = 1.
Em particular, vale a
relacao:

cosh?t —senh?t =1.
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O mesmo ocorre ao se substituir as Ya

equagoes de (2) na equagao cartesiana de -

H. Q------—yi»-——-—
Além disso, variando t em R, vemos : n
que x = *acosht > a percorre todos os ;
z2-af |-b O b

valores em (—o0, a| U [a,+00), enquanto

que y = bsenh t percorre todos os valores
ry =acosht

I"eaiS. Ta=—a cosht
y1=y2=bsenht

Portanto, (1) sdo equagoes paramétricas
para o ramo H, de H que intersecta o Figura 12.7: Hipérbole H = H, UH_
semi-eixo positivo OX e, (2) s@o equagdes paramétricas para o outro ramo

H_ de H.

[11. Parabolas

As equacoes cartesianas canonicas das parabolas se caracterizam por
apresentar uma das variaveis no primeiro grau. Isso permite expressar essa
variavel como dependente da varidvel do sequndo grau. Assim, escolhemos
o parametro t igual a varidvel independente (do segundo grau) da equagao

cartesiana, percorrendo todos os valores reais.

Assim, na parabola P de equacao

cartesiana (z — a)? = k(y — b) (Figura

12.8), escrevemos y = (z — a)® + b.

Portanto, escolhendo a variavel indepen-

dente x como sendo o parametro t, a variavel

h

dependente y se expressa como y = %(t— 5
a)? +b. I
~ Fi 12.8: P:(x —a)> =k(y—1D).

Portanto, P tem por equacdes pa- oo Pz —a) (y—b)

ramétricas:

r=
P ,TER

(t—a)®>+0

| = =

y:

>~

[

Observacdo.

O procedimento utilizado para obter equagoes paramétricas das pardabolas

se aplica para obter equacoes paramétricas de partes de elipses e hipérboles.
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MODULO 1 - AULA 12

Exemplo 12.2
Determinar equagoes paramétricas da elipse
22 2

Solucao: Colocando em evidéncia a variavel y, obtemos:

2 2 2 b2

b
J zl—x—2:>y2:b2(1—x—2):>y:j: — (% —2%) =y = £—/(a® — 2?2).
a a a a

b2
Note que a expressao que aparece no radicando, no lado direito da ultima
igualdade, estd definida somente para os valores de z, tais que a? — 22 > 0,
ou seja, —a < x < a.

Para cada escolha de sinal na expressao de y, descrevemos uma parte da
elipse £. Logo, suas equacoes paramétricas sao:

Ey ,t€(—aya], & : ,t €[—a,a),
yzg 2 _ 12 y:_gﬁ/a2_x2

onde &, ¢é a semi-elipse contida no semiplano superior incluindo o vértice V; =
(a,0) e excluindo o vértice Vo = (—a,0). Analogamente, £_ é a semi-elipse
contida no semiplano inferior, incluindo o vértice V5 = (—a,0) e excluindo o
vértice Vi = (a,0). Veja as Figuras 12.9, 12.10 e 12.11.

Figura 12.9: Semi-elipse = Figura 12.10: Semi-  Figura 12.11: Elipse £ =
Er. elipse £_ . ELUE_.

Resumo

Nesta aula vimos como obter as expressoes de equacoes paramétricas
das conicas, usando relacoes trigonométricas basicas e observando as condicoes
que um ponto deve satisfazer para pertencer a uma dada curva. Na Aula 13
vamos obter e analisar as equagoes paramétricas de outras curvas planas

interessantes que nao sao conicas.
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Exercicios
_ r =14 2sect ~ ~ .
1. Verifique que , —5 <t <73, saoequagoes paramétricas
y=3+3tgt
. —1)2 — 3)?
de um ramo da hipérbole (@-17 -3 =1.

4 9

. Seja a hipérbole de equacao % — ¥ = 1. Dé as equacoes paramétricas

9
do ramo desta hipérbole que intersecta o semi-eixo positivo OX. Como

sao as equacoes paramétricas desse ramo, expressando uma variavel em

funcao da outra?

x2

2
. Determine equacoes paramétricas para a hipérbole H : yI — =1,

2
fazendo y =t (veja o Exemplo 12.2).

. Determine a equacao cartesiana da elipse:

=1+ cost
E: ,teR.

y = 2sent

. Sejam a e b numeros reais positivos. Verifique que o lugar geométrico

cujas equacoes paramétricas sao:
T =atgt
,teR
y = bsect
é uma hipérbole cujo eixo focal é o eixo y. Descreva a forma dessa

hipérbole nos casos a < be b < a.

. Determine a equacao cartesiana da hipérbole:

r =2+ tant
,teR.

y =3+ 3sect

. Determine equacoes paramétricas para a hipérbole H : xy = 1 fazendo

uma das varidveis igual ao parametro.

. Verifique que z = t3 e y = t5 — 4¢3, t € R, sdo equacoes paramétricas

de uma parabola. Dé a equacao cartesiana dessa parabola.

1 = cosht + senht

. Verifique que H : ,t € R, sao equagoes pa-

y = cosht —senht
ramétricas de um ramo da hipérbole zy = 1.
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| MODULO 1 - AULA 12

_ x = 2(cost + sent) ~ ~ .
10. Verifique que & : , t € R, sao equagoes paramétricas

y = 3(cost — sent)
de uma elipse. Dé a equagao cartesiana dessa elipse.

Auto-avaliacao

Se voce resolveu os Exercicios de 1 a 6, aprendeu a verificar se um par
de equacoes sao equacoes paramétricas de uma dada curva. Ao resolver os
Exercicios de 7 a 10, voce fixou as técnicas para obter equagoes paramétricas
das conicas em relacao a uma variavel. Caso nao tenha conseguido resolver

algum exercicio, releia a aula e procure orientacao com os tutores.
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Aula 13 — Apéndice: Parametrizacoes de

curvas planas

Objetivo

e Obter equagoes paramétricas de curvas planas importantes.

Neste apéndice, vamos estudar algumas curvas planas que tém sido
historicamente muito importantes no desenvolvimento da Matematica. A
histéria envolvida por tras das descobertas dessas curvas é muito interessante,

recomendamos que vocé mesmo faca uma busca nas paginas:
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Curves
http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir

para saber sobre outras curvas que, para nao estender demais a aula, deixa-

remos de considerar.
[. Catenarias.

A catendria é a curva desenhada por uma corda
ou um cabo preso a dois postes, ou por uma corrente
quando suspensa pelas suas extremidades e sujeita
apenas a forca devida a atracao gravitacional, como

mostra a Figura 13.2. Galileu Galiles foi o pri-

Corrente

Figura 13.2:

suspensa.

meiro a estudar a catenaria. No entanto, ele come-
teu um engano ao pensar que essa curva fosse uma
parabola. Engano desvendado, em 1669, pelo matematico alemao Joachim
Jungius. No entanto, a equacao da curva da corrente suspensa foi obtida por
Wilhelm Leibniz, Christian Huygens e Johann Bernoulli, por volta de 1690,
em resposta ao desafio langado por Jacob Bernoulli: encontrar a curva da
corrente suspensa a qual Huygens chamou de catendria, pela primeira vez,
numa carta a Leibniz.

Defini¢do 13.30 (Catendria)

A catendria é o grafico da funcao cosseno hiperbélico cosht = %(e‘ +e ),

ou seja, é o conjunto (Figura 13.1)

C ={(t,cosht) |t € R},
e suas equagoes paramétricas sao:
T =1
C: ,teR.

y = cosht

MODULO 1 - AULA 13

Joachim Jungius
1587-1657, Alemanha
Estudou Metafisica na

Universidade de Rostock.
Em 1609, foi nomeado
professor de Matemética em
Giessen, onde permaneceu
até 1614. Jungius voltou a
lecionar Matematica na
Universidade de Rostock
entre 1624 e 1628. Em 1629,
foi nomeado professor de
Ciéncia Natural na
Universidade de Hamburgo,
permanecendo até 1640.
Jungius foi um dos primeiros
a utilizar expoentes para
representar as poténcias e
usou a Matemadtica para
modelar fendmenos das
Ciéncias Naturais. Em 1638,
escreveu também um belo
tratado sobre Logica: Logica
Hamburgensis. Veja:
http://www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
Mathematicians/Jungius.
html

Y

cosh iy

P=(0,1)
Q=(0,3)

Figura 13.1: Catenaria.
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Figura 13.4: Bra-
quistécrona.
Uma bola metalica é solta
na canaleta cicloidal e outra
na canaleta inclinada,
partindo do mesmo ponto. A
bola que rola na canaleta
cicloidal atinge o ponto de
intersegao inferior em menos
tempo que a bola que rola
na canaleta inclinada. Veja:
galileo.imss.firenze.it/
museo/4/index.html

Johann Bernoulli
1667-1748

Basel, Suiga

Estudou Medicina na
Universidade de Basel.
Aprendeu Matematica e
Fisica com seu irmao Jacob
que ja lecionava em Basel.
Os trabalhos de Leibniz
sobre a teoria do Célculo
foram rapidamente
assimilados pelos Bernoulli e
utilizados nas suas préprias
pesquisas. Johann resolveu o
desafio lancado por Jacob
sobre a curva da corrente
suspensa (catendria), langou
e resolveu o problema da
braquistécrona.
www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
Mathematicians/Bernoulli_
Johann.html

CEDERJ

Na Figura 13.1, vocé pode ver como as

t

funcoes t +— %et et — %e_ acompanham o

:

grafico da catendria de forma assintotica.

Observe também que qualquer mudanca

de escala da catenaria, continua a ser uma ca-

Bl - —— — -

=T
=

tenaria. Isto é, dado um numero real a fixo,

nao-nulo, o grafico da funcao f(t) = a f (ﬁ)’ Figura 13.3: Catendrias: esca-

continua a ser a catenaria. Na Figura 13.3, las 1.2 e 4

mostramos o grafico desse tipo de func¢oes com

a =1,2,4. Preste atencao na mudanca de escala.

[1. Cicldides e trocdides.

Definicao 13.31

Sejam C um circulo de raio r, s uma reta e P um ponto de C. Denominamos
cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C rola sobre a reta s, sem
deslizar.

Na primeira década do século XVII, Galileu Galilei escreveu uma carta
a Guidobaldo del Monte, onde se detalha um procedimento geométrico-analitico
para mostrar que a cicléide é uma curva braguistocrona. Isto significa que o
arco de cicloide entre dois pontos dados € a trajetoria da descida mais rapida
que um corpo deve seguir de um ponto a outro, quando sujeito apenas a
agao gravitacional. No entanto, a demonstracao de Galileu nao era correta.
Em junho de 1696, Johann Bernoulli lancou o desafio do problema da bra-
quistécrona. Em 1697, foram dadas cinco solucoes, dentre as quais uma do
proprio Johann Bernoulli, outra do seu irmao mais velho Jacob Bernoulli e
outra de Wilhelm Gottfried Leibniz.

Para obtermos as equacoes paramétricas 2}:_“
da cicléide, admitamos que:
Cy (62)
e areta s é o eixo OX; A e 0,
e o circulo C inicia o movimento estando com (,}‘ LW v
centro no ponto (0,7) E ‘ g
o Q A X

e 0 ponto P coincide com a origem do sistema

., . Figura 13.5: Desenvolvimento
de coordenadas no inicio do movimento. o
da cicloide.

Tracemos dois circulos Cq, representando
C em sua posicao inicial, e Cy, representando C ap6s ter rolado alguns ins-
tantes.
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Veja, na Figura 13.5, a designacao dos seguintes elementos:
e sejam O7 e Oy os centros de C; e Co, respectivamente;
e P = (z,y) o ponto da cicléide em Cs;
e A o ponto em que Cy toca o eixo OX;
e @ = (z,0) e T = (0,y) as projegdes ortogonais de P sobre OX e OY,
respectivamente;
e M e N as projecoes ortogonais de P sobre 0,01 e O5A.
e { a medida do angulo m, tomada em radianos.

Note que o segmento OA tem o mesmo comprimento que o arco de A
a P, sobre o circulo Cy que consiste dos pontos que ja fizeram contato com a

reta s.

Como t é a medida de 1@, o comprimento do arco de Cy de A a P

que jé fez contato com s é rt. Logo, |OA| = rt.

Analisando o sinal de sent e cost nos intervalos [0, 2], [%, ], [r, %] e
[37”, 27], vemos que as coordenadas z e y de P sao determinadas por meio
das seguintes relagoes:
r=0Q|=|0A| — |QA| = |OA| — |OsM| =1t — rsent,
y =|0T|=|00:| — |TO:1| =7 — |O3N| =r —rcost.

Obtemos, assim, as seguintes equacoes paramétricas da cicléide:

r=rt—rsent
, teR

Yy=1r—rcost

Veja como € feito o movimento na seqiiéncia de figuras abaixo.

YA YA
C & P

1 P 2 Cl Cz

p Observe que...
E
SQLNCL Oy c()g e para t = 0, o ponto P esta
S S
e o na sua posicao inicial;
o & X 0 A X e para t = m, P dista 2r do
Figura 13.6: t = 2?7‘- . Figura 13.7: t=1. eixo OX;

e para t = 27, o circulo da

! Yj\ um giro completo e o ponto

Ca Cy

C2 P volta a tocar o eixo OX.
e (D™ NG
/ No: Jp Ol/ K‘-
S

A 9} A=P
Figura 13.8: t = 2. Figura 13.9: t = 2.

J

4 =

all
=Y
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¥
P
X

Figura 13.10: Cicléide.

A cicléide pertence a uma classe mais ampla de curvas rolantes, deno-

minadas trocoides.

Definicao 13.32
Seja C um circulo de centro C' e raio r, e seja s uma reta. Consideremos uma

semi-reta radial OB e um ponto P nessa semi-reta.

Uma trocoide é o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando C rola sobre

a reta s sem deslizar.

A trocoide é denominada:

e cicloide longa quando P é exterior a C (isto é, R = d(P,C) > r),
e cicloide quando P pertence a C (isto é, R = d(P,C) =r),

e cicloide curta quando P é interior a C (isto é, R = d(P,C) < ).

O procedimento para obter equacoes paramétricas dessas trés curvas é

analogo ao caso da cicldide, que analisamos anteriormente.

Acompanhe nas Figuras 13.11 e 13.12 a designacao dos seguintes ele-
mentos: assumimos que o circulo C tem centro C' = (0, r), raio r e rola sobre
a reta s = eixo OX; sejam C; e Cy circulos de centros O; e O, representando
C no inicio do movimento e apds transcorrido um instante ¢, respectivamente;
designamos por P = (x,y) o ponto rolante que descreve a trocdide partindo
da posigao (0,7 — R), no instante ¢t = 0; seja A o ponto de contato do circulo
Cy com a reta s; sejam () e T as projecoes de P sobre os eixos OX e OY;
seja M a projecao de P sobre a reta y = r que contém os centros O; e Oy,
seja N a projecao de P sobre a reta O, A.

YA

T
Cy

(0,7 — R)

Figura 13.11: Cicléide curta. Figura 13.12: Cicléide longa.
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Como no caso da cicloide, temos:
r=10Q| =|0A| £ |QA| =rt £|0,M|,
y=1|0T| = 1|00 £ |TO:| =r £|02N|,
onde |OoM| = R|sent|, |O2N| = R|cost| e o sinal é escolhido segundo a

posicao de P em relacao a O,. Isto depende em qual dos intervalos [0, Z],

’ 2
(5.7, [, 37”] ou [37”, 27] esta o valor t. Em qualquer caso, vocé pode verificar

que as curvas trocoides tém equacoes paramétricas:

z=r1rt— Rsent
,teR

y=1r— Rcost

sendo a trocdide uma cicléide curta, se R < r; uma cicléide, se R = r; uma

cicléide longa, se R > r.
Yi

H=r

VARV

(0,r— R)

Figura 13.13: Cicléide curta.

Figura 13.14: Cicloide longa.

Nas Figuras 13.13 e 13.14, mostra-

mos a cicléide curta e a cicldide longa tracadas

em intervalos maiores. Na Figura 13.15,

Figura 13.15: Trocéides.

vemos os trés tipos de trocédides.
[1l. Epicicléides e hipocicldides.

Defini¢do 13.33 (Epicicldide)

Consideremos dois circulos, I' e C, de raios R e r, respectivamente,tais que:

e I e C se tocam apenas em um ponto P, Para saber mais ...
Sobre a epicicléide e outras
e 0s pontos de C, diferentes de P, estao no exterior de I'. curvas cicloidais, veja:
. o ) . . http://www-history.mcs.
Denominamos epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P st-andrews.ac.uk/history/

Curves/Epicycloid.html
http://xahlee.org/
SpecialPlaneCurves_dir/
As epicicléides e outras curvas similares, que veremos mais adiante EpiHypocycloid_dir/
epiHypocicloid.html

quando C rola sobre I', sem deslizar.

(as hipocicloides), foram muito estudadas por grandes matemaéticos da idade

moderna como Desargues (1640), Huygens (1679), Leibniz, Newton (1686), de
L’Hopital (1690), Jacob Bernoulli (1690), la Hire (1694), Johann Bernoulli
(1695), Daniel Bernoulli (1725), FEuler (1745, 1781) e pelo matemdtico e
artista Durer (1525).
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/A\ / 1 C ].

O estudo das curvas cicloidais esta relacionado a procura pela melhor

forma e acoplamento de rodas dentadas.

Para obtermos as equacoes paramétricas da epicicléide, admitamos I’
com centro na origem, C com centro no ponto (R+r,0) e que a posigao inicial
de P seja P, = (R,0).

Nas Figuras 13.16 e 13.17, mostramos o circulo C apéds ter rolado

alguns instantes sobre o circulo T'.

Acompanhe, nessas mesmas figuras, a designacao dos seguintes ele-
mentos: seja P = (z,y) o ponto da epicicldide que, estando inicialmente na
posicao Py, descreve o arco P; P quando C rola um angulo de medida 6 sobre
I'; denotemos A o ponto de contato entre os circulos; Oy o centro de C; B e
D, as projegoes de Oy sobre os eixos OX e OY, respectivamente; @) = (z,0)
eT = (0,y), as projegoes de P sobre OX e OY; M e N, as projecoes de P
sobre as retas O, D e OB e seja t o angulo A/OQ\P descrito pelo ponto P com

respeito a semi-reta radial OOs.
YA

Figura 13.16: P descreve uma epi- Figura 13.17: P continuando o movi-

cicloide. mento.

O nosso problema consiste em descrever as coordenadas do ponto P em

termos de um parametro.

Nas figuras acima, vemos que as posicoes entre () e B variam de acordo
com a posicao do ponto P. Isto é, de acordo com a medida ¢ do angulo
AO,P.

No caso em que @) esta entre O e B, temos:

r=10Q| = [0B| - |@B| = |0B| - [0:M],

(13.1)
y=|0T|=|0D|—|TD|=1|0D|— |OyN].

Note que, enquanto C rola sobre I', seu centro descreve um circulo

centrado em O e de raio R+r. Sendo ¢ a medida do angulo do semi-eixo OX

CEDERJ |
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positivo para a semi-reta OO, (medido no sentido anti-horario), obtemos:
|OB| = (R + r)cost e |OD| = (R + r)send . (13.2)
Sendo t a medida do angulo de Os A para Oy P, vemos que:

NOyP = 00,B — AOyP = (2 —60) —t =% — (0 +1).

Portanto, no triangulo-retangulo PNQO,, temos:

|0 M| = rsen(N/Og\P) =rsen(y — (0 +1)) =rcos(f +1), (13.3)
|OaN | :TCOS(]V/O-Q\P) =rcos(§ — (0 +1t)) =rsen(d +1). .

Substituindo as identidades (13.2) e (13.3) em (13.1), obtemos:

x=(R+r)cosl —rcos(d +1),

(13.4)
y=(R+r)sen —rsen(f +1).

Mas ainda resta uma complicacao: as expressoes das coordenadas x e

y estao dadas em funcao de duas variaveis 6 e t. Vamos resolver isto.

Note que o comprimento do arco de A a P, do circulo C, é igual ao
comprimento do arco de P, a A, do circulo I' (lembre que C rola sobre I').
Como a medida do primeiro arco é rt e a medida do segundo é R, entao
rt = RO, de onde, t = RTG.

Assim, substituindo ¢t = % em (13.4), obtemos as seguintes equagoes

paramétricas da epicicléide, apenas em funcao do parametro 6:

= (R+r)cosf —rcos(f + &) = (R+r)cosd — rcos((£)0),
y=(R+r)send —rsen(d + ) = (R +r)sent — rsen((£)0).

T

(13.5)

Resta verificar o caso em que B estd entre O e ) (Figura 13.17).
No triangulo N'PO,, (Figura 13.17), temos NO,P = ¢ — (T — 0) =
(0+1t) — 5. Logo:
(O M| =rsen((0 +1t) — §) = —rcos(f +1),
|OaN| = rcos((0 +t) — 5) = rsen(f +1).
Sendo que:
z=|0Q| = |0B| +|@B| = [0B| +|0:M],
y =|0T| = |OD[ - [TD] = [OD| = |ON,
obtemos as mesmas equagoes paramétricas do caso anterior.
Assim, vocé ja tem elementos suficientes para verificar que, quando
C rola sobre I', as coordenadas do ponto P satisfazem as equagoes (13.5),

independentemente da posicao de P.

Conclusao: as equacoes paramétricas da epicicloide sao:

MODULO 1 - AULA 13

A Cardiéide ...
E a epicicléide com r = R:
x = 2rcos — rcos(26)
y = 2rsen @ — rsen(26)
O nome cardidide foi dado
em 1741 por Johann de
Castillon (1704-1791) e
significa forma de coragao.
Mas, em 1708, o matematico
francés Phillippe de La Hire
(1640-1718) calculou o seu

(:omprimont() .

o=

Figura 13.18: r = R:
Cardidide.

O conjunto de
Mandelbrot

Em 1979 o matemético
polonés Benoit Mandelbrot
(1924-%) analisou a dindmica
das iteracoes de fungdes da
forma f.(z) = 22 4 ¢, onde
z € C e c € C é constante,
estudadas por Gaston Julia
(1918). Usando o
computador, Mandelbrot
determinou o conjunto M
formado pelos valores de ¢,
para os quais certo conjunto
limitado associado ao
polinémio f. (denominado
conjunto de Julia) consiste
de uma forma conexa no
plano complexo. Eis o

conjunto M, de Mandelbrot:

Figura 13.19:
Cardidéide no conjunto
de Mandelbrot.
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z = (R +r)cosd — rcos((££1)0) P
)

r

-

y=(R+r)senf — rsen((

Observe que, quando C percorre um arco de I' de comprimento igual a

27r, o ponto P volta a tocar I'.

Portanto, se % =n, onde n € N, entao o ponto P toca I' n vezes ¢ a

n-ésima vez coincide com sua posicao inicial.

Para verificar isto, basta observar que o comprimento de I' contém n

vezes o comprimento de C: 2rR = 2w (nr) = n(27r).

Nas seguintes figuras, mostramos varias epicicloides, indicando os va-

lores de r e R, assim como suas equacoes paramétricas.
Yl

=Y

Figura 13.20: r = %, Figura 13.21: r = %,
R=3. R=1%. 8.

z = 2cosf — % cos(46) T =2cosf — % cos(36) x = 13cosf — 5005(?0)
y=2senf — % sen(40) y =2senf — % sen(30) y = 13senf — 5sen(?0)
Y Yl vl

Para saber mais ...
Outras curvas rolantes sao

as epitrocdides e as

hipotrocoides, essas curvas b
sdo construidas da mesma
forma que as epicicléides e
as hipocicléides, quando o ¢ P
ponto que descreve a curva
estd no interior (ou exterior)
do circulo que rola dentro ou Figura 13.23: r = 2, Figura 13.24: r = \/5, R= Figura 13.25: r = 3,
fora do circulo fixo. Veja: R=1. 2. R=2.
http://xahlee.org/ {x:300s0—2cos(%0) {$:(2+\/§)COSQ—\/§COS(2%§9) {1‘:5(:059—3(}08(%0)
SpecialPlaneCurves_dir/ B 3 B 21/3 B 5
specialPlaneCurves.html y = 3senf — 2sen(30) y = (24 v/2)send — /2sen( e 0) y = 5sen — 3sen(50)

Outra classe de curvas rolantes analoga a epicicloide é a seguinte.

Definigdo 13.34 (Hipocicldide)
Consideremos dois circulos I', C de raios R e r, respectivamente, tais que:

er< R,
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e [' e C se tocam apenas em um ponto P,
e 0s pontos de C, diferentes de P, estao no interior de I'.

Denominamos epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando

C rola sobre I', sem deslizar.

Para obtermos as equagoes paramétricas da hipocicléide admitamos I'
com centro na origem, C iniciando o movimento com centro no ponto (R—r,0)
e P com posi¢ao inicial P, = (R, 0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (z,y) em termos de um

parametro, quando C rola sobre I' sem deslizar.

Figura 13.26: P descrevendo uma hi-  Figura 13.27: P continuando o movi-
pocicldide. mento.

Acompanhe, nas Figuras 13.26 e 13.27, a designacao dos seguintes
elementos: A é o ponto de C que toca I'; O o centro de C; B e D as projecoes
de Oy sobre os eixos OX e OY; Q = (z,0) e T = (0,y) as projecoes de P sobre
OX e OY; M e N as projecoes de P sobre O,D e Oy B, respectivamente.

Com essas notacoes, considerando o caso em que B esta entre O e @,

mostrado na Figura 13.26, temos:

z=[0Q| = [0B| +|@B| = |OB| + |0:M],

(13.6)
y=1|0T|=|0D|— |TD|=|0D|— |OyN|.

Sendo que o centro de C descreve um circulo de raio R — r, obtemos:
|OB| = (R —1)cost e |OD| = (R — r)sen.
Denotando ¢t a medida do angulo de O, A para O, P, temos:
GO —rn—t o OOP-NOP—%—0.
Logo,
NOP = —Z4+04+00,P = ~T 40+ (m—t)= (0 —t)+%.

Portanto, no/tr\iémgulo—reténgulo PNOQO5, temos:
(O M| = rsen(NOyP) = rsen((0 —t) + 5) = rcos(d —t) = rcos(t —0),
|OaN| = rcos(]m) =rcos((0 —t)+ %) = —rsen(d —t) = rsen(t —0).

Substituindo essas identidades nas relagoes (13.6) e usando o fato de

MODULO 1 - AULA 13

A astréide ...
Também chamada
tetraciuspide, cubocicldide ou
paraciclo, na literatura
antiga, foi estudada por
Johann Bernoulli em 1691,
aparecendo também em
cartas de Gottfried Leibniz
de 1715. A astréide é a
hipocicléide obtida quando
R

r = 7. Suas equagoes

paramétricas sao:
x = 3rcos 0 + rcos(360)
y = 3rsenf — rsen(30)

e seu lugar geométrico é:

Figura 13.28: Astréide.

Hipocicléide
degenerada...

O segmento que liga (R, 0)
com (—R,0) é também uma
hipocicléide. De fato, a
hipocicléide, tal que, r = g
tem equagoOes paramétricas:

x = 27 cos 0
y=0

€ 0 seu hlgéLF g()()IIl()tl‘l(i() e:

Ya

. .._ R
Figura 13.29: r = 3.
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que t = RTG , obtemos as seguintes equagoes paramétricas da hipocicléide:

x=(R— 50 + 7 cos((£2)0
z = ( 1) Cos rcos((=)0) teR
y = (R —r)senf — rsen((£L)0)

r

Procure verificar que as mesmas equacoes paramétricas sao obtidas
quando P estd em outras posigdes com respeito ao centro O, .

Y, Y Y
A C, S
. P
C p
1 ? i f ]
X 0 X 0
r

Figura 13.30: r = 2, Figura 13.31: r = £  Figura 13.32:  Deltdide:
T = 1—78 cosf — % cos(60) x = 1—52 cosf — % cos(40) x = 2cosf — cos(20)
y= % sen § — % sen(66) y = % senf — % sen(460) y = 2sen § — sen(26)
Y
A
T
4
o X
Figura 13.33: r = 2 Figura 13.34: r = %, Figura 13.35: r = 2¢,
R=3. R=3. R=3.
x:gcosﬂ—%cos(%ﬁ) x:%cosﬂ—%cos(%ﬁ) x:%cosﬁ—%”cos(%ﬁ)
y= gseHG—%sen(ge) y = %senG—%‘sen(%H) y= %sene—%sen(%e)

IV. A bruxa de Agnesi.

Como na histéria da Matematica nunca existiram bruxas, comecamos
por esclarecer o nome dado a esta curva. Estudada por Pierre de Fermat
em 1703, sua construcao geométrica foi detalhada apenas em 1718, pelo ma-
tematico italiano Grandi, que dera o nome de versoria, cujo significado, em

latim, é corda que vira a vela (vela de barco) e traduzira também o nome
para o italiano em versiera (que significa virar).

Em meados do século XVIII, a matematica italiana Maria Agnesi publi-

cou o livro Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana, que consistia
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de muitos exemplos analisando cuidadosamente as propriedades das curvas
planas. Uma das curvas estudadas no livro foi [a versiera, nomeada corre-
tamente por Agnesi. Posteriormente, o livro de Agnesi foi traduzido para o
inglés por John Colson, por volta de 1760, contendo um grave erro. Em vez
de traduzir la versiera em a curva, traduziu [’aversiera, que significa a bruza.

Pior ainda, o erro do inglés Colson foi mantido até nossos dias.

Defini¢do 13.35 (A bruxa de Agnesi)

Seja C um circulo de raio r tangente a duas retas paralelas s; e sy. Sejam O
e A os pontos de tangéncia de C com s; e sg, respectivamente. Do ponto O
tracemos uma semi-reta em direcao a reta s,. Denotemos R e () os pontos
de intersecao desta semi-reta com o C e sy, respectivamente. Tracemos o
segmento (QD, perpendicular a s; e a reta s paralela a s; passando por R
(veja a Figura 13.36).

Seja P o ponto de intersecao da reta s com o segmento Q) D.

Os pontos P assim obtidos, tracando todas as semi-retas que partem de O e

intersectam C, descrevem a curva denominada bruza de Agnesi.

Para obtermos as equacoes pa-

ramétricas da bruxa de Agnesi, admi- g, :

tamos que s; seja o eixo OX, s
P=(z,y)

y = 2r, O seja a origem do sistema
de coordenadas e A = (0, 2r) (Figura
13.36).

De novo, o nosso problema con-

51

siste em determinar as coordenadas dos
o D x

pontos P = (z,y) da bruxa de Agnesi

em funcao de apenas um parametro. Figura 13.36: Construcao da bruxa de

i L Agnesi.
Se B é a projecao de R sobre o
eixo OX, entao:

z=|0D| e y=|RB|. (13.7)

Denotando ¢t a medida do angulo ﬁO\Q, obtemos:

|OD| = |0Q)| cost e |RB| = |OR|sent. (13.8)

Note que os triangulos ORA (inscrito em um semicirculo de C) e ODQ séo
retangulos. No primeiro, ORA é o angulo reto, a medida de OAR & t e,
portanto, |OR| = 2r sent. No tridngulo ODQ), temos |QD| = 2r. Logo,
|0Q|sent = 2r, o qual implica: |OQ| = -2

sent’

MODULO 1 - AULA 13

Maria Gaétana Agnesi
1718 - 1799
Milan, Italia

Jonsiderada um dos grandes

talentos matemaéticos do
século XVIII, publicou
diversos tratados sobre
Filosofia. Autodidata,
estudou Teologia e
Matematica, concentrando
seus esforgos nos trabalhos
de I’Hépital e Newton. Com
ajuda do monge Ramiro
Rampielli, aprendeu as
sutilezas do Célculo.

O seu trabalho mais
conhecido foi o tratado
Instituzioni analitiche ad
uso della gioventu italiana
que, em dois volumes, nao
continha pesquisa
matematica original, mas
sim uma detalhada
explicagao da teoria das
curvas planas mediante
exemplos, sendo um deles, a
curva conhecida como bruza
de Agnesi, por causa de um
erro de traducao do inglés
John Colson por volta de
1760. Veja:
http://www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
Mathematicians/Agnesi.
html
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Al

Substituindo essas relagdes em (13.8), obtemos:

2rcost

|OD| = = 2rcotgt e |RB| = 2rsen®t. (13.9)

sent

Substituindo as identidades (13.9) nas identidades (13.7), obtemos as

equacoes paramétricas da bruxa de Agnesi:

xr =27 cotgt

y =2r sen’t

e tracamos o seu lugar geométrico:
Yh

Sg:y=2r A

<Y

S1 O

Figura 13.37: Bruxa de Agnesi.
Resumo

Neste apéndice vimos como obter as equagoes paramétricas de varias
curvas planas, usando relagoes trigonométricas basicas e observando as condigoes

que um ponto deve satisfazer para pertencer a uma curva dada.

Exercicios

1 . Verifique que x = 1+ 2sect e y = 3 + 3tgt, —5 <1 < 5 sao equagoes

paramétricas de um ramo da hipérbole % — @ =1.

2 . Verifique que o = t3 e y = t® — 4¢3, t € R sao equacoes paramétricas de

uma parabola. Dé a equagao cartesiana dessa parabola.

3 . Verifique que © = cosht+senht e y = cosht—senht, t € R sao equagoes
paramétricas de um ramo da hipérbole xy = 1.

4 . Verifique que & = 2(cost+sent) e y = 3(cost—sent), t € R sao equagoes

paramétricas de uma elipse. Dé a equacao cartesiana dessa elipse.

. . 7 ~ 2 y2 _ ~ ~ ’ .
5 . Seja a hipérbole de equagao x° — 4 = 1. Dé as equagoes paramétricas
do ramo desta hipérbole que intersecta o semi-eixo positivo OX. Como
sao as equacgoes paramétricas desse ramo, expressando uma variavel em

funcao da outra?

CEDERJ




Apéndice: Parametrizacdes de curvas planas

10 .

11 .

12 .

13 .

14 .

Dé as equagoes paramétricas da cicléide descrita pelo ponto P = (0, 0)
pertencente ao circulo de equagao x? + (y — 2)* = 4, quando este rola

sobre o eixo OX.

Dé as equagoes paramétricas da cicléide estreita descrita pelo ponto
P = (0, 3) pertencente ao circulo de equagao 22+ (y —5)? = 25, quando

este rola sobre o eixo OX.

Dé as equacgoes paramétricas da cicloide larga descrita pelo ponto P =
(0, —1) pertencente ao circulo de equagao z? + (y — 3)? = 9, quando

este rola sobre o eixo OX.

Seja S a cicldide larga descrita pelo ponto P = (0, —2) pertencente ao
circulo de equagao z2+(y—5)? = 25, quando este rola sobre o eixo O X.
Verifique que S esta contida na faixa do plano entre as retas v = —2 e
r="T.

Dé as equacoes paramétricas da hipocicldide descrita pelo ponto P =
(6,0) pertencente ao circulo de equagao (r — 7)* +y? = 1, quando este

rola sobre circulo de equacao x? + y* = 36.
Esboce o grafico de uma hipocicléide em que R =4 e r = 2.

Que tipo de curva é descrita pelos centros do circulo (z —4)% +y? = 16
quando rolamos esta circulo sobre o eixo OY? Deé a equacao dessa

curva.

Considere o circulo C : 22 = (y — 3)> = 9 e a curva obtida da seguinte
forma: da origem, tragamos uma semi-reta u que intersecta C em um
ponto R e intersecta a reta y = 4 num ponto (). Seja QD a perpendi-
cular ao eixo OX. Trace a reta s paralela a OX que passa por R. A

reta s intersecta em um ponto P = (x,y).

Dé as equacoes paramétricas dos pontos P, assim obtidos ao tracarmos
a familia das semi-retas com as mesmas propriedades da reta wu.

O que vocé pode afirmar sobre uma epicicléide ou uma hipocicléide
quando a razao entre os raios dos circulos considerados é:

a. um numero racional.

b. um ntmero iracional.

MODULO 1 -

AULA 13

Sugestao para o

Exercicio 14

Reveja a curva desenhada na

Figura 13.34

com a curva da Figura

13.35. Tente decifrar se elas

sao fechadas o

€ compare

u nao.
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Auto-avaliacao

Se vocé resolveu os Exercicios de 1 a 4, aprendeu a identificar as
equacoes paramétricas de uma curva dada. Ao resolver os Exercicios de 5 a
12, voce fixou a forma de obter equagoes paramétricas de algumas curvas e a
andlise da forma da curva em relacao a variacao do parametro. Se resolveu
o Exercicio 13, vocé aprendeu como obter as equagoes paramétricas de uma
curva a partir das condicoes dadas. Se vocé teve dificuldades na resolucao de

algum exercicio, procure orientacao!




81. Secoes conicas

Figura 13.38: Duplo cone
circular reto.

o eizo de simetria do cone.

Nas Figuras 13.39 a

Nesta secao vamos estudar as seguintes cur-
vas do plano: circulo, parabola, elipse e hipérbole.
Veremos como obter as suas equacoes, descre-
vendo-as por meio de suas propriedades, e apren-
deremos a desenhar os seus graficos.

Essas curvas sao obtidas pela intersecao de
um plano com um duplo cone circular reto, por
este motivo sao chamadas de secoes conicas ou
simplesmente conicas.

Um duplo cone circular reto é uma super-
ficie obtida pela rotacao de uma reta, chamada

geratriz, em torno de uma reta concorrente fixa,

13.42, ilustramos como cada uma dessas curvas ¢é

obtida pela intersecao de um plano com um duplo cone circular reto. Observe

que a inclinacao do plano em relacao ao eixo de simetria do cone determina

a natureza da curva.

Figura 13.39: Circulo.

Figura 13.40: Parabola.

Conceitos:

Ntumeros reais, reta
real, poténcias de
nimeros reais, de-
sigualdades, sistema
de coordenadas car-
tesianas e distancias

no plano.

Referéncias:
Aulas 7 a 14.

Apoldnio, 262-190 a.C.

Nasceu em Perga, no sul da
Asia Menor. Ainda jovem foi
para a Alexandria estudar
com os sucessores de
Euclides. Apolonio foi um
notével astrénomo e
escreveu sobre diversos
assuntos de Matemética,
ficando famoso pela sua obra
Segoes Conicas.
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Figura 13.41: Elipse. Figura 13.42: Hipérbole.

No estudo elementar da Geometria, a principal questao é a propriedade
do objeto geométrico, no plano e no espaco. Os objetos geométricos tratados
até aqui foram ponto e reta no plano. As curvas planas circulo, pardbola,
elipse e hipérbole serao descritas como um lugar geométrico. Isto significa
descrever o conjunto dos pontos do plano que satisfazem uma propriedade

especifica, neste caso dependendo apenas do conceito de distancia.



Circulo

Aula 14 — Circulo

Objetivos

e Determinar a equagao do circulo de centro C' e raio r, como um lugar
geométrico.

e Aprender os conceitos de retas tangente e normal num ponto P de
um circulo.

e Esbocar o gréafico do circulo a partir da sua equacao.

e Identificar os pontos do plano interiores ou exteriores a um circulo.

Na nossa civilizacao hé varios mecanismos e objetos construidos com
a forma circular, tais como: reldgios, rodas, moedas, aros de cestas de bas-
quete etc. Nos parques de diversoes também nos deparamos com circulos, no

carrossel e na roda gigante.

O circulo de centro C' e raio r > 0 é o lugar geométrico dos pontos do

plano cuja distancia ao ponto C' é r.

vA

=Y

Figura 14.1: Circulo de centro C e raio r.

Observe que 2 pontos do circulo, situados sobre uma reta passando pelo
centro C, estao a uma distancia 2r. Estes pontos sao ditos diametralmente
opostos. O diametro do circulo é o valor 2r.

Como encontrar a equacao que relaciona as coordenadas = e y de um
ponto P qualquer do circulo?

Primeiramente, fixamos um sistema de coordenadas. Seja P = (z,y)
um ponto do circulo de centro C' = (h, k) e raio r > 0. Entao,

dP,C)=r < +/(x—h2+(y—kZ2=r
= (x—hP+(y—k?P=r%

MODULO 1 - AULA 14

Conceitos:

Numeros reais, reta real,
poténcias de ntimeros reais,
sistema de coordenadas
cartesianas e distancias.

Referéncias:
Aulas 7, 8,9, 13 e 14.
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Portanto, o circulo de centro (h, k) e raio r, tem equagao

(x —h)?*+ (y — k)* =r2

Desenvolvendo os quadrados desta equacao, obtemos a equacao

equivalente:

22 +y? — 2ha — 2ky + h? + k? = 2.

O gréfico do circulo é o conjunto

Graf = {(z,y) | (x = h)* + (y — k)* = r*}.

Exemplo 14.1
A equagao do circulo de centro C' = (0,0) e raio r é 22 +y* = r?. Observe que
os pontos (r,0), (—,0), (0,7) e (0,—r) sdo pontos deste circulo. A Figura

14.2 ilustra o grafico deste circulo.

{0, —?')

Figura 14.2: Circulo de centro (0,0) e raio 7.

Exemplo 14.2
A equagao (z+3)?+ (y—2)? = 5 representa um circulo de centro C' = (-3, 2)
e raio r = /5.
Exemplo 14.3
A equacao 22 +y? +4x — 2y — 11 = 0 é de um circulo. De fato, reescrevemos
esta equacao como:
(2?2 4+4x)+ (y* —2y) — 11 =0 —
(P +4z+4—-D+ (P -2y+1-1)-11=0 +—
(z+2*—4)+((y—1)*-1)—-11=0 <=
(+2+(y—12=16 <~
(2= (<2)7 + (y— 1) = 42,
Observe que a primeira equivaléncia foi obtida completando os quadrados dos
polinémios nas varidveis x e y. Portanto, o centro do circulo é C' = (=2, 1)

eoraio ér =4.
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Exemplo 14.4

Que subconjuntos do plano representam as equagoes
2+ +dr—2y+5=0 e 22+ y*+dr—2y+6=07

Veremos que estes conjuntos nao sao circulos. De fato, as duas equacoes
diferem da equacao do exemplo anterior apenas no termo independente de x
e y, isto é, a constante. Procedendo de maneira andloga ao exemplo anterior,
completamos os quadrados nas duas equacoes, olhando para os polinomios

nas variaveis x e y:

(2 +4x)+ (y* —2y)+5=0 <—
(*+4zx+4—4)+ (1 -2y+1-1)+5=0 <=
(z+22=4)+((y—1)*-1)+5=0

(x+2)2+(y—1)2=0,
(2 +4z)+ (y* —2y) +6=0
(P +de+4—4)+ @ -2y+1-1)+6=0 <~
(z+22—4)+((y—1)2-1)+6=0 <=
(z+22%*+(y—1)2=-1.

Como a soma de quadrados de ntimeros reais é sempre um numero real maior
ou igual a zero, temos que a tnica solucao da primeira equacao é x +2 =0
ey — 1 = 0 e nao ha solucao, em pares de nimeros reais, para a segunda
equagao. Logo, apenas o ponto (—2,1) é solu¢ao da primeira equagao e nao
hé solugao em pares (z,y) de niimeros reais, para a segunda equacao, isto é,

o conjunto solucao da segunda equacao é o conjunto vazio.

Cuidado!

Como acabamos de verificar, a equacao 2% + y* + ax + by + ¢ = 0 nem
sempre representa um circulo, podendo representar um tunico ponto ou o
conjunto vazio. Para determinar que subconjunto do plano esta equagao re-

presenta, vamos completar os quadrados, repetindo o que foi feito no exemplo

anterior:
P+ dar+by+c=0 <+—
x2+aa:+a—2—a—2 + gf#—by—l—g—E +e=0 <
4 4 4 4
a\ 2 W\ a® »?
($+§> +<y+§> —Z—Z-i-C— <
a\ 2 b\? a2 B2
(.1‘-1— ) +<y+§> —Z—FZ—C <
2
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Agora, podemos responder a pergunta. Qual o subconjunto do plano
C={(v,y)|2*+y*+ax+by+c=0}7
a b 9 9
o ponto P = ~5 75 ) se a®+b°—4c=0
o circulo de centro C' e raio r, se a®+b? —4c >0

o conjunto vazio, se a?+b* —4c < 0.

No segundo caso, observe que os parametros do circulo sao:

a b ) Va2 +b> —4c
centro C' = (—5,—5) eraio r = —

Em cada ponto P de um circulo, considere a reta n que passa pelo centro
C e pelo ponto P. Esta reta é dita normal ao circulo no ponto P. A reta t,
perpendicular a reta n passando pelo ponto P, ¢é dita tangente ao circulo no

ponto P.

Figura 14.3: Retas tangente e normal ao circulo no ponto P.

Exemplo 14.5
Vamos determinar as equacoes das retas horizontais e tangentes ao circulo
de centro C' = (—2,2) e raio r = 3.
A equacdo deste circulo é (z — (=2))* + (y — 2)? = 9, que é equivalente a
(r+2)*+ (y — 2)> = 9. As retas tangentes horizontais sdo perpendiculares
a reta vertical s que passa pelo centro C' = (—2,2). A equacao da reta s é
r = —2. Para determinar a intersecao do circulo com a reta s, substituimos
a equagao de s na equacgao do circulo. Para isto, fazemos r = —2 na equagao
do circulo, obtendo:
(—2+4+2)*+(y—2)*=9 < (y—2)*=09, extraindo a raiz quadrada,
— |ly—2|=3
— y—2=3ouy—2=-3
— y=dHouy=-—1
Portanto, os pontos do circulo que estdo na reta s sao (—2,5) e (=2, —1). As
retas tangentes ao circulo passando por estes pontos sao horizontais e tém

equacoes y =H ey = —1.
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Exemplo 14.6
Fixemos o circulo C de centro C' = (1, 2) e raio 3, cuja equagao é
(x =12+ (y—2)2=09.
Os pontos P = (a,b) tais que (a — 1)? + (b — 2)? # 9 ndo estao no circulo C.
Por exemplo, os pontos A = (—1,3) e B = (2,5) tém esta propriedade, pois:
5, se (a,b)=(—1,3
(a—1)2+(b—2) = (a,0) ={ )
10, se (a,b) = (2,5).
Faca um desenho de C e observe que A esta no interior de C e que B esta no
exterior de C.
Os pontos P = (a, b) tais que (a—1)*+(b—2)? < 9 sdo ditos pontos interiores
ao circulo C. Por outro lado, os pontos P = (a, b) tais que (a—1)*+(b—2)% > 9
sao ditos pontos exteriores ao circulo C.
Todo circulo divide o plano em duas partes, chamadas interiore exterior
do circulo.
Se a equagao do circulo é (x —h)*+ (y — k)*> =12 e P = (0, yo), entao
e P estd no interior do circulo <= (zg — h)* + (yo — k)* < r*
e P estd no circulo — (xo—h)*+ (yo—k)* =1r%
e P estd no exterior do circulo <= (x¢ — h)* + (yo — k)* > r2.
Exemplo 14.7
Na figura ao lado, esbocamos o grafico
do circulo de centro C' = (—2,1) e raio
r= %, cuja equacao é
(r+20°+(y—1)72=%2. % O
O ponto A = (—2,3) estd no interior do !
circulo e o ponto B = (1,2) estd no ex- -
terior do circulo. 1 x
Dé outros exemplos de pontos situados P r= %
no interior e exterior deste circulo.
Figura 14.4: Circulo de centro
Curiosidade: (=2,1) e raio 3.
Outras curvas planas podem ser construidas a partir do circulo. Veja-
mos alguns exemplos interessantes.
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Exemplo 14.8

A cicléide é a curva descrita por um ponto fixado no circulo, que rola,
sem deslizar, em linha reta. Esta curva pode ser observada, se um ponto é
marcado no pneu de uma bicicleta. Na figura a seguir, ilustramos a cicléide
descrita por um ponto P fixado no circulo de raio » = 1. Inicialmente, o

ponto P é o ponto de contato do circulo com a reta.

Figura 14.5: Cicléide com raio r = 1.

Exemplo 14.9

Consideremos dois circulos de raios r ¢ R com r < R e fixemos um ponto P
no circulo de raio menor. Quando o circulo de raio menor rola, sem deslizar,
no interior do circulo de raio maior, conforme mostra a Figura 14.6, o ponto
P descreve uma curva plana. Quando r = g , a curva descrita pelo ponto P

¢ um segmento de reta. Veja a Figura 14.7.

v A

Figura 14.7: Ponto P descrevendo um seg-

mento se r = %.

Figura 14.6: Circulo menor rolando den-

tro do maior.

Quando r < g , a curva descrita pelo ponto P é chamada hipocicléide. A

é conhecida como deltéide e astroide,

. 1. R
hipocicldide, nos casos r = —er = —,
3 4

respectivamente.
R , C ., .

Escolhendo r = —, onde n é um inteiro positivo, verificamos que este pro-
n

cesso permite dividir o circulo de raio R em n partes iguais. Desta maneira,

podemos construir um poligono regular de n lados.
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Figura 14.8: Deltéide, r = %. Figura 14.9: Astréide, r = %.

Resumo

Vocé aprendeu a determinar a equacao do circulo, a partir do raio
r e das coordenadas (h, k) do centro C; a esbogar o grafico do circulo; a
determinar as coordenadas do centro e do raio, a partir da equacao do circulo;
a determinar a reta tangente e a reta normal em um ponto do circulo e
a determinar a posicao relativa de um ponto do plano com respeito a um

circulo.

Exercicios

1. Escreva a equagao do circulo de centro C' e raio r dados:
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(f) 222 4+2y* —x+y—3=0

3. Determine quais dos seguintes subconjuntos do plano sao circulos. Caso

afirmativo, ache o centro C' e o raio r. Caso negativo, identifique o
subconjunto.

| 2% +y? — 20 + 4y — 3 = 0}.

| 2* +y? — 4z 4+ 6y + 9 = 0}.

| 22 4+ y* — 62 — 10y — 2 = 0}.

| 2% +y? — 10z — 14y + 25 = 0}.

(z,9)

(2,9)

(z,9)

{(z,y)] 422 + 4y — 4z + 8y — 23 = 0}.
(z,9)

(z,y)] 2* +y? — 22 + 4y — 7= 0}.
(z,9)

| 42 + 4y* — 4z + 8y — 20 = 0}.

. Determine a equagao do circulo tal que A = (4,—3) e B = (—2,7) sao

pontos diametralmente opostos.

. Construa um sistema de coordenadas e marque os pontos A e B do

exercicio anterior. Com um compasso e uma régua, sem escala, cons-
trua o ponto médio do segmento AB (Veja exercicio 10 da Aula 14).

Agora desenhe o circulo.

. Determine a equacao do circulo que satisfaz a propriedade dada:

(a) Tangente a ambos os eixos coordenados, centro no primeiro qua-

drante e raio 2.
(b) Centro em (—4,6) passando por (1,2).
(c) Passa pelos pontos (1,1), (1,—-2) e (2, 3).

. Construa um sistema de coordenadas e marque os pontos do item (c)

do exercicio anterior. Usando apenas régua sem escala e compasso,
determine o centro do circulo que passa por estes pontos, e depois
desenhe o circulo.

. Escreva a equacao da reta tangente ao circulo 22 4-y%+14x+18y—39 = 0

no ponto do segundo quadrante deste circulo, tal que r = —2.

. Encontre a equacao da reta tangente ao circulo z? + y? = 180 que tem

inclinacao 2.
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10. Encontre os pontos de intersecao dos circulos com equagoes
24y —20=0¢c 22 +y*—3y=0.
11. Mostre que o circulo 2% + 4% + ax + by + ¢ = 0 é tangente ao eixo x se,
e somente se, 4c = a>.
12. Determine o centro e o raio do circulo que passa pelos pontos dados:
(a> Py = (_27 _3)7 Ql = (47 _1) e Ry = (27 _2)
(b) P, = (_]—74)7 QQ = (476> e Ry = (O’ _7>
13. Construa um sistema de coordenadas e marque os pontos dos itens (a)
e (b) do exercicio anterior. Usando apenas uma régua sem escala e
um compasso, determine os centros C'; e Cy dos circulos do exercicio
anterior e desenhe-os.
14. Determine as retas tangentes ao circulo 22 + y? = 4 que passam pelo
ponto (4\/5, 2\/5)
15. Um ponto P do plano se move de modo que a soma dos quadrados
de suas distancias a dois pontos fixos A e B é uma constante
k > 0. Determine a equacao do lugar geométrico descrito pelo ponto
P e identifique-o.
Sugestao: Seja a = d(A, B). Considere o sistema de coordenadas com
o eixo x sendo a reta que passa por A e B, com origem A e orientada de
A para B. Neste sistema de coordenadas, temos A = (0,0), B = (a,0)
2 2 2
e P = (z,y). Vocé deve considerar os casos: k < % k= % ek > %.
16. Esboce os seguintes subconjuntos do plano:
(a) A={(z,y) | (z—2*+(y—3)>1}
(b) B={(z,y) [ (z =42+ (y—3)* <2}
(€ C={(z.y)[(@-2*+(y—3)* <4}
(d) D=ANB.
(e) E=ANC.
17. Considere os seguintes conjuntos:
A={(z,y)| 2* + (y — 1)* =4}.
B={(z,y)l (x+1)*+ (y—2)*=1}.
215

AULA 14

CEDERJ



GEOME[RI[A Circulo
AN/ CA

C=A{zylz+y=1}
Determine os subconjuntos do plano: ANB, ANCe BNC.

18. Desafio:

Considere 2 circulos de raios r e R. Quando o circulo de raio r rola, sem
deslizar, no exterior do circulo de raio R, um ponto P fixado no circulo
do exterior descreve uma curva plana chamada epicicloide. Considere,

inicialmente, o ponto P como o ponto de contato dos 2 circulos.

r =

e
3

(a) Visualize as curvas nos casos em que r = R, 7 = PX
R . , .
r=7 A primeira curva é chamada cardicide.
(b) O que podemos afirmar sobre o ponto P, quando r = aR e a é um

numero racional?

N p , . . .
Sugestao: escreva a = = , com p e ¢ nuimeros inteiros positivos
q

primos entre si.

(¢) O que podemos afirmar sobre o ponto P, quando r = aR e a é um

numero irracional?

Auto-avaliacao

Vocé deve prosseguir apenas se souber identificar a equacao de um
circulo, determinando as coordenadas do centro e o raio. Sabe localizar
pontos do plano com respeito a um circulo? Os exercicios consolidam os
conceitos aprendidos e os relacionam com outras areas do conhecimento!
Para melhorar a sua aprendizagem faca muitos exercicios. Vamos para a

Aula 18 conhecer as belas propriedades da parabola.
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Aula 15 — Parabola

Objetivos

e Descrever a pardbola como um lugar geométrico determinando a sua

- . . . N Conceitos:
equagao reduzida nos sistemas de coordenadas com eixo x paralelo a Sistemas de coordenadas

N . L o distanc
diretriz ¢ e origem no vértice V. cariesiaias ¢ distancias 1o

plano.

e Determinar as coordenadas do foco F', do vértice V' e da diretriz /.

e Esbocar o grafico da parabola, a partir da sua equacao, e fazer trans- Referéncias:
Aulas 13 e 14.

lacoes.

e Localizar o ponto de maximo ou de minimo e calcular o seu valor.

Virias residéncias tém antenas instaladas no telhado para recepgao de
som e imagens transmitidas por satélite. Todos conhecem as antenas pa-
rabolicas. E por que usamos estas antenas? Antes de responder, precisamos
conhecer as propriedades da pardbola. A superficie da antena é obtida pela
rotacao de uma parabola em torno de uma reta fixa, o seu eixo de simetria.
Os fardis de automoveis e espelhos para telescépios astronomicos também
tém superficie parabdlica. A trajetéria seguida por varios objetos em movi-
mento é uma parabola. Por exemplo: uma bola de basquete quando lancada
na cesta, uma bola de futebol quando chutada, uma bala disparada por um
revolver ou por um canhao etc. Na Figura 15.2 vemos a trajetoria percor-

rida pela bala de um canhao.

Figura 15.1:
rabolica. de canhao.
Fixemos no plano uma reta £ e um ponto F nao pertencente a /.

Antena pa- Figura 15.2: Trajetoria de uma bala

A pardbola é o lugar geométrico dos pontos P do plano eqiiidistantes

da reta ¢ e do ponto F. A saber,
pardbola={ P |d(P, F) = d(P,() }.

A distancia de um ponto a uma reta é definida como a menor das
distancias de P aos pontos @) da reta. Vimos, na AULA 16, que d(P, () =

| PE8  CEDERJ
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d(P,P'), onde P’ é o ponto de interse¢ao da reta ¢ com a perpendicular a ¢

passando por P, chamado pé da perpendicular a ¢ passando por P. Portanto,

pardbola = { P| d(P,F)=d(P, P') },

onde P’ é o pé da perpendicular a reta ¢ passando por P.

d=d(P,F)=d(P,¢),
onde d(P,£) = d(P, P')

diretriz
Figura 15.3: Pardbola de vértice V, foco F' e diretriz £.

A reta ¢ é chamada diretriz, o ponto F), foco, e o ponto V' de intersecao

do eixo de simetria com a parabola, vértice.

Para encontrar a equacao de uma parabola, vamos fixar um sistema
de coordenadas. Para isto, seja 2p, onde p > 0, a distancia de F' a reta /.
Consideramos a origem O situada na reta perpendicular a reta ¢ passando
por F' e eqiiidistante de F' e £. O eixo x sera a reta paralela a ¢, com uma
orientacao fixada. A reta perpendicular a ¢ passando por F' serd o eixo v,
com a orientagdo conveniente (lembre-se de que girando a parte positiva do
primeiro eixo, o eixo x, no sentido anti-horario em torno de O, obtemos o

sentido positivo do segundo eixo, o eixo y).

eixo focal

diretriz

diretriz ¥
Figura 15.4: Pardbola, sua diretriz £ e foco F', escolha dos eixos z e y, com d(F,{) = 2p.

A posicao relativa de F' com respeito a diretriz £ e a escolha dos eixos
coordenados estd ilustrada na Figura 15.4. Observe que a origem O = (0, 0)
do sistema de coordenadas construido é o vértice da parabola. Temos dois

casos a considerar.
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Primeiramente, vamos determinar a equacao da parabola no caso em
que F' = (0,p) e a equacao da reta diretriz é y = —p, conforme o desenho a
esquerda da Figura 15.4. Para cada ponto P = (x,y), o ponto P’ € ¢, pé
da perpendicular passando por P, é P’ = (x, —p).
Portanto, um ponto P = (x,y) pertence a pardbola
< Jd(P,F)=d(P,P)
= d((@,y), (0.p) = d((z,1), (z.~p))
= - > < PP =@+ (= (PP
— \/ 2+ (y — \/ (y + p)?, elevando ao quadrado,
— 2+ (y — p) (y+ ) desenvolvendo 0s quadrados
— 224+ y? - 2py+p? =y? + 2py + p?, somando —y? — p* + 2py
— 2% =Adpy.
Como p > 0 e 22 > 0 para todo = € R, temos y = % > 0. Logo, os
pontos da parabola diferentes da origem estao acima do eixo .
O grafico desta equacao, ilustrado na Figura 15.5, é
(L' _ _ £L'2 _ £L'2
Na Figura 15.6 estao os graficos das parabolas y = %2, y = 22 e
y = 222,
|
d
Ny
e
v d x
diretriz
ES 7 3
1
eixo focal o .';
Figura 15.5: Parabola y = % com  Figura 15.6: Pardbolas y = %, Yy =
foco F' = (0,p). 22 ey =222
Exemplo 15.1
Vamos encontrar as coordenadas do foco e a equagao da diretriz da parabola
Yy = —x . Escrevendo 1 = ﬁ, obtemos 4p = 4, logo p = 1. Entao, o foco ¢é
F=(0,p)=(0,1)ea dlretriz éy=-—-p=-—1.
Consideremos, agora, o caso em que F' = (0, —p) e a equacao da reta
diretriz é y = p, conforme o desenho a direita da Figura 15.4.
219
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Para cada ponto P = (x,y), o ponto P’ € ¢, pé da perpendicular
passando por P, é P' = (z,p).

Portanto, um ponto P = (x,y) pertence a parédbola

< Jd(P,F)=d(P,P')

= d((z,y),(0,-p)) = d((z,y). (z,p))

= V@-02+ (- (-p)?=V(—2)*+(y—p)?

< 22+ (y+p)? = /(y — p)?, elevando ao quadrado,

<~ 22+ (y+p)* = (y — p)?, desenvolvendo os quadrados,

— 2+ y?+2py + p* = y* — 2py + p*, somando —y? — p* — 2py,
— 1% = —dpy.

Como —p < 0 e 22 > 0 para todo x € R, temos y = 74—‘;2 < 0. Logo, os

pontos da pardbola diferentes da origem estao abaixo do eixo x.

O gréfico desta equacao, ilustrado na Figura 15.7, é

Graf(y = 52) = { @) ly=% }={ (2.5 ) |2 R},

diretriz {

eixo focal y= 41;

Figura 15.7: Pardbola y = ;—”;)2.
Exemplo 15.2

Vamos determinar as coordenadas do foco e a equacao da diretriz da parabola

de equacao y = —222. Escrevendo —2 = —ﬁ, obtemos p = é. Entao,

F =(0,—p) = (0, —%) e a equacao da diretriz é y = p = é.

Exemplo 15.3
Qual é a equacao da pardbola com foco F' = (0, —g) e vértice V. = (0,0)7

~ ’ . 2
Escrevendo a equacao da parabola na forma reduzida y = %, sabendo que

F = (O —p), temos que —p = —2. Logop——,4p:4-%:10,ﬁ_110e

—z2 _ —=x

Y= =70
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Nos dois casos considerados a equacao da parabola na forma reduzida

y=azr?, ondeaceRea#0

o foco é F' = (0, ﬁ) e a equacao da diretriz é y = —ﬁ.

O grafico da equacao é

Graf(y = az?) = { (z,y) |y = az?*} = { (x,a2®) | x e R }.

Observe, na Figura 15.8, como o grafico desta equacao se comporta,

em termos do numero real a.
vk 2

a<0

Figura 15.8: A pardbola y = az?, paraa > 0 e a < 0.

Exemplo 15.4
Qual é o subconjunto C = {(z,y)| y = 22? — 12z + 16}7

Para identificar este subconjunto do plano, vamos tentar escrever a equagao
que relaciona as variaveis x e y, na forma reduzida da equagao da parabola.
y = 2% — 12z + 16, colocando 2 em evidéncia,
= 2(2? — 6z + 8), completando o quadrado do polinémio em z,

2((2* =62 +9) —9+38),

2((x — 3)*> — 1), fazendo o produto por 2,

2(x — 3)* — 2.
Desta maneira, obtemos y + 2 = 2(x — 3)%. Esta equagio ¢ de uma pardbola.
Por qué? Sabemos que y = 2z* é uma parabola com vértice V = (0, 0), foco
F=(0,5)=(0,75) = (0,%), diretriz y = —1- = —% e 0 eixo de simetria
é v = 0. Quando esta parabola ¢ transladada de h = 3 unidades horizon-
talmente e de £ = —2 unidades verticalmente, uma parabola congruente é
obtida tendo equagao y—k = 2(z —h)?, que é equivalente a y+2 = 2(x —3)%.

A Figura 15.9 ilustra o grafico destas duas parabolas.
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y=2x"

y+2=2(z—3)2

i

2

Figura 15.9: Pardbolas y = 222 e y + 2 = 2(z — 3)%.

y = 22 y+2=2(zx—3)?
vértice: (0,0) — (h,k) = (3,-2)
foco: (0,7)=(0.5) — (hk+7)=03-2+5=06-F
diretriz: y:—ﬁ:—% — y = _4_1a—_ _% _1_87
eixo de simetria: x=0 — r=h=

De modo geral, a pardbola y = az?

tem vértice (0,0) e eixo de simetria z = 0.

Quando esta parabola é transladada de h
Duas figuras sdo congruentes

se deslocando uma. delas unidades, horizontalmente, e de k& unidades,

podemos fazer coincidir uma verticalmente, uma parabola congruente é

com a outra.

obtida, tendo equagao y — k = a(x — h)>.

A figura ao lado ilustra esta translagao. O
vértice O = (0,0) é transladado para (h, k) Figura15.10: y=az® e y—k=

e o foco, a diretriz e o eixo de simetria sao a(z —h)*.
transladados como indicado a seguir:
y = az? y—k =a(z — h)?
vértice: (0,0) - (h, k)
foco: (O,ﬁ) . (h, k + 4_1(1)
diretriz: y = —ﬁ N y=Fk— ﬁ
eixo de simetria: z=0 N r=h

Observe que no vértice (h, k) temos 2o = h e yo = k, onde k é o valor
minimo ou méaximo de y, para todo P = (z,y) que estd na pardbola de
equagao y — k = a(z — h)?. Pois:

(i) Se a > 0, entao a pardbola estd voltada para cima e

y=alr—h)*+k>0+k=a(h—h)?+k=alxy—h)*+k =1y,

CEDERJ
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logo y > o, portanto k é o valor minimo de y.
(ii) Se a < 0, ent@o a parabola estd voltada para baixo e
y=alr—h)*+k<0+k=alh—h)?+k=alxg—h)*+k =1y,

logo y < yo, portanto k é o valor maximo de y.

Resumo

Vocé aprendeu a descrever a pardabola como um lugar geométrico, a
determinar a sua equacao reduzida, a partir da sua propriedade geométrica,
no sistema de coordenadas com origem no vértice, eixo x paralelo a diretriz ¢
e eixo y como o eixo de simetria; a esbocar o seu grafico; a fazer translacoes;
a determinar as coordenadas do foco F', do vértice V' e a equacao da diretriz
¢, a partir da equagao reduzida; a determinar o ponto de maximo ou minimo

e o seu valor maximo ou minimo, respectivamente, xo = h e yo = k, onde
V = (h,k).
Exercicios

1. Determine o foco, a equagao da diretriz e esboce o grafico de cada uma
das seguintes parabolas:

(a) y = 822 (d) y = —162 (g) y— 1_16$2 =
(b) y = —8s° (¢) 29 = 5a* () y = Jo?
(c) y = 162> (f) —2y = ba? (i) y= —2352

2. Determine a equacgao reduzida da parabola, o vértice, a equagao da

diretriz, a equacao do eixo de simetria e esboce o grafico.

(a) y=12>—z+4 (d) 20y —2* +2x+39 =0
(b) 8y + 2% +4x+12=0 (e) y=2x —2?
(c) =2y =2° +4x —4 (f) 2 +62 -8y +17=0

3. Determine o valor de x para o qual y assume o valor maximo ou minimo,

em cada uma das parabolas do exercicio anterior.

4. Determine a equacao reduzida da parabola que satisfaz a propriedade
dada e esboce o gréfico:
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(a) Foco F = (0, —Z) e diretriz y = 2
(b) Foco F' = (0, g) e vértice (0,0).

(¢) Diretriz y = ; e vértice (0,0).
(d) Vértice (2, —5) e diretriz y = —7.

(e) Vértice (0,0), eixo de simetria vertical e o ponto (2, —2) estd na

parabola.
(f) Vértice (0,0), eixo de simetria x = 0 e passa pelo ponto (2, —3).
(g) Foco F = (4,—5) e diretriz y = 1.
(h) Vértice (4,1) e diretriz y = —3.

5. Determine a intersecao da parabola com o eixo y:

(a) y=122—z+4 (d) 20y —2* +22+39=0
(b) 8y + 2 +4x+12=0 (e) y =2z —a?
(c) 2y=2a*+4x —4 (f) 22+ 62 —8y+17=0

6. Esboce os subconjuntos do plano:

A pardbola y = az? + bx + c, (a) {(x’y> ’ 2$—3§y<4l’—$2 }
assim como uma reta 2 2
nao-vertical, divide o plano (b) { (l’, y> ‘ r° =2 < y< dr —x }
em dois subconjuntos 2
disjuntos: os pontos acima (C) C= { (33’, y) ’ — 2 + 8 S y S X }
(y > aa® + b + ) e os (d) D={(z,y)| 2*—2<y< —22>+6x+T7}.

pontos abaixo da parabola
(y < az? +bx + c).

Auto-avaliacao

Se voceé souber determinar o vértice, o foco e a equacao da diretriz da
parabola, a partir da sua equacao reduzida e esbogar o seu grafico, entao
pode passar para a proxima aula. E claro que resolveu os exercicios 1 a 5!
Vamos para a Aula 19. Continuaremos a estudar a parabola e aprenderemos

a sua propriedade reflexival
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Aula 16 — Parabola - continuacao

Objetivos

e Descrever a parabola como um lugar geométrico, determinando a sua

equacao reduzida nos sistemas de coordenadas com eixo y paralelo a

Conceitos:
diretriz ¢, eixo x como eixo de simetria e origem no vértice V. Sistemas de coordenadas
cartesianas e distancias no
e Determinar as coordenadas do foco F'; do vértice V' e da diretriz /. plano.

e Esbocar o gréfico da pardbola, a partir da sua equacao.

Referéncias:

e Fazer translagoes. Aulas 13 ¢ 14

e Aprender a propriedade reflexiva da parabola.

Na aula anterior encontramos uma equacao reduzida da parabola quando
o seu eixo de simetria é o eixo y, o eixo x é paralelo a diretriz / e a origem
é o vértice. Poderiamos ter procedido de outra maneira. Vamos construir
outro sistema de coordenadas e escrever equacoes reduzidas para a parabola.
Para isto, seja ainda 2p, onde p > 0, a distancia do foco F' a reta diretriz /.
Consideramos a origem O situada na reta perpendicular a reta ¢ passando
por F' e equidistante de F' e £. A reta perpendicular a ¢ passando por F' serd
o0 eixo x com uma orientagao fixada. O eixo y sera a reta paralela a ¢, com
a orientagao conveniente (lembre-se que girando a parte positiva do primeiro
eixo, o eixo x, no sentido anti-horario em torno de O, obtemos o sentido
positivo do segundo eixo, o eixo y). A posigao relativa de F'; com respeito a

diretriz ¢ e a escolha dos eixos coordenados, esta ilustrada na Figura 16.1.

eixo focal

diretriz

diretriz eixo focal

Figura 16.1: Sistemas de coordenadas com eixo y paralelo a diretriz.

Observe que a origem O = (0,0) do sistema de coordenadas construido

é novamente o vértice V' da parabola.

Temos dois casos a considerar, conforme a Figura 16.1.
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Primeiramente, vamos determinar a equacao da parabola no caso em
que F' = (p,0) e a equacao da reta diretriz ¢ é x = —p, conforme o desenho
a esquerda da Figura 16.1. Para cada ponto P = (x,y), o ponto P’ € £, pé
da perpendicular passando por P, é P' = (—p,y).

Portanto, um ponto P = (x,y) pertence a pardbola
d(P,F)=d(P,P")

d((z,y), (p,0)) = d((z,y), (=p,y))
V@ =p)?+ =02 = (e~ (-p)*+y—y)?

V(x —p)2 +y2=/(z+ p)?, elevando ao quadrado ambos os

rree

membros da igualdade,

< (x—p)*+y*= (z+p)? desenvolvendo ambos os membros da
igualdade,
& 2% —2pr + p? +y? = 2% + 2pz + p?, somando —a? + 2pzr — p?

a ambos os membros da igualdade,
& y? = 4dpx.
Como p > 0 e y?> > 0 para todo y € R, temos z = Z—; > 0. Logo, os

pontos da parabola diferentes da origem estao a direita do eixo y.

O grafico desta equacao, ilustrado na Figura 16.2, é:

2

Graf(y® = 4pz) = { (e.,9) | = £ } = { (£.0) Iy eR}.

Na Figura 16.3 estao os graficos das parabolas: =z = %, r =y’ e

x = 29>

Exemplo 16.1

Vamos encontrar as coordenadas do foco e a equagao da diretriz da parabola
1

T = in. Escrevendo 7 = ﬁ, obtemos 4p = 4, logo p = 1. Entao, o foco ¢

F = (p,0) =(1,0) e a diretriz é x = —p = —1.

Consideremos, agora, o caso em que F' = (—p,0) e a equacao da reta
diretriz é x = p, conforme o desenho a direita da Figura 16.1. Para cada
ponto P = (x,y), o ponto P’ € ¢, pé da perpendicular passando por P, é
P =(p.y).
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diretriz

2 Figura 16.3: Gréficos de x = %, = y?

Figura 16.2: Pardbola z = % com

— 9,2
foco F' = (p,0). cw =2y

Portanto, um ponto P = (x,y) pertence a pardbola
d(P,F) = d(P, P')

d((z,y), (=p,0)) = d((z,y), (p,y))

V= (=) +(y =02 = /(z =+ (y — )

V(@ +p)2+y2=+/(z — p)?, elevando ao quadrado ambos os

rree

membros da igualdade,

l

(z +p)? +y* = (z — p)?, desenvolvendo ambos os membros da
igualdade,

= 2%+ 2px + p? +y? = 2% — 2px + p?, somando —a? — 2px — P2,
= y? = —dpz.

Como —p < 0 e y? > 0 para todo y € R, temos x = 74—?;32 < 0. Logo, os

pontos da parabola diferentes da origem estao a esquerda do eixo y.

O grafico desta equacao, ilustrado na Figura 16.4, é:

Graf(y? = —4pz) = { (w.y) o= £ } = { (F£.v) lyeR}.

Exemplo 16.2

Vamos determinar as coordenadas do foco e a equacao da diretriz da parabola

de equacao v = —2y2. Escrevendo —2 = —ﬁ, obtemos p = %. Entao,
F=(—p,0) = (—%,O) e a equacao da diretriz é x = p = %.
Exemplo 16.3

Qual é a equacao da parabola com foco F = (—%,O) e vértice V. = (0,0)?

| 227
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focal F

=

diretriz

Figura 16.4: Pardbola x =

4p

com foco F' = (—p,0) e vértice V = (0,0).

Escrevendo a equacao da parabola na forma reduzida x
que F = (—p,0), temos —p = —3

2
4 e sabendo
p
_ 3 _ 4.3 _@ 1 _1
bR LOgO,p—§,4p—4§—6
2 2
T
=75 &~

v ap 6 €

Nos dois casos, a equacao da parabola na forma reduzida é:

r=ay? onde a € Rea#0.

Note que esta parabola tem foco F' = (ﬁ, 0), diretriz © = —ﬁ e o seu
grafico é:

Graf(z = ay®) = {(z,y)| = = ay®} = {(ay®,y)| y € R}.

Observe, na Figura 16.5, como o grafico desta equagao se comporta,

em termos do nimero real a. A parabola esta voltada para a direita quando
a > 0 e, para a esquerda, quando a < 0.

z=ay® z=ay®
a<0

x=h=aly - k)2

=Y

Figura 16.5: Pardbolas © = ay?, com a > Figura 16.6: Pardbolas x = ay®ex—h=aly—
0Oea<0.

k)2, com a > 0.
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De modo geral, a pardbola x = ay? tem vértice (0,0) e eixo de simetria
y = 0. Quando esta pardbola é transladada de h unidades, horizontalmente, e
de k unidades, verticalmente, obtemos uma parabola congruente de equacao
r—h =a(y—k)? NaFigura 16.6 estiao esbogados os graficos das pardbolas
r=ay’*ex—h=aly—k)? coma > 0.

O vértice (0,0) ¢é transladado para (h, k) e o foco, a diretriz ¢ e o eixo

de simetria sao transladados como indicado a seguir:

r = ay? r—h=a(y—k)?
vértice: (0,0) — (h, k)
1 1
foco: — —
oco (4a’0) — (h+ 4a’k)
diretri ! h L
e M = —_—— _ = _——
iretriz: ™ x ™
eixo de simetria: y=20 — y==k

Exemplo 16.4

Qual é a equagao reduzida da parabola com vértice V = (=3, —2) e diretriz

— _99
r=—3"
Sendo a diretriz uma reta vertical, a equacao da parabola é da forma

r—h=a(y —k)? onde (h,k) = (—3,-2).
1 9 1 9

Escrevendo a equagao da diretriz ¢ = h—— = ——, obtemos —— = —~—h =
9 3 5 4a 2 4a 2
5 +3 = —3 Logo, 4a = = e, portanto, a = 5 Assim, a equacao reduzida
1 . 1
da pardbola é z — (—3) = E(y— (—2))?, que é equivalente a r+3 = 6(y—|—2)2.

Agora ja sabemos identificar a equagao da parabola na forma reduzida.
Na pratica, as aplicagoes da parabola sao decorréncia da sua propriedade de
reflexao: se uma fonte de luz for colocada no foco F', entao os raios que esta
fonte irradia incidem na parabola e sao refletidos ao longo de retas paralelas

ao eixo de simetria.

&N 6< .

(f_“\\

Figura 16.7: Linhas paralelas ao eixo focal sao refletidas pela parabola em linhas que

passam pelo foco.
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Um holofote ou um farol de automovel utilizam este principio numa
superficie parabolica espelhada por dentro.

Esta superficie, chamada paraboloide, é obtida pela rotacao da parabola
em torno do seu eixo de simetria e se constitui de uma infinidade de parabolas

com mesmo foco e mesmo eixo de simetria, conforme a Figura 16.8.

Figura 16.8: Paraboldide.

As antenas parabdlicas sao utilizadas para amplificar os sinais captados,
concentrando-os no foco. Os sinais incidem no paraboldide, a superficie da

antena, paralelos ao eixo de simetria, refletindo para o foco.

Resumo

Vocé aprendeu a determinar a equacao reduzida da parabola, a partir
da sua propriedade geométrica, no sistema de coordenadas com origem no
vértice, eixo y paralelo a diretriz £ e eixo x como o eixo de simetria ou eixo
focal; a esbocar o grafico da pardbola; a fazer translacoes; a determinar as
coordenadas do foco F', do vértice V e a equacao da diretriz ¢, a partir da

equacao da parabola, além da propriedade reflexiva da parabola.

Exercicios

1. Determine o vértice, o foco, a equacao da diretriz, o eixo de simetria e

trace o grafico das parabolas:

(a) = =6y (d) z=y*—3y+4
(b) V2x = 2y? () z=9y>+2y+5
(c) z=y*—2y+1 (f) 2= —y* =4y +7
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(g) v =2y +4y—5 (h) 8z +y? —4y —20=0

2. Determine o ponto de intersecao de cada uma das parabolas do exercicio

anterior com o eixo x. Lembre que a equacao do eixo x é y = 0.

3. Determine a equagao reduzida da parabola que satisfaz a propriedade
dada e esboce o grafico:
3 . . 3
Foco F = <_Z’O> e diretriz x = T

(a
(b

Foco F' = (1,0) e vértice (0,0).
(d) Vértice (—1,—3) e diretriz = —3.
(e

)
)
(c) Diretriz x = g e vértice (0,0).
)
)

Vértice (0,1), eixo de simetria horizontal e o ponto (—2,2) estd

na parabola.
(f) Vértice (0,0), eixo de simetria y = 0 e passa pelo ponto (2, —3).
(g) Foco F' = (4,—5) e diretriz x = 1.
(h) Vértice (4,1) e diretriz z = —3.

4. Esboce os subconjuntos do plano:

A pardbola z = ay? + by + ¢,

AT [ s s san) B,
(b) B={(z,y) | y* -2y <x<4dy—y?}. dois subconjuntos disjuntos:
() C={(z,y) |y’ —2y<ax<—y’+y—1} (()asc ZOZZ?SJ?:;TSMS

(d) D={(z,y) |y’ —2<x < —-20*+6y+7}. i:ggilz ?Zqiezc; iaberc).

Auto-avaliacao

Se voceé souber determinar o vértice, o foco e a equacao da diretriz da
parabola, a partir da sua equacao, e esbocar o seu grafico, entao pode passar
para a proxima aula. E claro que resolveu os exercicios 1 a 4! Vamos para
a Aula 20, onde hé interessantes aplicacoes relacionando as propriedades do

grafico da parabola com problemas do nosso cotidiano.
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Aula 17 — Parabola - aplicacoes

Objetivos

e Expressar o vértice da parabola em termos do discriminante e dos
coeficientes da equacgao quadratica.

e Expressar as raizes das equagoes quadraticas em termos do discri-
minante e dos coeficientes da equagao quadratica.

e Estudar o sinal das equacoes quadraticas.

e Resolver problemas modelados por equacoes quadraticas.

Até aqui estudamos a parabola sob o ponto de vista geométrico. As
técnicas graficas e algébricas, desenvolvidas no estudo da curva plana parabola,
podem ser usadas para resolver uma grande variedade de problemas que en-
volvem equacoes quadrdticas, isto é, equacoes do sequndo grau. Vejamos
alguns exemplos:

Exemplo 17.1

A estimativa é que 14.000 pessoas assistirao a uma partida de futebol com o
ingresso a R$7,00. Para cada R$0,25 adicionados ao preco do ingresso, o
nimero de pessoas que vai ao estadio decresce de 280. Qual deve ser o preco

do ingresso para que a renda do jogo seja a maior possivel?

Para equacionar este problema, chamamos de x o ntumero de vezes que

R$ 0,25 é adicionado ao preco do ingresso, e de y a renda do jogo. Entao,

y = (7+0,252)(14.000 — 280x) = —70z2 + 1.540z + 98.000.
Portanto, determinar o preco do ingresso para que a renda seja a maior
possivel é equivalente a calcular o valor de x, tal que y assuma um valor
maximo.

Exemplo 17.2

Um pedaco de papelao retangular tem o comprimento 20 ¢m maior do que a
largura. Serd construida uma caixa sem tampa, cortando 4 quadrados iguais
dos vértices do papelao. Quais as dimensoes do papelao para que o volume

da caixa seja de 11,25 dm?, sabendo que o lado do quadrado é de 10 cm?
Antes de mais nada, devemos considerar os seguintes passos:

1) Selecionar as informagcoes necessarias do enunciado.

2) Representar a informacgao algebricamente.

(
(
(3) Desenhar uma figura que ilustre a situagao.
(4) Escrever e resolver uma equagao.

(

5) Interpretar a solugao que satisfaga as condi¢oes do problema.

MODULO 1 - AULA 17

Conceitos:
Desigualdades e a equagao
da paréabola.

Referéncias:
Aulas 11 e 18.
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Seguindo este roteiro, vamos solucionar o problema.

Seja x a largura do papelao em cm. Entao, o comprimento do papelao é

z + 20.
X .:0
| . >
x-20
. 4

} x+20 i I x !

10

Figura 17.1: Montando a caixa de papelao.
As dimensoes da caixa, em centimetros, sao x — 20, = e 10. Portanto, o
volume da caixa, em centimetros ciibicos, é
11.250 = 10z(z — 20) = 10(z?* — 20z).
Dividindo ambos os membros desta igualdade por 10, obtemos
1.125 = 2% — 20z,
que ¢é equivalente a

r? — 20z — 1.125 = 0.

A solugao deste problema é a determinagao das raizes do polindémio f(z) =
2% — 202 — 1.125 que, geometricamente, significa calcular os pontos de in-

tersecao do gréafico da pardbola y = 22 — 202 — 1.125 com o eixo .

Os exemplos 17.1 e 17.2 ilustram a importancia, na pratica, do conhe-
cimento do gréfico da curva y = az? + bx + ¢, onde a, b, ¢ sao niimeros reais
fixados com a # 0, junto com o estudo das raizes e o sinal do trinémio do

sequndo graau.
As seguintes propriedades sao fundamentais:

e O vértice V = (¢, yo) da pardbola é o ponto onde y assume:
(a) o valor minimo y, para todo x € R, quando a > 0.
(b) o valor maximo y, para todo = € R, quando a < 0.

e Para que valores de x temos y = 07 Ou entao, quais os pontos de intersecao
do gréfico da pardbola com o eixo x, ou quais as raizes do polinomio f(x) =
ax® + bx + c?

e Para que valores de x temos y < 0 e para que valores de x temos y > 07
Ou ainda, para que valores de x o grafico da parabola esta abaixo ou acima
do eixo z? Isto é, como o sinal de y depende de x?

Antes de prosseguir, faca os graficos de y = 22 —4x+3, y = 2? —4a +4,
y=a2>—4do+5 y=—a’+4r-3,y=—a*+4r—4ey=—a>+4x -5,
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determinando os seus vértices. Analise as propriedades anteriores, em cada

uma destas parabolas.
Seja y = ax?® + bx + ¢, onde a # 0 e a, b e ¢ sao ntimeros reais fixados.

Como expressamos o vértice da pardbola V = (z9,yo) em termos de a,

b e ¢? Para responder a esta questao, escrevemos:
y = ax?+bx+ ¢, colocando a em evidéncia,

= a(2®+ Sx + ¢), completando o quadrado do polinémio,

= a((@®+ 2o+ gm) — dm + 5,
= a((z+£)?* - bt:éac), multiplicando por a,
= ax+ %)2 - —bQZjac.

Portanto,

+b2—4ac_a x—}-i 2
y ia % )

Definindo A = b* — 4ac, reescrevemos a igualdade anterior como

—i—é—a x—i—i 2
Y da 2a )

Assim, concluimos que o vértice é

-b —A
V= (I()?y()) = (%7 Z)

A expressao A = b?—4ac é chamada o discriminante de y = ax?*+bx+-c.

Reescrevemos, em termos do discriminante, o resultado da Aula 18

sobre o valor maximo ou o valor minimo como:

(i) Se a > 0, entao em xy = ;—;’ temos que o = Z—aA ¢ o valor minimo de

y, para todo = € R.
De fato, y + ﬁ =a (x + %)2 > 0, para todo z € R. Somando =2 em

4a
ambos os membros da desigualdade anterior, obtemos y > % = 1o, para
todo x € R. Deste modo, vemos que yy = % ¢ o menor valor de y, que é
assumido em g = g—b
a

(ii) Se a < 0, entao em zy = g—: temos que 1y = % ¢ o valor maximo

de y, para todo = € R.
2

De fato, y + ﬁ =a (:E + %) < 0, para todo z € R. Somando % em

ambos os membros da desigualdade anterior, obtemos y < f = 1o, para

todo z € R. Entao, yy = Z—A

a
— =b
T 2a-

¢ o maior valor de y, que é assumido em

Zo

MODULO 1 - AULA 17

Lembre primeiro que o
quadrado da expressao x + u
é, em virtude da propriedade
distributiva das operagoes

em R:
(x +u)? = 22 + 2uz + u?,

quaisquer que sejam os

numeros reais x e u. Em

particular, fazendo 2u = %

temos

b2
2

b b
(@+p5)* =2+ qwt 503

Lembre que ...

A parédbola

y —yo = a(z — x0)?
estd voltada para cima
quando a > 0 e, para baixo,
quando a < 0.
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Agora podemos resolver o primeiro exemplo desta aula.
Solugao do Exemplo 17.1:

Como a = —70 < 0, a renda y = —702% + 1.540z + 98.000 assume um

—~b  —1540  1.540
— = = = 11.
2a  2-(—70) 140

Portanto, o valor do ingresso deve ser de 7+ 0,25 -11 = 74 2,75 = 9,75

reais.

valor maximo no vértice da parabola xy =

Para saber o valor da renda méxima, calcule:
~A  —(1.540% — 4 - (=70) - 98.000)

4a 4. (=70)
Nas Figuras 17.2, 17.3 e 17.4 ilustramos os graficos de parabolas com

a > 0.

¥ ¥

5 5

4

3 3

2 2

1 1

o] x o] 1 2 3 x

- -1 -1
Figura 17.2: y = 2> — Figura 17.3: y = 22 — Figural7.4: y = 2> —4a+
47 +3, A = 4. Az +4, A = 0. 5 A=—4.

Nas Figuras 17.5, 17.6 e 17.7 ilustramos os gréaficos de pardbolas com
a < 0.

Figura 17.5: y = —22 + Figura 17.6: y = —22 + Figural?.7: y = —z?+4z—
4o — 3, A =4. dor —4, A =0. 5, A =—4.
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Conforme vocé vé nos graficos acima, quando a parabola tem o vértice
abaixo do eixo x e estd voltada para cima, ou tem o vértice acima do eixo x
e esta voltada para baixo, o seu grafico intersecta o eixo x. Isto significa que
y = ax® + bx + ¢ assume valores positivos, nulos e negativos. Os valores de

x tais que ax? + bx + ¢ = 0 sao chamados de raizes da equacao ax® + bx + c.

Faremos uma anélise do sinal da expressao ax? + bx + ¢, onde a, b, ¢ sao
nimeros reais fixos e a # 0.

O problema fundamental consiste em determinar os valores de x € R
para os quais ax? + bz + ¢ é, respectivamente, positivo, negativo ou zero.

Nos seus cursos de Matematica do Ensino Médio, vocé certamente usou
as formulas de Bhaskara para determinar as raizes de equacoes quadraticas

(de grau 2) com uma variavel.

Lembramos que:

, ~ —_h— 2 __ _ 2 __
As raizes de ax? +bx + ¢ =0 sdo xy = —L=vr—dac w e @y = —btvbiodac w.

Os resultados obtidos serao usados, junto com as propriedades do médulo,
para determinar o conjunto solucao de igualdades e desigualdades envolvendo

expressoes quadraticas.

Andlise do sinal do trindmio de segundo grau axz? + bz + ¢, onde

a, b e ¢ sdo constantes reais, a # 0, e x € um nldmero real varidvel.

Vimos que podemos escrever y = ax? + bx + ¢ como:
b\ A
y=a r+—) —— |, onde A =0b*— 4ac.
4a?

Desta igualdade vocé pode observar que y = 0 se, e somente se,

isto é:

Em particular, veja que:

ax® 4+ bx + ¢ = 0 para algum z € R se, e somente se, A > 0

Portanto, quando A < 0, a expressao y = ax? + bxr + ¢ nunca é

igual a zero.

b2
Mais ainda, como —A > 0, 4a®> > 0 ¢ (x + 2—) > 0, obtemos:
a

LA R S
2a 4a? '

MODULO 1 -
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Para visualizar as
propriedades descritas nos
destaques ao lado, volte as

Figuras 62 e 65 (A <0) e

61 e 64 (A=0).

Pardbola - aplicacbes
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Assim, o sinal de y é o mesmo que o sinal de a (pois y é o produto de

a pela expressao do lado esquerdo da desigualdade anterior).

Isto é,

y >0 se, e somente se, a > 0.

Se A < 0, entao

y <0 se, e somente se, a <0.

Quando A = 0, temos:

y = 0 se, e somente se, x = —%.

. , . b
O sinal de y é sempre o mesmo, para valores de = diferentes de 5
a

b y >0 se, e somente se, a > 0.
Se A=0ex #—— , temos
2a y <0 se, e somente se, a <0.

Quando A > 0, temos:

=0 se, e somente se, |r+ b=, /4
y= ’ ' 2"\ 4a?”

Suponhamos agora que A > 0. Observe que:

b VA b VA

y =0 se, e somente se, x:—%—i—m ou x:_%_m.

Isto é, os valores de x para os quais y = 0, também chamados raizes

. g b oA VA .
de y = 0, sao eqiiidistantes de —5, auma distancia de 2l Designamos
a a

por xq e T estas raizes, onde x; < xo. A posicao das raizes na reta real é a

seguinte:
a>0 a<0
° S | ° o ° S | ° 7
_ —b—VA —b _ —biVA _ —b+VA —b _ —b=VA
L1 = 2a 2a T2 = 2a r1 = 2a 2a T2 = 2a

Figura 17.8: Posicao das raizes de az?+bx-+c = 0, quando A = b% —4ac > 0, dependendo

do sinal de a.

Vamos chamar de I = (z1,x2) o intervalo aberto cujos extremos sao as

. ) : . A
raizes de y = 0. Este intervalo tem comprimento igual a 2£ e o0 seu ponto

2|al
médio & —
2a°
Portanto, se x pertence ao intervalo I, temos:
T — (_i) VA
2a 2|al’
entao, ao tomar quadrados:
2 2 2 2
b b b VA A
R — J— — — —_— < [ = —
(x+ 2a> v 2a . < 2a) <2|a|) 4a?’
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portanto:
b, A
@t 5 e

Como y ¢ igual ao produto de a pela expressao da esquerda, desta

< 0.

ultima desigualdade concluimos que:

Se ze€l e a>0, entao y<O.
Se xel e a<0, entao y>0.

Por outro lado, se x nao pertence ao intervalo I, x # x1 e x # x4, entao

x € (—00,x1) U (xq, +00) €

logo, ao tomar quadrados:

x + b 2—
2a o

ou seja:

- () =i

2lal

Concluimos assim que, quando x € I, x # x1 e x # x9, 0o sinal de y é o

mesmo que o sinal de a:

Sex &I, xrnao éraizdey=0ea >0, entao y > 0.
Sex ¢ I, xnao éraizdey=0ea <0, entao y < 0.

Resumimos as nossas consideracoes na seguinte tabela:

2
A
y:aacQ—i-bx—i-c:a((:c—i—i) ——>,com a#0

2a 4a?

A =b? — 4ac | Raizes de y = 0 a>0 a<0
A=0 “m y>00# -3 y<0a#—4
A<O0 Nao existem y>0 y<0
A0 xlz% y<0, se xzel y>0, se xzel

xgz_bgg/z y>0, se xzeJ y<0, se xzelJ

Onde I = (z1,22) é o intervalo aberto cujos extremos sao as raizes de
y=0comz <z9 e J=(—00,21) U (x2,+00).

Agora vamos terminar de resolver o Exemplo 17.2.

MODULO 1 - AULA 17

Para visualizar o sinal de y,
dependendo do sinal de a e
da posicao relativa de x com
respeito as raizes, volte as
Figuras 60 e 63 (A > 0).
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Solugao do Exemplo 17.2:

Como A = b* — 4ac = (—20)* —4 -1+ (—1.125) = 400 + 4.500 = 4.900
e VA = 1/4.900 = 70, pelas férmulas de Bhaskara, temos que as raizes do
~b—VA 20170 —b+VA 20470
2a 2 2a 2

polinémio sao x1 =
45.
Como x > 0, temos que x = x5 = 45. Portanto, a largura do papelao

é 45 cm e o comprimento é 65 cm. Assim, a caixa tem 25 cm de largura por
45 cm de comprimento.

Exemplo 17.3
Volte as Figuras 17.2 a 17.7, determine as raizes de cada trinomio do 2¢

grau, quando existirem, e estude o seu sinal.

Exemplo 17.4

Uma industria produz bonecas. O custo diario C, em dolares, para produzir
n bonecas é dado pela expressao quadrética C' = n? — 120n +4.200. Quantas
bonecas devem ser produzidas diariamente para o custo ser minimo? Qual é

o custo minimo?
—b 120

O custo C é minimo em nyg = — = - = 60 bonecas. O custo minimo é
a
— —_— 2 —_— .
Cy= -4 = (1207 — 4 - 4.200) = —120- 30 + 4.200 = 600 dolares.
4a 4
Exemplo 17.5

Uma bola é langada verticalmente do chao a uma velocidade de 27 metros por
segundo. A férmula s = 27t — 9t? d4 a altura da bola apds t segundos. Qual

¢ a altura maxima atingida pela bola? Quanto tempo a bola permanecera

no ar?

Os pares (t,s) estdao sobre o grafico de uma pardbola, onde a = —9. O

discriminante da equagdo do 22 grau é A = 27> —4-(—9)-0 = 27%. A altura

maxima atingida pela bola sera sy = A T 22T 213
gidap 0T Ua T 1(—9) T 36 4

81 —b =27 3

— = 20,25 metros em tg = — = ——— = — = 1,5 segundos. A bola

4 2a  2-(—9) 2
permanecera no ar no intervalo de tempo entre 0 e 3 segundos, pois s > 0

para t € (0,3), onde 0 e 3 sdo as rafzes de 27t — 9t = 9t(3 —t) =0 .

Resumo

Voceé aprendeu a determinar as coordenadas do vértice V' da parabola
em termos do discriminante e dos coeficientes da equagao do 22 grau; a

determinar as raizes da equacao do 22 grau; a determinar o sinal do trinémio




Pardbola - aplicacbes

| MODULO 1 -
do 22 grau e a usar estas informacoes, junto com o grafico da parabola, para
modelar e resolver problemas.
Exercicios

1. Identifique se y assume um valor maximo ou minimo, determine-o, e
diga em que ntumero real zy este valor ocorre:

(a) y=—a®+ 2z +8. (d) y = —2* + 10z — 18.
(b) y=a2*—2x— 3. (e) y=a*+6x+9.
(¢) y=22"+ 3z — 2. (f) y = 22* — 15z + 28.

2. Esboce o grafico das pardbolas do exercicio anterior, determinando,
caso existam, os pontos de intersecao do grafico com o eixo x e com o
eixo .

3. Resolva as desigualdades e, usando intervalos, dé o conjunto solucao:

2 _
(a) —2? + 22+ 8 <0. (2) 23:2 + 3z 2§0'
9 4 —2x —3
(b) 2* —2x —3> 0.
—2% 4+ 10z — 18
¢) 222+ 32 —2<0. ny — > 0.
© () —x?2+2x+8
(d) —2*+10x — 18 > 0.
) (x—9)-(x+3)=>0.
(e) 22 +6x+9>0. o ) =
(f) 22? — 15z + 28 < 0. (j) * —42 <0.

4. Determine os pontos de intersecao da parabola com os eixos coordena-
dos:

(a) y=12> —x+4 (d) 20y —2* +22+39=0
(b) 8y+a*+4x+12=0 (e) y =2z —2?
(c) 2y =2 +4x —4 (f) 22+ 6z —8y+17=0

5. Quais os dois numeros reais cuja soma ¢ igual a 8 e a soma dos seus
quadrados é 56 no minimo e, 104 no maximo?

Quais os numeros inteiros que satisfazem a esta propriedade?

6. O departamento de propaganda de uma fabrica de patinetes estimou
que venderia 600 patinetes por semana a 100 reais cada. Mas concluiu
também que se reduzisse 5 reais no preco unitario venderia 50 patinetes

| 241
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10.

11.

12.

a mais por semana. Qual deve ser o preco de venda dos patinetes, para

que a fabrica tenha a maior renda possivel, mensalmente?

Em volta de uma piscina retangular com 10 metros de largura por 18
metros de comprimento, serd colocado um piso anti-derrapante com
area de 60 metros quadrados e largura constante. Qual a largura do

piso?

O lucro didrio de uma empresa em reais ¢ [ = —2x% + 200z — 800, onde
x é o numero de artigos produzidos por dia. Quantos artigos devem

ser produzidos para que o lucro seja maximo? Qual o lucro maximo?

Um arame de 40 metros sera usado para construir uma cerca de um
jardim retangular. Quais as dimensoes do jardim, para que a sua area

seja a maior possivel?

Mostre que, entre os retangulos com perimetro fixado, o de maior area

é o quadrado.

Um terreno tem a forma de um triangulo retangulo cuja soma dos
catetos é igual a 14 metros. Determine as dimensoes do terreno de area

maxima.

Se a diferenca de dois ntimeros é 22, quais sao os nimeros cujo produto

é o menor possivel?

Auto-avaliacao

Se voceé souber determinar o vértice em termos do discriminante e dos

coeficientes da equagao do 22 grau; determinar o sinal do trinomio do 2° grau

e suas raizes; e modelar e resolver problemas com estes conhecimentos, entao

poderd passar para a proxima aula. Vamos para a Aula 21, onde estudaremos

a elipse!




Elipse

Aula 18 — Elipse

Objetivos

e Descrever a elipse como um lugar geométrico.

e Determinar a equacao reduzida da elipse no sistema de coordenadas
com origem no ponto médio entre os focos e eixo x como o eixo focal.

e Esbocar o gréafico da elipse, a partir da equacao reduzida, e fazer
translagoes.

e Identificar os parametros a,b e ¢ e a sua excentricidade.

e Determinar as coordenadas dos focos e dos vértices, a partir da

equacao reduzida.

Como acabamos de mencionar na aula anterior, ha muitas aplicacoes
para a parabola, sendo esta curva plana encontrada em varias situacoes na
pratica cotidiana. A elipse, curva plana que vamos descrever nesta aula,
nao ¢ tao facilmente encontrada na natureza. Porém, observe as seguintes

figuras:

Figura 18.3: Elipse no

Figura 18.2: Elipse na  telhado do planetario Ty-

Figura 18.1: Vemos uma

superficie da dgua num  cho Brahe em Copenha-

elipse olhando um circulo

de lado. copo inclinado.

gen, Dinamarca.

Embora os gregos ja conhecessem as conicas, apenas em 1609 o astronomo

alemao Johann Kepler descobriu que as érbitas dos planetas eram elipses.
Consideremos fixados no plano dois pontos F} e Fb.

A elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das
distancias aos pontos F} e F5 é constante. Escrevendo esta constante como

2a, temos

elipse={P| d(P, Fy) + d(P, F;) = 2a}.

Os pontos F| e Iy sao chamados focos da elipse.

MODULO 1 - AULA 18

Conceitos:
Sistemas de coordenadas e
distancias no plano.

Referéncias:
Aulas 13 e 14.

REES—,
Kepler, 1571-1630.
Nasceu perto de Stuttgart.

Obteve o modelo para o
movimento dos planetas,
usando os dados observados
pelo astrénomo Tycho
Brahe.

Foi Kepler quem introduziu

o nome foco.
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Figura 18.4: Vista da 6rbita que a Terra faz ao redor do Sol.

P

[ do

]“| 1‘2

Figura 18.5: A soma das distancias de um ponto da elipse a F e F5 é constante: dy+ds =
2a.

Vocé ja deve ter observado que os jardineiros, preferencialmente, cons-
troem canteiros circulares e elipticos. E muito facil desenhar na terra ou no
papel circulos e elipses. O jardineiro amarra cada ponta de um barbante em
um graveto, fixa os dois gravetos, na terra, a uma distancia menor que o
comprimento do barbante e, com um terceiro graveto, estica o barbante. Os

pontos na terra descritos pelo terceiro graveto formam a elipse.

Vocé pode desenhar uma elipse no papel, prendendo as extremidades
do barbante com tachas e usando um lapis para esticar o barbante. As tachas
serao os focos da elipse. Observe que a distancia entre os focos €, obviamente,

menor do que o comprimento do barbante.

Figura 18.6: Desenhando uma elipse no papel.

Seja 2¢ a distancia entre F} e F,. Note que 2¢ < 2a, isto é, ¢ < a.

Para encontrar a equacao de uma elipse, vamos fixar um sistema de
coordenadas. Consideramos o eixo x como a reta passando por Fy e Fy, com
a origem O situada no ponto médio do segmento F}F5, e o eixo y sendo a

reta perpendicular a este segmento passando por O. A orientacao do eixo x




Elipse

é de O para F,. O eixo y tem a sua orientagao, forgosamente, fixada (para

relembrar o conceito de orientagao, reveja a Aula 13).

Figura 18.7: Construgao do sistema de coordenadas.

Nesse sistema de coordenadas, temos F; = (—c¢,0) e 5 = (¢,0), onde ¢
¢ um numero real positivo. Entao, P = (z,y) é um ponto da elipse
2a = d(P, Fy) + d(P, I;)
2a = d((z,y), (—¢,0)) + d((z,y), (c,0))
2= /e— AP+ G 0F + /&~ 1 (s 07
20 =/(z+ 0+ +/(z — )2 + 1
20 —\/(x — )2 +y2 = /(2 + )2 + 42
Elevando ao quadrado ambos os membros da tltima igualdade, obtemos

4a® —4ar/(x — )+ y* + (x — ) +y? = (x + ) + ¢*.

111ty

Desenvolvendo os quadrados, temos
4a? — dar/(x — )2+ 2 + 2% — 2cx + 2 + y? = 2% + 2cx + 2 +
Cancelando as parcelas iguais e somando —4a? 4 2cx a ambos os mem-
bros da igualdade, obtemos
—dar/(x — ¢)? + y? = 4dex — 4a®.
Cancelando o fator comum, temos
T T = —a?.
Elevando ao quadrado ambos os membros desta igualdade, temos
a*((x — ¢)? + y?) = 2a? — 2a%cx + a™.

Desenvolvendo o lado esquerdo desta igualdade, obtemos

a’x? — 2a’cx + a?c® + a®y? = 2a? — 2a’cx + at.
Somando —c?z? + 2a’cx — a*c? a ambos os membros desta igualdade,

reescrevernos a equagéo CcOo1mo

(a* — A)z? + a*y? = a* — a®? = a?(a® — A2).

245
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Como a > ¢ > 0, temos que a® > ¢?. Assim, a®> — ¢ é um ntmero real

positivo e podemos escrevé-lo como o quadrado de um nimero real b > 0,

2

logo b* = a® — . Observe que b < a. A equacio anterior se reescreve como

b2a? + a*y? = a®b* que, dividindo por a?b? # 0, é equivalente a

2 2
%—I—‘z—?:l, onde ¢ =a®>—b.

Esta equacao é chamada equacao reduzida da elipse.
A interpretacao geométrica para a e b pode ser vista a partir da equacao
2

reduzida. Fazendo y = 0 nesta equacao, obtemos = 1, que é equivalente

2
a
a 22 = a®. Portanto, * = +a e os pontos A; = (—a,0) e Ay = (a,0) sdo

pontos da elipse, chamados vértices. O eizo maior da elipse é o segmento de
2

vy _

?o

que dé y = £b. Logo, os pontos By = (0, —b) e By = (0,b) sdo os pontos de

reta Ay As, que tem comprimento 2a. Fazendo agora x = 0, obtemos

intersecao da elipse com o eixo y e sao as extremidades do eixo menor, cujo
comprimento é 2b. A origem O é o centro da elipse. Observe que os focos

estao situados no eixo maior da elipse.

Yl vk
(0,b) eixo maior (0,b) semi-eixo menor
a b
A By L2 . Ay I c a_ i \A
(—a,0)\(=c,0) [9] (c,0) J(a,0) (—a, 0)\(=c,0) 0 ) (a,0) =
semi-eixo maior
(0,-8) eixo menor (0,~b)
Figura 18.8: Eixos maior e menor da Figura 18.9: Relacao dos parametros:
elipse. a? =b% + 2.
O gréfico da elipse é
2 yQ
Graf: (:B,y) } ﬁ_‘_b_Q:l
) ) 22y
[lustramos, nas Figuras 18.10 e 18.11, os graficos de T + T le

r —
9 4
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2 2 2

Figura 18.10: Elipse £ + £ = 1. Figura 18.11: Elipse & + % = 1.

Note que:

(1) um ponto P = (z,y) esta na elipse <= (z, —y) também estd na elipse.

)
(2) um ponto P = (x,y) estd na elipse <= (—x,y) também estd na elipse.

(3) um ponto P = (x,y) esta na elipse <= (—z, —y) também estd na elipse.

As propriedades anteriores sao conseqiiéncia das variaveis x e y apare-

cerem ao quadrado na equacao da elipse e significam, respectivamente, que:

(1) o gréfico da elipse é simétrico com respeito ao eixo .
(2) o grafico da elipse é simétrico com respeito ao eixo ¥.

(3) o grafico da elipse é simétrico com respeito a origem O.

(|

Figura 18.12: Visualizacao das simetrias dos pontos da elipse.

A excentricidade da elipse é o niimero real

c
e=—,0<e<l1.
a

A excentricidade da elipse é responsavel pela forma da elipse.

Elipses com excentricidade proxima de zero tém os semi-eixos com com-

primentos proximos. Elas sao aproximadamente um circulo, pois

C
e=-x0=cr0=7A~r0=0V=d*-*~d =b~a. o simbolo ~ significa
a aproximadamente.

Pe8 CEDERJ




(AERM E-E%IIA Elipse

Elipses com excentricidade proxima de um tém uma forma alongada,

com o semi-eixo menor de comprimento proximo de zero, pois

C
c=-r~l=—=cra=°72~d* =0V=a>—-F~0=b=x0.
a

Os planetas tém orbitas elipticas em torno do Sol, um dos focos, com
excentricidade préxima de zero. O Cometa Halley leva 76 anos para dar uma
volta em torno do Sol, com érbita eliptica com excentricidade 0, 96, enquanto

a excentricidade da orbita da Terra é 0, 02.

Exemplo 18.1
Qual é o subconjunto do plano & = {(z,y)| 42* — 8z + 9y* + 36y = —4}7

Para responder vamos tentar reescrever a equagao anterior, tomando como
modelo a equacao reduzida da elipse. Temos:
—4 = 42? — 8z + 9y? + 36y, isolando os polinémios em z e em v,
= (42® — 8z) + (9y* + 36y), colocando 4 e 9 em evidéncia, na primeira
e segunda parcelas, respectivamente,
= 4(z* — 2z) + 9(y* + 4y), completando os quadrados dos polinomios
em x e y, respectivamente,
= 4(2® =22 +1—-1) +9(y* + 4y + 4 — 4), reescrevendo,
= 4(z* =22+ 1) —4+9(y* + 4y + 4) — 36, escrevendo os quadrados,
= 4(x —1)*+9(y + 2)* — 40.
Esta igualdade ¢ equivalente a

4(x —1)* +9(y + 2)* = 36.

Dividindo ambos os membros desta igualdade por 36, obtemos

@1, w2

9 4

Figura 18.13: Elipses % + % =1le @ + % =1.

que ¢ a equagao de uma elipse obtida pela translagao de 1 unidade, horizon-

talmente, e de —2 unidades, verticalmente, dos pontos da elipse com equacao

CEDERJ |
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z2 oy o . ,
5 + T 1. O centro (0,0) desta tltima elipse é transladado para (1, —2).
. 22 P . . :

De modo geral, a elipse 2 + i 1 tem centro (0, 0) e eixos de simetria
r=0ey=0. Quando esta elipse é transladada de h unidades, horizontal-
mente, e de k unidades, verticalmente, uma elipse congruente é obtida tendo
equacao

—h 2 —k 2
=0 =W,
a? b?

O centro (0,0) é transladado para o ponto (h, k) e os focos, os vértices,
as extremidades do eixo menor e os eixos de simetria sao transladados como
indicado a seguir:

? oy (z—h)?  (y—k)?
PR R 2 el
centro: (0,0) — (h, k)
focos:  (¢,0) e (—¢,0) — (c+h,k)e (—c+ h,k)
vértices:  (a,0) e (—a,0) — (a+h,k)e(—a+ h,k)
extremidades
do eixo menor - (0,b) e (0,=b) — (h,b+k)e (h,—b+k)
eixos de simetria: x=0ey=0 — r=hey=kFk
Atencdo:
A translacdo nao afeta a excentricidade, porque a translacao nao de-
forma a figura.
]
(b4 k)
“““““““““““ (a+ b k)
{—n. 1) .:‘B‘:-
Figura 18.14: Elipses 2—2 + z—j =1le (x;—f)z + (y;—f)z =1, com a > b.
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Resumo

Vocé aprendeu a descrever a elipse como um lugar geométrico; a deter-
minar os parametros a, b e ¢ da elipse, a partir da equacao reduzida obtida
no sistema de coordenadas onde o eixo x é o eixo focal e a origem é o centro
de simetria da elipse ; a fazer translacoes; a determinar as coordenadas dos
focos, dos vértices e do eixo menor; a determinar a excentricidade da elipse

e o seu significado.

Exercicios

1. Esboce o grafico das elipses:

2 2
(a>5f_6+%:1 (e) z* + 9y* = 36
9 9 (f) (z — 1)2 (y + 2)2 -1
X
(b) = +2Z =1 9 4
4 1 (g) 9(x —3)2 4+ 16(y — 2)> = 144
£C2 y2
(©) g+ =1 (h) 4(z +2)2+9(y — 3)> = 36
(d) 822 4+ 9y* =72 (i) 92% + 25y* = 225

2. Considere as elipses do exercicio anterior. Determine:
(a) as coordenadas dos focos e dos vértices. (b) a excentricidade.

3. Determine a equacao reduzida da elipse, satisfazendo a propriedade
dada:

(a) Centro (0,0), eixo maior horizontal de comprimento 8 e eixo menor
de comprimento 6.
(b) Focos (£3,0) e vértices (£5,0).

(¢) Os pontos limitantes dos eixos maior e menor sao, respectiva-
mente, (37 1)7 (9a 1) € (67 _1)7 (673)

(d) Focos (—2,4) e (6,4), eixo menor de comprimento 8.
4. Determine as coordenadas do centro, vértices e focos das elipses:

42% — 8x +9y* — 36y +4 =0 e 16y + 64y + 2* — 4o + 52 = 0.

5. O Sputnik, primeiro satélite lancado da Terra em 1957, descrevia uma
orbita eliptica, sendo o centro da Terra um dos focos. Determine a

equacao da sua oOrbita, sabendo que, aproximadamente, a sua maior
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altitude foi de 840 km, a sua menor altitude foi de 189 km e o raio da
Terra é de 570 km.

Auto-avaliacao

Se vocé sabe determinar a equagao reduzida da elipse, a partir das
propriedades geométricas; esbocar o grafico da elipse, usando a sua equacao
reduzida; determinar as coordenadas dos vértices, dos focos e das extremi-
dades do eixo menor, a partir da equagao reduzida, entao pode passar para
a proxima aula. Na Aula 22 continuaremos a estudar a elipse e veremos a

sua interessante propriedade reflexival
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Aula 19 — Elipse - continuacao

Objetivos
e Desenhar a elipse com compasso e régua com escala.
. B . . . Conceitos:
e Determinar a equacao reduzida da elipse no sistema de coordenadas Sistemas de coordenadas e

. ;1 . . distancias no plano.
com origem no pOHtO médio entre os focos e eixo Y coOmo O €1xX0 focal.

e Eisbocar o grafico da elipse, fazer translagoes e identificar os parametros Feferinci
ererencias:

a, b, c e também a excentricidade, a partir da equagao reduzida. Aulas 13 e 14.

e Determinar as coordenadas dos focos e vértices, a partir da equacao
reduzida.
e Localizar pontos do plano com respeito a elipses.

e Aprender a propriedade reflexiva da elipse.

Vimos na Aula 17 que equacoes do 22 grau nas variaveis x e y, com 0s

coeficientes de z2

e y? nimeros reais nao-nulos e iguais, nem sempre eram
circulos. No exemplo abaixo, veremos que equagoes do 22 grau nas variaveis
x ey, com os coeficientes de 2% e y? niimeros reais nao-nulos, de mesmo sinal

e valor absoluto distinto, nem sempre sao elipses.

Exemplo 19.1

Determinando os subconjuntos do plano definidos pelas equagcoes
4x% — 8z + 9y? + 36y = —40 e 42 — 8z + 9y? + 36y = —50,

veremos que estes conjuntos nao sao elipses.

De fato, as duas equacoes diferem da equacao 422 — 8z + 9y? + 36y = —4

apenas no termo independente de x e y, isto é, a constante.
Procedendo de maneira analoga ao exemplo da elipse de equacao
42 — 8x + 9y* + 36y = —4,

completamos os quadrados em ambas as equagoes, olhando para os po-
linomios em z e y:

422 — 8z + 9y? + 36y = —40

4(2? =204+ 1—-1)+9(y* +4y +4—4) = —40

4(r—1)2 —4+9(y+2)* —36 = —40

4(x — 1) +9(y +2)* — 40 = —40

4z —1)+9(y+2)* =0,

como a soma de quadrados de niimeros reais é sempre um numero real maior

1117

ou igual a zero, temos que a Unica solucao da primeira equacao é x — 1 =10
ey+2=0;
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42% — 8x + 9y? + 36y = —50

4 =20 +1-1)+9(y* + 4y +4 —4) = =50
4z =12 —4+9(y+2)* —36 = —50

4(x =12 +9(y +2)* —40 = =50

4z —1)*+9(y + 2)* = —10,

1117

como as parcelas do lado esquerdo desta equacao sao maiores ou iguais a

zero, nao existem numeros reais x e y que a satisfacam.
Portanto, apenas o ponto (1, —2) é solu¢ao da primeira equagao e o conjunto

solucao da segunda equacao é o conjunto vazio.

Cuidado!
Como acabamos de verificar, a equacao
Va?+a*y* +de+ fy+9=0, 0<b<a,
nem sempre representa uma elipse, podendo ter como solu¢ao um tinico ponto
ou o conjunto vazio.

Geralmente, para determinar o conjunto solucao desta equacao, voce
deve completar os quadrados na equacao, repetindo o que foi feito no exem-

plo anterior.

Exemplo 19.2
Vamos descrever um procedimento para construir, usando compasso e régua

com escala, a elipse de equacao

2 2
%+Z—2:1,ondeb<a.

(1) Construa dois circulos concéntricos na origem, C e C’, de raios a e b,
respectivamente. Veja a Figura 19.1.

(2) Marque um angulo 6 com 0° < 6 < 360°, a partir do eixo = no sentido
anti-horario, definindo um segmento de reta comecando na origem.

(3) Este segmento de reta intersecta C em A e intersecta C' em B. Veja a
Figura 19.2.




Elipse - continuacio

MODULO 1 - AULA 19

(i) (il )

7

(0.-b) (o (0,-b)

(=a0)

=Y

S

Figura 19.1: Circulos centrados na origem Figura 19.2: Semi-reta determinada
de raios a e b. por 6.

(4) Construa as retas r vertical passando por A e s horizontal passando por
B.

Os pontos P da elipse sao determinados por (veja a Figura 19.3)

{P}=rns.

YA
(—a,0)
(0,=b)

. ~ . 2 2 7z
Figura 19.3: Construcao da elipse 25 4 ¥ = 1 com compasso e régua com escala.

Seguindo o roteiro anterior, faca a construcao, com compasso e régua com

2
escala, da elipse de equacao % + yZ = 1. Neste caso, a =3 e b= 2.

Por que esta construcao funciona?

Lembre que...
2 2
Observe que P = (z,y) estd na elipse de equagao 2— +72 =1

2
b para todo 6.

(@) -

=cosf e Z = sen #, para algum 6 com 0 < 6 < 360°

cos?20 +sen260=1,

S

x=acosf ey =bsenf, para algum 6 com 0 < 6 < 360°

rruve

{P = (z,y)} =rNs, onde r tem equagdo = = acosf e s tem

equacao y = bsen 6, para algum # com 0 < 6 < 360°.
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Observacao:

Para escrevermos uma equagao, em primeiro lugar, fixamos um sis-
tema de coordenadas. Sabemos esbocar o grafico da pardabola quando a sua
equacao ¢ obtida nos sistemas de coordenadas com os eixos coordenados esco-
lhidos paralelos ao eixo focal e a diretriz. No caso da elipse, sabemos esbocar
o seu grafico quando a sua equacao é obtida nos sistemas de coordenadas com
eixos paralelos aos seus eixos de simetria. Nosso estudo da elipse levou em
conta a escolha do sistema de coordenadas, onde a origem ¢ o ponto médio
entre os focos, situados no eixo  a uma distancia 2¢, e a medida do eixo

maior é 2a, determinado pelos vértices, situados também no eixo x.

Poderiamos ter escolhido o sistema de coordenadas com a origem no
ponto médio entre F} e Fy, o eixo y como o eixo focal, orientado de O para
F5, e o eixo x perpendicular ao eixo focal com uma orientacao conveniente.
Neste caso, hd uma reversao dos papéis das variaveis x e y (verifique), dando

lugar a equacao reduzida

2 2

x
b—2+%:1,ondeb<a,

pois b* = a* — %, sendo os focos F} = (0,—c) e Fy = (0,c), os vértices
A = (0,—a) e Ay = (0,a) e as extremidades do eixo menor By = (—b,0)
e By = (b,0). Veja a Figura 19.4, onde a direita estd o gréfico da elipse

2

2
77+ % =1, comb<a.

(0.b)

{=a,0) 6] fa,0)

(0, —b}

Figura 19.4: Gréficos das elipses z—z +4L =1le% + Z—z =1, com b < a.

Exemplo 19.3
Determinemos a excentricidade da elipse de equacao
1622 — 962 + 9y? — 36y + 36 = 0.

Para isto, precisamos de ¢ e a, onde 2¢ é a distancia focal, 2a é o compri-

2

mento do eixo maior, 2b é o comprimento do eixo menor e b* = a? — 2. Para
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acharmos a equacao reduzida da elipse dada, reescrevemos a sua equacao
como
16(2? — 62) + 9(y* — 4y) + 36 = 0.
Completando os quadrados, temos
16(2> =62 +9—9)+9(y> —4y+4—4) + 36 =0,
que ¢é equivalente a
16(2*> —6x4+9)—16-9+9(y* — 4y +4) —9-4+36 = 0.
Escrevendo os quadrados, obtemos
16(z — 3)* — 144 + 9(y — 2)* — 36 + 36 = 0.
Assim,
16(x — 3)% +9(y — 2)? = 144.

Dividindo por 144, temos a equacao reduzida
x — 3)? — 2)?
(@=37  w-2

=1.

9 16
Portanto, a = V16 =4, b=v9=3, 2 =a> -0’ =16—-9=T7Tec=T.
Logo, e = £ - g Observe que o centro desta elipse é C' = (3,2), os

a

focos sdo os pontos I} = (3,2 —\/7) e Fy = (3,2 4+ +/7) e os vértices sao
A = (3,-2) e Ay = (3,6). Além disso, as extremidades do eixo menor
sao os pontos By = (0,2) e By = (6,2). Basta transladar de 3 unidades as

abcissas e de 2 unidades as ordenadas dos focos, vértices e extremidades do
2 2

. . T Y
da el —+ = =1
eixo menor da elipse 9 + 16

2

=+

3%

1

2 2

Figura 19.5: Gréaficos das elipses - + ¢

|<d

—1e 237 L =22 _

=]
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De modo geral, a elipse “’g—; + z—j =1, com b < a, tem centro (0, 0) e eixos

de simetria z = 0 e y = 0. Quando esta elipse

é transladada de h unidades,

horizontalmente, e de k unidades verticalmente, uma elipse congruente é

obtida tendo equacao

b2 a?

($—h)2+(y—/€)2_1

O centro (0,0) é transladado para (h,k) e os focos, os vértices, as

extremidades do eixo menor e os eixos de simetria sao transladados como

indicado a seguir:

12_22+Z_§:1 (xZQh)Q_i_(y;Qk:)Q 1
centro: (0,0) — (h, k)
focos:  (0,¢) e (0,—c) — (h,c+k)e (h,—c+k)
vértices:  (0,a) e (0,—a) — (h,a+k)e (h,—a+k)
extremidades -, gy o (Lp o) — (b hik) e (<b+ k)
eixos de simetria: x=0ey=0 — r=hey==Fk

Note que a translacao nao afeta a excentricidade, porque a translacao

nao deforma a figura.

A elipse também tem uma propriedade
reflexiva interessante: se uma fonte, de luz ou
som, esta em um dos focos, as ondas de luz
ou sonoras se refletirao na elipse e incidirao
no outro foco, conforme ilustrado na figura ao
lado.

Exemplo 19.4
De modo analogo ao circulo, toda elipse divide
o plano em dois subconjuntos disjuntos. Fixe-

: . —1)?
mos a elipse £ com equacao (z-1) +

(y—2)? _

>
<

Figura 19.6: Numa elipse, raios
que saem de um foco incidem,

ap6s refletidos, no outro foco.

1 4
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yA Os pontos P = (u,v) que nao estdao na elipse £

_1)2 _9)2
bprrmmmmmemns °B satisfazem (u l D) + w=-2) # 1. Por exemplo,
os pontos A = (1,3) e B =(2,5). J& que

(w=1?2 (v—2) :{ Lose (uv)=(1,3),

+
1 4 %, se  (u,v) =(2,5).

Observe que A esta no interior de £ e que B esta

no exterior de £. Os pontos P = (u,v) tais que
(=12 (-2

a elipse €. Por outro lado, os pontos P = (u,v)
o o2

< 1 sao ditos pontos interiores

5y

B $e=====n

1

Figura 19.7: Pontos interior
2 .

e exterior & elipse @ + tals que

— 2 . ~ .
L2~ exteriores a elipse £.

> 1 sao ditos pontos

A elipse divide o plano em dois subconjuntos disjuntos, chamados in-

terior e extertor da elipse.

(x—h? | (y—k)
a? b2

numeros reais distintos nao-negativos. Se P = (u,v) é um ponto qualquer

=1, onde a e b sao

Considere a elipse com equagao

do plano, entao

12 AV
P esta no interior da elipse (u 2h) (v—k) < 1.
a b2
. — h)? —k)?
P esta na elipse <= (u 3 ) + (v=k) = 1.
a b2
. . — h)? —k)?
P esta no exterior da elipse (u 2 ) (v 72 ) > 1.

Resumo

Voce aprendeu a desenhar a elipse com compasso e régua com escala; a
determinar os parametros a, b e ¢ da elipse, com a equacao reduzida obtida no
sistema de coordenadas, onde o eixo y é o eixo focal e a origem ¢ o seu centro
de simetria; a esbocar o grafico da elipse e a fazer translacoes; a determinar
as coordenadas dos focos, dos vértices e do eixo menor; o significado da
excentricidade e a determina-la; a localizar pontos do plano com respeito a

elipses; além disso, agora sabe a propriedade reflexiva da elipse.
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Exercicios

1. Esboce o grafico das elipses:

$2 y2 B (x_ 1)2 (y+2)2 B
() 5 +=1 @ @S b2t
(D () 16(z —1)* 4+ 9(y — 2)* = 144
2 2
() %Jr% =1 (g) 252 + 9y® = 225

2. Considere as elipses do exercicio anterior. Determine:
(a) as coordenadas dos focos e dos vértices,
(b) a excentricidade,

(c) as coordenadas das extremidades do eixo menor.

3. Determine a equacao reduzida da elipse, satisfazendo a propriedade
dada:
(a) Centro (0,0), eixo maior vertical de comprimento 8 e eixo menor
de comprimento 6.
(b) Focos (0,+3) e vértices (0, 5).
(c) Os pontos limitantes dos eixos maior e menor sao, respectivamente,
(1,3), (1,9) e (—1,6) e (3,6).
(d) Centro (2, —3), eixo menor de comprimento 6, eixo maior de com-
primento 10, sendo o eixo maior vertical.
(e) Focos (4,—2) e (4,6), eixo menor de comprimento 8.

(f) Centro (0,0), um vértice em (0, —4) e passa pelo ponto (%g, 2).

4. Identifique os seguintes subconjuntos do plano e, no caso de ser uma
elipse, determine as coordenadas do centro, vértices e focos:
(a) A={(z,y)|162% + 642 +y* —4dy +52=0}.
(b) B={(z,y) | 42® —8x 4+ 9y* — 36y +4=10}.
(c) C={(x,y) | 1622 + 64z +y* — 4y + 68 = 0 }.
(d) D={(z,y) | 42® —8x+9y* — 36y + 44 =0}.

5. Construa a elipse 422+ 16y? = 16, usando compasso e régua com escala
e seguindo o roteiro dado.

6. Escreva um roteiro para construir, com compasso e régua com escala,
2 2

li fjo =+ =1 b
a elipse com equagao - + 3 =L comb<a
Sugestao: escolha o angulo § medido a partir do eixo y no sentido

anti-horario e se inspire no roteiro dado nesta aula.
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7. Usando o roteiro do exercicio anterior, esboce o grafico da elipse com

equacao 922 + 3% = 9.

8. Sejam £ = {(a,b)|(a,b) é ponto interior a elipse 42> + 9y* = 36} ¢
E" = {(a,b)|(a,b) é ponto exterior a elipse 922 + y* = 9}. Dados os
pontos A = (2,—1), Ay = (=1,2), A3 = (—%,-1) , Ay = (-2,3),
A = (3-9) As = (3-3), A1 = (53.3v2) e 4y = (-5.-D)
determine:

(a) Quais pertencem a €&.
(b) Quais pertencem a &'
(¢) Quais pertencem a EUE’.
(d) Quais pertencem a ENE'.

9. Considere a elipse com equacao 922 + 36x + 4y? — 24y + 36 = 0.
Determine a maior e a menor abcissa, assim como a maior e a menor
ordenada, entre todos os pontos desta elipse.

Sugestao: observe o gréfico da elipse e estude a equacgao da elipse.

Auto-avaliacao

Se vocé sabe determinar a equacao reduzida da elipse, a partir das
propriedades geométricas; esbocar o grafico da elipse, usando a sua equacao
reduzida; determinar as coordenadas dos vértices, dos focos e das extremi-
dades do eixo menor, a partir da equacao reduzida, entao pode passar para
a préoxima aula. Vamos para a Aula 23 estudar a hipérbole, que também

satisfaz uma interessante propriedade reflexival
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Aula 20 — Hipérbole

Objetivos
e Descrever a hipérbole como um lugar geométrico.
Conceitos:
e Determinar a sua equacao reduzida no sistema de coordenadas com Sistemas de coordenadas e

. L, 1. . . distancias no plano.
origem no pOIltO médio entre os focos e eixo x como o eixo focal.

e Esbocar o grafico, fazer translagoes e identificar os parametros a, b, ¢ Referéncias.

e também a excentricidade e, a partir da sua equacao reduzida. Aulas 13 e 14.

e Determinar as coordenadas dos focos e dos vértices.

Aplicagoes da hipérbole sao um pouco mais dificeis de encontrar. No
entanto, alguns cometas podem ter orbitas hiperbdlicas em vez de elipticas.
O que isto significa? Cometas em orbitas elipticas em torno da Terra podem
ser vistos varias vezes, pois retornam a um ponto da orbita, como o cometa
Halley, enquanto cometas em orbitas hiperbdlicas aparecem uma vez e jamais

retornam.

As ondas de choque sonoras de um jato supersonico, voando a baixa alti-
tude e paralelamente ao solo, se propagam ao longo de cones com
eixo paralelo a superficie. Esses cones intersectam a superficie da Terra em

hipérboles, conforme a Figura 20.1.

Quando acendemos um abajur num ambiente escuro e préximo a uma
parede, vemos duas regioes bem iluminadas, cujos contornos sao hipérboles.

Veja a Figura 20.2.

Figura 20.1: Ondas de choque de um jato

supersonico intersectando a superficie do Figura 20.2: Cones de luz intersectando a
planeta em hipérboles. parede ao longo de hipérboles.
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Antes de mencionarmos outras aplicagoes, precisamos conhecer a de-

finicao e as propriedades elementares da hipérbole.

Consideremos fixados no plano dois pontos F} e F5.

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano cujo valor absoluto
da diferenca das distancias aos pontos Fi e F; é uma constante positiva menor

do que a distancia entre os pontos Fi e F;. Escrevendo esta constante como

2a, temos

hipérbole={ P | |d(P, F}) — d(P, F,)| = 2a}.

Esta curva plana tem duas partes chamadas ramos da hipérbole. Veja

o seu desenho na Figura 20.3.

Figura 20.3: Hipérbole como lugar geométrico no plano.: |dy — da| = 2a
Os pontos F} e F3 sao chamados focos da hipérbole.

Para encontrar a equacao da hipérbole, vamos fixar um sistema de coor-
denadas. Procedemos de modo andlogo a determinacgao da equagao da elipse.
Consideramos o eixo x como o eixo focal, a reta passando por F} e Fy, com
a origem O situada no ponto médio do segmento FiF5, e o eixo y sendo a
reta perpendicular a este segmento passando por O. A orientagao do eixo x
é de O para F; e o eixo y tem a sua orientacao, forcosamente, fixada. Veja
a Figura 20.4.

'\

=¥

Fl O FZ

Figura 20.4: Construcao de um sistema de coordenadas.
Seja 2¢ > 0 a distancia entre F} e F,. Entao, 0 < a < c¢ e, no sistema
de coordenadas que acabamos de construir, temos F} = (—¢,0) e I, = (¢, 0).
Portanto, P = (x,y) é um ponto da hipérbole
s |d(P,F)) - d(P,F3)| = 2a
e d(P,F)—d(P,F,) =+2a
= J@-(-0)2+y-02—(z—c)2+(y—0)?==22a
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MODULO 1 -
= E+e)2+y2—(r—c)+y?=242
= (@4 +y? =220+ /(v —c)?+ >
Elevando ao quadrado ambos os membros da tltima igualdade, obtemos
(x4 c)? +y? = 4a® £ dar/(x — )2 +y2 + (x — ¢)® + 12

Desenvolvendo os quadrados, temos

22+ 2cx + A2 +y? = 4a® £da/ (v — )2 + y2 + 2% — 2cx + A2 + 2.

Cancelando as parcelas iguais e deixando apenas a raiz quadrada do
lado direito, obtemos

dex — 4a* = +ar/(x — ¢)? + y2.
Dividindo por 4, temos
cx —a* = +ay/(x — ¢)? + y2.
Elevando ao quadrado ambos os membros desta igualdade, temos
Aa? — 2a*cr + a* = a*((z — ¢)* + y?).
Desenvolvendo o lado direito desta igualdade, obtemos
2x? — 2a’cr + a* = a’x? — 2a’cy + a*c? + a’y?.

Somando 2a?cz —a* — a?2% — a?y? a ambos os membros desta igualdade,
reescrevemos a equacao como,

( — a®)a? — a*y? = a®c — a* = a*( — a?).

Como 0 < a < ¢, temos a?> < c?. Assim, ¢ — a? é um nimero real
positivo e podemos escrevé-lo como o quadrado de um nimero real b > 0,
logo b® = ¢ — a®. Observe que b < c¢. Finalmente, a equacao anterior se
reescreve como

b2x? — a*y? = a®b? que, dividindo por a?b? # 0, é equivalente a

2 2
x
T Z_Q =1,onde ¢ =a*+ 0.

Esta equacao é chamada equacao reduzida da hipérbole.

A interpretagao geométrica para a e b sera relevante para desenhar o
grafico da hipérbole. Fazendo y = 0 nesta equacao, obtemos 3:_2 =1, que

a
¢ equivalente a 2 = a?. Portanto, ¥ = +a e os pontos A; = (—a,0) e
Ay = (a,0) s@o pontos da hipérbole, chamados vértices. O segmento de reta
A1 Ay tem comprimento 2a e é chamado de eizo real ou transverso.
2

Fazendo agora x = 0, obtemos Z_Q = —1, uma equagao que nao admite
solugao em numeros reais. Isto significa que o eixo y e a hipérbole nao se
intersectam. A origem O é chamada de centro da hipérbole. Os pontos
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By = (0,—b) e By = (0,b) nao estdo na hipérbole, mas desempenham um
papel importante para tragar o seu grafico. O segmento de reta B;B, tem
comprimento 2b e é chamado eiro tmagindrio da hipérbole. Nao se esqueca
que os focos da hipérbole estao situados no eixo z e sao F; = (—¢,0) e
Fy = (c,0).

As retas verticais passando por A; e A, e as retas horizontais passando
por By e By determinam um retangulo de vértices C, D, FE e F' cujas diago-
nais passam pela origem e tém equacoes y = j:éx, chamadas de assintotas
da hipérbole. ¢

As assintotas da hipérbole tém a seguinte propriedade: um ponto da
hipérbole muito afastado do centro O estda a uma distancia muito pequena
(préxima de zero) da assintota. Na prética, isto significa que o desenho do
grafico da hipérbole se aproxima da assintota quando o ponto da hipérbole
se afasta do centro, conforme a Figura 20.5.

Figura 20.5: Desenho das assintotas da hipérbole.

Mais precisamente:

(1) Pontos da hipérbole do primeiro e terceiro quadrantes com |z| muito

grande estao proximos de y = —x.
a

(2) Pontos da hipérbole do segundo e quarto quadrantes com |z| muito

- .. b
grande estao proximos de y = ——x.
a

O exercicio 5 desta aula da um roteiro para a demonstragao das propri-
edades acima. Daremos aqui apenas uma idéia da validade das propriedades,
usando os nossos conhecimentos dos niimeros reais. Observe que a equagao

da hipérbole pode ser reescrita como
y2 62 bQ

x?2  a?  x?’

pois x # 0. Sabemos que quando |z| ¢ muito grande, z? = |z|? também

L 1 b? :

¢ muito grande. Logo, — ~ 0 e — = (0. Desta maneira, vemos que
Xz X
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y2 B b2 b2 N b2
22 a2 22" e
quando (z,y) é um ponto da hipérbole com |z| muito grande.

b

ISEES,

Concluimos entao que |g| ~ Portanto,

SIS
Q
H-

Como foi visto na Aula 21, o

O gréfico da hipérbole é

sfmbolo & significa

aproximadamente.

Y
Graf = {(x,y)| ?_E:1}'

Apresentamos, nas Figuras 20.6 e 20.7, os graficos de %2 — % =1le

2

. 1 2 .
T % =1 com as suas assintotas, y = iix ey = igx, respectivamente.

Figura 20.6: Hipérbole ﬁ—z — ? =1 Figura 20.7: Hipérbole % — % =1.

Note que:
(1) P = (z,y) estd na hipérbole <= (z, —y) também estd na hipérbole.
(2) P = (z,y) estd na hipérbole <= (
(3) P = (x,y) estd na hipérbole <= (
yA

,y) também estd na hipérbole.

x
—z, —y) também estd na hipérbole.

Figura 20.8: Visualizacao das simetrias dos pontos da hipérbole.

As propriedades anteriores sao conseqiiéncia das variaveis x e y apare-
cerem ao quadrado na equacao da hipérbole e significam, respectivamente,
que:

(1) o gréfico da hipérbole é simétrico com respeito ao eixo .
(2) o grafico da hipérbole é simétrico com respeito ao eixo y.
(3) o gréfico da hipérbole é simétrico com respeito a origem O.

A excentricidade da hipérbole é o niimero real

c
e=—,e>1
a
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Aqui uma pequena
excentricidade!

A palavra excentricidade
sempre serd qualidade ou
condicao do que é excéntrico,
ou seja, aquilo que se desvia
ou se afasta do centro.

Em Matemética,
excentricidade é £, ou seja,
a razao entre a distancia c
do centro de simetria da
conica ao foco, e a distancia
a do centro ao vértice.

O que nédo tem nada a ver
com esquisitice ou
extravagancia, expressao
mais conhecida na nossa

lingua.
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A excentricidade da hipérbole é responsavel pela sua forma.

Hipérboles com excentricidade muito grande tém assintotas tendendo a

. . . b T
retas verticais (neste caso, o eixo y), pois o valor absoluto — das inclinagoes

a
. b, .
das assintotas y = +=—x ¢ muito grande:
a

c . c? . b? ? —a? c? c?
— muito grande = — muito grande —= — = —5— = 5 -1~ 5 =
a a a a a a

b ¢ b .

— /&~ — =—> — muito grande.

a a a

Hipérboles com excentricidade préxima de 1 tém assintotas proximas

de retas horizontais (neste caso, o eixo x), pois a inclinacao das assintotas se
aproxima de zero:

c b
“rl=cra=73~a®=0V=-d*~0=bx 0= +t=-x0.
a a

Apresentamos na Figura 20.9 uma hipérbole com excentricidade muito

grande e na Figura 20.10 uma hipérbole com excentricidade préxima de 1 .

vA
W— S—
= i €I

Figura 20.10: Hipérbole com excentrici-
dade proxima de 1.

Figura 20.9: Hipérbole com excentrici-
dade muito grande.

Exemplo 20.1
Vamos determinar os vértices, os focos e a excentricidade da hipérbole
H = {(z,y)| 42® — 8z — 9y? — 36y = 68}.
Reescrevemos a equacao dada, tentando obter a sua equagao na forma redu-
zida. Temos,
68 = 4a? — 8x — 9y* — 36y, isolando os polindmios em x e ¥,

(422 — 8x) — (9y* + 36y), colocando 4 e 9 em evidéncia, na primei-
ra e segunda parcelas, respectivamente,

= 4(2* — 2z) — 9(y? + 4y), completando os quadrados dos polindmios
em x e y, respectivamente,
4(x* =22 +1—1) — 9(y* + 4y + 4 — 4), reescrevendo,
4(x® = 2x 4+ 1) — 4 —9(y* + 4y + 4) + 36, escrevendo os quadrados,
4z —1)*—9(y+2)* + 32.




Hipérbole

Esta igualdade é equivalente a
4(x — 1) = 9(y + 2)* = 36.

Dividindo ambos os membros desta igualdade por 36, temos

(-1 (+2° _,
9 1 !

que é a equacao de uma hipérbole obtida pela translacao de 1 unidade, ho-

rizontalmente, e de —2 unidades, verticalmente, dos pontos da hipérbole

562 y2

9 4
Esta ultima hipérbole tem vértices A; =
(=3,0) e Ay = (3,0), > =9+4 =13,
focos F} = (—/13,0) e F, = (/13,0) e
@
3

abcissas e —2 as ordenadas dos vértices

excentricidade e = . Somando 1 as

e dos focos, obtemos que os vértices da

hipérbole dadasao A} = (-2, —-2) e A} = /

(4, —2), e os focos sio FI = (1—+/13,—2) 5= Jwtai o
e Fy = (1++/13,-2). A sua excentrici- Figura 20.11: 2 e @=1)? _

4 9
o V13 w+2)? _
dade também ¢ e = = =1
De modo geral, a hipérbole de equacao yA (x=h)” _ @B
2 2 e =
% - Z_Q = 1 tem centro (0,0), ei-
xos de simetria x = 0 ey = 0, e

as retas de equagoes y = —x e y =
a

b ,
——x como assintotas. Quando esta

a
hipérbole é transladada de h unida-

des, horizontalmente, e de k unidades,

verticalmente, uma hipérbole congru-

L ohts S (z—h)? Figura 20.12: 2 — ¥ — 1 ¢ @M’
ente ¢ obtida, com equagao ~—5— — > a
U Wb =,

O centro (0, 0) é transladado para
(h, k) e os focos, os vértices, os eixos de simetria e as assintotas sdo transla-

dados como indicado a seguir:
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vV (x=h? -k _,
a2 b2 a? v

centro: (0,0) — (h, k)
focos: (¢,0) e (—c¢,0) — (c+h,k)e(—c+hk)

vértices: (a,0) e (—a,0) — (a+h,k)e(—a+hk)

eixos de simetria: r=0ey=0 — r=hey=kFk
assintotas: y:éxey:—éx — y—kzzé(x—h) e
a a a b
y—k= —5(95 —h)
Atencao:

A excentricidade nao se altera com uma translacao!

Resumo

Vocé aprendeu a descrever a hipérbole como um lugar geométrico; a
determinar os parametros a, b e ¢ da hipérbole, com a equacgao reduzida
obtida no sistema de coordenadas, onde a origem é o seu centro de simetria
e o eixo x é o eixo focal da hipérbole; a esbocar o grafico e as assintotas da
hipérbole e a fazer translacoes; a determinar as coordenadas dos focos, dos
vértices e das extremidades do eixo imaginério; a determinar a excentricidade

e o seu significado.

Exercicios

1. Esboce o grafico das hipérboles, tracando as assintotas:

(a) %_%2:1 (d) 16(x —3)* —9(y —2)*> = 144
(b)j’;—ﬁ:l (e) 9(x+2)>—4(y—3)*> =36

1
(c) 82% —9y* =172 (f) 252% — 9y? = 225

2. Considere as hipérboles do exercicio anterior. Determine:

(a) as coordenadas dos focos e dos vértices,

(b) a excentricidade.




Hipérbole

3. Determine a equacao reduzida da hipérbole, satisfazendo a propriedade
dada:

(a) Centro (0,0), eixo real horizontal de comprimento 8 e eixo ima-
ginario de comprimento 6.
(b) Vértices (£3,0) e focos (£5,0).

(c) Os pontos limitantes dos eixos real e imagindrio sao, respectiva-
mente, (3,1), (9,1) e (6,—1) e (6,3).

(d) Focos (—4,4) e (8,4), eixo imaginario de comprimento 8.

(e) Centro (0,0), reta y = 3 2 uma assintota e (v/5,0) um foco.
4. Determine o centro, os vértices, os focos, os eixos de simetria e desenhe

o grafico das hipérboles com as suas assintotas:

—5x% + 4y* + 30z + 16y = 9
b
(c
(d

(a
(b) —4a*+y*+8x+4y+4=0
—2% +9y? +4x — 36y +41 =0

)
)
)
) x? —4y? + 62 + 24y — 31 =0
5. Desafio:

2 2
Considere a hipérbole ‘H com equagao 96—2 S Seja P = (Z,7) um
a

b2
ponto de H, com T > 0 e ¥ > 0. Seguindo o roteiro vocé vai mostrar
que a assintota aos pontos do primeiro quadrante de H é a reta de
equacao y = —x.
a

- b?
(a) Reescreva a equacao de H como y? = —z? — b, Conclua que:

)
b2

(1) g =1/ ZT° — b2
a

(ii) Se T é muito grande entao ¥ é muito grande.

, . o b,
(iii) Se T é muito grande entdo ¥ + —Z é muito grande.
a
. - b .
b) Considere a reta r com equacao y = —x. Verifique que
Gao y
a

b2
d(P? T) =

7+ b3y /1+ %
Sugestao: Reescreva a férmula do exercicio 18 da Aula 16 como
g |G —m'z|
T+ mEVI L

(¢) Conclua que d(P,r) ~ 0 quando T é um niimero real muito grande.
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6. Desafio:

Reformule o exercicio anterior para mostrar que a assintota aos pontos
b

do quarto quadrante de H ¢é a reta de equagao y = ——=x.
a

Auto-avaliacao

Se voce souber determinar a equagao reduzida da hipérbole, no sistema
de coordenadas com eixo x como eixo focal e origem no ponto médio entre
os focos, a partir das propriedades geométricas; esbocar o seu grafico e suas
assintotas, usando a sua equacao reduzida; determinar as coordenadas dos
vértices, dos focos e das extremidades do eixo imaginario, a partir da equacao
reduzida; souber fazer translagoes e determinar a excentricidade, entao pode

prosseguir e aprender mais sobre a hipérbole.




Hipérbole - continuacdo

MODULO 1 - AULA 21
Aula 21 — Hipérbole - continuacao

Objetivos

e Aprender a desenhar a hipérbole com compasso e régua com escala.

Conceitos:

e Determinar a equagao reduzida da hipérbole no sistema de coordena- .
Sistemas de coordenadas e

das com origem no ponto médio entre os focos e eixo y como eixo distancias no plano.

focal.
Referéncias:

e Esbogar o grafico e as assintotas e fazer translacoes. Aulas 13 ¢ 14.

e Identificar os parametros a, b, c e também a excentricidade da hipérbole,
a partir da equagao reduzida.

e Determinar as coordenadas dos focos, dos vértices e das extremidades
do eixo imagindrio, a partir da equacao reduzida.

e Aprender a propriedade reflexiva da hipérbole.

Vimos na Aula 22 que equagoes do 22 grau nas variaveis x e y, com
os coeficientes de z? e y* ntimeros reais nao-nulos, de mesmo sinal e valor
absoluto distinto, nem sempre sao elipses. Veremos que equacoes do 22 grau
nas variaveis x e y, com os coeficientes de x? e y? ntimeros reais nao-nulos e
de sinais opostos, nem sempre sao hipérboles.

Exemplo 21.1
Vamos identificar o conjunto S = {(z,y)| 42? — 8x — 9y? — 36y = 32}.

Inspirados nos cédlculos do tltimo exemplo da Aula 23, fazemos uma translagao
e reescrevemos a equacao dada, eliminando as poténcias de 12 grau nas

variaveis z e y. Temos:

32 = 42? — 8x — 9y? — 36y, isolando os polindmios em z e em 7,
(42 — 8x) — (9y* + 36y), colocando 4 e 9 em evidéncia, na pri-
meira e segunda parcelas, respectivamente,
= 4(z* — 2z) — 9(y* + 4y), completando os quadrados dos polino-
mios em x e y, respectivamente,
= 4(z* —2x+1-1)—9(y* + 4y + 4 — 4), reescrevendo,
= 4(2* —2x+1) —4—9(y* + 4y + 4) + 36, escrevendo os quadrados,
= 4(x—1)2-9(y+2)? + 32.
Esta igualdade é equivalente a 4(x—1)*—9(y+2)* = 0, que pode ser reescrita
como (2(x —1)+3(y+2)) - (2(x—1)—3(y+2)) =0. Como o produto de
dois niimeros reais é zero se, e somente se, um dos fatores é zero, temos que
2 — 1) +3(y+2) = 0ou2(x—1)—3(y+2) = 0, que é equivalente a
2+ 3y +4 =0 ou 2z — 3y — 8 = 0. Portanto,
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DEGENERAR

Semelhante ao uso corrente
da linguagem, o termo aqui
empregado também significa
perder as qualidades ou
caracteristicas primitivas.

reta vertical
tangente

Figura 21.1: Repre-
sentacao geométrica da

tangente e secante.
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S={(z,y) |20 +3y = -4} U{(z,y) |20 -3y =8},
que é a uniao das assintotas da hipérbole H do tultimo exemplo da Aula
23. Assim, o conjunto S é formado por duas retas. Dizemos que é o caso
degenerado da hipérbole, assim como um ponto e o conjunto vazio sao os

casos degenerados do circulo e da elipse.

Exemplo 21.2
Vamos descrever um procedimento para construir, com compasso e régua

com escala, a hipérbole H de equacao

I'Q y2
_2_ﬁzl’onde02:a2—|—b2,a>oeb>0.
a

Note que se (z,y) é um ponto de H, entao
2,2
(i) * € (=00, —a] U [a, 00), pois 2° = a* + % > a* = |z| > a, para todo
Y
a2

(ii)yER:(—oo,oo),poisb—g:xQ—aQZO:>|y|20.

Inspirados na identidade trigonométrica
1+ tg?0 = sec? 6, para todo 0,

e na representacao geométrica da tangente e da secante no circulo trigonomé-
trico (veja a figura ao lado), vamos construir o ramo da hipérbole constituido
dos pares (z,y) tais que = € [a,00) e y € (—00,0), reescrevendo a equagao
da hipérbole como 1 + Z—z = z—z.
Vamos seguir agora um roteiro, acompanhando cada item nas Figuras 21.2
a 21.6, que ilustram o caso b < a.
(1) Construa as retas verticais * = a e x = b (veja a Figura 21.2).
(2) Marque um angulo ¢ com —90° < 6 < 90°, a partir do eixo = no sentido
anti-horério, definindo o segmento de reta ry, comecando na origem (Figura
21.3).

vA vA

Tg

-
1

@ s @
b T b

-
xz

r=0b r=a r=b P

Figura 21.2: Passo 1. Figura 21.3: Passo 2.
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(3) O segmento de reta 7y intersecta © = a em A e v = b em B (Figura
21.4). Note que A = (a,atgh) e B = (b,btgh).
(4) O circulo C de centro na origem O e raio OA = asecf intersecta a
semi-reta positiva do eixo x no ponto D = (asecf,0) (Figura 21.5).
vA vh
A=(a,atgh) z=b Ir=a
B:w,u:a] i e
A P\
y, M) 40
b a = D ﬂ-/n 3
/ D=(asec,0)
z=b r=a -
Figura 21.4: Passo 3. Figura 21.5: Passo 4.
(5) Construa a reta vertical s, passando por D, a reta horizontal ¢, passando
por B, e o ponto P definido por { P} = s Nt (Figura 21.6). Observe que
P = (asecO,btgh).
] VP Os pontos P da hipérbole sao determinados
= por
{P}=snt.
L Seguindo o mesmo roteiro e escolhendo valo-
res sucessivos de 6 satisfazendo —90° < 6 <
P (anecd. btad) 90°, faca a construcao, com um compasso e
/ I uma régua com escala, do ramo da direita da
- 2 2
Figura 21.6: Passo 5. hipérbole de equacao % — yI = 1. Nesse caso,
a=3eb=2.
Por que esta construcao funciona?
Observe que um ponto P = (z,y) estd no ramo da direita da hipérbole de
. T ye 1
equagao —5 — 33 =
= EP =14 (EPaza
<= Z=secl e {=1tgl, para algum ¢ com —90° < ¢ < 90°
<= x=uasecley=>btgl, para algum 6 com —90° < # < 90°
< {P=(z,y)} =sNt, onde s tem equacao = = asecl e t tem
equagao y = btg6, para algum 6 com —90° < 6 < 90°.
Para fazer a construcao, vocé deve escolher, sucessivamente, angulos
01, 05, 03, .. ..
Para construir o ramo da esquerda da hipérbole, vocé pode fazer a
simetria com respeito ao eixo y dos pontos da hipérbole ja construidos.
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A hipérbole também tem uma propriedade reflexiva interessante, seme-
lhante a da elipse: se uma fonte de luz ou som esta em um dos focos, entao
as ondas de luz ou sonoras incidirao no outro ramo da hipérbole, refletindo

no seu foco.

Figura 21.7: Raios que saem de um dos focos e incidem no outro ramo da hipérbole
convergem no outro foco.

O estrondo de um aviao supersonico é um cone que segue o aviao. A
intersecao deste cone com a superficie do solo é uma hipérbole. Pessoas

situadas ao longo da hipérbole ouvem o barulho ao mesmo tempo.

O sistema de navegagdo LORAN (LOng RAnge Navegation - Navegagao
de Longo Curso) utiliza as propriedades da hipérbole, o radar e os sinais de
pares de estacoes de radio para localizar a posicao de um navio. As ondas

concéntricas dos sinais das estacoes se intersectam em hipérboles.
Observacao:

Para escrevermos uma equagao, em primeiro lugar, fixamos um sis-
tema de coordenadas. Sabemos esbocar o grafico da pardabola quando a sua
equacao ¢ obtida nos sistemas de coordenadas com os eixos coordenados esco-
lhidos paralelos ao eixo focal e a diretriz. No caso da elipse, sabemos esbocar
o seu grafico quando a sua equagao é obtida nos sistemas de coordenadas com
eixos paralelos aos seus eixos de simetria. Todo o nosso estudo da equacao da
hipérbole levou em conta a escolha do sistema de coordenadas, onde os focos
estavam situados no eixo x, a uma distancia 2c. O eixo real da hipérbole
tinha comprimento 2a, determinado pelos vértices situados também no eixo
x, sendo a < ¢. Podemos escolher o sistema de coordenadas com a origem O
no ponto médio entre Fy e Fy, o eixo y como o eixo focal (eixo real), orien-
tado de O para Fy, e o eixo z (eixo imaginario) perpendicular ao eixo focal
com uma orientagao conveniente. Neste caso, hd uma reversao dos papéis

das varidveis x e y (verifique), dando lugar a equacao reduzida
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Pela construcao do sistema de coordenadas, os focos e os vértices estao
no eixo y, sendo os focos Fy = (0, —c) e F, = (0,¢) e os vértices A; = (0, —a)
e Ay = (0,a). Observe que fazendo x = 0 na equacao acima, obtemos
y? = a?, logo y = a ou y = —a. O eixo imagindrio, situado no eixo z,
tem extremidades B; = (—b,0) e By = (b,0). Além disso, as assintotas
sao as retas y = j:%x. A excentricidade também é e = 2. Nesse caso,
excentricidade grande significa assintotas proximas de retas horizontais (eixo
x) e excentricidade préxima de 1, assintotas préximas de retas verticais (eixo
y)-

O seu grafico, ilustrado na Figura 21.8, é

2

T 2
Graf:{(x,y)y —b—2+%:1}.

Para desenhar o gréfico, construimos o retangulo limitado pelas quatro
retas x = —b, t = b, y = —a e y = a, cujas diagonais sao as assintotas da
hipérbole. Esbogamos as assintotas, marcamos os vértices A; = (0,—a) e

Ay = (0,a) e desenhamos a hipérbole.

v
\jﬁ/
— Ol

—a

Figura 21.8: Hipérbole —i—j + Z—Z =1.
. P .
A hipérbole H = < (z,y) | — TTT = 1 » tem parametros a = 2,
b=1ec®=a’>+b*=5. Os seus vértices sio A; = (0, —2) e Ay = (0,2). As

extremidades do eixo imagindrio sao By = (—1,0) e By = (1,0).

PIKB CEDERJ
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Vemos que as retas y = j:%x = +2x sao as )
diagonais do retangulo limitado pelas retas x = )
—1,z=1,y=—2ey = 2. Essa hipérbole tem Az
excentricidade e = & = ? O seu grafico esta ¢
ilustrado na Figuraa21.9. B, By -
-2 -1 2 T

Esbocando no mesmo sistema de coordena-
2,2 C1

das o grafico da hipérbole H' de equacao T T

A
1 e suas assintotas, obtemos a Figura 21.10. Ob- T :

serve que os parametros de H' sdo a = 2, b = 1,

c \/5 -
c =+Vhee = . 9 que sa0d 0s INesinos  Figura 21.9: Hipérbole H :

parametros de H. —”—12 + ﬂ—z =1.
, - b 1 . . N
E as assintotas de ‘H' sdo as retas y = +—x = j:§x, as diagonais do retangulo
a

limitado pelas retas x =2, x = -2, y=1ey = —1.
Por um giro de 90°, o grafico da hipérbole H de equacao 2—2 — y—f =1
(Figura 21.9) coincide com o grafico da hipérbole H’, pois essas hipérboles

sao congruentes.

Faca, no mesmo sistema de coordenadas, os graficos das hipérboles:
2 2 2 2
€z Y €z Y
——4+==1 e ——-—Z==1.
9 + 4

O que voce observou?

Essas hipérboles nao sao congruentes e as suas assintotas sao as mesmas!

Na préatica, para desenhar as hipérboles

2 D) 2 2
B SR Y
4 1 4 1
construimos o retangulo limitado pelasretas xt =2, = -2, y=1ley = —1,

cujas diagonais sao as assintotas das duas hipérboles. Devemos ter cuidado
com a determinagao do parametro a, que ocorre como coeficiente da varidvel

com sinal positivo. Na primeira hipérbole temos a = 1 e b = 2 e, na segunda,
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a =2¢c¢b=1. Note que, nos dois casos, ¢ = a? + b> = 5 e, portanto,
¢ = +/5. No entanto, a primeira hipérbole tem excentricidade e = ? =5
e, a segunda, e = ? (veja a Figura 21.11). Essas hipérboles nao sao
congruentes!
\ y‘ /
22 .
-3 Jz - 3 Z
= 22
Figura 21.11: Hipérboles —% % =1le % — % =1.
Exemplo 21.3
Vamos determinar a excentricidade da hipérbole
H={(z,y)| —162*+ 96z + 9y* — 36y = 252 }.
Para isto, precisamos de c e a, onde 2¢ é a distancia focal, 2a é o comprimento
do eixo real, 2b é o comprimento do eixo imaginario e b?> = ¢* — a?. Vamos
determinar a equacao reduzida da hipérbole dada.
Reescrevemos a equagao como
—16(2* — 6x) + 9(y? — 4y) = 252.
Completando os quadrados dos polinomios em x e y, temos
—16(2* — 62 +9—9) +9(y? — 4y +4 — 4) = 252,
que é equivalente a
—16(2? — 62 +9) + (—16) - (—9) + 9(y? — 4y +4) + 9 - (—4) = 252.
Escrevendo os quadrados, obtemos
—16(z — 3)? 4+ 144 + 9(y — 2)* — 36 = 252.
Assim,
—16(z — 3)> + 9(y — 2)? = 252 — 144 + 36 = 144.
Dividindo por 144, temos a equacao reduzida
(z-3)?  (y—2)7?
— =1.
9 * 16
Portanto, ¢ = V16 = 4, b = V9 =3, 2 = a>+ b0 = 16+9 = 25 ¢
c=+v25=>5. Logo,ezgzﬁ.
Observe que o centro de H é (3,2). ‘H é uma translacao de (3,2) dos pontos
da hipérbole —% + % = 1, com focos (0,—5) e (0,5), vértices (0,—4) e
(0,4) e extremidades do eixo imaginédrio (—3,0) e (3,0). Basta transladar
de 3 unidades as abcissas e de 2 unidades as ordenadas dos focos, vértices
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2 2
e extremidades do eixo imaginario da hipérbole Ty % = 1. Assim, os

focos de 'H s@o os pontos (3, —3) e (3,7) , os seus vértices sao (3, —2) e (3,6)
e as suas extremidades do eixo imaginario sao os pontos (0,2) e (6,2). As

assintotas de H sao as retas que passam por (3,2) com inclinacao :|:§.

&l

Figura 21.12: Hipérboles —% + v le —@ + % =1.

2 2
De modo geral, a hipérbole —%2 + y_2 = 1 tem centro (0,0), eixos
a

de simetria * = 0 e y = 0 e eixo real vertical. Quando esta hipérbole é
transladada de A unidades, horizontalmente, e de k unidades, verticalmente,

uma hipérbole congruente é obtida tendo equacao

(x—h)?*  (y—k)?
— =1

O centro (0,0) é transladado para (h, k) e os focos, os vértices, os eixos

de simetria e as assintotas sao transladados como indicado a seguir:

a? |y (@—h?  (y—k?
—b—2 + ﬁ =1 - b2 + a2 =1
centro: (0,0) — (h,k)

focos:  (0,—c)e (0,¢) —  (hk—c)e(h,k+c)

vértices:  (0,—a) e (0,a) —  (h,k—a)e (h,k+a)
eixos de simetria: r=0ey=0 — r=hey==Fk

assintotas: y =4z — y—k=7%x—h)

y=—3x  —  y—k=—3(z—h)
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Nao se esqueca que ¢ = a? + b? e as extremidades do eixo imagindrio
da primeira hipérbole, B; = (—b,0) e By = (b,0), sao transladadas para
(h—0b,k) e (h+ b, k), respectivamente.

Chegamos ao final do Moédulo 1. Na Geometria Analitica vocé apren-
derd mais sobre as conicas. Gostariamos de fazer algumas consideragoes
importantes sobre a relagao entre os conceitos aprendidos aqui e o estudo

que serd feito na Geometria Analitica.

Observacdo Final:
A equagao geral do 2° grau em duas variaveis é

ar?® + by + cy®* +dx + ey + f = 0.

Vocé aprendeu a identificar esta equacao quando b = 0, podendo ser um
circulo, uma parabola, uma elipse, uma hipérbole, ou os casos degenerados,
um unico ponto, duas retas ou o conjunto vazio. Para identificar a curva,
fizemos translagoes, porque a translacao elimina o termo do 12 grau em x e
em y.

Nao podemos deixar de mencionar que a equacao geral do 22 grau em
duas variaveis representa uma conica ou os casos degenerados. Na disciplina
Geometria Analitica vocé aprenderd a fazer rotagoes no sistema de coordena-
das. A rotacao elimina, na equacao geral do 22 grau, o termo bzy, deixando a
nova equagao obtida com b = 0. A rotacao coloca o sistema de coordenadas
na posicao em que uma translacao nos permite identificar o subconjunto do
plano que satisfaz a equacao. Apds a rotacao, aplicamos as técnicas apren-
didas aqui e identificamos o subconjunto do plano. Os gréficos das conicas

com termo bzy e b # 0 estao ilustrados na Figura 21.13.

)
=
o
5
]
&

-4

9x* = Mzy + 10y° — 20z + 100y — 12=0

-6 /
-8

-8

2% — 2ey + 2% — 36x + Oy — 201=0

Figura 21.13: Conicas com termo bxy e b # 0.

32x — 56y + 8xry —dy* — 166=0
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Resumo

Vocé aprendeu a desenhar a hipérbole com compasso e uma régua com
escala; a determinar os parametros a, b e ¢ da hipérbole, com a equacao
reduzida obtida no sistema de coordenadas, onde a origem é o seu centro de
simetria, o eixo y é o eixo focal e o eixo x é o eixo imaginario; a esbocar o
grafico da hipérbole e a fazer translacoes; a determinar as coordenadas dos
focos, dos vértices e as extremidades do eixo imaginario; o significado da
excentricidade neste sistema de coordenadas e a determina-la; além disso,

agora sabe a propriedade reflexiva da hipérbole.

Exercicios

1. Esboce o grafico das hipérboles, tracando as assintotas:

.’,1;'2 2 T 2 9
b) —E ¥ (€) —9(x +2)2 + 4(y — 3)% = 36
55 T 16

(c) —2%+9y* =36 (f) —4(x+2)2+16(y —1)* =4

2. Considere as hipérboles do exercicio anterior. Determine:

(a) as coordenadas dos focos e dos vértices,
(b) a excentricidade.
3. Determine a equacao reduzida da hipérbole, satisfazendo a propriedade
dada:
(a) Vértices (—2,43) e focos (—2, £5).

(b) Os pontos limitantes dos eixos imaginario e real sao, respectiva-
mente, (3,1), (9,1) e (6,—1) e (6, 3).

(c¢) Centro (2,—3), eixo imaginario de comprimento 6, eixo real de

comprimento 10, sendo o eixo real vertical.

(d) Vértices (—1,—4) e (—1,4), eixo imaginario de comprimento 8.

(e) Centro (—1,1), uma assintota paralela a y = 22 e (-1

7

,5) um

foco.

4. Identifique o subconjunto do plano e faca o seu grafico. Se for uma
hipérbole, entao determine o centro, os vértices, os focos, os eixos de

simetria e as suas assintotas:
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4o? — > +8x + 6y +11 =0

)
b) —922 + 16y% — 90z + 32y — 353 = 0
(c) —4x? + 9y? — 32z — 36y — 64 =0
(d) 2? —4y* + 62+ 24y — 31 =0

5. Construa, seguindo o roteiro dado, as hipérboles cujas equacoes sao
2?2 —4y? =4, 922 —y? =9 e 22 — y?> = 1. (Atencao com os valores de
aeb.)

Auto-avaliacao

Se vocé souber determinar a equacao reduzida da hipérbole, a partir
das propriedades geométricas; esbocar o seu grafico, usando a sua equagao
reduzida; determinar as coordenadas dos vértices, dos focos e das extremida-
des do eixo imagindrio, a partir da equagao reduzida; souber fazer translagoes

e determinar a excentricidade, entao pode prosseguir.

Atencao!

Terminamos o Mddulo 1. Vocé deve refletir sobre os conceitos, as
equagoes e graficos apresentados. Antes de passar para o Médulo 2, esclareca
todas as suas duvidas, procurando os tutores e também interagindo com os

seus colegas.
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