Capitulo 8

Derivadas direcionais e 0 vetor
gradiente

8.1 Derivadas direcionais

Considere a fungéo de Cobb-Douglas z = f (z,y) = 4-2%/*. y1/4 estudada
no exemplo (5.1). Lembramos que este tipo de fungdo pode ser usada, por
exemplo, para modelar a producio de uma empresa em termos do capital z e
do trabalho y. Neste exemplo, vimos que com capital z* = 10000 e trabalho
y" = 625, a produgdo desta firma é de 2* = f(z*,y*) = 20000 unidades e que
as derivadas parciais de f com relagio a z e y sio dadas por

of of _
=L = — (10000, 625) = 8.
= (10000, 625) = 1.5 e 5y ( )

O valor (8f/8z)(10000, 625) = 1.5 indica que se a quantidade de trabfilho y*
é mantida constante e aumentamos a quantidade de capital z* em h unidades,
entdo a producdo sofrerd um aumento de aproxirr.lad.amente 1.5-h unid.ades.
Analogamente, o valor (8f/0y)(10000,625) = 8 indica que se a quantldadf
de capital £* é mantida constante e aumentamos a quantidade de. trabalho y

em h unidades, entdo a produgio sofrerd um aumento de aproximadamente

8 - h unidades. Para esta empresa, no ponto (z*,y") = (10000, 625), entre

aumentar o capital ou aumentar o trabalho, é mais produtivo aumentar o

trabalho.

Contudo, vocé poderia se perguntar:

tante e aumentar a outra? Afinal, esta n duas varidveis 30 mesmo
exemplo, ndo seria mais produtivo aumentar as du

por que manter uma varidvel cons-
50 6 a tnica estratégia possivel! Por
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tempo em uma certa proporgio? A resposta ¢ que, de fato, existe urn;
estratégia mais produtiva do aquela sugerida. pelag derivadas parciaig p,,
exemplo acima.

O objetivo deste capitulo é justamente tentar estabelecer um métoq,
para se encontrar esta estratégia mais produtiva. Para, isto, é convenient,
colocarmos uma linguagem mais geométrica para o que queremos fazer. Dady
uma funcdo f: D C B? = B e p = (a,b) um ponto interior de D, vimos ng
capitulo 5 que as derivadas parciais

of af
55(17) e Dy (p)

representam, respectivamente, a taxa de variagdo de f quando mantemos
= b constante e variamos z perto de a e a taxa de variacdo de f quando
matemos z = a constante e variamos y perto de b.

Geometricamente, para a derivada parcial (0f/dz)(a,b), o que estamos
fazendo é caminhar no dominio D da funcido f por uma reta passando pelo
ponto p = (a,b) que é paralela ao eixo z e analisando o comportamento de f
sobre esta reta. Para caminhar por esta reta, basta considerar o trago da
curva parametrizada

ca(ty=p+t-e;=(gb)+1t-(1,0) = (¢ +t¢0b)
que justamente descreve a reta que passa pelo p = (a,b) com diregao dada
pelo vetor e; = (1,0) (veja a secdo (2.5)) e, para analisar o comportamento

de f sobre esta reta, basta estudar a funcido composta de uma tnica varidvel
dada por

h(t) = (f o ca)(t) = f(eu(t)) = fla+1,0).

Com esta terminologia,

f v _dhey o flea(®)) = feu(0
0x(a;b)— dt(o)_hm 1 p al( ))

t—0

lim
t—0

= lim
t—0

flp+t-er) - f(p) fla+1t,0)— f(a,b)
A t

Veja a figura (8.1).

o
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Figura 8.1: Derivada direcional de f noponto p =
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(a,b) na direcdo do vetor e; = (1,0).
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Analogamente, para a derivada parcizl (9] SOy ) ), 0 0 o 2P

(‘\4(

LT

minhar no dominio D da funczo f e "’f/% ,’f”f»’»%zzr;} ”
zendo é ca ; . e
ponto p = (a,b) que é paralela a0 ¢ixo y <z A e
. ”~ P M 1/”.“ (AR ’“/f4/4 ya /.’

sobre esta reta. Para caminhar por ests rels, Lasis voniam, oo, ‘s

curva parametrizada

a(t)=p+t-ea=(a,b)+1-(0,1, =101

EAEALS = - — ( 7 S s
que justamente descreve a reta que passa pelo p = ‘4,5, oz Jlgz s

s\\
\\\

pelo vetor eq = (O, ]_) (veja a qc('ao (2 ))) t, DRIZ plzilizr ’/,,’,’,)’/,;""/;pul
de f sobre esta reta, basta estudar a funcio compoita 2o wrma 4ol it

dada por

h(t) = (f o ao)(t) = flonft)) = fla b1,

Com esta terminologia,

Fooo_db flealt) = flogls))
27 % 0) = —(0) =lim ? N

< A

) () FL O 27z
limf(p’f't’eQ)_f(P)__,v:‘m;v,l;u-',/-o ":N/’
t—0 i Py z

Veja a figura (8.2).

Em resumo, a estratégia de se mudar ums urifos] o s Tz
ponde, geometricamente, a0 fato de gue exztar

ek v ha .’(})

e ddl el L ,z’,, R~

\

-
U g S i S - v s ";r;

passando pelo ponto (g, b) amlplaa U Aoz iyos oo rdar £ e T L e

L\ e
Sl AP

mos caminhando por uma reta passando pelo pont

FANRI VISR IR $i

4 Sas "j PRI Rk
e da forma; el (1 U) ou 92 = (r ) (;’A‘.J(:’)' ’,'{:t.(/:[:;; :::r) (J{;r/ e T ;:’/t; ':r;/‘::y,,:/r
da base canédnica de =2},
Fica claro agora como podermnos ohier oqtree cxvrsiiatos: Laae STIE

retas passando por p = (a,4) mas com s Air:

TP A

cificamente, queremos caminhar no dominie '/ P
A h o ek C e e
passando pelo ponto p = (g, b)y CUje direrZe, 4 docn oo oot oo £

v = (v1,v3) pré-estabelecido ¢ e 2lizar ¢ o ) cE T TR

(/:(!A‘T/,j»?’ v/rv4/ ~ -~ L.z e
p b A 1 Furzrienie 1 .
reta. Para caminhar por esta TEa, D258 (1t v o as s S e TEE
. e Ll 2T Ty R S -
metrizada
alt)=p+t-v="_lat<t.0. .. .
V= 1, V) 'f‘{v"T',’Z/"“""(/':"?’:’7,'::3"":’(»‘;,
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h=foa,

Figura 8.2: Derivada direcional de f no ponto p = (a, b) na diregio do vetor e; = (0,1).
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que justamente descreve a reta que passa palo g - (/;//; ) i, i
pelo vetor v = (vy, 112) (veja a se¢io ( 2.5)) ¢, piin snnite o, Tithiis Chttins,

! v ’ i .’4‘r' "‘/-"/- /”'
de f sobre esta reta, basta estudarm a fundgin compesn e s, Gyl 0y

dada por
ht) = (foa)(t) = f(a(t) = f(a4Lem,byi-tony,

Com esta terminologia,

O (= B - HE) = S000) _

mf®HEV)=fp) . Jasiem,) ik vy [l

t—0 t =4 4
O numero real

05 () — i L2+ 1 7) = 1o,

ov t—0 A

¢ denominado a derivada direcional de J no ponto p = (y, by az direrie i
vetor v = (v1,vp). Veja a figura (8.3).

Observe que, para calcular o limite

im L +t-v) ~ f(p)
t—0 t

na defini¢io de derivada, direcional, é necessirio que ol j = pef oy estefno
dqmlnlo D de f paré t proximo de zero, Para i5t0, & suficicris gusp = {nb)
se€Ja um ponto interior de D,

. b
< e 1%

* -
al dadz arirns oo entends
e »
aveis, !

Evidentemente, a defini¢do de derivada direcional
para o caso de uma fungio escalar de 7 vari

b S e = -
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8.2 O vetor gradiente

Se f: D C B* — R é uma fungdo de classe C, p é um ponto interio
de D e v é um vetor em R, entao podemos calcular a derivada direcio-
nal (8f/0v)(p) de uma maneira mais facil e direta do que tentar calcular o
limite em (8.1) diretamente. Para isto, vamos introduzir um objeto impor-
tantissimo na teoria de otimizagdo: o vetor gradiente.

Considere uma fungio es-
onito do-dominio D de'f. -

Definicio 8.2 (O VETOR GRADIENT’E) '
calar f: D C B" — B de classe C" e p/um'p
O vetor gradiente de f no ponto pé o veto

Vf: DCBE — E* ;
2,

O simbolo V é denominado nabl

Teorema 8.1 Sejam f: D C &
nida em um subconjunto D de’R
vetor em . Entdo. .7

.
<

o) = Vi) v =1

a diregao’v €0 .

isto &, a derivada dlremOndl(af /3V)(p)de fe mpn o
freio or Lg?adienteﬂV- f (p}

g

produto interno (veje a definigio (2.1) entre o ve
de f em p e o vetor v, TR AN L

e
. e

Demonstragdo: A demonstracao é uma aplicacdo imediata da regra da &
deia. Se x(t) =p+t-v={(p1+t-vi,...,pp+t-v)eh=foa entdo, PO

definicao, temos que

g%(p) = 1/(0).

=

' A\
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= Df(p) - D(0),

Ve

’ SN v d v 3 '1.4» r4 '
Sty &, e M Gnt enbensng deat

Oels ¢’ ,/ 2
a5 mabrizes, conclufmos que

‘ _— 7 3 U
; I2445T b ()f Vel ()f
' R ) +y /) i (’}',/I,I (p) 5:,;,;;(1')) ‘ 5

i [ of )

0y () ()

1x1

Veir gresvrivig. o050 N e y ir
Par ezt fity, st i

>
e~

b of , . of
LAy e B me 2
o O H () == /,mf(p) Yp oo ev ,xn(p) ‘v, =V f(p)-v.

D

=]

[AN i v e 5-, AL A 7 N A ’, A =
ot et raresselion e estudsr & funcio f sobre a reta dada pelo traco

cnsirizads oty = p -t v, entdo somos naturalmente levados

~ Lt L G L g
P AP S AR o
z

2 aied Tveris de funggo composta b = f o a em t = 0, cujo valor
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7,00

=25, etk o curve paremetrizada B(t) = p +t - w determina a
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< caleular 2 2wz de variegzo de ums funes
(norma) 1 quando queremos CalCiiar &t / funcg, .

calar sobre esta reta.

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

taxas de variaciéo de uma funczo °=c21?r J
ponto p no dominio de f na direcZo de um VELOr V, VOCE de
v por um vetor de mesma diregZ0 ¢ sentido mzs de norma (tamanho) 1.
Isto pode ser feito tomando-se

)
i
N
<
™
=
o
n
-t
ja
=
-t

+
U= 5
1Y
conforme indicado na seg2o {2.4) do capitulo 2. Niuitos zutores s6 con-

)

sideram derivadas direcionzais com veioras unitirios.

Exercicio resolvido 8.1 Considere 2 funcZo de producio Cobb-Douglas

’

=, y} =4 . 53.2": . ylf-’;

estudada no exemplo (5.1). Considere tambZm os vzlores de capitel z° =

10000 e trabalho y* = 625.

M

(a) Calcule a derivada direcional dzs 7 no o ponto p = (z*,y*) = (10000, 623)
na direg@o do vetor v = (1,3).

(b) C.almile a taxa de variag@o de § no ponio p = (z*, ¢ } = (10000, 625) na
direg2o do vetor v = (1, 3).

SoLugio:
(a) No exemplo (5.1) vimos que (07 /o=)py=15 /dy)(p) = 8 10go
Vi) = (L) 20~ a5
o= D). E‘ p}) - (l-' s 8)

Pelo teorema (8.1)

<
-~

¢
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8.2 O vetor gradiente

u="Y __ (13 =@=<Li>_ V10 310
VIO'vio) {10 10 )

10 T 10 20

Observe que o resultado acima também € a taxa de variagio de femp
na direcdo u. o

O item (b) do exercicio resolvido acima sugere uma estratégia mais produ-
tiva do que tentar manter o capital constante e variar o trabalho ou manter
0 trabalho constante e variar o capital: no ponto p = (10000, 625), devernos

aumentar o capital e o trabalho na proporg¢io 1/3. Contudo, uma ougratper;
- . /. . . i .
gunta surge: como saber se ndo existe uma estratégia ainda mais produtiva

Como determing-la? A resposta é dada mais uma vez-pelo teore,m-a (81)
junto com as propriedades de produto interno. Pe,asc‘:obrlr a estrate%la ?a%s
Produtiva é equivalente a descobrir um vetor unitdrio u para o (;ug a; 1:,121;
vada direcional no ponto p é maxima. Agora, usando o teorema (2.3), te

que

af(P) = Vi(p)-u=|IV/(@l 'M'COSW) = ||V £(p)l| - cos(6)

du ~

derivada direcional acima
) =1 Moral da histdria:

(veja figura (8.4)). Desta maneira, a fim de q;ljs?g
RE méxima, devemos ter # = 0 de modo que
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fjeriynidn direeonals o o retor iy,
- T

a dirceiio de pisior cpessedgptsnibe i s Sundly) o ‘Jm

nte V[ (p) de [ e p o m;x?'u’ o7, e U ine,,
¢ dada por ||V S (p)ll; a normé do{ vetor V,r';;/i?f’mf,:’: /]‘; J {,!ﬂ M ’ 4”; {71’3:1;»‘ mfﬁj.«;é
do que a derivada direcional de f oo p n;;,‘(’im:{;n/{ ,, ) ‘/ ](//{/1(1/ j n ,/(: 71(n),
Analogamente, o vetor que fornece o (J n'f;(;;x/; (les HM,’H)‘I’ / /1 :;; Jf;!f:m,o‘ ('ie P
funcio f em um ponto p & 0 velor 57 [ (1) 65 i soimioor a3 Soeresciimen,

¢ dada por —||V/ ()|}, que s 1oraiss 6 o que w derirda direcional de 1
iltardos cin i Aeorergy,

1 P ° \/ ¢ ] cog pr (o0t (404 1{;;>‘
em p na diregio —V f(p)- Vit colocar estess 1o

o vetor que fornece
ponto p ¢ o vetor gradic

)]

“T(p)

Figura 8.4: Se¢ [jul] =1, entin (if Jomj(py = 7 fpjl} - crs().,

Teorema 8.2 Considere f: D &%
um ponto interior de . Se Vf(‘;i'j E :
cimento de f em p ¢ dada por 7/(p) s e orescmento
méxima igual a [[Vf(p)ll) o & dircgin de pisjor decrescimento do f
em p é dada por — f(p) (com Tz tazs As decrescimsnto mézime
iguala-j}Vf(p)li)' ' ),%"'?’/’/”«{w”’"{"’y/ ST

Yo

Gors

'y

Exercicio resolvido 8.2 Considere 2 funcis de produciao Cobb-Douglas
z=fla,y)y =45 /8

N Y . _ s ’ =
estudada no exemplo (5.1). Congidere também os walores de capital @
10000 ¢ trabalho 4 = 625. Encontre 2 diregin de maior cresciment

ey N — e 1 g 45 3 ’ s i O
produgdo f em p = (2*,5%) = (10000,625). Cual & a taza de cresciment
de f em p nesta direcin?

BPEIPIREP




8,2 O vetor gradiente

%%

SoLuGAO: A diregio de maior crescimen

to (10 no npo /.
i nte (} el e,
vetor gr:ullcntc (10 f eIm p: f I Y } £

taxa de crescimento de f TR
A taxz de f em p nesta dire¢éo é dads por

VPl = /(1.5)2+ 8 = 265 8.159....

2

3

Assim, S¢ queremos aumentar a produgio no ponto p = (10000, 625) & 45
rapidamente possivel, devemos aumentar o capital ¢ o trabalho ns proporczs,

1.5/8. -

Notagao. Existem outras maneiras de se especificar um vetor pare o c4leils
de uma derivada direcional, além da notagéo

V= (’Ul,’vz,...,’l}n)

que estamos usando no texto. Por exemplo, podemos descrever v cormo urnz
combinacao linear dos vetores da base canénica em R"*:

v=uv-er+vy-ext--tey

onde

er = (1,0,0,...,0,0),
e = (0,1,0,...,0,0),

e, = (0,0,0,...,0,1).

Assim, o vetor v = 2¢; + 3e; em R? nada mais ¢ do que o vetor v =
' torv=2e;+3e;+4e; e 7
2(1,0) +3(0,1) = (2,3), enquanto que 0 ve

nada mais é do que o vetor v =2 (1,0,0) +3(0, 1, 0)+4(0,0,1) = (2,3,4).
Muitos livros, incluindo o volume

de Célculo Integral a Vériag Varidveiz
desta colegdo, utilizam ainda uma outra notagao:

V=ai+bj=a(1,0)+b(0,1)=(a,b)
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para um vetor em R? e
V=CL1+bJ+Ck=0(1,0,0)+b(07170)+c(07071): (a,b,c)

para um vetor em R3. Assim, o vetor v = 2i+3j em R? nada majs ¢ do que
o vetor v = 2 (1,0)+3(0,1) = (2, 3), enquanto que o vetor v = 2j4 3; j a1
em R3 nada mais é do que o vetor v = 2(1,0,0) + 3(07170)"|’4(0 0,1) <

(2,3,4). //

8.3 Exercicios

[01] Encontre o gradiente das fungdes abaixo.

a) f(z,y,2) = /22 + 92 + 22

(

(b) f(z,y,2) = zy + yz + z2.
(c) f(z,y,2) =z +9*+ 23

(d) f(z,v,2) = zy® + y2? + 222
(e) f(z,y) = In+/z2 + 12,

(f) flz,y) = (22 + ) /22 + 2.
(8) flz,y) =z e,

[02] Calcule a derivada direcional das fungdes abaixo no ponto e diregao
especificados, onde e; = (1,0) e e; = (0, 1).

(2) f@,y) =2’ +4* —32%, p=(1,2) e v = (1/2,3/2).
(b) f(z,y) = e®cosy, p = (0, 7r/4)ev—(e1+3e2)/\/_
(¢) f(=,y) =174¥% p (1 1) ev= (e +e)/v2.

() ( )_ez cosy (177T/2)€V—-(361+462)/5.

[03] Calcule a derivada direcional das fup

. gdes abaixo no ponto e diregd
especificados, onde e; = (1,0, 0),

ez = (0,1,0) e e3 = (0,0,1).
—_ 2
(a) f(=, vy, )—:c —zxy+322,p=(l,l,2)evz(el—l—ez—e?:)/\/g'

Ebi ;Ey ;—e-@ ), b = (1,10,100) e v = (1, ~1, ~1)/V5
¢) J(z,9,2) = sen(zyz), p =(1,1,7/4) e v = _
(d) f(=z,9,2) " AR

=1/(z? +y? +Z) p= (2,3,1)6V= (62—2€3+el)/ 6




8.3 Exercicios

L
o)

[l

[04] ?ae;;; ;I;:elreltz ige;;?t;li) C.i-l_]a(l;?;l_a uma, das funcées abaizo cresce razis
(2) fz,y) = T2+ 292,
(b) f(z,y) =2*— 242
(c) f(z,y) = e"seny.
(d) f(z,y) = e“seny — e~ cosy,.

[05] Uma sonda espacial estd nas proximidades do hemisfério mais auente
do planeta Mercirio. Um sensor verifica, que a carcaca da nav;: estéd
comegando a derreter. Supondo que a temperatura na £egiéo ¢ descrita
pela funcdo T'(z,y, z) = €™ + e~V 4 37 ¢ que a sonda se encontra na
posi¢ao p = (1,1,1), qual deve ser a direcdo que a sonda deve tomer 2
fim de obter o maior decaimento na temperatura?

[06] A altura do vulcdo havaiano Mauna Loa é (de maneira aproximada)
descrita pela funcao

h(z,y) = 2.59 — 0.00024 3> — 0.00065 z°,

onde h é a altura acima do nivel do mar em milhas e z e y medem
as distincias leste-oeste e norte-sul em milhas com relacdo ao topo da
montanha. No ponto (z,y) = (—2,—4):

(a) O quéo rapidamente cresce a altura na direcdo (1,1) (isto ¢, na
direcdo nordeste)?

(b) Em qual diregéo a altura cresce mais rapidamente?

(c) Em qual diregio a altura decresce mais rapidamente?

(d) Se vocé caminhasse na diregao sul, vocé estaria subindo ou des-

cendo? A que taxa?
(e) Se vocé caminhasse na direcio noroeste,
descendo? A que taxa?

vocé estaria subindo ou

enha o formato de um paraboléide eliptico
e ¢ sao constantes positivas, T € Y sao as
oeste e norte-sul no mapa e z é a altitude acima do
medidas em metros). No ponto (1,1)

. . o
e a altitude cresce mats rapidamente? Se uma,
direcdo ela deveria comegar a

[07) Suponha que uma montanha t
z=c—az?—by? ondea,b
coordenadas leste-
nfvel do mar (z, y e z sdo todas
qual é a direcao em qu
pedra vocé largada em (1, 1) em qual
rolar?
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(08] Sejam f e g fungdes com derivadas parciais continuas. Justifique Porqy,
() V(f+9)=VI+ V9
(b) V(c- f) = ¢ Vf, onde ¢ é¢ uma cons
(c) V(fg)=FVg+9V:
() V(f/g) = (gVf — [Vg)/g" nos pontos onde g # 0.
[09] Em qual diregao e sentido deveriamos nos mover a partir do ponto (9, 3

para aumentar O valor de 4 z%y o mais rapidamente possivel? Expregg
sua resposta como um vetor de comprimento 1.

tante real.

[10] A figura (8.5) mostra uma porgdo de um mapa da regiao sul de Minas
Gerais onde estdo indicadas as curvas de nivel da funcao altura h com
relacdo ao nfvel do mar. Existe uma linha grossa para cada 100 m de
elevacio e uma linha fina em cada intervalo de 20 m. Considere os
pontos A, B, C, D e E no mapa. As setas indicam o vetor gradiente
de h no ponto indicado. Diga se as relagdes abaixo sfo verdadeiras ou
ndo, marcando um “V” se a relagao for verdadeira e um “F” se ela for

falsa.
() R(C) = hE) () R4) > )
() 24 > o, () Z@ > o
() 2B < o () 2y < o
() %(D) > 0, () %%(E) < 0 |
() %(A) > -Z—Z(E), () %(B) > %Z(D)-

~

/
i
£

ic ., .
[11] Diga se cada uma das sentengas a seguir é verdadeira ou falsa, apres?” |

\ - , _ 0
_Aando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemP”
caso ela seja falsa.

. 3 /7 ; i
(@) Se f: B® — R é uma fungdo de classe C! tal que Vf(O’O’O) "

(0,0,0) para todo (z,1 3 3 5 todo
1Y ¥,z) € R = 0 pt :
(z,y,2) € RS, 4:2) , entdo f(z,y,2) |

\\
N\,
Y
—y AN

.

\
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Figura 8.5: Mapa de contorno de uma regido no sul de Minas Gerais.
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(b) Se f: R} — R é uma [ungio (l,(;' (:l:m.‘io C)f' Ll e Vj'(:z:,?,, 2) =
(0,0,0) para todo (z,y,2) € I, onbilo Sy ,2) = 0 paea lodg
(z,y,2) € R®. | ‘

*(c) Se f: R* = R ¢ uma fungéio <lc'<:1usso ¢ otal que V(@2 =
(0,0,0) para todo (7, ¥, 2) € K ¢ f(0,0,0) = 0, entio f(a,y,2) =
para todo (z,9,z) € R®.

[12] Diga se cada uma das sentengas a scguir ¢ verdadeira on falsa, apresen.
tando uma justificativa caso ela scja verdadeira ou um contra-exemplg
caso ela seja falsa.

(a) Se f: D C R® — R é uma fungdo de clagse C? definida no conjunto
aberto

D={(z,y,2) eR® |z < 1} U {(2,9,2) eR’ | z>2}

tal que Vf(z,y,2) = (0,0,0) para todo (z,y,2) em R? entio
f(z,y,2) =0 para todo (z,y,2) € R,

(b) Se f: D C R®* — R é uma funcio de classe C* definida no conjunto
aberto

D={(z,y,2) eR’ |z < 1} U {(z,y,2) eR’ |z >2}

tal que V f(z,y,2) = (0,0,0) para todo (z,y, z) em R® e f(0,0,0) =
0, entdo f(z,y,z) = 0 para todo (z,y, z) € R%.

[13] Diga se cada uma das sentencas a seguir é verdadeira ou falsa, apresen-

tando uma justificativa caso ela seja verdadeira ou um contra-exemplo
caso ela seja falsa.

(2) Se f: B® — R ¢ uma fungdo de classe C! satisfazendo v £(0,0,0) =
(2,0,0) entdo f(z,y,2z) =2z para todo (z,y,z) € R%.

(b) Se f: R* — R é uma funcio de classe C! satisfazendo Vf(z,y2)=

(2,0,0) para todo (z,7,2) € B, entio f(z,y,z) = 2z para todo
(z,y,2) € B3,

*(c) Se f: B % R éuma funcdo de classe O satisfazendo v f(z, v, 2) =
(2,0,0) para todo (z,y,2) € B3 e £(0,0,0) = 0, entdo f(z,9:2) =
2z para todo (z,y, z) € B3,

[14] Diga se cada uma das sent ir 6 i -
g Sentengas a seguir é verdadeira ou falsa, aprese

tando umaé Justificativa caso elg, seja verdadeira ou um contra-exemplo
caso ela seja falsa,
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(a) Se f: DCR® 5 R é uma fungdo de classe O

aberto definida no conjunto

D ={(z,y,2) e B |z < 1}U{(m,y,z)eR3 |z > 2}

sati~sfazendo Vf(z,y,2) = (2,0, 0) para todo (
entdo f(z,y,2) = 2z para todo (z,9,2) € D.

(b) Se f: DCR® 5 R éuma fungio de classe ¢!
aberto

D={(z,y,2) e® | z < LU {(z,9,2) € R | & > 2}

satisfazendo Vf(z,y, z) = (2,0,0) para todo (z,y, #) no dominio D
e f(0,0,0) =0, entdo f(z,y, z) = 2 para todo (z,v,z) € D.

[15] Sejam u e v vetores em R*. Mostre que se u-w = v - w, para todo
vetor w em K", entdo u = v.

,¥, z) no dominio D,

definida no conjunto

[16] Seja f: K" — R definida por f(x) = ||x||2 = xTx. Mostre que

Vf(p)=2p.

Dica: escreva explicitamente h(t) = f(p+t-v) (use as propriedades de
multiplicagdo e transposigdo de matrizes), calcule A'(0) = (8f/0v)(p)
e, em seguida, use o exercicio anterior e o teorema, (8.1).

*[17] Sejam A uma matriz m X n, b uma matriz m x 1, e x uma matriz n x 1.
Defina f: E* — & por

£(x) = I|1Ax = bl = (Ax — B (Ax ~ b).
Mostre que
Vf(p) =2(ATAp—b).

*[18] Seja f: =" — P uma funcdo de classe C!. Mostre que se a: I,R g L
uma curva parametrizada de classe Cl, talque a(0)=pead(0)=ve
h(t) = (f o c)(t) (veja a figura (8.6)), entdo
dh of
?E(O) Cov (p)-

. teae) & pode substituir a reta
Moral: na definicdo de derivada direcional, voce Pd Do o que. 1o
t = p + ¢ - v por qualquer curva parametrizada de classe ™ que,
7 - .

velocidade v.
instante de tempo ¢ = 0, passe por p com vetor
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Figura 8.6: Se e(0) =p ¢ /(0) = v, entiio (f o &)'(0) = (0f/dv)(p).

[19] (Campos conservativos) Dizemos que F:P* — R* é um campo ve-
torial conservalivo se existe [: B — B, tal que V f(x) = F(x), para
todo x € R".

(a) Mostre que F(z,y) = (y,#) ¢ um campo vetorial conservativo.
(b) Em eletrostatica, a forga I de atragdo entre duas particulas de
cargas opostas ¢ dada pela Lei de Coulomb:
pe
F(x) =kt
[Ix|J®

Mostre que I ¢ um campo vetorial conservativo.

(c) Mostre que se I*: B2 — B2 é um campo vetorial conservativo de
classe C', entio

oF 0F,
9y V) = 5 (@10)
para todo (z,y) € R? onde F, e I sio as fungoes coordenadas

de I,
Dica: use o teorema de Young,

(d) Use o item anterior para mostr

an ar que o campo vetorial F(fﬂ,y) =
(=¥, +z) ndo é conservativo.

1.2 . ~ A
No curso de Célculo Integral de Fungdes de Viarias Varigveis, vocé vert

que o trabalho realizado por ca-
) ¢ um campo conservativo i ende do €
minho. I nservativo indep
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[20] Dizemos que f: R* — R é uma fungio par se f(x) = J(=x), para todo

x € R". Mostre que se f: R" — R ¢ uma fungio par de classe C?, entiio
V£(0) = 0.

Dica: derive os dois lados de f(x) = f(—x) usando a regra da cadeia.

8.4 Nota histdrica

O sfmbolo nabla (V) (também chamado de del ou atled) foi introduzido por
William Rowan Hammilton em 1837, mas ndo com o objetivo de represen-
tar o gradiente de uma fungdo. Na época, Hamilton usava o nabla para
simbolizar uma fungao arbitrdria. Para denotar o gradiente de uma funcao,
Hamilton escrevia o nabla rodado de 90 graus. Alguns autores usam ainda
uma outra notagdo para o vetor gradiente:

gradf(x).

Esta notacdo foi introduzida por Maxwell e Riemann-Weber.




