
1C�alulo Diferenial e Integral IIPURO-UFF - 2009.1Turma: A1/RCT00017Professor: Eduardo OhsPrimeira prova - 22/maio/2009(1) (Total: 2.5 pontos). Na �gura abaixo as regi~oes A;B;C e D s~ao delimitadaspelas urvas y = 0, y = f(x), y = g(x), y = h(x), y = k(x), y = p(x),
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onde: f(x) = 1� (x+ 3)2g(x) = 2px+ 4� 1h(x) = ((x+ 4)=2)2 � 1k(x) = ((4� x)=2)2 � 1p(x) = 2p4� x� 1a) (1.5 pontos) Expresse as �areas das regi~oes A;B;C e D omo somas ediferen�as de integrais. Neste item n~ao �e preiso alular as integrais.b) (1.0 pontos) Calule as �areas das regi~oes B e D. Use o m�etodo que voêquiser, mas n~ao se esque�a de expliar o que voê fez!(2) (Total: 1.5 pontos). Usando integra�~ao por partes, enontre primitivas para:a) (0.5 pontos) R x2 lnx dxb) (1.0 pontos) R (senx)x2 lnx dx(3) (Total: 1.0 pontos). Enontre primitivas para:a) (0.5 pontos) R 1(x�2)(x�3) dxa) (0.5 pontos) R x+1(x�1)2 dx2009-1-C2-prova-1 May 22, 2009 13:10



2(4) (Total: 3.0 pontos). As integrais que onseguimos resolver por substitui�~aotrigonom�etria em geral s~ao da forma R F (x;pax2 + bx+ ) dx, onde F (�; �) �euma fun�~ao raional de � e � | por exemplo F (�; �) = �2�3���� | e a, b e  s~aoonstantes. O m�etodo pode ser dividido em quatro partes:(I) Uma substitui�~ao u = x + k para transformar R F (x;pax2 + bx+ ) dxem R G(u;pa0u2 + 0) du,(II) p2(ax2 � 1) = pax2 � 1,(III) a substitui�~ao u = ax onverte p�a2x� 1 em p�u2 � 1,(IV) a substitui�~ao trigonom�etria \em si" | três asos diferentes, veja asf�ormulas na pr�oxima p�agina.a) (0.8 pontos) Use o passo I do m�etodo para transformar a integral de�nidaR x=3x=2 xpx2�20x+1000dx numa outra integral na qual possamos apliar o passo II.Dia: k = �10.b) (0.2 pontos) Use o passo II do m�etodo para transformar a integral R x2+1xp4�x2 dxnuma integral na qual possamos apliar o passo III.) (0.5 pontos) Use o passo III do m�etodo para onverter a integral de�nidaR x=1=6x=1=9 p1�9x23�x dx numa integral na qual possamos apliar o passo IV.d) (1.0 pontos) Calule R t2p1+t25 dt.e) (0.5 pontos) Calule R t=bt=a t2p1+t25 dt.Observa�~oes & dias: onsulte a tabela de integrais da �ultima p�agina; n~ao�e neess�ario simpli�ar express~oes omo \artan sen �" se elas apareerem nositens (d) e (e).
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3(5) (Total: 2.0 pontos).Um anel de raio interno r e raio externo R | veja a �gura �a esquerda abaixo| tem �area �(R2� r2); um \ilindro om burao no meio" om raio externo R,raio interno (isto �e, raio do burao) r e altura h tem volume �(R2 � r2)h. Se Rest�a muito pr�oximo de r, digamos, R = r + �, ent~ao o volume do ilindro omburao vai ser �((r + �)2 � r2)h � �(2�r)h. Vamos nos referir a estes ilindrosom R � r omo \asas il��ndrias".O ��rulo da �gura �a direita abaixo | \C" | tem entro (3; 0) e raio 1; aequa�~ao da metade superior da sua irunferênia �e f(x) = p1� (x� 3)2. Segirarmos este ��rulo em torno do eixo y vamos obter um toro. Podemos mediro volume deste toro partindo o ��rulo C em barrinhas vertiais muito estreitas,rodando ada uma delas em torno do eixo y | elas v~ao virar asas il��ndrias| e somando os volumes destas asas il��ndrias.
Rr

a) (0.4 pontos) Corte o ��rulo C entre x = x0 e x = x0 + �. Qual vai sera altura da barrinha orrespondente a este orte? Qual a sua largura? Quandorodarmos ela em torno do eixo y qual vai ser o raio da asa il��ndria?b) (0.4 pontos) Suponha que partimos o intervalo de integra�~ao, [2; 4℄, em npeda�os, usando os pontos x0 = a; x1; x2; : : : ; xn = 4. Suponha que ada xi �emuito pr�oximo do xi+1 e que ada barrinha entre xi e xi+1 �e aproximadamenteum retângulo; use isto para obter uma aproxima�~ao An para a �area desta bar-rinha e uma aproxima�~ao Vn para o volume da asa il��ndria orrespondente.) (0.6 pontos) Expresse a �area total de C | aproximada pelas barrinhas| e o volume total do toro | aproximado pelas asas il��ndias | omo umsomat�orio.d) (0.6 pontos) Quando n tender para 1 e o omprimento de ada bar-rinha tender a 0 os valores destes somat�orios v~ao tender para os valores deintegrais que d~ao o valor exato da �area de C e do volume do toro. Use a f�ormulaPi=0;:::;n�1 f(xi)(xi+1 � xi) � R xnx0 f(x) dx para obter integrais que d~ao o valorexato da �area de C e do volume do toro. N~ao �e preiso alular estas integrais,basta express�a-las simboliamente.
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4Algumas f�ormulas: quando � �e uma vari�avel,s = sen � = os �t = tan � = sen �os � = sz = se � = 1os � = 1Identidades:s2 + 2 = 1s = p1� 2 = p1� s2t2 + 1 = z2pt2 + 1 = zt = pz2 � 1Derivadas e difereniais:dd� = d os �d� = � sen � = �sdsd� = d sen �d� = os � = dtd� = dd� s = s0�s02 = 2+s22 = 12 = z2 = 1 + t2dzd� = dd� �1 = ��20 = ��2(�s) = 1 s = ztd = �s d� = �p1� 2d�ds =  d� = p1� s2d�dt = z2d� = (1 + t2)d�dz = zt d�Integra�~ao por partes:R x=bx=a f 0(x)g(x) dx = f(x)g(x)��x=bx=a � R x=bx=a f(x)g0(x) dxMudan�a de vari�avel:R y=bx=a dgdu dudx dx = R u=u(b)u=u(a) dgdu duR y=bx=a g0(u(x))u0(x) dx = R u=u(b)u=u(a) g0(u) duR y=bx=a f(u(x))u0(x) dx = R u=u(b)u=u(a) f(u) duIntegrais de (sen �)m(os �)n om um expoente ��mpar:R sn2k+1d� = R sn2k �  d� = R sn(1� s2)k dsR ns2k+1d� = R ns2k � s d� = � R n(1� 2)k dSubstitui�~ao trigonom�etria:R F (s;p1� s2) ds = R F (s; ) d�R F (t;p1 + t2) dt = R F (t; z)z2 d�R F (z;pz2 � 1) dz = R F (z; t)zt d�Outros:Pi=0;:::;n�1 f(xi)(xi+1 � xi) � R xnx0 f(x) dxJusti�que ada uma das suas respostas.Boa prova! 2009-1-C2-prova-1 May 22, 2009 13:10


